Seminarni prace

Mezni analyza ramovych
konstrukci

Autor:

Michal Smejkal

Vedouci prace:

Prof. Ing. Milan Jirasek, DrSc.

24.4.2017

CVUT Fakulta stavebni v Praze



L. VOO ettt 3
II.  Princip maxima plastické disipace........ccccciiiiiiiiiii 4
. VEty mezni plastick@ @NalYzZy .......euviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeeeeeeeeeee e 6

A. Dukaz zdkladni véty mezni plastick€ @analyzy ..........ccccooeeeuiiiiiieeee i 7
V. LiN@ArNi ProOgramMOVANT .....uueeeeeieiiiiii s 8
RV o 1 - o [P PP OT PP PPPPPPOPPRPP 9
VI. 4 =] PSP PSP OPPPPPPPPPR 10
VII. PFIONG = SCIIPE 1uvteiiiiiitti s 11
VI ZAVBE ettt ettt st e st e e s e e e e e e e s raeee s 18

IX. (Y=Y (=Y =1 (LTS 19



. Uvod

V semindrni praci se zabyvam plastickou analyzou konstrukci, pfedevsim tedy mezni
analyzou pomoci kinematické metody. Hlavni naplni prace je programu v jazyce
MATLAB, ktery ze zadanych hodnot tykajicich se geometrie konstrukce a zatizeni urci
body na konstrukci, kde dojde k vytvoreni plastického kloubu. Pro zjednoduseni
uvazujeme ramovou konstrukci zatizenou pouze bodovymi silami a osamélymi

momenty.

Pod pojmem plastickd analyza konstrukce si lze predstavit vySetfovani stavu, kdy
nastane kolaps v dlsledku vytvoreni dostate¢ného poctu plastickych kloubl. Obecné je
potreba n+1 plastickych kloubd, kde n je cCislo znacici, kolikrat je konstrukce staticky
neurcitd. Nemusi tomu vsak vzdy tak byt, naptiklad u spojitého nosniku, ktery neni

namahan normalovou silou, mizZe stacit mensi pocet kloub.

Plastickou analyzu Ize rozdélit na nékolik zakladnich podskupin. PrirGstkova analyza
vySetfuje postupné tvoreni plastickych kloub(. Jednoduse feceno, na staticky neurcité
konstrukci se vysetti pribéh vnitrnich sil, uréi se nejnamahanéjsi prirez, ve kterém pfi
nasledném zvySovani zatiZzeni vznikne plasticky kloub. V misté tohoto prirezu
vytvorime skutecny kloub, ktery bude prenaset plasticky moment, ktery se uz ale
nemuZe zvétSovat. Timto zplisobem se bude postupovat, dokud nevznikne dostatecny

pocet plastickych kloub(.

V nékterych pfipadech nds vSak nezajima historie vyvinu plastickych kloubU, ale pouze
mezni stav, kdy dojde ke kolapsu konstrukce. Timto se zabyva mezni plasticka analyza.
Tu lze rozdélit na statickou metodu a kinematickou metodu, kterou se v této praci
zabyvam. Na rozdil od pfirlstkové analyzy, ktera je obecnou metodou, Ize mezni

analyzu vyuZit pouze, pokud se jedna o idealné pruznoplasticky model.



Il.  Princip maxima plastické disipace

Pro zjednoduseni vysvétleni se pti teoretickém odvozeni omezim na pfipad jednoosé
napjatosti. Ta nastdva naptiklad u prihradovych konstrukci, které jsou namahané pouze
osovou silou. Nicméné také u ohybanych nosnik( ¢i trdmda, v pfipadé zanedbani vlivu

smykového napéti.

Teoretickym zakladem meznich metod je princip maxima plastické disipace. Nejprve na
urovni materialového bodu zavedeme mnoZinu vSech plasticky pfipustnych stavi.
V pripadé idedIné pruznoplastického modelu plati, Ze napéti o je pripustné, pokud jeho

absolutni hodnota je mensi nebo rovna mezi kluzu, tj. pokud plati
o€ Sep = [—0y, o]

kde S, je mnoZina v3ech plasticky pfipustnych stavi. Pro vysvétleni podstaty principu
maxima plastické disipace nam pomuze zavedeni napéti o*, které mulze byt libovolné
hodnoty, avsak plasticky pripustné. Dale budeme predpokladat, Zze zname skutecné
napéti o a skutecnou rychlost plastické deformace &,. Podle znaménka &, mohou

nastat tii pripady.

Budto je €, > 0 a dochazi k pretvafeni v tahu a napéti tudiz musi byt na kladné mezi
kluzu, znaeno o = ag,. Jakékoli napéti a* je vidy mensi nebo rovno napéti g, tedy
plati, Ze 6* < 0, = 0 atim padem i
. .
0, S 08,
protoZe &, je kladné a smér nerovnosti se nezméni.

| pro dal3i dva stavy, tedy i pro €, < 0 a €, = 0, se dd ukazat, Ze nerovnost bude
splnéna. Tato podminka ndm také tika, Ze ze vSech plasticky pfipustnych napéti a* je

soucin 0”&, nejvétsiv pfipadé skute¢ného napéti. Zapsano

max o's, = o¢&
0" E5er p p

Je jednoduché ukdzat, Ze soucin napéti a deformace znaci praci vztazenou na jednotku

objemu. Nechdame-li plsobit napéti & na nekonec¢né malé téleso o objemu dV, jeho



deformace se zvétsi o infinitezimalni ptirustek de. Napéti potom vykonad praci o de dV.
V ptipadé, kdy je pfirGstek deformace pruzny, prace vykonana napétim vede ke zvyseni
potencialni energie. Pokud je vsak prirtstek deformace plasticky, vykonana préce je
disipovana v plastickych pretvarnych procesech a potencialni energie zlstava

nezménéna. Disipacni vykon vztazeny na jednotku objemu nebo také hustotu plastické

A d
disipace potom vyjadfime jako D = 0% = 0§, .

Jak je vySe zminéno, nerovnost 6*¢, < o€, platiiv pfipade, kdy €, < 0 nebo &, =0,
a znaménkem plastické deformace je i jednoznacné urceno, zdali se jedna o g, nebo
—0y. Proto mGZeme hustotu plastické disipace vyjadfit jako D = o0&, = 0y |s'p|. Z toho
takeé vyplyva, Ze hustota plastické disipace je funkci &, jelikoz g, je materialova

konstanta. Vzorec tedy mizZeme rozsitit na

max 06y = 06, 200, = D&y

Z toho plyne nasledujici véta: Plasticka disipace, tedy vykon skute¢ného napéti na
skutecné rychlosti plastické deformace, je nejvétsi ze vsech myslenych vykon, které
by libovolné plasticky pfipustné napéti podavalo na skutecné rychlosti plastické

deformace.



I1l. Vety mezni plastické analyzy

Pro nasledujici odvozeni se nam bude hodit zavedeni tzv. soucinitele zatizeni u. Vektor

vnéjsiho zatizeni zapiSeme potom jako ndsobek takzvaného referencniho zatizeni,

Princip mezni analyzy spociva v hledani mezni hodnoty p,, pfi které dojde ke kolapsu
konstrukce. Na zakladé zminénych metod jsme schopni hledat horni a dolni odhady
tohoto soucinitele. ug nazyvame staticky pfipustnym soucinitelem zatizeni, v ptipadé
existuje-li takovy stav vnitfnich sil, ktery je v rovnovaze s vnéjsimi silami g fa spliiuje
podminky plastické pripustnosti. Obdobné pro kazdy kinematicky pfipustny proces,
ktery je popsan rychlostmi sty¢nikovych posun( (a pootocni) a rychlostmi plastické
deformace, zavedeme kinematicky pripustny soucinitel zatiZeni yy, ktery splfiuje

rovnici

Hk]_CTdk =D (S'p)

Ta nam rika, Ze vykon vnéjsich sil na rychlostech sty¢nikovych posunt (a pootoceni) je

roven plastické disipaci pro pfislusné rychlosti plastickych deformaci.

Nyni uz mGZeme zminit zakladni vétu mezni plastické analyzy: Pro libovolny staticky
pripustny soucinitel zatiZzeni u, a libovolny kinematicky pripustny soucinitel zatizeni

U plati nerovnost u, < ;.

Skutecny soucinitel zatizeni y, musi byt zaroven staticky i kinematicky pfipustny. Pfi
jeho dosazeni je splnéna podminka rovnovahy s vnéjsimi silami a pravé akorat dochazi
ke kolapsu, kdy se konstrukce stdva mechanismem. Z tohoto plynou dvé dalsi véty

mezni analyzy:

Staticka véta mezni plastické analyzy: Soucinitel zatizeni v meznim plastickém stavu je
nejvétsi ze vSech staticky pripustnych soucinitel(. Libovolny staticky pfipustny

soucinitel je tedy jeho dolnim odhadem.



Kinematickda véta mezni plastické analyzy: Soucinitel zatizeni v meznim plastickém
stavu je nejmensi ze vSech kinematicky pripustnych soucinitell. Libovolny kinematicky

pfipustny soucinitel je jeho hornim odhadem.

A. Dukaz zakladni véty mezni plastické analyzy

V pfipadé, Ze u; je staticky pfipustny soucinitel zatizeni, existuji vnitfni sily Ss, které
jsou plasticky pfipustné a v rovnovaze s vnéjSimi silami pg f, zapsano jako

Ss € Sep, BTs, = uf

Jestlize je p;, kinematicky pFipustny soucinitel zatizeni, pak pro néj plati rovnice
-T . )
ik dy = D(epk)
ve které se rychlosti plastickych protazeni
épk = Bdk
vypocitaji ze stynikovych posun( a pootoceni dk, které spliuji podminku
—_T .
f dy,>0
Podle principu maxima plastické disipace plati
D(épx) = sSTe'pk
Nyni Ize vySe zminéné vztahy substituovat a upravit
—_T . . T T ToNT —_T .
wef di = D(épi) = 557ép = s"Bdy = (B"s)"dy = usf di
z ¢ehoz nam vyplyva, ze
—T . —T .
tef di = psf dy

Tim jsme dokazali, Ze plati vySe zminény vztah ug < py.



IV. Linearni programovani

Na zakladé vySe odvozené teorie jsme schopni se zapojenim intuice ru¢né vypocitat a
urcit kritické prarezy, ve kterych dojde ke vzniku plastickych kloubl. Tento ruéni
vypocet probiha nasledovné.

Podle stupné statické neurcitosti zjistime, kolik musi vzniknout plastickych kloubd.
Nasledné sestavime vSechny mozné kombinace, podle toho, v jakych prifezech klouby
vzniknou. Poté na zdkladé uvahy vyjadfime rychlosti plastické deformace v zavislosti na
rychlosti posunu a pootoceni sty¢nikll. Zapsano jako

Bd = ¢,
kde d je vektor rychlosti styCnikovych posuni a potoCeni a €, je vektor rychlosti

plastickych deformaci. Z této rovnice vyjadfime posuny a pootoceni d v zavislosti na
€p. Ndsledné miZeme uz podle vztahu

-T . -
,lef d = So |ep|
hledat soucinitel zatizeni p,, ktery bude ze viech soucinitel y;, ten nejmensi.

Takto Ize vypocitat jednoduché konstrukce, avSak u slozitéjsich by tento intuitivni
pfistup pravdépodobné selhal. Nastésti Ize tento typ Ulohy prevést na problém
linearniho programovani, coz je optimalizacni metoda, kdy se hledd minimum linearni
funkce na urcité oblasti popsané linearnimi rovnicemi a linedrnimi nerovnostmi.

V semindrni praci jsem pro vypocet vyuzil vestavénou funkci v programu MATLAB,
ktera pracuje na principu simplexové metody.



Rychlosti posunt a

pootoceni
u, |0.1739
w, | 0.0000
¢, |-0.1739
u; | 0.3043
ws | 0.1739
@3 | 0.0000
u, |0.3043

Rychlosti deformaci
6;, |0.1739
6,, | 0.0000
6,; | 0.0000
0, |0.1739
05, |-0.1739

o = 0,1739
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VI. Zaveéer

Hlavni ndplni seminarni prace je vytvoreni jednoduchého programu pro urceni
kritickych prarez(, kde dojde ke vzniku plastickych kloub(. Nejnaroc¢néjsi ¢ast vypoctu
je zpracovani geometrie konstrukce a vytvoreni matice B, figurujici ve vztahu

Bd = €p

Tato ¢ast je stdle jeSté nekompletni, a proto program zatim zvladne jen specifické
pripady podepreni konstrukce. V budoucnu by bylo mozné praci rozsifit, napfiklad pro
vypocet spojitého zatizeni.



VII. Priloha - script

syms I
% nacteni dat

filename = 'data.txt';

data dlmread (filename) ;

n st data(l,1);

sour styc = data(2:n st+1,1:2);

pos = data(2:n_st+1,3:5);

pos _tran = pos'

n pr = data(2+n_st,1);

s leve = data(n st+3:n st+2+n pr,1);
s prave = data(n _st+3:n st+2+n pr,2);
F pom = data(n_st+3+n pr:end,1);

[poc _nezn,~]=size (find(not (pos)));
[1,~]=find (pos==2) ;
11 = length(1l);

L pom = sqgrt((sour styc(s prave,2)-sour styc(s leve,2))."2
+(sour styc(s prave,1l)-sour styc(s leve,1l))."2);

L poml = zeros(2*n pr-11,1);

for k = 1:n pr

L poml (2*k,1) = L pom(k,1);
L poml (2*k-1,1) = L pom(k,1);
end

=01
Zl =01
for h = 1:11
Q = find(s leve==1(h,1));
Ql= find(s prave==1(h,1));
z=[z;Q];
z1=[z1;01];
end
if 11>0

if 2*%z-1 > 2*z1
L poml (2*z-1)
L poml (2*zl)=
else
L poml (2*z1)
L poml (2*z-1
end
end
sinus = (sour styc(s leve,2)-sour styc(s prave,2))./L pom;

~



cosinus = (sour_ styc(s prave,l)-
sour styc(s_ leve,1l))./L pom;

sin poml = zeros(2*n pr-11,1);
cos poml = zeros(2*n pr-11,1);
for k = 1:n pr

sin poml (2*k,1) = sinus(k,1);

sin poml (2*k-1,1) = sinus(k,1);
cos poml (2*k,1) = cosinus(k,1);
cos poml (2*k-1,1) = cosinus(k,1);
end

z=[1];

z1 =[1;

for h = 1:11

Q = find(s leve==1(h,1));

Ql= find(s prave==1(h,1));

z=[z;0Q];
z1=[z1;011];
end

if 11>0
if 2*z-1 > 2*z1
sin poml (2*z-1)
sin poml (2*z1)=

=[1;
(17

cos poml (2*z-1)
cos poml (2*z1)=
else
sin_poml(2*zl)=[
sin poml (2*z-1)=
cos_poml(2*zl)=[]
cos poml (2*z-1)=
end
end
n=n pr;
L =1;
% délky jednotlivych céasti

L m =L poml;

X = poc_nezn;

% siny a cosiny jednotlivych pruu
s = sin_poml;

c = cos_poml;

% vytvoreni matice B

sl = sinus;

cl = cosinus;

u_prave = pos (s prave,l);



u leve = pos (s leve,1);

s = find(u prave==0);

u prave (u_prave==1,1)=zeros (length(find(u prave==1)),1);
u prave (s,1)=ones (length(s),1);

s = find(u leve==0);

u leve(u leve==1,1)=zeros (length(find(u leve==1)),1);

u leve(s,1l)=ones (length(s),1);

W _prave = pos (s prave,2);
w leve = pos (s leve,2);

s = find(w prave==0);

w_prave (w _prave==1,1)=zeros (length(find(w _prave==1)),1);
w_prave (s,1l)=ones (length(s),1);

s = find(w_leve==0);

w leve(w leve==1,1)=zeros(length (find(w leve==1)),1);
w_leve(s,1l)=ones (length(s),1);

for k = 1:n pr
kk = s leve (k);

A(k,3*kk-2)=1;
A(k,3*kk-1)=1;

if u leve (k)==0;

T = [T,3*kk-2];
end

if w _leve (k)==0;

S = [S,3*kk-1];

end

end

T2= [1;

S2 = [1;

for k = 1:n pr
kk = s prave (k) ;
A2 (k,3*kk-2)=1;
A2 (k,3*kk-1)=1;
if u prave (k)==0;

T2 = [T2,3*kk-21;
end
if w prave (k)==0;
S2 = [S2,3*kk-17;
end
end

fi leve = pos(s_leve, 3);

s = find(fi leve==0);
fi leve(fi leve==1,1)=zeros (length(find(fi leve==1)),1);
fi leve(s,1)=ones (length(s),1);



fi prave = pos(s_prave,3);

s = find(fi prave==0);
fi prave (fi prave==1,1)=zeros (length (find(fi prave==1)),1);
fi prave(s,1)=ones (length(s),1);

T fi= [];
S fi = [];
for k = 1:n pr

kk = s leve (k)
if fi leve(k)==0;
T fi = [T fi,3*kk];
end
if fi prave(k)==0;
S fi = [S fi,3*kk-1];

end
end
Ts fi = [T fi,S fi];
TS2 = [T2,S82];
Ts = [T,S];
2(: [TS2 TS fi])=I[1;
2(:,1:2)=[];% Pozor
ZZZ=A
A(:,[TS,TS fi])=I[1;
[c,d]=size (A);
A(.,d+l:poc_nezn)=zeros(c,poc_nezn—d);
A leve = A;
A prave = A2;
for k = l n _pr
A_pom (2 :) = A leve(k,:);
A poml (2 *k 1,:) = A leve(k,:);
A pom2(2*k,:) = A prave(k,:);
A pom2(2*k-1,:) = A prave(k,:);
end
z=[1;
z1l =1[1;
for h = 1:11
Q = find(s_ leve——l(h 1))
Ql= find(s prav 1(h,1));
=[z;Q];
z1=[z1;01];
end
if 11>0

if 2*z-1 > 2*z1
A poml (2*z-1,:)
A poml (2*zl1,:)=

=[1;
(17



A pom2(2*z-1,:)
A pom2(2*zl,:)=

else
A poml (2*zl1,:)=
A poml (2*z-1,:)

A pom2(2*zl,:)=
A pom2(2*z-1,:)

end
end
B new = A pomZ-A poml;

fi = pos(s_leve,3);

s = find(£fi==0);
fi(fi==1,1)=zeros(length(find(fi==1)),1);
fi(s,1l)=ones(length(s),1);

fi(fi==2)=1[1;

for k = 1:n pr
if s prave(k,1)-1 <1

continue
end
if (s_prave(k,1)-1)*3 >poc nezn
break
end

if 2*k < length(sin poml)+1
B new(2*k, (s_prave(k,1)-1)*3)= fi(s prave(k,1),1);
end
end
for k = 1:n pr
if s leve(k,1)-1 <1

continue
end
if (s _leve(k,1)-1)*3 >poc nezn
break
end

if 2*k-1 < length(sin poml)+1
B new(2*k-1, (s leve(k,1)-1)*3)= fi(s leve(k,1),1);
end
end
B = B new;

for k = 1:3:poc _nezn
B(:,k)= =-sin poml./L m.*B(:,k);
if k+l>poc _nezn
break
end
B(:,k+l)= cos poml./L m.*B(:,k+1);

if k+2>poc nezn



break

end
end
% e - matice protazeni
e = zeros(n,x);

for k = 0:n pr-1
e(k+l,:)= (A pom2(2*k+l,:) - A poml (2*k+1,:));
end

for k = 1:n
if 3*k-2>poc_nezn
break
end
e(:,3*k-2)= cl.*e(:,3*k=-2);

end

for k = 0: (n-2)

e(:,3*k+2)= sl.*e(:,3*k+2);
e(:,3*k+3)= zeros(n,1);

% spojeni matic dohromady, priprava pro gaussovu eliminaci
B = [e;B];

B prava = [zeros(n,2*n-1);eye(2*n-1)];

B

a

= [B,B praval;
gau elim(B,x);

'_\
Il

[m,n] = size(al);
P t=al(l:x,x+1l:n);

F*L/MO;
= solve (mi==1,F);
ex = F.*F pom';

% normalizing condition
Norm cond = F ex*P t;
[N

,x1] = size (Norm cond);

% compatibility condition
com con = al(x+l:m,x+1:n);
% simplex tabulka
M 0 = ones(l,length(cos poml));

M_O = [1,1,1,1,1];
% M 0= 1[1,1,1];%test
$sMO0-=11,1,1,1,1,1,1]; %test2

SIM TAB = zeros (l+m-x+1,2*x1+2);

[g,r] = size(SIM TAB);
SIM TAB(q,1)=1;



$prvni tadky - compatibility condition
SIM TAB(l:m-x,2:1+x1l)=com con;
SIM TAB(l:m-x,2+x1:r-1)=-com con;
$predposledni radek - normalizing condition
SIM TAB(g-1,2:1+x1)=Norm cond;
SIM TAB(g-1,2+x1l:r-1)=-Norm cond;

SIM TAB(g-1,r ;
SIM TAB(g,2:r = [M O,M 0]; %objective function
theta = linprog(SIM TAB(g,2:r-1),
1),SIM TAB(l:g-1,r),zeros(r-2,1));

theta = theta(l:(r-2)/2,1)-theta((r-2)/2+1:end, 1)
zplastizovane prurezy = find(abs (theta)>1e-8)
posuny = P t*theta

mi = M O*theta

[(1,[1,SIM TAB(1l:g-1,2:r-



VIII.Zaver

Hlavni ndplni seminarni prace je vytvoreni jednoduchého programu pro urceni
kritickych prarez(, kde dojde ke vzniku plastickych kloub(. Nejnaroc¢néjsi ¢ast vypoctu
je zpracovani geometrie konstrukce a vytvoreni matice B, figurujici ve vztahu

Bd = €p

Tato ¢ast je stdle jeSté nekompletni, a proto program zatim zvladne jen specifické
pripady podepreni konstrukce. V budoucnu by bylo mozné praci rozsifit, napfiklad pro
vypocet spojitého zatizeni.
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