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1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

1 Shbirka tloh z pruznosti a pevnosti

Piiklad 1.1 Na zadané konstrukci urcete a vykreslete prubéhy norméalové sily, normalového
napéti, pomérného pretvoreni a funkci posunuti ve sméru osy z. Younguv modul
pruznosti materialu je 2 - 10* MPa, soucinitel teplotni roztaznosti je 12 - 1076
K~!. Prut je zatiZzen dvéma biemeny a ochlaeznim o 15°C.
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Potiebné vztahy:
Normaélova sila je definovana jako

, normalové napéti jako

, 04 lze také urcit z Hookova zdkona jako
o, =FE (e, — &)

, potom pomérné pretvoreni




1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

nebo
N
€p = —=+ay- At
EA Y
a nakonec z geometrické rovnice
du
Eg = —
dz

, kde 1ze funkci posunuti ve sméru osy x vyjadrit jako

u:/ed:c

Pro specialni pripad, kdy N, [, At jsou konstantni je pak celkové protazeni prutu

N -1

, popt. pro vice intervali
N; -1
Alzzi: T4, + At -
300 kN
—1,68-1073 —4,62-1073
@)
9
||| 1. —O—1-300 e [-30 e S
3
1z,
—4,2-107*
120 kN R
I. o 1-180 e|-2 o|—2,8-107*
T




1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

ol = N =18 — 9000 kPa

x 032 —
oll = 47 =33 = —30000 kPa
el = Ziq, At= g2 +10-107% (—15) = —2,8. 10~
e = T pa, - At=53% 410107 (~15) = —1,68 - 1077
u' = [eldry=-2,8-107" 214+ Cy; op: 21 =0, u=0
0 = —2,8:10%-04+C; = C; =0
w = —2,8-107% zy; w!(1,5) = —4,2-107* m

Interval I1 budeme integrovat podle x5:

ul = [ell duy=—-1,68-107% 294+ Cy; 22 =0, u! =u!’
—4,2-107* = —1,68-107%-0+Cy, = Cy=—4,2-107*

w! = —1,68-107% 25 —4,2-107% u!l(2,5) = —4,62-103 m

Celkové protazeni prutu lze také zjistit ze vztahu:

il
Al = P25 4 o +12-107°-(<15) -4 = —4,62-10° m

(Pozn.: musime dbdt na to, abychom do zlomku wvedeného vyse dosazovali do citatele a jmeno-
vatele stejné rady jednotek.)




1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Piiklad 1.2 Urcete velikost sily F, kterou musime zatizit konstrukei tak, aby se bod (b)

posunul pravé o 2 mm doprava. Uréete a vykreslete pribéhy N, o,, €, a u. E = 3-10° MPa.
Interval (I) je zatizen zménou teploty.

i 1.5 m 1m i At = —-20 °C
4 2 mm ap = 10107 K~
% — Al =0,2? m?
@

Al =0,12 m?

Resent:
Jednad se o staticky neurcitou konstrukci. Nemuzeme urcit reakce a prubéh normalové sily pouze
z podminek rovnovahy. Budeme potiebovat pretvarnou podminku.

4 2 mm

Teoreticky prubéh N

R,
%LIJ.ULI@ULIM m

1) Podminka rovnovahy:
0=R,+F+R,

R,=—-F —R,

2) Pretvarna podminka:

Al=AI"+ A" =0
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Ze zadani:
Al =0,002 m

Al = 0,002 m

AT — Bl

EATT
—0,002 = 5l
R, = —6 MN
A= =l o AL
0,002 = b2 4121070 - (=20) - 1,5

0,002=-7,5-10"4+1,25-10"4- F — 3,6 - 10~*
F = 24,88 MN

R, =—-24,88+6 = —18,88 MN

18,88

® Uil

18,88

ol = M= 0,04 — 472 MPa
oll = M7 =8 = —600 MPa
472
~600
e = o At = gte +12-1070 (=20) = 1,33 1077
& = Pévz;flf = 3-102-60,01 =-2,0-107
1,333-10%
?HUL@ULUU —
[MPal

-2-1073
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[erdry =1,33-1073 - x; + OF; v/ (0)=0 = C; =0
2-107% m

[er drg =—=2-1072 - x5 + Cy; u!(1,5) = u'1(0)
—2-107%-0+Cy = Cy=0

_2.1073 . x,

2-1073 m

O,

[m]

10



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Priklad 1.3 V nejvice namdhaném prufezu prostého nosniku urcete prubéh normélového
napéti o,. V obrazku vyznacte extrémy a polohu neutralni osy.

leS kN

L 05m | 1m
| | |

osa symetrie
Resent:

Nejprve uréime polohu nejvice namahaného prufezu a extrém ohybového momentu. Vse vzta-
hujeme k pravotocivému souradnicovému systému xyz, kde osy y, z jsou hlavni centralni osy
prufezu. Maximdlni moment M, = 1 kNm vznikd v prufezu (©), tj. pod bfemenem.

LTSI [kN] .

-1
Pocitame-li vnitini sily a prufezové charakteristiky vzhledem k hlavnim centralnim osam,
pouzijeme pro vypocet normélového napéti vyraz:

N MM,
= -_-—— . _.Z
AT YT,

Oz

V prufezu © ndm vysel M, =1 kNm, N = 0, M, = 0. Vyraz pro vypocet o, se zjednodusi na
tvar:

M,
1

Y

Oy = -z

Jedna se o pripad namahani jednoduchym ohybem.
Abychom mohli do vyrazu dosadit, musime urcit moment setrvacnosti /,,.

1 10,021
I, = % = WT’ —1,2566-10""m'  (D,. =0)

Dosadime do vyrazu pro normélové napéti:

M
Op = —2 -2
Iy
1-10°3
r = T 2
%0 = 19566 - 107

oy = 7957,982 - 2

11



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Mame tedy rovnici roviny napéti nad vySetfovanym prufezem. Nez uréime extrémy, je tieba
nalézt polohu neutralni osy, pro kterou plati o, = 0. Pfi jednoduchém ohybu kolem osy y je
neutrdlni osa (déle jen n.o.) totoznd s osou y. Muzeme ovéfit vypoctem. Do rovnice roviny
napéti dosadime za o, = 0 a dostavame:

0="T7957,982 -2 = 2z =0, coz je rovnice osy y, tedy n.o. =y

Naznac¢ime prufez s n.o. a najdeme mista extrémau:
Napéti na prutfezu se méni linedrné se soutradnici z, extrémni hodnoty hledame v prutezech @,

®).

T = T957,982 - (—0,02) = —159, 160MPa
Oun = T957,982 - (+0,02) = +159, 160MPa

L A[0:-0,02] -159,16

0,02 m [MPa]

Y n.o. =y
0,02 m o

2 21 B[0;0,02] 159,16

Vedle prurezu nakreslime sklopeny fez rovinou napétd, vyznac¢ime neutralni osu a hodnoty
extrémul.

12



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Priklad 1.4 Na svislém prutu urcete prubéh normalového napéti o, v nejvice namahaném
prufezu. Napéti na prufezu vykreslete, vyznacte hodnoty extrému a polohu

neutralni osy.
M) $
N

3 m

f

TETTRRTY

Resent:

Nejprve zavedeme na prutu i na prufezu pravotocivy souradnicovy systém xyz. Extrém ohy-
bového momentu vznika uprostied nosniku,

v, k) M, [N
o : 4
>
-
g
E_> — & tmax M, = 4,5 kNm
Z e =
<t P> /é
b —
||
> 6 kN 6 /2]
; -
"4
10

g
-

1 1
maxMZ:§~f-12:§-4~32:4,5kNm

1,5
maXMZ:6~1,5—4oT:4,5kNm

Poznamka: Pii urceni vnitinich sil respektujeme znaménkovou konvenci.

13



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

M, |
: / M, Orientace kladnych vnitinich sil
V.
M, N| I / Vy N M,
< = | i,
|
| y/ V.
/| /I S
Yy d M,
% g M,

Obdélnikovy prufez je dvouose symetricky, osy y a z jsou hlavnimi centralnimi osami, D,, = 0.
K vypoctu napéti pouzijeme vyraz:

Pro N =0, M, = 0 ndm zustane:

kde I, je hlavni centralni moment setrvacnosti k ose z, M, je hodnota momentu vztazeného k
téze ose. Nejvice namdhany prurez je namahan jednoduchym ohybem.

1 1
Po urceni I, = TR hb? = TR 0,3-0,2> =0,2-107% m* dosadime do rovnice pro o:
4,5-1073 MN
= =MP
72 = 70,2103 7 { m? “]
O, = —22,5-y

Z predchoziho prikladu vime, Ze pro neutrdlni osu plati, ze o, = 0, z rovnice roviny napéti
potom vychati y = 0. Neutralni osa n.o. = z. Nakreslime prifez, vyznacime n.o. a najdeme
body s extrémnimi hodnotami o,.

Normaélové napéti roste linearné se souradnici y, extrémy uréime proy = £0,1 m

y=+4+0,1m:0, = —22,5-0,1 = —2,25 MPa
y=-0,1m:0, =—-22,5-(-0,1) = 42,25 MPa

14
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Prubéh napéti vykreslime na prufezu.

= g

— 4_09 '_L

=3 ¥ ?

= >

1O

C\]'\

~ e
o] NE ﬁn
S
=

15



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Piiklad 1.5 a) Na prostorové zatizené konzole vykreslete prubéhy vsech nenulovych vnitinich
sil.
b) Ve vetknutém prufezu vykreslete prubéh normélového napéti o,. Urcete po-
lohu neutrélni osy vzhledem k soutadnicovému systému a vypoctéte extrémy

napéti.
¢) Vykreslete jadro prufezu a s jeho vyuzitim urcete prubéh o, na volném konci
konzoly.
f=6 kN/m l .
YYYYYYYYYYY| .
F=50 kN F| 1 |
2 =L
% I
i (e
| 2m osa symetrie}
| | 0.2 L [m]
0,05 )QO,O5

Resent:

vztahujeme ke stfednici prutu.

|
i
- i
s i
i S
d i -
™ i
Oﬁ IC
- ] 0,3-0,2-0,1+0,2-0,2-0,3
y ZC:
0,1
z.=0,18 m
Je &
=
[m] —~

z = osa symetrie

Nyni muzeme vykreslit vnitini sily:

16
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f=6 kN/m lf

YYVYYYYYYYYY]

®
S
|
i
|
i
i
!
|
i
@
|
i
@
|
i
i
i
©
(@
(@]
=
Z
I }-‘q
I
5
[
0,2 0,2
I

Y
! 0,22
y
VA VA
[ 2 m
! 02 || [m]
0,05 &0,05

-21

M,, = —50-0,18 = —9 kNm

M. = o621 2100

%_ //_//?7// ' // M,y =M,,=-50-0,15=—7,5kNm

-7,5 -7,5

b) Pribéh o, ve vetknuti: N — 50 kN, My, = —24 kNm, M, = —7,5 kNm. Reseny prifez
je symetricky podle svislé osy, téZistové osy ¥, z jsou tudiz hlavnimi centralnimi osami a deviaéni
moment D, ., = 0. K feSeni napéti o, pouzijeme vzorec:
N M, M,
I

Op = — —

AL

- Z

17



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Uréime prurezové charakteristiky:

>
I
=)

1 m? (viz a))

é\«
I
-

(Iy;+4;-22;) =1-0,3-0,2°+0,3-0,2-(—0,08) + & -0,2-0,2%4+0,2-0,2- 0,122
1

(~
Il

J/

vV
Steinerova véta

I, = 1,293-10% m*
2

L= (Li+A-y2)=5(0,2-0,3+0,2-0,22) +0,2-0,3-0+0,2-0,2-0
\i =1 — _ Steinerovy do;ﬁgky jsou nulové
Steinerova véta

I,=0,583-103 m*

Dosadime do vzorce pro o,:

50107 —75-10° 21107 MN
01 0.583-103 7 " 1.203.103 - 2
0y = 0,5+ 12,857 -y — 16,237 - z [MPa]

Oz

Uréime pruseciky neutralni osy s osami y, z. Pouzijeme k tomu podminku, ze na neutralni ose
(n. 0.) je o, = 0.

a) o, =0, 2=0: 0=0,5+12,857-yy

0.5
YN= 19 857 Hedm
b) o, =0, y=0: 0=0,5—16,237- 2y
0.5
—_ 2 _ 0031
INT 37 oo™

Vyneseme hodnoty do obrazku a vykreslime neutralni osu. Normélové napéti o, roste linedrné

se vzdalenosti od neutrdlni osy, extrémy budeme proto hledat v bodech A a B. Souradnice
téchto bodu dosadime do rovnice pro o,:

18



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

A[0,15:-0,18]

Opn=0,5+12,857-0,15 — 16,237 - (—0, 18)
oxa = 5,351 MPa

0o = 0,5+ 12,857 - (=0, 1) — 16,237 - 0, 22
oxp = —4,358 MPa

ox,cg = 0,5 MPa

¢) Urcime jadro prutezu. Jadro prufezu je oblast obklopujici tézisté. Pokud zde pusobi ex-
centrickd sila, je cely prufez namahan napétim stejného znaménka. Vrcholy jadra uréime jako
pusobisté excentrickych sil (tlakova centra) jimz odpovidajici neutralni osy jsou teénami prufezu.
Soutradnice vrcholu jadra pocitdme ze vzorcu:

1
Y = _Z_Z, 2 = — Y , (platf, pokud Dyz == O)
YN, ZNi
T I
9  tz 2 Ty
kde ZZ — Z7 Zy - Z

a Yni, 2N, jsou soufadnice pruseciki tecen k prifezu (tj. neutrdlnich os.) s hlavnimi central-

nimi osami y, z.

19



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

@ @
@
0,038 AOZT/S
® Yn,3 /@ = =
T o s |
7 ﬁ@\ ©
= ,021

i‘ﬁ
e
0,22

ZN,3

1,293 -1073 —
P2 =" =12,933-1073 m?
Y 0,1

0,583 -1073 —
2= —"——— =5833-1073 m?

0,1
1) Tecna (D) :
Yyng — 00, zy1 = —0,18 m
y1=0
12,933 -1073
Z1 = _M =0,072 m
—0,18

20



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

2) Te¢na (2):
ynz = +0,15 m, z2y2 — o0

_5,8@- 1073

= -0,039 m
0,15

Y2 =
Zo =0
Analogicky pro tecnu @ :
yo = 40,039 m, zo, =0

3) Teéna (3) :
Yn3 & zn3 lze urcit napiiklad z podobnosti trojuhelniki:
02 h — h 9,02 0,4m — 0,224 0,4=0,62
= — _= = m Z = = m
0,05 0,1 0,05 N = ’ :
YN;3 0705 0,62 . 0,05
SR N = =0,155
ove 02 T 00 o
5,833-1073
=—————— =-0,038
ve 0,155 eem
12,933 -1073
gy — 12933107 091 m
0,62

Opét analogicky pro teénu @ plati:
yz = 40,038 m
zg = —0,021 m

4) Tetna (@) :

Yna — 00, zya = +0,22 m
ya=20 o

Z4 = —M = —0,059 m

0,22

Jadro je tedy vymezeno spojnicemi pusobist sil 1, 2, 3, 4, 3', 2/, jimZ odpovidaji neutralni osy
v podobé tecen k prurezu. Vztah pusobisté excentrické sily kneutrdlni ose plati i recipro¢né.
Volime-li pusobisté sil v rozich prufezu, piislusné neutrdlni osy vymezuji obrys jadra. Toto
muzeme vyuzit pii feSeni prubéhu norméalového napéti o, na volném konci fesené konzoly:

N = 450 kN, M, = —9 kNm, M. = —7,5 kNm

Neutralni osa prochazi vrcholy jadra (1) a (2). Dél posupujeme stejné jako pii feseni napéti ve
vetknutém prurezu.

21



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

/

A[0,15:-0,18]

Pro vypocet hodnot extrému sestavime rovnici:

N M, M,
O'x = — — . — .z

AT, I,

50-107* —7,5-107° -9-1073
Oy =

_ — R
0,1  0,583-10° 7" 1203.10% ~
0. —0,5+12,857 -y — 6,959 - = MPa

oxa = 0,5+ 12,857 0,15 — 6,959 - (—0, 18) = 3,681 MPa
oxp =0,5+ 12,857 (=0,1) — 6,959 - 0,22 = —2, 317 MPa

ox,cg = 0,5 MPa

22



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Priklad 1.6 Na konzole vykreslete prubéhy nenulovych vnitinich sil. Pomoci diferencialni
rovnice ohybové ¢ary urcete pruhyb volného konce. Ohybovou ¢aru naskicujte
a vypoctenou hodnotu do nf vyznacte. EI, = 210" kPa, a = 12-107% °C™*

) F=6 kN
f=5 kN/m +10°C ¥ h=0,24 m
YYYYYYY (10
@ +2°C ® +2 °C ©
0,8 m 0,8 m | i—ouﬁ
| —Y m
Resent:
1 3 -5 4
I, = +5-0,16:0,24° =18,432-10 m
El, = 2-107-18,432-107° = 3684, 4 kNm?
AT = AT;— AT, =2—10= -8 °C
Q6 -4 =24 kN
F=6 kN
;3:5 KN/m| 410 °C_ ¥
LAY vYYYYYY 10
Id—"1 o °
()A @ +2 °C @ +2 °C @
z
10
10
v 6
[kN] 7 X
6,4
My
Nm) A

23



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

a) Resenf od funkce M, (x):

<a;b> re<0;0,8 >
2

M,(z) = —6,4+10x—5%
M, AT
v
. 1 .«
Yy
1 3
w'(x) = E(G,4x—5x2+5%)+%~8-x+01
Yy
w(z) = L(3 2:1:'2—5x—3—l—5x—4)+g 4-22°4+Cy -2+ C
- EL 37247 T h ' ?

Na intervalu < a;b > mame pro feseni integracnich konstant k dispozici dvé geometrické okra-
jové podminky:

Dz=0:w=0=0C,=0
2)e=0:0w'=0=C,=0

Pokracujeme fesenim na intervalu < b;c >:

<bjec> re<0,81,6>

My(z) = 0
M, (x AT
w'(z) = %-8
w'(x) = %-8-$+C'3
w(r) = %-4~x2+03-m+04

K feseni integracnich konstant C3 a Cy pouzijeme podminky spojitosti funkei w'(z) a w(z) na
rozhrani intervalu < a;b > a < b;c >:

3) x=0,8m: w) =wp

1 3 « o
—(6,4-0,8—5-0,82+5%)4+ ~.8.08 = —-.8- C
Ely(a ) ) + 6>+h ) h T+ C3

2,346
3636, 4

Cs = 63,6574-107°

03:

24



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

4)z=0,8m: wy, = wp

(3,2-0,82 — 5% 4 508y L 0. 4.0,82.0,8 = £.4-0,8+63,6574-107°-0,8+C,
1,28
C, = —20 —63,6574-1077-0,8
! 3686,4 ’

C, = -16,2037-107°

Nyni mtzeme ur¢it priuhyb volného konce prutezu (©:

41,62+ Cy- 1,6+ Cy = 12190 . 10,24 + 63,6574 - 1075 - 1,6 — 16,2037 - 1075
368-107% m = 1,368 mm

_ 6]
W, = h
w, = 1,

Vypoctenou hodnotu prihybu vyznacime do ohybové cary.

[mm]

1,368

b) Reseni od zatizeni z diferencialni rovnice 4. fadu

Pro feseni pouzijeme diferencidlni rovnici ve tvaru:

e |en (5 0 1) 1w

Rovnici opét sestavime na obou intervalech

<a;b>, x€<0:0,8 > f. = konst. = 5 kN/m

% [E[y (di’;‘;gx) + a%S)
)

d d*w(zx) -8
Vi(a)

2

d? -8 ’
E@( wlo) |, ) = 55 +Ciea+C = M) = =55 —Crox =G

dx? h
My (@)
dw(zx) -8 3 z?
E]y dr T X = 5— +01?+Cgl‘+03

4 3 2

x_+01%+02%+03$+04

= 5
24

) -
?)
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K teSeni integrac¢nich konstant vyuzijeme jak podminky pro pruhyb a pootoceni, tak podminky
pro vnitini sily V. (z) a M, (z):

e=0:w=0=0Cy=0

2)z=0:0w'=0=C3=0

3)x=0:V,,=10kN =10=—-C;, = (C; =—-10kN
4)r=0: My,=—-6,4kNm = —6,4=—-C; = Cy=6,4 kNm

Zapiseme vysledné funkce pruhybu a pootoceni na intervalu < a;b >:

4 3 2

1 x x x o
— (s 0% 64t ) + % g
w(x) Efy(524 06+6, 2>+h x

1 z3 z? «

(z) = — (5% 105 46,40 ) + <.
w'(z) E]y(56 02+6, x>+h 8x

Pokracujeme fesenim na intervalu < b;c >:
<bjc> re<0,81,6> f.=0

d d*w(zx) —8
% |:E]y ( A2 + OCT)
d d?w(x) -8
~ |\ EI 2
dz [ y( . )

—Vz(2)

d*w(x —8
Ejy(%—l-OtT) = C5'$+CG = My(l'):—05'$—06

. 2

dx h 2
-8 z? x3 x?
E@(w(x)%—aT?) = C5€+06?+C7ZE+08

K feseni integracnich konstant vyuzijeme podminky v prifezu (b):

) z=0,8: Vipe=0 = C5 =0

2)r=0,8: My, =0 = Cs=0

3)x=0,8: w, =wph =

L (508" 1008 6 i08) 1% 808 = L .cs® 808
EI,\" 6 2 Y h ST B, T h ’

Cr; = 2,346
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4)z=0,8: w, =wp =

1 /.08 08 0.8\ a 1 _ o
500 100 164 2} 1Y g0,82 = (2,345 0,84 Cy) + ©-4-0,8
Ely< 21 6 TV 2>+h ’ g, (2346 0.8+ Co) + 540,
Ce = 1,28 1,8773
Cs = —0,5073

Vypocteme pruhyb volného konce konzoly:

1 _ ~
we = —— (2,346 1,6 — 0,5973) +%-4-1,62

ET
12-10°°

Yy
. = 4-1075.1,6 — 16,2037 - 10~°
w 63,6574 -107° - 1,6 — 16,2037 - 1075 + 7

-10,24

w, = 1,368-107% m = 1,368 mm
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Priklad 1.7 Pomoci diferencidlni rovnice ohbové ¢ary urcete reakce a vykreslete prubéhy
vnitinich sil V' a M. Vypoctéte hodnotu prihybu a pootoceni v prufezu (©) a
hodnoty vyznacte do ohybové ¢ary. ET, = 8000 kNm?.

My = 4 kNm f—6 kN /m F=10 kN

<i++++$$$ \
© ®

K teseni pouzijeme diferencialni rovnici ohybové c¢ary 2. fadu:

Q6 - 4 = 24 kN
My = 4 kNm F=10kN

%%#v%%% AN

2 m

A
— 1, F— 22

_ My(m)

w'(z) = EI,

a) Resenf bez vyuziti Clebschovy metody: S ohledem na vypocet integraénich konstant z okra-
jovych podminek zavedeme pro kazdy z intervalu < a;b > a < ¢;b > jinou proménnou z;.
Sestaveni okrajovych podminek se tim zjednodusi.

<a;c>, rp € <04 >

My(z)) = 44 A2y —6- S =d+ Az —3.22=A-ay+4-A—34.2,— 44

ELw"(x1) = —My(x)

ElLw"(x1) = —4—A-z;+3 23

ELw' (z,) = —4-;1:1—A-ﬁ+x:f—l—01
Elw(zy) = —2-22—A- xl + 3 iy Cy a1+ Chy

<cb> xo€ <0;3>

ELw"(xe) = —My(x)

ElLw"(zy) = —A-z9—4-A+34-25+44

ELuw(z;) = —A-2—4d-a-29+ 1723 + 44 - 25 + Cy
Elw(zy) = —A-2—2.-A-23+17 -2 +22.22 4+ Cy- 22+ C}
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Reakci A a integracni konstanty vyfesime z okrajovych podminek pro pruhyb w a natoc¢eni w':

1) 11=0: w=0 —0=-20-A-3+5+C-0+C, = C,=0 (1)
wy=4 AN o=0twy=wp——2-42-A-L+4L4+0-4=0, (2)
=4 AN za=0:w), =wp = —4-4-A-L 4440, =04 (3)
4) =3 w=0 —0=-A-% 2. 4.32417-2 1+22.324C5-3+Cy (4)
5) =3 w =0 —0=-A4-2 —4-A-3+17-3>+44-3+C} (5)

Z podminky (1) uréime integracni konstantu Cy = 0, zbyvajici podminky vedou na soustavu
rovnic pro neznamé A, C4, C3 a CYy.

—10,66-A+4-Ci+0-C5—Cy = —32 (2)

—8-A+C,—C5+0-C; = —48 (3)
—225-A+0-Ci+3-C3+Cy = —351 (4)
—16,5-A+0-C,+C5+0-Cy = —285 (5)

Resenim této soustavy dostaneme:

A = 15,778 kN
C, = 53,571
C; = —24,656
C, = 77,983

Dosazenim téchto vypoctenych hodnot do funkei pootoceni a pruhybu dostaneme:

<ase>
C1
w(@1) = gy e | 4@~ 7,880 a3 4 2 453571 |

Cq
=
wizy) = gk - [_g.ﬁ_2,630-x§>+0,25-x;1+53,571-x1}

<cb>
Cs
[ —
w'(@):ﬁ'_—7»889'x%—63,112-m2+17-x§+44-x2—24,656}:
:ﬁ. —19,112'1*24—97111.xg_24’656}
i 03 C4
[ — —— ——
w(vs) = - | — 2,630 2§ — 31,556 - 2§ + 5,66 2§ + 22 2 — 22 — 24,656 -z, + 77,983 | =
=golm-_—9,556-955+3,036-x§—24,656-x2+77,983}
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Prihyb a pootoceni v prutezu (©) lze pocitat jak z funkei platnych pro interval < a;c >, tak z
funkci platnych na intervalu < ¢;b >. Vzhledem k tomu, ze v prufezu (©) je o = 0, pouzijeme
druhou moznost:

Wz, =0) = =286 _ _3082-1073 rad = —0,177° = —10,6'

Pootoceni vyslo zaporné, tecna k ohybové care v prufezu (©) prochazi 2. a 4. kvadrantem.
Pouzijeme-li pro pootoceni velicinu ¢, uvédomime si, ze ¢ > 0 je proti smyslu hodinovych
rucicek: . = —w!, = +3,082- 1073 rad.

w(xz =0) = 25-9748.1073 m

Nyni dopoé¢itame zbyvajici reakce a vykreslime pozadované prubéhy vnitinich sil. Reakce:

oF A+B-24—10 = 0
15,778+ B—34 = 0 — B= 18,222kN
xb) : 44+ A-7-24.5-10-3+M, = 0 — M= 35554 kNm

My— 4kNm =6 kN/m b O KN A7 — 35 554 kNm

TYVYVYY AN
® (@ © T

A =15,778 kN B = 18,222 kN
— 21 = 9
15,778

()

[kN] Ty = 2,63 m! -8,222

118,222
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v tazena dolni vlakna

® . AlE

(KN m)] W \

oL715 19112

tazend hornf vldkna

N
) —-inﬂexnlkbod
A~ Nw., =-0177°

0. = 9,748

Extrém ohybového momentu na intervalu < a;c >:

r, = 28 =2630m

maz M = 4+15,778 2,63 — 6 - 29 — 24 745 kNm

Nakonec vypocteny pruhyb a natoceni prufezu () vyznacime do ohybové cary. V piipadé si-
lového zatizeni pozname klenuti ohybové ¢ary podle tazenych vldken ve vykresleni ohybového
momentu.

b) Redeni s vyuzitim Clebschovy metody:

Za urc¢itych podminek lze vypocet uzpusobit tak, ze ve vsech intervalech budou stejné interakéni
konstanty Cy, Cs. K jejich feseni nam postaci dve okrajové podminky, jednu dalsi musime ptidat
pro vypocet reakce A.

Podminky vyuziti Clebschovy metody:

1) El, = konst. na celé konstrukci

2) Zavedeme jedinou proménnou x

3) Pokud méme vice intervalu, musime v kazdém nésledujicim pouzit vSechny cleny funkce
M,(x) v nezménéné podobé. Cleny muzeme pouze priddvat, nikoli ubirat ¢i ménit.

4) Pridané ¢leny ve funkci M, (z) integrujeme tzv. v uzavieném tvaru.

F=10 kN
My=4kNm =6k 0

STFTTTIITIIT
=6 o it

f=6 kN/m
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<a;c>, xe<0;4>
(zdpis M, (z) a integrace se nezméni, vse zustdvd stejné jako v predchozim vijpoctu.)
My(z) = 4+A-x—37
ElLuw"(zx) = —4—A-x+3-2°
ElLuw'(x) = —4~x—A-§—|—x3+Cl
()

ElLow(r) = —2-1:2—A-9273+%+01-x+02

<eb> xe <04 > (K funkei My(z) zapsané na intervalu < a;c > muZeme cleny pouze
priddvat. Pokud v ni viak ponechdme clen —3 -3, znamend to, Ze sjem spojité zatizeni rozsirili
na cely nosnik (v obrdzku cdrkované). Aby zatiZeni odpovidalo zaddni, priddme na intervalu
< ¢;b > spojité zatiZeni stejné intenzity s opacnou orientaci (v obr. zelené). Nyni miZeme
zapsat funkci M,(z).)

<cb> re<0;4>

¢leny intervalu <a;c>
7\

M,(z) = 1+ A 232246 % — 10 - (x — 4) (zavorky nerozndsobujeme!)
Flaw"(z) = —4—-A-z4+2>-3x—4)*+10-(x —4)
ElLw' (z) = —4-x—A-%2+x3—(x—4)3+10-@+01
Elyw(zx) = —2-372—14-%3—1—%—(m;4)4+5-(m_34)3—|—01-x+02

(pozn.: Dopliky integrujeme v "uzavieném tvaru”. Cy integrujeme podle x.)

Okrajové podminky:

Ne=0: w=0— Cy=0 (1)
Na=7: w=0— 0=-2-7-A- 4T 3153 40.7 (2
D=7 w=0—0=-47-AT 47345324+ (3)

Resenim rovnic (2) a (3) vyjde:

A =15"778 kN a C; = 53,571

Daéle postupujeme stejné jako v prehozim teSeni.
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Priklad 1.8 S ohledem na vyboceni sikmého prutu urcete kritické zatizeni konstrukce Fjrit.
Vypoctéte og,.; a ovérte, ze Stihlostni pomér A > \;. Mez kluzu je oy = 230 MPa
a Youngtv modul pruznosti £ = 2,1 -10% kPa

lem i UPN 120

by = 46,3 mm

3 1, = 15,9 mm
™ ’ I, = 3,64-10° mm*
UPN 120 ‘ I, = 4,31-10° mm?

— A = 1700 mm?

15 3
L 15 ] /)

Zakladni Eulerovy piipady:

Pfi feseni jednoduchych konstrukénich prvku, u kterych N = konst., I, = konst., I, = konst.

lze pouzit pro vypocet kritické sily vzorec:
2

Fk’rit - E[mm 12’

kde L oznacuje vzpérnou délku prutu a I,,;, mensi z hlavnich centralnich momentu setrvacnosti
I,.1..

F Fkrit
kat krit Fkrit \ kat
\ Y V4l N7 y
N Y
N N . \ ,
\ \ \ \ /I
\ \ \ N ,
\ \ ‘ N s
\ \ = N /
\ \ ; \ I’
— | — 1= ; )= I
| | / 1
/ 1
/ / / N / .
/ / / /
/ / / /
’ A / i
& Y A /A /4
1
L=l L=l L=0,71 L=0,51 L=21i
\
\\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\ —

Jak je z obrazku patrné, L je vzdalenost dvou nejblizsich inflexnich bodu na ohybové care.
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Resen{ pifkladu:

Vypocteme si kritickou osovou silu Sk, kyvného prutu (vzpéry) a v zdvislosti na ni urcime
kritické zatizeni konstrukce Fj,.+. Kriticka osova sila z Eulerova vzorce:

2
Skrit = E-[mznﬂ-_ Imzn = Iz = 4, 31 - 105 I’Ilm4

L2
St = 2,1-108- 4,31 - 107 - 2”_2 Lpwm = 4,31 - 107 m

2
0 L=1=15+2=25m

(vzpérna délka oboustranné kloubové po-
depfeného prutu se rovna délce prutu)

Sprir = 142,928 kN

Tim mame urcenu velikost Sikmé vnitini reakce mezi kyvnym prutem a vodorovnym nosnikem.
V zavislosti na ni dopocteme kritické zatizeni konstrukce Fj,.;;.

y 15 3 !
R |
2 lF,” = 76,228 kN ® —
< -
D ' [m] smer Y
‘:)‘ Sprit - SINQL vybocend 2
~ L
>
[m]

¥a) Firit - 4,5 — it - sina -3 =0
142,928 - 2.3
4,5

krit —

Fyrie = 76,228 kKN
Normaélové napéti pti naméhani prostym tlakem vypocteme podle vzorce:

N —74,228-107°

— 0 — 44,84 MP
7= 1,7-10-2 ,84 MPa
Oerie = 44,84 MPa
44,84
7 ©
Z 44 84
Oy
[MPal]
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//////

L
A:

2.min
Pro prurez UPN120 je 4., = 7, = 15,9 mm.

2,5
A= —
0,0159

= 157,233 [-]

Zévislost oy, na Stithlostnim pomeéru vyjadiuje Eulerova hyperbola.

Okrit A

mez kluzu 00 -

Okrit -

Lze odvodit:

2
o Skrit . Em
Thrie = T = e

E
potom Ay = w4/ —
0o

Pro mez kluzu gy = 230 MPa vyjde na feseném prutu:

2,1-108
7"'—
230 - 103

A= 157,233 > 94,928 = Ay, Oyt = |0s] = 44,84 < 0

1 = 94,928

Plati tedy Eulerova hyperbola. Pokud vyjde 0 < A < Ay, 0ui = 0p.
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Priklad 1.9 S ohledem na vyboceni nejvice naméahaného prutu urcete kritické zatizeni piithradové
konstrukce. Vsechny pruty maji stejny prufez z IPE 200. E = 2,1-10% kPa.
Fkrit =7

F, krit lF krit

| [1] v [2]

[3] < 5 ]

1,8

AN
2,4 | 2.4 |

! ¢ [m]
IPE 200
]Z = Imin
I, = 1,42-10° mm*

Y i, = 22,40 mm
A = 2850 mm?

_7 oo = 235 MPa — mez kluzu

Nejprve je tieba zjistit, ktery prut je nejvice namahany a vypocteme pro néj Sk,.;+. Nezapome-
neme zohlednit rozdilné délky prutu, protoze nam velikost Sy,.;; ovlivni:

2

Skrit = Elpn - %, kde L = (oboustranné ulozené pruty).
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Vypocteme reakce:

© [1]

A= 2Fkrit
-

T: Bz = 2'Fkrit

D)+ A3,6— Figir- 2,4 = Frie - 2,4 = Fiyig -4,8 =0
A = %ZQFIWH

— Bx = 2'Fkrit

Najdeme nulové pruty. Zde je to pouze prut (7), normélova sila je v ném nulovéa. Z obrazku
déle vidime, ze N5 = —F},.x. K feSeni osovych sil na dalsich prutech pouzijeme zjednodusenou
metodu styénych bodu. Na konstrukei vyhledavame dvojné styéniky, to je takové, kde nezname
osové sily pouze ve dvou z pripojenych prutu. Osové sily z podminek rovnovahy vypocéteme, a
pak pokracujeme na dalsi sty¢nik. Zacneme od stycniku @

L=lg=1ly=+/1,8+24=3m

2.4

cosa = zg, sina =

o '
a
S 1 Fyig + S -sina=0 = SﬁZ—M:—g'ka

Vypoctenou hodnotu vyznacime do obrazku a sestavime vodorovnou podminku rovnovahy:

+—: SS9+ Sg-cosa=0 = SQZ—SG-Cosaz—kg-ka-%zg-Fkrit
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Opét hodnoty vyznac¢ime do obrazku a pokracujeme vypoctem pro dalsi stycnik:

@ le:m't
SQ - 4ka’t

SI<T> 3

55 - _Fkrit

S1 =

— 51:S2

4
3 " Frrit

Vytesime postupné osové sily ve vSech prutech.

—:S;-cosa+S51—2-Fiy =0

S _ 2-Frpis—S1 2'Fkrit_%'FkMt
4= cos - 4
5

S4 = % * Frrit
S \J Sy + Sy-sina=0
Sa= ~2 - Fi -
Ss = —% * Frrit
_ 1
Sz = —5 Frrit
1:5s=253
© S; =0
Sg = =5 Firit
Sg
Ss = =5 Fhrit =12 Fhrig + 89 - cosa =0
N
B, = QFM_”@ «Q 5,9 _ _Q.i’km.t
TBZ = 2Fit
So = —2 - Flait
Kontrola:
TZ Sg—l—Sg~sina+2'ka 0
_%'Fkrit_g'Fkrit'%‘FQ’F]W“ 0
(_%_%)Fkrzt+2kat 0
_2'Fkrit+2'Fkrit 0\/

38



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Tlacené pruty a jejich vzpérné délky:

©®Ee e

Ny = Sy=—1 Fu Ls=1,8m
Ny = S5 =—Firat Ls;=1,8m
Ng = Se=—2-Foit ... Lg=3m
Ny = Sy=—1Foa Ls=1,8m
Ny = ng—g'F;m-t Lyg=3m

Pro urceni kritického zatizeni konstrukce porovname Sy,.;; tlacenych prutu s vypoctenou osovou
silou. Hledame nejmensi Fj,.;;, které nam takto vyjde.

@ :

®

OF

2
i
S3,krit = E[m'm L_g
2

Skt = 2,1-10%-1,42.107% - 5 = 908,369 kN
Ssarit = St = 908,369 kN

Ssirit = |S5] = Fipit = Fiai = 908,369 kN
Syt = |S3| =2 Frit = Fieie = 1816, 738 kN
Sokrit = Elmin- T3

Sepric = 2,1-10%-1,42-107% . T3 = 327,013 kN
Serit = |Ss| =2+ Fipir = Fieie = 196,208 kN
Sgkrit = O3 krit = 95 krit = 908,369 kN

Ssprit = |Ss| =32 Frit = Fiaie = 1816, 738 kN
Sorrit = Seprit = 327,013 kN

Sosrit = |Sol =3 Fiit = Fieie = 130,805 kN

Nejmensi z hodnot je Fj = 130,805 kN, pii tomto zatizeni dojde k vyboceni prutu (9).
Konstrukce tedy vétsimi silami zatizit nelze. Jesté zkontrolujeme napétd v nejvice namahaném
prutu a jeho stihlost A.

09, krit

09, krit
A

A1

3. Py 5.
= 1147 741 MPa < 235 MPa = Oy = 0y, platl’ Eulerova, hyperbola,
= L= 3 =133,929 [

= 7o/ E =7 /2 = 93,013 [

= 133,929 > 93,913 =X\
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Eulerova hyperbola:

Okrit

[MPa|

Oy = 0

=230

09 krit |
= 114,741

|
|
|
|
|
|
|
|
|
T

A A A
— 93,913 = 133,929 -
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Piiklad 1.10 Urcete velikost mezniho momentu Mé’l pro zadany prufez a) pii zatizeni pouze
ohybovym momentem b) pokud bude v prufezu navic normélova sila N =
1,5 MN, hodnota mezniho napéti (meze kluzu) oo = 300 MPa

0,1 0,1
— [N
C\lﬁ o“
(@n)]
. L
< Cg 10
;" =)
Y 0,45
[m]
0,45- %15 19.0.1.0,2-0,25
2% = Sy _ 2 =0,14 m
A 0,45-0,154+0,1-0,2-2
Resen{
a) pouze MF'
300 MPa
Ny
-
©
)l N
no. | oo -
+
3 ® N,
300 MPa

V prvni fazi musime nalézt polohu neutrélni osy z podminky, ze > N; =0

Zvolime polohu neutralni osy a sestavime podminku

41



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Nt — N —N; =0
300-0,45-; = 300-0,45-(0,15—¢4)+300-2-0,1-0,2
0,45-8; = 0,0675—0,45-€4+ 0,04
0,9-e4 = 0,1075

g; = 0,1194 m

Poznédmka: neutralni osa déli prutrez na polovinu. Pokud zvolite polohu neutralni osy chybné,
vyslednd vzdalenost nebude ve zvoleném intervalu nebo bude zaporna.

-300 MPa

>

_____ N;
® N

-

300 MPa

N+ Ny =0
300-0,45-0,154+300-2-0,1-(0,2—2,) = 300-2-0,1-¢,
0,1075 = 0,4-%,

e, = 0,26875 m

0,26875 > 0,2 = coz je vyska stojin. Nelze ani fict, ze neutrdlni osa povede 0,06875 m od
vrchni hrany pésnice.

0,119 # 0,15 —0,06785

0,119 =# 0,08125 = Nutno prepocitat!

Pokud mame polohu neutralni osy, muzeme urcit velikost Mgl. Dopocitame ramena od vyslednych
si V; k neutralni ose
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-300 MPa
Ny
< R N
©
:\[5 _____ lLN -
no.y N o
o 1 N+
= & >
=
300 MPa
agl

1
rt = =.0,119 = 0,0505 m

2
1
ry = 5-0,031:0,0155m
1
ry = 5-0,2+0,031:0,131m

MP = 300- (0,450,119 -0,0595 + 0,45 - 0,031 - 0,0155 +2-0,1-0,2 - 0,131)

MP' = =2,593 MNm

b) urcete M;fl pii zatizeni prurezu normalovou silou

-300 MPa
i
N=1,5MN
—>________ —_— .
I _
M =7 @
300 MPa
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Opét musime nalézt neutralni osu:

N = N/ +NS - N/

1,b = 300-0,45-0,15+300-2-0,1-(0,2—¢,) —300-2-0,1-€,

L5
300

e = 0,256 m

= 0,0675+0,04—0,2-8, —0,2 -2

0,256 > 0,2 = Nutno prepocitat

-300 MPa
Ny
-«
©
t.0. ig Ny | ____
R s S WY SR | _
0 i ~
3 © [N,
300 MPa
1,5 _ _
sy = 04520 —0,45- (0,15~ ) —2-0,1-0,2
1.5
29 4 _ -
52 +0.0440,0675 = 0,9-%

€; = 0,125 m

Uréime ramena od jednotlivych sil N;. Nesmime zapomenout na celkovou silu N. Moment Mé’l
Ize spocitat ke kterékoliv ose. Pokud zvolime tézistovou osu, N mé nulové rameno.
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-300 MPa

LO| v

AN AN

N S

O -~

| [a] IL‘_( lﬂ;:

to. | | - 1
n.o.| ——; s B B

LO LN ]\/v+

o] e >

S @®

300 MPa

k tézistové ose = (d4vejte si pozor na smér otaceni)

MP = N*tort — Ny org + Ny ooy

0,125

rt = S0 40,015=0,0775 m

ri = 0,140,01=0,11 m
0,025

r; = 5 —0.01=0,0025m

& = 0,256 m
M = 300 (0,450,125 -0,0775 — 0,45 - 0,025 - 0,0025 +2-0,1-0,2- 0, 11)
MP' = 2,619 MNm

Pozn: K neutralni ose - v momentové podmince musi byt i N.

MPP—N-r = Nt-rf+Ny -ry, + Ny -1,

0,125
+ ’
Tn 5
r = 0,015 m
L 0,025
2n 9

ri. = 0,140,025

0, 1252 0, 0252
’ +0,45 - =

MPF—1,5-0,015 = 300'(0,45~ +2-0,1~0,2~0,125)
MP' = 2,597 40,0225 = 2,619 MNm

NPl = A.0y=32,25 MN
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Interakéni diagram:

151 -—-—----

Muzeme dopocitat M, pii N = 15 MN.

15+ - -
2,379 2,593 2,619 M
[MNm)]
-300 MPa
i) S
= L2 - 2
- o
s < B o |3
n.o 2| e = - S
oo~y N S B et N -
15 MN N N
‘_5_0_ S e e A=+ DU —— .t\;,i_._z‘; ________________ {1V
o=l c, e o |v
g — | y 1 >
=l
300 MPa
Lo 045015+201(02 _) 2-0,1-¢
- = . . . —¢€ — . . e
300 ) ) ) ) h ) h
1o 0,0675—0,04 = 0,4-¢
300 ) ) — 3 €h
e, = 0,14375 m

MF' 415 - 0,06625
MP!

pl
M}

0, 05625 1,143752

= 300~<0,45-O,15-O,13125+2-0,1-T+2~0,1 5

= 3,373 —0,99375

— 2,379 MNm
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Priklad 1.11 'V zadaném prufezu vyrobeném z materialu s Youngovym modulem pruznosti
E =30 GPa a mezi kluzu 0 = 4300 MPa urcete:
a) velikost momentu M;l, ktery zpusobi v prufezu mezni elastické napéti o,
b) velikost momentu M;lpl, ktery zpusobi v zplastizovani obou pasnic
¢) velikost mezniho momentu tnosnosti M;’l pii plném zplastizovani prufezu

(Pozn.: zatiZeni jednoduchym ohybem, materidl se stejnou mezi kluzu v tlaku 1 tahu.)

O'\
o
0O
N-\
o
,05
O'\
2
L 01 0.15 01 L m
f |
Poloha tézisteé:
_0,35.0,05-0,0254-0,05.0,025-0,1754-0,15.0,05.0,325
= 0,35-0,05+0,05-0,2510,15-0,05 = 0,135 m
Resent:
a)
el
o5l < oo
©
3
= M =?
= :

0,215

I
. o, =0
sklopeny tez z,d 0

napétim
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Prubéh normaéalového napéti o, v meznim elastickém stavu odpovida prubéhu o, pii jedno-
duchém ohybu. V krajnich vldknech na vzddlenejsim okraji je dosazeno o, mex = 0%, = o9

(meze kluzu). V celém prufezu je pruzné chovani materidlu.

Pruzno-plasticky pracovni diagram

Og
g [----- 4 Po odtizeni nezistane zddné rezidudlni
A . , .
/ odtézovact napéti ani deformace
z 5
y vetev
4
4 e
Vztahy:
| M| o o ,
Oz maz = Ty (We je elasticky prufezovy modul)
min
wel = ! ( i dal t ke krajni laknum)
min = 7 Emaz j€ vzdalenost ke krajnim vlaknum
max

Pro ohyb okolo osy y:

| M, |

_ _ el __ el

Oz mazx — Wel = Ozmaz = 00 = My =09 - Wy7min
y,min
I

el __ Y
W, = -

max

Dosazeni:

I, = £-0,35-0,05°+0,35-0,05-0,11% + -5 - 0,05 - 0,25% + 0,05 - 0,25 - 0, 042+
+5-0,15-0,05° +0,15-0,05-0,19% = 5,728 - 104 m*

el __ 5,72810% __ -
Wel = >05e— =2,664.7% m®
M = 300-2,664-10"* = 0,799 MNm
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oy pn = —188,372 MPa

<A

©

@

b)
Elastoplasticky stav pri zplastizovani obou pésnic:

o, = 300 MPa

0,0

| hel

0,25 — hy

0,05]

> N,

Pokud velikost momentu pfekroéi hodnotu M, dostane se materidl v ¢asti prifezu na mez

kluzu. Tyto zplastizované casti se zacnou rozsitovat

postupné od vzdalengjsitho okraje. Veli-

kost normélového napéti uz neroste, ale zvétsuje se deformace. Po odtizeni zustava zbytkova

deformace i zbytkové (rezidudlni) napéti.

0o

€z
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Vztahy:

Musi platit: i >N; =0

Moment kolem jakékoliv osy: M = > N;-r; (N; je vyslednice sil, r; je rameno k dané ose)

Dosazenti:

Z podminky > N; = 0 uréime polohu neutralni osy

—NT =N+ DN+ NS+ N =0
300-0,35- 085 = 3060 0,15 - 085 + 3060 - 0,05 - (0,25 — h)
0,35 —0,15 — 0,25 = —h*!
he! = 0,05 m

oo = —300 MPa

0,0
®

L. r7 = 0,05
0,025 7 Ny, *+——=<z '

0,025 7|, S

A
w

0,2

+
3
0,25

@
+:

1

. L

oo =300 MPa

ZNi_Ti:Melpl

(rf =0,25m, r5=%-0,05m (N5 a Ny je dvojice sil), ry =0,125 m, r{ = 0,05 m)
N =0,15-0,05- 300 = 2,25 MN

Ny = 10,050,025 - 300 = 0,1875 MN = Ny

Nf = 0,05-0,2-300 = 3 MN

Ny =0,35-0,05-300 = 5,25 MN
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MelPl = 2.25.0,25 +0,1875-2-0,05+ 30,125 + 5,25 0,05 = 1,206 MNm

N+ . No T2

"1 ,1 ~ ﬁ N Ty Ny
Melp1:300~<0 150, 050 25‘+5 0,05-0,025-2-0,05+0,05-0,2-0,125+0,35-0,05-

-0, O5> = 1,206 MINm (alternativni zptisob sestaveni M*?! s pifmym vyjddienim)
~—~—

1

c) Urceni velikosti momentu MP! pfi zplastizovani prifezu

-300 MPa

S,V -—o.

X
Yy b

Y

N

=) ®

—1» Nt
VZ ?_ """"
o
=
300 MPa

Material po celé vysce prufezu je na mezi kluzu. Poloha neutralni osy se opét urci z podminky
T ZNiZO = M;’l—ZN ri, N; = A; - oy, obecneZAJr oo Ty ZA 00T

I

z ¢ehoz plyne AT = A~ a tedy tazena plocha se rovna plose tlacené. Nasledovne Mgl =
Nt rtT+N- = =A" vt .0+ A~ cog=o09- (At -r*+ A" -r7)=o09- W;l,kdeW;l e
plasticky prutrezovy modul (pozor na podobu S Wyel, nezaméﬁovat).

Dosazenti:

0,15-0.054+ 0,05 (0,25 —z) = 005-2+0,35- 0,65
0,15+0,25-0,35=2-2x
x =0,025 m
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¥, = —300 MPa

Sl N _ ¢
=] B Q. 002 13
0,0257) N, <— —xc
"""" 0
Al
[en}
y O
N N+
[a] 2
=) > S
@ S
Y 2 . N '4‘,' -
o

Mgl:300-(0,15-0,05-0,25+0,05-%+0,05~%+0,35-0,05-0,05):1,209 MNm
! elpl el

Mg >Myp >My

1,209 MNm > 1,206 MNm > 0,799 MNm

Pomeér mezi MP a M se nazyva plasticka rezerva prifezu

MPY 1209
M T 0799 1,514

Doplnéni: Porovnejte plasticky a elasticky prutezovy modul pro obdélnik.

el_I_y
W, ==

ng =(S;+5,)

h .
y—lz Wyjl:%:%'b'hz
W=k b= o
" Wy bbb =k

Plasticka rezerva obdelnikového prizezu je wr — 1,5.
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d)

Urcete velikost rezidualniho napéti, které zbyde po odtizeni z plastického stavu.

o¥, = —300 MPa

0,135

0,215

odt

o, =300 MPa 03

Postup:
K 0P se pricte 0%

o4t které vznikne pii zatizeni prufezu —Mé’l.

oot = TMEL o LN = 9110,684 -2

orer = 4300 + oo%

o7 = 300+ (—2110,684-0,215) = —153, 797 MPa

o7 = 300+ (—2110,684 - 0,165) = —48, 263 MPa

o7 = 300+ (—2110,684- 0) = 300 MPa

o7 = 300+ (—2110,684 - (—0,06)) = 426,641 MPa

o7 = — 300+ (—2110,684 - (—0,06)) = —173,359 MPa
o7 = —300+ (—2110,684 - (—0,085)) = —120,592 MPa
o = =300+ (—2110,684 - (~0,135)) = —15,06 MPa
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“15,06

-120,592 /~;
-173,359 ©

-426,641

300

48,263 /
o

157,797
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Priiklad 1.12 Pro konstrukei na obrézku urcete velikost sily pii které dojde k zplastizovani
celého prufezu. Urcete délku zplastizovanych ¢asti konstrukce. oy = f, =
+300 MPa

a) staticky uréita konstrukce

0,02

©

[ X —

F=? = :

| 3 m T 1m ! 0,02 =
| | 0,02

V prvni fazi urcime velikost mezniho momentu Mé’l a mezniho elastického momentu M;l na
prufezu (viz pf. XXX).

M;l = fy- W,
I 7,189-107°
Y e 0,1

M¢ = 0,216 MNm

Y

300 MPa 300 MPa
® T
@
— N,
| Ol N <

-300 MPa 0/ -300 MPa 0¥’

Me = 300-(0,2-0,02-0,18+0,02-0,08-0,08) = 0,2544 MNm
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Vykreslime prubéh M, na konstrukei.

= |

_ 3 !
Mgy = —3F?

Pii plném zplastizovani prufezu bude

_ l

Mpaw = M?
3 [
~0,2544 = —7-F”

FPl = 0,3392 MN

To./3392
l 0,0848 0,2544

-0,2544 ;
-0,216 -0,216
© |
YaN 2>

0,216

0216 _ o 547 0,2544 — 0, 849

0,0848 — o604, \
| | [m]

Najdeme oblast, kde je M, > Mé’l. Vsude, kde je vic jak M;l jsou nékteré ¢asti prutezu zplas-
tizovany. V této casti konstrukce vznikne tzv. plasticky kloub. Po vzniku plastického kloubu
na staticky urcité konstrukci dojde ke kolapsu konstrukce.
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b) staticky neurcita konstrukce

M, M,
@ @ @) Me! = 0,216 MNm
l
VA =2Fr TF{’ P MPF = 0,2544 MNm
z 32
3 m ! 1m

Vykreslime M, na konstrukci. V tomto piipadé musime vyfesit staticky neurcitou konstrukei.
Muzeme vyuzit vzorce vzorcu z tabulek pro momenty na pevné upnutém prutu.

L
A | B
M, ab l F M ba
& D
My, = Fh?'QB2 My, = _FéjB

Svislé reakce muzeme urcit z momentové podminky rovnovahy na prutu.

3-12 32.1
Ya) (—F7) - S — (< FP) S 43 FP - B, 4=0

42 42
27
B=—_.F"
32 !
27 5
A+ FPP - Pl A, =— . FF
T A 32 ! 32 1!
9 27 9
Mypadsiton = — - FP'— — . FPl.1 = —— . p¥!
nadsilou 16 1 32 1 32 1
_9 ol
32°1
S
© ®
FP'.3.12
6 %sz
FPl32.

_ 9 pl
16 - 16F

Maximalni moment bude v podpoie b. Polozime M, = Ml’/’l a urcime velikost FY '

— . F" = 0,2445 MNm

FP' = 0,435 MN
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Prubéh momentu pro toto zatizeni

4 N
2 N
0,435
20,127
o
S @
0,848
M¢ = 0,216
0,2544

Lo
xo = 0,078 m/k‘/

V prutezu vznikne prvni plasticky kloub. Z funkce momentu urcime jeho délku.

0,216 = 0,2445 —0,3667 - xo

zg = 0,078 m

Po vzniku prvniho plastického kloubu dojde ke zméné statického schématu konstrukce. V misté
plastického zustane zatizeni momentem o velikosti Mé’l.

0,2544

TFgl =? OED

Pokud chceme uréit, kdy vznikne druhy plasticky kloub opakujeme piedchozi postup.

NN\

M, 0,2544

"

Koncové momenty opét z tabulek.

M“‘@ ® Vo
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My, = EZAB (L + B)

2-L?

©
© — ®
FPL3a 0. l
Max. moment bude v misté sily:
MP =M. =0,2445— (0 0917+8—1~Fpl 1
v c ’ 128 2
81
—0,2445 — 0,245 + 0,0967 = —— - F!
128
FP'=0,628 MN
Reakce B, z podminky rovnovahy.
15 l
Ya) — oy FE = 0,1223) +3- FI' — 4. B. 40,2445 =0
81
—.F'=4.B
0,3668 + o - F} :
81
B, =0,0917 + — - F¥'
’ HETTRRE
t+ —A,+F''— B, =0
B, = 0,489 MN
A, = 0,139 MN
©)
0.179 0,216
0,257 ’ 0,2544
\ 0,075
| 2,743 I\ 1L 0,85
1 1 (R [m]
— T -—

0,2544
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Ve vysrafovanych oblastech je M, > Mé’l opét urcime délky plastického kloubu z funkce M (z).

—-0,216 = —0,139-7+ 0,172

T = 2,791 m

+0,216 = —0,489 -7+ 0, 2445
z = 0,058 m

Celkem 0,209 + 0,058 4 0,058 = 0, 325 m.
Jelikoz konstrukce byla 2x staticky neurcita (pro svislé zatizeni) a kazdy vznikly plasticky kloub
snizil tuto neurcitost o jeden stupen, po vzniku druhého plastického kloubu se konstrukce chova
jako staticky urcita.

0,2544 0,2544

) O C AD 0,2544

TFfl =7

Prubéh M, pii vzniku tietiho plastického kloubu v fezu a. Pro vypocet F¥ ' ale potiebujeme

NN\

. [ v/ ’ 7
vztah mezi M, a FL'. Ten uréime z podminek rovnovahy.

0,509

0,2544 \ /N 2N\ )0,2544

0,509 l 0,509
2 0,2544
i 0,17
TF??Z =?
-0,2544
©
@ @
0,2544 0,2544

0,2445 = —0,2445 — 0,489 - 3+ F¥' . 3

F' = 0,652 MN
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Délku zplastizovanych ¢dsti opét urc¢ime z funkce M (x).

0,216 = 0,2445—0,163 -7
T = 0,175 m

0,216 = 0,2445 — 0,489 - %

T = 0,058 m

% O
— T T «—

N

/

L
0226 o 00754
@
O) )
0,226

5 0,075 Q

Celkem 20,175+ 2-0,058 = 0,466 m.
Po vzniku tretiho plastického kloubu dojde ke kolapsu konstrukce.
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Priklad 1.13 Smykové napéti — teoreticky zdklad:

Vztah pro vypocet smykového napéti:

S VS

+

T =

SHINS
|

By

.] kde V,, V. jsou posouvajici sily,
Tz
I,, I, jsou momenty setrvacnosti,

Sy, S, jsou statické momenty ¢asti za fezem,

b je sitka Tezu.

Podél fezu je v obecném sméru napéti 7 rovhomérné rozdéleno. Pro vypocet slozek smykového
napéti na plose v roviné yz, tudiz slozek 7,, a 7., vedeme fezy kolmo na osu y, respektive na

osu Zz.
Tan weeer fezy L mna osu z, x je normala k plose, z je smér napéti
Tay ooonr fezy L na osuy, x je normala k plose, y je smér napéti

Priabéh napéti po prufezu zavisi na sitce fezu b a velikosti statického momentu ¢ésti za fezem.
U prurezu slozenych z obdélniku (tzn. v ¢astech konstantni b) vedeme Fezy v mistech zmény
sitky prufezu. Déle se d& odvodit, ze funkce S, pro fezy kolmé na osu z je maximdlni pro rez

mit S, linedrn{ a antisymetricky priibéh.

Priklad: V nejvice namdhaném prufezu konstrukce urcete prubéhy smykovych napéti 7., a 7,..
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S|
(@)
N
5 kN/m
20 kN
HHHHHH+H y ~
@_ o
0,8 N
[m]005| CLoal Loos
20 A ’ ’
0,05/ \0,05
6 S
V. Im\@‘ﬁww\
[kN] £ | AN
14
Reakce:
Ya) : —2£4+B.4-20-0,8 = 0
B = 34kN
T A—=5-4434-20 = 0
A = 6kN
0,3
S|
§ [
=1
]
C\].\
EHD ]
;h
’Z
0,05 0,05
Téziste:

Zt =

0,3:0,05-0,22540,05-0,2-0,1.2
0,3-0,05-+0,05-0,2-2 =0,154 m

Moment setrvacnosti:

I
I, = 2,037-10"* m*

) =15 -0,3-0,05° +0,3-0,05-0,071 + [1—12-0,05-0,23+0,05-0,2-0,0542 2
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Vypocet 7,., = Tezy budeme vést kolmo na osu z.

Sl | 3
= __2./
y 7K
[
¥
Funkce napéti 7,, se bude ménit v mistech, kde se méni §ifka prufezu a m&a pro obdélnik
maximum v tézisti. S, = plocha ¢ésti za fezem (ve sméru osy z) krat vzdalenost téziste této

plochy k ose y.
= 0,05-0,154 - %2 =5 929 - 10~ m®

ST - YA -

sitka Tezu b; = 0,05 m

= 0,05-0,2-0,054 =5,4-10"% m®

Sy2 = 2_/7 2 =

7

Sitka Tezu by = 0,05 m

2-0,05-0,2-0,054 =10,8-10"* m?

Sy,3 - 3
) _ . 7 =
/ sitka Tezu by = 0,3 m

Ve vSech vypoctech S_y byl pocitan staticky moment ¢asti za tezem. Jelikoz staticky moment
celého pruiezu k tézistové ose (v tomto pifpadé y) se rovna nule, musi se staticky moment ¢ésti
pred tezem rovnat statickému momentu za fezem s opacnym znaménkem. 7 toho plyne, ze:

—(0,05-0,3-(—0,071) ) =
( )

R 1777/ PR o

(Pozn.: rozdil mezi 10,8 - 10~% m? a 10,65 - 10~% m?® je ddn zaokrouhlenim polohy t

eziste.)
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<
-~ - < < < -
)
©

TLL’Z

V,-S .10—3. 104
_ y,1 — 20-10 5,929 10 — ]-7 164 MPa

Txz,l = 5, 0,05-2,037-10—14
_ 201073.54.10"% __

Txz2 = Q052037107 — 1,060 MPa
_20-1073.10,8-10~% __

Txz,3 = 032037101 — 0,353 MPa

Vypocet 7,, — fezy budeme vést kolmo na osu y = statické momenty stale k ose y!

4015 6147 8 9410 1!1!12

i i N

™~ A! N ! N

- Al ip : LI

Y vl st oo
- — i
L |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
| P2
I I

5/I I6/ 10/| |11/

Sya = 4, = 0,05-0,05-(—0,071) = —1,775-10"* m3

22 sitka tezu by = 0,05 m
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wn

5 = ~1,775-10"* m?
! (stejnd Cast za fezem jako pro ez 4 = stejny S,
% ikdy? je rozdilng délka fezu b)

[02]

sitka fezu bs = 0,25 m

1
~

= —1,775-107*+0,05-0,25-0,029 = 1,85 -10"% m?
(statické momenty lze postupné scitat)

(e

wn

§itka Tezu bg = 0,25 m

2

7 = 1,85-10~* m3

7! sitka fezu by = 0,05 m
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1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Sys = 8, = 1,85 +0,05-0,05-(—0,071) =7,5-10¢ ~ 0
i = zaokrouhleni téziste
/I! (prurez je symetricky podle osy z. Obé symetrické ¢asti

/ »

!
i
© |
=2 ;
S '
o !
!
3 X
<t
=
=
J z
i :
| osa symetrie
Zg = 0= §5=0
2y = o,05.0621.?7(1)5045:1(1)562.,852.0,025 = 0,096 m (stejnd poloha tézisté celého prifezu)
9, /10
i ;
/ N
9’i
Sy,9 = / = - 0 =
by = 0,05 m
10/ i
cast za Tezem — cast pred fezem
Sye = —10,05-0,25-0,029+0,05-0,05-(—0,071)| = —1,85-10"* m?
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Sy9 = —Sy7 = antisymetricky prufez
Sy710 = _Sy,G = —1,85 . 10_4 m
Sy,ll = —Sy75 =1, 775-107% m
Sy712 = —Sy74 =1, 775-107% m
J
¥
Ty / /l\
\l/ 4—
_ Ve'Sya _ 201073(=1,775:107%)
Txyd = b4~li,4 7 0,052,037100% T —0,349 MPa
10-3.(—1.775-10—4
Tays = S0l ) — 0,070 MPa

_  20:1073.1,85-10°% _
Txy,6 = 70252037101 0,073 MPa

2010~ 3(18510 Y _

Txy,8 = 0
Txyo = —0,363 MPa Tay11 = 0,070 MPa
Txy,10 = —0,073 MPa Txy12 = 0,349 MPa
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Vykresleni napéti 7., a 7,.:

max T7,,=0,363 -0,363
<] —»]
o >
< >
Y
LT o
|2 [MPa]
0,363 0,349
0,073 0,070
Tey — —— ® — — ®
- < - <
MPa] -\ o (0070 © 10,073
-0,349 -0,363

Pozn.: cervene vykresleno napéti po prislusném rezu

1,060

1,164
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Priklad 1.14 Urcete prubéh smykovych napéti v nejvice namahaném prufezu betonového
sloupu zatizeného dle obrazku.

Fy =20 kN
<
<
<
<
<
<
<
<
o <—f=15 kN/m
-
-
T g
-
g
-
<
<
y / 7
z
0,05 0,2 0,05
f o«
7 | < o
3
= —
0,3 [m]
z
I, = —.0,2-0,05 42 —.0,05-0,2* = 6,875 10 m?
Yy 12 ) ) 12 9 9 9

1
L = 5(0.3°:0,2-0,2°-0,15) =3,5-10"" m'
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=
-
-
—
< §§QO
-
-
-
-
-
-
15 277
V. Vy
[kN] [kN]
’ o V;/ : Sz sz ) Sy
Vztah pro vypocet 7 = b1 + b1,

1) V prvnim kroku vyfesime 7,, a 7,, od V.. Nejvice naméhany prifez je ve vetknuti sloupu.

max V, = —20kN

Iy = 6,875-107° m*

. sV
Urceni 7,7

5 5
I =
5 -l [, N 5/
R ) R —— B et

1 1/

Sy1 = — 0,05-0,075-0,0625 = 2,344 - 10~* m?

7K
> sitka tezu by = 0,05 m
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Sy2 = = 2.2,344-107% =

2'"_/// 7 9 = 4,688-10"* m3

sitka fezu by = 0,3 m

- 0,0252

Sys = 3——;//—/— / / 77 //_____E))’ = 4,688-107*+0,3-

= 5,625 -10~4 m3

sitka fezu by = 0,3 m

Sya = L = —(—4,683-107%) =
/ 4,688 -107* m?3
1 P 7 5ffka fezu by = 0,3 m
Sys = = —(—2,344-107%) = 2,344 -10"* m?

— sitka fezu bs = 0,05 m

Poznamka: K urcenf statického momentu ¢asti za fezem (S, 4 a S, 5) mohu; s vyuzitim zna-
losti, Ze staticky moment k tézistové ose musi byt roven nule; pouZit ¢dst pied fezem s opaénym
znaménkem.

Y

<
0

z

b-Iy

Hodnoty 7 ziskdme po dosazeni do vzorce T =

_ —20-1073.2,344.10~* __
Txz1 = = 0,05-6,875-10—5 - 1,367 MPa

_ —20-1073.4,688-10*
Txz,2 — 0.36.875.10—5 = —0,455 MPa

_ —20-1073.5,625-10~% __
Txz,3 = 036875105 = —0,545 MPa
Txz,4a — Txz2 = —07455 MPa

Txz5 = Txz1 = —1,367 MPa
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S o

7 [ARRRRRRRRRRRRRRARAR 0,155

[MPal

[MPa]

Cervené vykresleno napéti rozdélené po sitce fezu (jsou vybrany 2 fezy).

. sV
Urcent 7,2

16 110
l l
! !
i i
17 18 9|
il | i
il ! i
| ! L
v N
|| ]
: |7/ 8/ 9/| :
i i
: :
i i
;6/ ; ;10/
Statické momenty ¢asti za Tezem:
Stale k ose y!
Sye = 6 = 0,05-0,2-0=0m?

;6/

Sy77 - Sy,8 - Sy79 - Sy710 - O

TVZ

+; = Do celém prufezu = 0
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Smykové napéti od V,

]
z
7';;; 0
[MPal]
V,-S. V.S,
Vztah pro vypocet 7 = —2 + Y
b-1I, b-1I,

2) Tuy & Ty, 0d V.

V,-S.
T L
max V, = 15kN

I, = 3,5-107m?

.V,
Urceni 7.

Tvar funkce napéti po prurezu zavisi na Sifce fezu b, po kterém je toto napéti rovnomérné
rozdéleno a na velikosti statického momentu c¢ésti za fezem.

s . o .V .
V piipadé V, urcujeme staticky moment k ose @). Tvar funkce napéti 7,4 pro prufez s kon-

stantn{ Sitkou b (alesponi po ¢astech) bude parabolicky (srovnejte s napétim od V). Tvar T

bude lineédrni!

i1 B)
i i
T T
i i
i i
12 13 41
ikl | il
i ) T
|| ' Li
T i
' !
iin 3/ 4/ii
i i
| |

»

. 1)

4
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S.1 = 1 — 0,05-0,2-0,125=1,25-10"3 m?3

sitka fezu by = 0,2 m

;1/
Sz2 = =1,25-10"% m?
2 sitka fezu by = 0,05 m
//i
/2’
2
S.3 = = 1,25-10%+0,1- 0,05 =1,375-10"3 m3
:3 sitka fezu bs = 0,05 m
S.a = = —(0,05-0,2-(—0,125)) =1,25-10"3 m3
4 / sitka tezu by = 0,05 m
- i/
4/
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Sz5 = 5. = —(0,05-0,2-(-0,125)) =1,25-10"3 m?

sitka fezu bs = 0,2 m

5/
Napéti 7o) = Vy- 5
Ty —
b-1,
15-1073.1,25-1073
Txyl1 = = W = 0 268 MPa
15-1073.1,25-1073 __
Txy,2 — W = 17071 MPa
15-1073.1,375-1073
Txy,3 — T 00535101 1, 179 MPa

Txy4 = Txzz2 = 1,071 MPa

Txy5 = Txz1 = 0,268 MPa

.,V
Urceni 752

LS 1 121 12
1() e . I P 19/
9 - - @ ————. —— 9
8.7 :y::::_ ““““““““““““ i il
6 6’ 7 rd
¥
Se6 = = 0,05-0,075-0,125=4,688-10"* m?
6 / 6’
> sitka fezu bg = 0,05 m
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Ser = = 0,05-0,075-(—0,125) = —4,688 - 10~* m?3

sitka Tezu by = 0,05 m

Ses = o =0
8 / / N
/ . sitka fezu bg = 0,3 m
S,9 = symetrické kolem osy z =0=S,10
S;11 = = —(0,05-0,075-0,125) = —4,688 -
— sitka tezu b;; = 0,05 m
11
Sz12 = = —(0,05-0,075-0,125) = —4, 688 -
— sitka Tezu b1y = 0,05 m
12 Y/ A4 12
Napéti ol
Tane = = A4S0 _ 0 402 MPa
Txzr = —0,402 MPa
Txz,8 = Txz,9 = Txz,10 = 0
Txz11 = —0,402 MPa

Txz,12 = 0,402 MPa

1074 m3

1074 m3
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Vykresleni
20,402 ot 0402[ARR{ _ L179 *Ao 402
) ) —— yyylo.402 !
) ——
0,402 20,402

7 {4

v [MPal 4

T;/zy ’Z 7_1‘7/2;:/

[MPa] [MPa)
AU el el el el sl i o
[MPa] 968 @ 0,268

1,071 1,179 1,071

Cervené vybrand napét{ vyneseme do prufezu.
3) Vysledné napéti je soucet napéti od V;, a od V.
max 7,, bude v fezech (1) a (2)

max 7., = 7oz, + 7ol = —1,367 — 0,402 = -1,769 MPa

xz, 7~

R |
s = B (N

max 7., bude v fezu (3)

max Ty = ;2,3 +0=1,179 MPa
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Priklad 1.15 Urcete velikost smykovych napéti v trojihelnikovém prufezu v nejvice namahaném
misté konstrukee.

4 kN/m 10 kN -
HHHHHHHHHN T
T ® @% © ; S|
4 1 ![m] ’
Ewi@?ﬁﬁw\ . W

maxV, = 14 kN

1
I, = 550.4:0,3 =310 m'

Prubéh napéti bude zaviset nejen na velikosti statického momentu ¢asti za fezem, ale i na Sitce
prufezu po kterém se napéti rovnomeérné rozlozi.

Urceni 7,
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Sy,l = prm—
S o
L2222 .
Sitka fezu by = 3 0,4 m
1 2 1
= —(=-=--0,4-0,2-(—=-0,2 = 1,778 1073 m3
(550402 (-502) , m
R 1
Sy2 = = —(§~0,2-0,15-(—O,1)>:
B = 1,5-1073 m3
sitka fezu by = 0,2 m
N 11 1
S = = —(=-=-0,4-0,1-(—(0,1+=-0,1 =
(550400014 5-0.1))
B 0,889 1073 m3
S_ LTINS
e 1
Sitka fezu b = 3 0,4 m
__141073.1,77810°3% __
Txz1 = = W =0,311 MPa
Tapg = = WULEW0T _ 350 MPa
_ _14107%.0,889-1073 __
Txz,3 — — W = 0,311 MPa

Urceni 7,
Provedeme tezy ve ¢tvrtinach a v poloviné sitky.

4
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_ 1
Sya = = 5-0,1-0,15-0,05:3,75-10’4m3
sitka tezu by = 0,15 m
—_— 1
Sys = = 5°02:030=0
sitka fezu bs = 0,3 m
]' —4 3
Sye = 6 = —5-0,1-0,15-0,05:—3,7510 m
i
- | 5itka fezu b = 0,15 m
|
6/i
Txyd = = —14'10(7)17;;’1705;14074 = 0,116 MPa
Txy,5 =0
Txy6 = = —Txya = —0,116 MPa
Vykresleni

0,311
@ 10,350
0,311

sz
[MPal
0116 "
Tay @ —> —
MPa] < = =)
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Maximum napéti 7, je v poloviné vysky prufezu a max 7,, jsou ve ¢tvrtinach sitky.
Jelikoz je sitka fezu proménnd po vysce i Sitce trojuhelnikového prufezu, jsou prubéhy obou
slozek smykového napéti nelinedrni.
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Priklad 1.16 V oboustranné vetknuté kruhové tyéi urcete prubéh krouticiho momentu, ma-
ximalni smykové napéti, prubéh funkce relativniho tihlu zkrouceni 6 a prubéh
funkce pootoceni. E = 30 GPa, v =0, 2.

!_1;1 0,3 kNr‘n 12_{

- 4 w<—
0,2 kN
dy =0,4

M, = 0,3 kNm Lo E
/®/ dy = 0,2 m
E 30 - 10°
Vypocitame modul pruznosti ve smyku: G = = =12,5-10° kPa

2-(1+v) 2,4
Postup:

Jednd se o pripad volného krouceni (volné krouceni = nedochdzi k deplanaci prutezu — coz je
ztrata rovinnosti vlivem krouceni — nebo ji neni branéno), jelikoz kruhové prutezy nedeplanuji.
Prubéh kroutictho momentu uréime z diferencidlni rovnice pro volné krouceni pro kruhovy
prufez.

M.
do — i G — modul pruznosti ve smyku
dx G . [p p y
m-rd M, _y )
I, = 5 =@ I I,, — polarni moment setrvacnosti

1 i)
<<_§<<—<<—<<—: @ §_>>
0,2 kN ®
1

—M, —0,2-2+40,34+ M, =0
M, = M,=—0,1
Ly, = ™% —92513.107% m*

L, = ™25 —1571-107% m*

83



1 SBIRKA ULOH Z PRUZNOSTI A PEVNOSTI

< a;b>:

M, = M,+0,2-
G-Iy %2 = M,+0,2-
G-Ii-Yay = My a1+

< c b >
) M, = M.
T G-Iy %2 = M,
e G Lo pw = M. 23+ Cy

pror; =0je =0 — C; =0

proxs =0jepyp =0 — C2=0

prox; =2 A 29 =1je pap =

—pbe (znaménko ddino opaénym smérem xy a xs)

L R h
Ip, Ip1
2-M.—0,2+0,4 = —16- M,
18- M, = —0,2
M., = —0,011 kNm
M, = —0,011—-0,1=-0,11 kNm
0,0111
0,111 g@ 0,3 kNm ©
—— — — —
0,2 kN )
| 2 L 1|
| | (
0, 2888
MM@W A
[kNm] Y~ 0.0t
—0,111
dp M,
Funkce § = -~ =
e = e TG,
Pa(2) = L2 — 5 659 107 rad
er __ —011055 01055
Pab = 1210~ 62;1310 5 rad
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Funkce f je dana vztahem:

g _ M
Cdr G- I,
prubéh odpovida funkci kroutictho momentu a zohlednuje zménu prutezu. Funkce ¢ je feSenim

diferencialni rovnice %‘f = gf — viz vztahy uvedené vyse.
P

< a;b>: < c b >

_ —0,1T-z1+40,1-22 _ —0,01T-x»
Pab = GIpa Peb = TG,

9,196 - 10~

Q,Wé‘,
@

0
8 §V

\;
©
77 77777

—3,537-107°
—5,658-107°
5,659 - 107°
®
2 \
[rad] © N
~9.825-1077
Urceni smykového napéti (kruhovy prufez):
Ty
- —Tyz
<_.
E]
T:cz
Ty
|2
M,
MAX Tys = Tyz = Tgy = —— - T
Iy
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< a;b>:
max Tus = o 0,2 = 22,999 kPa
< b;c >:
max s = sygper-0,1=—-7,073 kPa

Maximalni smykové napéti je v prufezu b zleva o velikosti 22,999 kPa.

92,99

N -22,99

22,99 [kPa]
z

36
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