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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

1 Sb́ırka úloh z pružnosti a pevnosti

Př́ıklad 1.1 Na zadané konstrukci určete a vykreslete pr̊uběhy normálové śıly, normálového
napět́ı, poměrného přetvořeńı a funkci posunut́ı ve směru osy x. Young̊uv modul
pružnosti materiálu je 2 · 104 MPa, součinitel teplotńı roztažnosti je 12 · 10−6

K−1. Prut je zat́ıžen dvěma břemeny a ochlaezńım o 15°C.

2,
5

[m]

1,
5

300 kN

120 kN

x1

x2

∆
t

=
−

15
°C

0,3

0,
1

[m]

Potřebné vztahy:
Normálová śıla je definovaná jako

N =

∫
A

σx dA

, normálové napět́ı jako

σx =
N

A

, σx lze také určit z Hookova zákona jako

σx = E · (εx − εt)

, potom poměrné přetvořeńı

εx =
σx
E

+ εt
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

nebo

εx =
N

EA
+ αt ·∆t

a nakonec z geometrické rovnice

εx =
du

dx

, kde lze funkci posunut́ı ve směru osy x vyjádřit jako

u =

∫
ε dx

Pro speciálńı př́ıpad, kdy N, l, ∆t jsou konstantńı je pak celkové protažeńı prutu

∆l =
N · l
EA

+ αt ·∆t · l

, popř. pro v́ıce interval̊u

∆l =
∑
i

[
Ni · li
EAi

+ αt∆ti · li

]

-300

-180

-30

-2 −2, 8 · 10−4

−4, 2 · 10−4

N
[kN]

σx

[MPa]

εx

[-]

µ

[m]

300 kN

120 kN

x1

x2

∆
t

=
−

15
°C

−1, 68 · 10−3 −4, 62 · 10−3

I.

II.
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

σIx = NI

AI = −180
0,32

= −2000 kPa

σIIx = NII

AII = −300
0,12

= −30000 kPa

εI = σI
x

E
+ αt ·∆t = −2

2·104
+ 10 · 10−6 · (−15) = −2, 8 · 10−4

εII = σII
x

E
+ αt ·∆t = −30

2·104
+ 10 · 10−6 · (−15) = −1, 68 · 10−3

uI =
∫
εIx dx1 = −2, 8 · 10−4 · x1 + C1; o.p.: x1 = 0, u = 0

0 = −2, 8 · 10−4 · 0 + C1 ⇒ C1 = 0

uI = −2, 8 · 10−4 · x1; uI(1, 5) = −4, 2 · 10−4 m

Interval II budeme integrovat podle x2:

uII =
∫
εIIx dx2 = −1, 68 · 10−3 · x2 + C2; x2 = 0, uI = uII

−4, 2 · 10−4 = −1, 68 · 10−3 · 0 + C2 ⇒ C2 = −4, 2 · 10−4

uII = −1, 68 · 10−3 · x2 − 4, 2 · 10−4; uII(2, 5) = −4, 62 · 10−3 m

Celkové protažeńı prutu lze také zjistit ze vztahu:

∆l =
∑
i

[
Ni · li
EAi

+ αt∆ti · li

]

∆l = −300·2,5
2·107·0,12 + −180·1,5

2·107·0,32 + 12 · 10−6 · (−15) · 4 = −4,62 · 10−3 m

(Pozn.: muśıme dbát na to, abychom do zlomku uvedeného výše dosazovali do čitatele a jmeno-
vatele stejné řády jednotek.)
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.2 Určete velikost śıly F, kterou muśıme zat́ıžit konstrukci tak, aby se bod b

posunul právě o 2 mm doprava. Určete a vykreslete pr̊uběhy N, σx, εx a u. E = 3 · 105 MPa.
Interval I je zat́ıžen změnou teploty.

F =?

a b c

1,5 m 1 m

I II

2 mm

∆t = −20 °C

αt = 10 · 10−6 K−1

AI = 0, 22 m2

AII = 0, 12 m2

Řešeńı:
Jedná se o staticky neurčitou konstrukci. Nemůžeme určit reakce a pr̊uběh normálové śıly pouze
z podmı́nek rovnováhy. Budeme potřebovat přetvárnou podmı́nku.

F
2 mm

x1 x2

RcRa

Teoretický pr̊uběh N

−Ra

Rc

1) Podmı́nka rovnováhy:

0 = Ra + F +Rc

Ra = −F −Rc

2) Přetvárná podmı́nka:

∆l = ∆lI + ∆lII = 0
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Ze zadáńı:

∆lI = 0, 002 m

∆lII = −0, 002 m

∆lII = Rc·lII
EAII

−0, 002 = Rc·1
3·105·0,01

Rc = −6 MN

∆lI = −Ra·lI
EAI + αt ·∆t · lI

0, 002 = (Rc+F )·1,5
3·105·0,04

+ 12 · 10−6 · (−20) · 1, 5

0, 002 = −7, 5 · 10−4 + 1, 25 · 10−4 · F − 3, 6 · 10−4

F = 24,88 MN

Ra = −24, 88 + 6 = −18,88 MN

18,88

-6

N

[MN]

σIx = NI

AI = 18,88
0,04

= 472 MPa

σIIx = NII

AII = −6
0,01

= −600 MPa

472

-600

σx

[MPa]

εIx = NI

EAI + αt ·∆t = 18,88
3·105·0,04

+ 12 · 10−6 · (−20) = 1, 33 · 10−3

εIIx = NII

EAII = −6
3·105·0,01

= −2, 0 · 10−3

1, 333 · 10−3

−2 · 10−3

εx

[MPa]
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

uI =
∫
εx dx1 = 1,33 · 10−3 · x1 +��C1; uI(0) = 0 ⇒ C1 = 0

uI(1, 5) = 2 · 10−3 m

uII =
∫
εx dx2 = −2 · 10−3 · x2 + C2; uI(1, 5) = uII(0)

2 · 10−3 = −2 · 10−3 · 0 + C2 ⇒ C2 = 0

uII = −2 · 10−3 · x2

2 · 10−3 m

u

[m]
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.3 V nejv́ıce namáhaném pr̊uřezu prostého nosńıku určete pr̊uběh normálového
napět́ı σx. V obrázku vyznačte extrémy a polohu neutrálńı osy.

1 m0,5 m

F=3 kN

osa symetrie

r = 2 cm

Řešeńı:

Nejprve urč́ıme polohu nejv́ıce namáhaného pr̊uřezu a extrém ohybového momentu. Vše vzta-
hujeme k pravotočivému souřadnicovému systému xyz, kde osy y, z jsou hlavńı centrálńı osy
pr̊uřezu. Maximálńı moment My = 1 kNm vzniká v pr̊uřezu c , tj. pod břemenem.

F=3 kN

a bcx

z
2 kN

0

1 kN

y

z

2

-1

Vz

[kN]
1

My

[kNm]

Poč́ıtáme-li vnitřńı śıly a pr̊uřezové charakteristiky vzhledem k hlavńım centrálńım osám,
použijeme pro výpočet normálového napět́ı výraz:

σx =
N

A
− Mz

Iz
· y +

My

Iy
· z

V pr̊uřezu c nám vyšel My = 1 kNm, N = 0,Mz = 0. Výraz pro výpočet σx se zjednoduš́ı na
tvar:

σx =
My

Iy
· z

Jedná se o př́ıpad namáháńı jednoduchým ohybem.
Abychom mohli do výrazu dosadit, muśıme určit moment setrvačnosti Iy.

Iy =
πr4

4
=
π · 0, 024

4
= 1, 2566 · 10−7m4 (Dyz = 0)

Dosad́ıme do výrazu pro normálové napět́ı:

σx =
My

Iy
· z

σx =
1 · 10−3

1, 2566 · 10−7
· z

σx = 7957, 982 · z
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Máme tedy rovnici roviny napět́ı nad vyšetřovaným pr̊uřezem. Než urč́ıme extrémy, je třeba
nalézt polohu neutrálńı osy, pro kterou plat́ı σx = 0. Při jednoduchém ohybu kolem osy y je
neutrálńı osa (dále jen n.o.) totožná s osou y. Můžeme ověřit výpočtem. Do rovnice roviny
napět́ı dosad́ıme za σx = 0 a dostáváme:

0 = 7957, 982 · z ⇒ z = 0, což je rovnice osy y, tedy n.o. ≡ y

Naznač́ıme pr̊uřez s n.o. a najdeme mı́sta extrémů:

Napět́ı na pr̊uřezu se měńı lineárně se souřadnićı z, extrémńı hodnoty hledáme v pr̊uřezech A ,

B .

σx,A = 7957, 982 · (−0, 02) = −159, 160MPa

σx,A = 7957, 982 · (+0, 02) = +159, 160MPa

y

z

A[0;-0,02]

B[0;0,02]

-159,16

n.o. ≡ y

159,16

0,02 m

0,02 m

σx

[MPa]

Vedle pr̊uřezu nakresĺıme sklopený řez rovinou napětá, vyznač́ıme neutrálńı osu a hodnoty
extrémů.
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.4 Na svislém prutu určete pr̊uběh normálového napět́ı σx v nejv́ıce namáhaném
pr̊uřezu. Napět́ı na pr̊uřezu vykreslete, vyznačte hodnoty extrémů a polohu
neutrálńı osy.

3
m

f=
4

k
N

/m

Řešeńı:

Nejprve zavedeme na prutu i na pr̊uřezu pravotočivý souřadnicový systém xyz. Extrém ohy-
bového momentu vzniká uprostřed nosńıku,

Vy [kN] Mz [kNm]

f=
4

k
N

/m

x

z

y

6 kN

6 kN

0

max Mz = 4, 5 kNm

-6

6

f y

z

maxMz =
1

8
· f · l2 =

1

8
· 4 · 32 = 4, 5 kNm

maxMz = 6 · 1, 5− 4 · 1, 52

2
= 4, 5 kNm

Poznámka: Při určeńı vnitřńıch sil respektujeme znaménkovou konvenci.
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

x

z

y

N MxNMx

Vz

Mz

Vz

Mz

Vy

My

Vy

My

Orientace kladných vnitřńıch sil

Obdélńıkový pr̊uřez je dvouose symetrický, osy y a z jsou hlavńımi centrálńımi osami, Dyz = 0.
K výpočtu napět́ı použijeme výraz:

σx =
N

A
− Mz

Iz
· y +

My

Iy
· z

Pro N = 0,My = 0 nám z̊ustane:

σx = −Mz

Iz
· y,

kde Iz je hlavńı centrálńı moment setrvačnosti k ose z, Mz je hodnota momentu vztaženého k
téže ose. Nejv́ıce namáhaný pr̊uřez je namáhán jednoduchým ohybem.

Po určeńı Iz =
1

12
· hb3 =

1

12
· 0, 3 · 0, 23 = 0, 2 · 10−3 m4 dosad́ıme do rovnice pro σx:

σx = −4, 5 · 10−3

0, 2 · 10−3
· y

[
MN

m2
= MPa

]
σx = −22, 5 · y

Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme, že pro neutrálńı osu plat́ı, že σx = 0, z rovnice roviny napět́ı
potom vychát́ı y = 0. Neutrálńı osa n.o. ≡ z. Nakresĺıme pr̊uřez, vyznač́ıme n.o. a najdeme
body s extrémńımi hodnotami σx.
Normálové napět́ı roste lineárně se souřadnićı y, extrémy urč́ıme pro y = ±0, 1 m

y = +0, 1 m : σx = −22, 5 · 0, 1 = −2, 25 MPa

y = −0, 1 m : σx = −22, 5 · (−0, 1) = +2, 25 MPa

14



1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Pr̊uběh napět́ı vykresĺıme na pr̊uřezu.

y

z

Cg

2,
25

-2
,2

5

y
=
−

0,
1

m

y
=

0,
1

m

n
.o

.≡
z

σx

[MPa]
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.5 a) Na prostorově zat́ıžené konzole vykreslete pr̊uběhy všech nenulových vnitřńıch
sil.
b) Ve vetknutém pr̊uřezu vykreslete pr̊uběh normálového napět́ı σx. Určete po-
lohu neutrálńı osy vzhledem k souřadnicovému systému a vypočtěte extrémy
napět́ı.
c) Vykreslete jádro pr̊uřezu a s jeho využit́ım určete pr̊uběh σx na volném konci
konzoly.

F=50 kN

f=6 kN/m

2 m
0,2 [m]

0,05 0,05

0,
2

0,
2

osa symetrie

f

F

Řešeńı:
a) Nejprve urč́ıme polohu těžǐstě. Teprve pak lze určit pr̊uběhy vnitřńıch sil, jejichž hodnoty
vztahujeme ke střednici prutu.

0,
18

0,
22

y

z ≡ osa symetrie

Cg

0,
3

0,
1

[m]

zc =
0, 3 · 0, 2 · 0, 1 + 0, 2 · 0, 2 · 0, 3

0, 1

zc = 0,18 m

Nyńı můžeme vykreslit vnitřńı śıly:
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

F=50 kN

f=6 kN/m

2 m
0,2 [m]

0,05 0,05

0,
2

0,
2

f

F

y

z

0,22

0,18

x

z
y

a b

N

50 50

Vz

12

-21

-9
My,b = −50 · 0, 18 = −9 kNm

My

My,a = −9− 6 · 2 · 1 = −21 kNm

-7,5 -7,5

MZ Mz,b = Mz,a = −50 · 0, 15 = −7, 5 kNm

b) Pr̊uběh σx ve vetknut́ı: N− 50 kN, My = −24 kNm, Mz = −7,5 kNm. Řešený pr̊uřez
je symetrický podle svislé osy, těžǐst’ové osy y, z jsou tud́ıž hlavńımi centrálńımi osami a deviačńı
moment Dy,z = 0. K řešeńı napět́ı σx použijeme vzorec:

σx =
N

A
− Mz

Iz
· y +

My

Iy
· z

17



1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Urč́ıme pr̊uřezové charakteristiky:

A = 0,1 m2 (viz a))

Iy =
2∑
i=1

(Iy,i + Ai · z2
c,i)︸ ︷︷ ︸

Steinerova věta

= 1
12
· 0, 3 · 0, 23 + 0, 3 · 0, 2 · (−0, 08)2 + 1

12
· 0, 2 · 0, 23 + 0, 2 · 0, 2 · 0, 122

Iy = 1,293 · 10−3 m4

Iz =
2∑
i=1

(Iz,i + Ai · y2
c,i)︸ ︷︷ ︸

Steinerova věta

= 1
12
· (0, 2 · 0, 33 + 0, 2 · 0, 22) + 0, 2 · 0, 3 · 0 + 0, 2 · 0, 2 · 0︸ ︷︷ ︸

Steinerovy doplňky jsou nulové

Iz = 0,583 · 10−3 m4

Dosad́ıme do vzorce pro σx:

σx =
50 · 10−3

0, 1
− −7, 5 · 10−3

0, 583 · 10−3
· y +

−21 · 10−3

1, 293 · 10−3 · z
[MPa =

MN

m2
]

σx = 0,5 + 12,857 · y − 16,237 · z [MPa]

Urč́ıme pr̊useč́ıky neutrálńı osy s osami y, z. Použijeme k tomu podmı́nku, že na neutrálńı ose
(n. o.) je σx = 0.

a) σx = 0, z = 0 : 0 = 0, 5 + 12, 857 · yN

yN = − 0, 5

12, 857
= −0,039 m

b) σx = 0, y = 0 : 0 = 0, 5− 16, 237 · zN

zN =
0, 5

16, 237
= 0,031 m

Vyneseme hodnoty do obrázku a vykresĺıme neutrálńı osu. Normálové napět́ı σx roste lineárně
se vzdálenost́ı od neutrálńı osy, extrémy budeme proto hledat v bodech A a B. Souřadnice
těchto bod̊u dosad́ıme do rovnice pro σx:

18
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z

Cg

A[0,15;-0,18]

n.o.
0,5

5,3
51

-4,
35

8

B[-0,1;0,22]

0,039

y

0,031

[m]

σx,A = 0, 5 + 12, 857 · 0, 15− 16, 237 · (−0, 18)

σx,A = 5,351 MPa

σx,B = 0, 5 + 12, 857 · (−0, 1)− 16, 237 · 0, 22

σx,B = −4,358 MPa

Napět́ı v těžǐsti:

σx,Cg = 0,5 MPa

c) Urč́ıme jádro pr̊uřezu. Jádro pr̊uřezu je oblast obklopuj́ıćı těžǐstě. Pokud zde p̊usob́ı ex-
centrická śıla, je celý pr̊uřez namáhán napět́ım stejného znaménka. Vrcholy jádra urč́ıme jako
p̊usobǐstě excentrických sil (tlaková centra) jimž odpov́ıdaj́ıćı neutrálńı osy jsou tečnami pr̊uřezu.
Souřadnice vrchol̊u jádra poč́ıtáme ze vzorc̊u:

yi = − i2z
yN,i

, zi = −
i2y
zN,i

, (plat́ı, pokud Dyz = 0)

kde i2z =
Iz
A
, i2y =

Iy
A

a yN,i, zN,i jsou souřadnice pr̊useč́ık̊u tečen k pr̊uřezu (tj. neutrálńıch os.) s hlavńımi centrál-

ńımi osami y, z.
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y

z
[m]

0,
07

2

1

2

3

4

2’

3’

0,021

0,
05

9

0,0390,039

0,038 0,038

yN,3

z N
,3

1

2

3

4

3’

0,
18

0,
22

2’

i2y =
1, 293 · 10−3

0, 1
= 12, 933 · 10−3 m2

i2z =
0, 583 · 10−3

0, 1
= 5, 833 · 10−3 m2

1) Tečna 1 :

yN,1 → ∞, zN,1 = −0, 18 m

y1 = 0

z1 = −12, 933 · 10−3

−0, 18
= 0,072 m
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2) Tečna 2 :

yN,2 = +0, 15 m, zN,2 → ∞

y2 = −5, 833 · 10−3

0, 15
= −0,039 m

z2 = 0

Analogicky pro tečnu 2’ :

y2′ = +0,039 m, z2′ = 0

3) Tečna 3 :

yN,3 a zN,3 lze určit např́ıklad z podobnosti trojúhelńık̊u:
0, 2

0, 05
=

h

0, 1
→ h =

0, 02

0, 05
= 0, 4 m → zN,3 = 0, 22 + 0, 4 = 0, 62 m

yN,3
zN,3

=
0, 05

0, 2
→ yN,3 =

0, 62 · 0, 05

0, 2
= 0, 155 m

y3 = −5, 833 · 10−3

0, 155
= −0,038 m

z3 = −12, 933 · 10−3

0, 62
= −0,021 m

Opět analogicky pro tečnu 3’ plat́ı:

y3′ = +0,038 m

z3′ = −0,021 m

4) Tečna 4 :

yN,4 → ∞, zN,4 = +0, 22 m

y4 = 0

z4 = −12, 933 · 10−3

0, 22
= −0,059 m

Jádro je tedy vymezeno spojnicemi p̊usobǐst’ sil 1, 2, 3, 4, 3′, 2′, jimž odpov́ıdaj́ı neutrálńı osy
v podobě tečen k pr̊uřezu. Vztah p̊usobǐstě excentrické śıly kneutrálńı ose plat́ı i recipročně.
Voĺıme-li p̊usobǐstě sil v roźıch pr̊uřezu, př́ıslušné neutrálńı osy vymezuj́ı obrys jádra. Toto
můžeme využ́ıt při řešeńı pr̊uběhu normálového napět́ı σx na volném konci řešené konzoly:

N = +50 kN, My = −9 kNm, Mz = −7, 5 kNm

Neutrálńı osa procháźı vrcholy jádra 1 a 2 . Dál posupujeme stejně jako při řešeńı napět́ı ve
vetknutém pr̊uřezu.
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z

Cg

A[0,15;-0,18]

n.
o.

0,
53,
68

1

-2
,3

17

B[-0,1;0,22]

0,039

y

0,
07

2

1

2

F=50 kN

[m]

Pro výpočet hodnot extrémů sestav́ıme rovnici:

σx =
N

A
− Mz

Iz
· y +

My

Iy
· z

σx =
50 · 10−3

0, 1
− −7, 5 · 10−3

0, 583 · 10−3
· y +

−9 · 10−3

1, 293 · 10−3
· z

σx = 0, 5 + 12, 857 · y − 6, 959 · z MPa

σx,A = 0, 5 + 12, 857 · 0, 15− 6, 959 · (−0, 18) = 3,681 MPa

σx,B = 0, 5 + 12, 857 · (−0, 1)− 6, 959 · 0, 22 = −2,317 MPa

V těžǐsti opět:

σx,Cg = 0,5 MPa
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Př́ıklad 1.6 Na konzole vykreslete pr̊uběhy nenulových vnitřńıch sil. Pomoćı diferenciálńı
rovnice ohybové čáry určete pr̊uhyb volného konce. Ohybovou čáru naskicujte
a vypočtenou hodnotu do ńı vyznačte. EIy = 2 · 107 kPa, α = 12 · 10−6 °C−1

f=5 kN/m
F=6 kN

a b c

0,8 m 0,8 m

+2 °C +2 °C

+10 °C
+10 °

h=0,24 m

b=0,16 m

Řešeńı:

Iy =
1

12
· 0, 16 · 0, 243 = 18, 432 · 10−5 m4

EIy = 2 · 107 · 18, 432 · 10−5 = 3684, 4 kNm2

∆T = ∆Td −∆Th = 2− 10 = −8 °C

x

z
10

6,4

0

Q6 · 4 = 24 kN

f=5 kN/m
F=6 kN

+2 °C +2 °C

+10 °C
+10 °

a b c

10

6Vz

[kN ]

-6,4

My

[kNm]
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a) Řešeńı od funkce My(x):

< a; b >, x ∈ < 0; 0, 8 >

My(x) = −6, 4 + 10x− 5
x2

2

w′′(x) = −My(x)

EIy
− α∆T

h

w′′(x) =
1

EIy
(6, 4− 10x+ 5

x2

2
) +

α

h
· 8

w′(x) =
1

EIy
(6, 4x− 5x2 + 5

x3

6
) +

α

h
· 8 · x+ C1

w(x) =
1

EIy
(3, 2x2 − 5

x3

3
+ 5

x4

24
) +

α

h
· 4 · x2 + C1 · x+ C2

Na intervalu < a; b > máme pro řešeńı integračńıch konstant k dispozici dvě geometrické okra-
jové podmı́nky:

1) x = 0 : w = 0⇒ C2 = 0
2) x = 0 : w′ = 0⇒ C1 = 0

Pokračujeme řešeńım na intervalu < b; c >:

< b; c >, x ∈ < 0, 8; 1, 6 >

My(x) = 0

w′′(x) = −My(x)

EIy
− α∆T

h

w′′(x) =
α

h
· 8

w′(x) =
α

h
· 8 · x+ C3

w(x) =
α

h
· 4 · x2 + C3 · x+ C4

K řešeńı integračńıch konstant C3 a C4 použijeme podmı́nky spojitosti funkćı w′(x) a w(x) na
rozhrańı interval̊u < a; b > a < b; c >:

3) x = 0, 8 m : w′L = w′P

1

EIy
(6, 4 · 0, 8− 5 · 0, 82 + 50,83

6
) +

α

h
· 8 · 0, 8 =

α

h
· 8 · x+ C3

C3 =
2, 346

3686, 4

C3 = 63, 6574 · 10−5
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4) x = 0, 8 m : wL = wP

1
EIy

(3, 2 · 0, 82 − 50,83

3
+ 50,84

24
) + α

h
· 4 · 0, 82 · 0, 8 = α

h
· 4 · 0, 82 + 63, 6574 · 10−5 · 0, 8 + C4

C4 =
1, 28

3686, 4
− 63, 6574 · 10−5 · 0, 8

C4 = −16, 2037 · 10−5

Nyńı můžeme určit pr̊uhyb volného konce pr̊uřezu c :

wc = α
h
· 4 · 1, 62 + C3 · 1, 6 + C4 = 12·10−6

0,24
· 10, 24 + 63, 6574 · 10−5 · 1, 6− 16, 2037 · 10−5

wc = 1, 368 · 10−3 m = 1, 368 mm

Vypočtenou hodnotu pr̊uhybu vyznač́ıme do ohybové čáry.

1,368

w

[mm]

b) Řešeńı od zat́ıžeńı z diferenciálńı rovnice 4. řádu

Pro řešeńı použijeme diferenciálńı rovnici ve tvaru:

d2

dx2

[
EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α · ∆T

h

)]
= f z(x)

Rovnici opět sestav́ıme na obou intervalech

< a; b >, x ∈ < 0; 0, 8 > f z = konst. = 5 kN/m

d

dx

[
EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α
−8

h

)]
= 5

d

dx

[
EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α · −8

h

)]
︸ ︷︷ ︸

−Vz(x)

= 5x+ C1 ⇒ Vz(x) = −5x− C1

EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α
−8

h

)
︸ ︷︷ ︸

−My(x)

= 5
x2

2
+ C1 · x+ C2 ⇒ My(x) = −5

x2

2
− C1 · x− C2

EIy

(
dw(x)

dx
+ α
−8

h
· x
)

= 5
x3

6
+ C1

x2

2
+ C2x+ C3

EIy

(
w(x) + α

−8

h
· x

2

2

)
= 5

x4

24
+ C1

x3

6
+ C2

x2

2
+ C3x+ C4
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K řešeńı integračńıch konstant využijeme jak podmı́nky pro pr̊uhyb a pootočeńı, tak podmı́nky
pro vnitřńı śıly Vz(x) a My(x):

1) x = 0 : w = 0⇒ C4 = 0
2) x = 0 : w′ = 0⇒ C3 = 0
3) x = 0 : Vz,a = 10 kN ⇒ 10 = −C1 ⇒ C1 = −10 kN
4) x = 0 : My,a = −6, 4 kNm ⇒ −6, 4 = −C2 ⇒ C2 = 6, 4 kNm

Zaṕı̌seme výsledné funkce pr̊uhybu a pootočeńı na intervalu < a; b >:

w(x) =
1

EIy

(
5
x4

24
− 10

x3

6
+ 6, 4

x2

2

)
+
α

h
· 4x2

w′(x) =
1

EIy

(
5
x3

6
− 10

x2

2
+ 6, 4x

)
+
α

h
· 8x

Pokračujeme řešeńım na intervalu < b; c >:
< b; c >, x ∈ < 0, 8; 1, 6 > f z = 0

d

dx

[
EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α
−8

h

)]
= 0

d

dx

[
EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α · −8

h

)]
︸ ︷︷ ︸

−Vz(x)

= C5 ⇒ Vz(x) = −C5

EIy

(
d2w(x)

dx2
+ α
−8

h

)
︸ ︷︷ ︸

−My(x)

= C5 · x+ C6 ⇒ My(x) = −C5 · x− C6

EIy

(
dw(x)

dx
+ α
−8

h
· x
)

= C5 ·
x2

2
+ C6 · x+ C7

EIy

(
w(x) + α

−8

h
· x

2

2

)
= C5 ·

x3

6
+ C6 ·

x2

2
+ C7 · x+ C8

K řešeńı integračńıch konstant využijeme podmı́nky v pr̊uřezu b :

1) x = 0, 8 : Vz,bc = 0 ⇒ C5 = 0
2) x = 0, 8 : My,b = 0 ⇒ C6 = 0
3) x = 0, 8 : w′L = w′P ⇒

1

EIy

(
5

0, 83

6
− 10

0, 82

2
+ 6, 4 · 0, 8

)
+
α

h
· 8 · 0, 8 =

1

EIy
· C7 +

α

h
· 8 · 0, 8

C7 = 2, 346
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4) x = 0, 8 : wL = wP ⇒

1

EIy

(
5

0, 84

24
− 10

0, 83

6
+ 6, 4 · 0, 82

2

)
+
α

h
· 4 · 0, 82 =

1

EIy

(
2, 346 · 0, 8 + C8

)
+
α

h
· 4 · 0, 8

C8 = 1, 28− 1, 8773

C8 = −0, 5973

Vypočteme pr̊uhyb volného konce konzoly:

wc =
1

EIy

(
2, 346 · 1, 6− 0, 5973

)
+
α

h
· 4 · 1, 62

wc = 63, 6574 · 10−5 · 1, 6− 16, 2037 · 10−5 +
12 · 10−6

0, 24
· 10, 24

wc = 1, 368 · 10−3 m = 1, 368 mm
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.7 Pomoćı diferenciálńı rovnice ohbové čáry určete reakce a vykreslete pr̊uběhy
vnitřńıch sil V a M . Vypočtěte hodnotu pr̊uhyb̊u a pootočeńı v pr̊uřezu c a
hodnoty vyznačte do ohybové čáry. EIy = 8000 kNm2.

F=10 kN

a bc

f=6 kN/mM0 = 4 kNm

4 m 3 m

K řešeńı použijeme diferenciálńı rovnici ohybové čáry 2. řádu:

F=10 kN

a bc

M0 = 4 kNm
Q6 · 4 = 24 kN

A
B

MB

x1 x2

2 m
0

w′′(x) = −My(x)

EIy

a) Řešeńı bez využit́ı Clebschovy metody: S ohledem na výpočet integračńıch konstant z okra-
jových podmı́nek zavedeme pro každý z interval̊u < a; b > a < c; b > jinou proměnnou xi.
Sestaveńı okrajových podmı́nek se t́ım zjednoduš́ı.

< a; c >, x1 ∈ < 0; 4 >

My(x1) = 4 + A · x1 − 6 · x
2
1

2
= 4 + A · x1 − 3 · x2

1 = A · x2 + 4 · A− 34 · x2 − 44

EIyw
′′(x1) = −My(x1)

EIyw
′′(x1) = −4− A · x1 + 3 · x2

1

EIyw
′(x1) = −4 · x1 − A · x

2
1

2
+ x3

1 + C1

EIyw(x1) = −2 · x2
1 − A ·

x31
6

+
x41
4

+ C1 · x1 + C2

< c; b >, x2 ∈ < 0; 3 >

My(x2) = 4 + A · (x2 + 4)− 24 · (x2 + 2)− 10 · x2

EIyw
′′(x2) = −My(x2)

EIyw
′′(x2) = −A · x2 − 4 · A+ 34 · x2 + 44

EIyw
′(x2) = −A · x

2
2

2
− 4 · a · x2 + 17 · x2

2 + 44 · x2 + C3

EIyw(x2) = −A · x
3
2

6
− 2 · A · x2

2 + 17 · x
3
2

3
+ 22 · x2

2 + C3 · x2 + C4
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Reakci A a integračńı konstanty vyřeš́ıme z okrajových podmı́nek pro pr̊uhyb w a natočeńı w′:

1) x1 = 0 : w = 0 → 0 = −2 · 0− A · 0
6

+ 0
4

+ C1 · 0 + C2 → C2 = 0 (1)

2) x1 = 4 ∧ x2 = 0 : wL = wP → −2 · 42 − A · 43

6
+ 44

4
+ C1 · 4 = C4 (2)

3) x1 = 4 ∧ x2 = 0 : w′L = w′P → −4 · 4− A · 42

2
+ 43 + C1 = C3 (3)

4) x2 = 3 : w = 0 → 0 = −A · 33

6
− 2 · A · 32 + 17 · 33

3
+ 22 · 32 + C3 · 3 + C4 (4)

5) x2 = 3 : w′ = 0 → 0 = −A · 32

2
− 4 · A · 3 + 17 · 32 + 44 · 3 + C3 (5)

Z podmı́nky (1) urč́ıme integračńı konstantu C2 = 0, zbývaj́ıćı podmı́nky vedou na soustavu
rovnic pro neznámé A, C1, C3 a C4.

−10, 66 · A+ 4 · C1 + 0 · C3 − C4 = −32 (2)

−8 · A+ C1 − C3 + 0 · C4 = −48 (3)

−22, 5 · A+ 0 · C1 + 3 · C3 + C4 = −351 (4)

−16, 5 · A+ 0 · C1 + C3 + 0 · C4 = −285 (5)

Řešeńım této soustavy dostaneme:

A = 15, 778 kN

C1 = 53, 571

C3 = −24, 656

C4 = 77, 983

Dosazeńım těchto vypočtených hodnot do funkćı pootočeńı a pr̊uhybu dostaneme:

< a; c >

w′(x1) = 1
8000
·
[
− 4 · x1 − 7, 889 · x2

1 + x3
1 +

C1︷ ︸︸ ︷
53, 571

]
w(x1) = 1

8000
·
[
− 2 · x2

1 − 2, 630 · x3
1 + 0, 25 · x4

1 +

C1︷ ︸︸ ︷
53, 571 ·x1

]

< c; b >

w′(x2) = 1
8000
·
[
− 7, 889 · x2

2 − 63, 112 · x2 + 17 · x2
2 + 44 · x2 −

C3︷ ︸︸ ︷
24, 656

]
=

= 1
8000
·
[
− 19, 112 · x2 + 9, 111 · x2

2 − 24, 656
]

w(x2) = 1
8000
·
[
− 2, 630 · x3

2 − 31, 556 · x2
2 + 5, 66 · x3

2 + 22 · x− 22 −
C3︷ ︸︸ ︷

24, 656 ·x2 +

C4︷ ︸︸ ︷
77, 983

]
=

= 1
8000
·
[
− 9, 556 · x2

2 + 3, 036 · x3
2 − 24, 656 · x2 + 77, 983

]
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Pr̊uhyb a pootočeńı v pr̊uřezu c lze poč́ıtat jak z funkćı platných pro interval < a; c >, tak z
funkćı platných na intervalu < c; b >. Vzhledem k tomu, že v pr̊uřezu c je x2 = 0, použijeme
druhou možnost:

w′(x2 = 0) = −24,656
8000

= −3,082 · 10−3 rad
.
= −0,177° = −10,6′

Pootočeńı vyšlo záporné, tečna k ohybové čáře v pr̊uřezu c procháźı 2. a 4. kvadrantem.
Použijeme-li pro pootočeńı veličinu ϕ, uvědomı́me si, že ϕ > 0 je proti smyslu hodinových
ručiček: ϕc = −w′c = +3, 082 · 10−3 rad.

x2

z

w’< 0

w(x2 = 0) = 77,983
8000

= 9,748 · 10−3 m

Nyńı dopoč́ıtáme zbývaj́ıćı reakce a vykresĺıme požadované pr̊uběhy vnitřńıch sil. Reakce:

↑ : A+B − 24− 10 = 0

15, 778 +B − 34 = 0 → B = 18,222 kN

b � : 4 + A · 7− 24 · 5− 10 · 3 +Mb = 0 → Mb = 35,554 kNm

F=10 kN

a bc

M0 = 4 kNm

A = 15, 778 kN B = 18, 222 kN

MB = 35, 554 kNm

x1 x2

2m
0

f=6 kN/m

15,778

-8,222

-18,222

xp = 2, 63 m

V

[kN]
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4

24,745 19,112

-35,554

tažená dolńı vlákna

tažená horńı vlákna

M

[kNm]

inflexńı bod

wc = 9, 748

w′c = −0.177°

w

[kN]

Extrém ohybového momentu na intervalu < a; c >:

xp = 15,778
6

= 2, 630 m

max M = 4 + 15, 778 · 2, 63− 6 · 2,632

2
= 24, 745 kNm

Nakonec vypočtený pr̊uhyb a natočeńı pr̊uřezu c vyznač́ıme do ohybové čáry. V př́ıpadě si-
lového zat́ıžeńı poznáme klenut́ı ohybové čáry podle tažených vláken ve vykresleńı ohybového
momentu.

b) Řešeńı s využit́ım Clebschovy metody:

Za určitých podmı́nek lze výpočet uzp̊usobit tak, že ve všech intervalech budou stejné interakčńı
konstanty C1, C2. K jejich řešeńı nám postač́ı dvě okrajové podmı́nky, jednu daľśı muśıme přidat
pro výpočet reakce A.

Podmı́nky využit́ı Clebschovy metody:

1) EIy = konst. na celé konstrukci

2) Zavedeme jedinou proměnnou x

3) Pokud máme v́ıce interval̊u, muśıme v každém následuj́ıćım použ́ıt všechny členy funkce
My(x) v nezměněné podobě. Členy můžeme pouze přidávat, nikoli ub́ırat či měnit.

4) Přidané členy ve funkci My(x) integrujeme tzv. v uzavřeném tvaru.

F=10 kN

a bc

f=6 kN/mM0 = 4 kNm

A
x

f=6 kN/m
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< a; c >, x ∈ < 0; 4 >

(zápis My(x) a integrace se nezměńı, vše z̊ustává stejné jako v předchoźım výpočtu.)

My(x) = 4 + A · x− 3·2

EIyw
′′(x) = −4− A · x+ 3 · x2

EIyw
′(x) = −4 · x− A · x2

2
+ x3 + C1

EIyw(x) = −2 · x2 − A · x3
6

+ x4

4
+ C1 · x+ C2

< c; b >, x ∈ < 0; 4 > (K funkci My(x) zapsané na intervalu < a; c > m̊užeme členy pouze
přidávat. Pokud v ni však ponecháme člen −3 ·x3, znamená to, že sjem spojité zat́ı̌zeńı rozš́ıřili
na celý nosńık (v obrázku čárkovaně). Aby zat́ı̌zeńı odpov́ıdalo zadáńı, přidáme na intervalu
< c; b > spojité zat́ı̌zeńı stejné intenzity s opačnou orientaćı (v obr. zeleně). Nyńı m̊užeme
zapsat funkci My(x).)

< c; b >, x ∈ < 0; 4 >

My(x) =

členy intervalu <a;c>︷ ︸︸ ︷
4 + A · x− 3 · x2 +6 · (x−4)2

2
− 10 · (x− 4) (závorky neroznásobujeme!)

EIyw
′′(x) = −4− A · x+ ·x2 − 3(x− 4)2 + 10 · (x− 4)

EIyw
′(x) = −4 · x− A · x2

2
+ x3 − (x− 4)3 + 10 · (x−4)2

2
+ C1

EIyw(x) = −2 · x2 − A · x3
6

+ x4

4
− (x−4)4

4
+ 5 · (x−4)3

3
+ C1 · x+ C2

(pozn.: Doplňky integrujeme v ”uzavřeném tvaru”. C1 integrujeme podle x.)

Okrajové podmı́nky:

1) x = 0 : w = 0→ C2 = 0 (1)

2) x = 7 : w = 0→ 0 = −2 · 72 − A · 73

6
+ 74

4
− 34

4
+ 5 · 33

3
+ C1 · 7 (2)

3) x = 7 : w′ = 0→ 0 = −4 · 7− A · 72

2
+ 73 − 33 + 5 · 32 + C1 (3)

Řešeńım rovnic (2) a (3) vyjde:

A = 15,778 kN a C1 = 53,571

Dále postupujeme stejně jako v přehoźım řešeńı.
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Př́ıklad 1.8 S ohledem na vybočeńı šikmého prutu určete kritické zat́ıžeńı konstrukce Fkrit.
Vypočtěte σkrit a ověřte, že št́ıhlostńı poměr λ > λ1. Mez kluzu je σ0 = 230 MPa
a Young̊uv modul pružnosti E = 2, 1 · 108 kPa

.

Fkrit =?

1,5 3
2

UPN 120

[m]

UPN 120

y

z

iy = 46, 3 mm
iz = 15, 9 mm
Iy = 3, 64 · 106 mm4

Iz = 4, 31 · 105 mm4

A = 1700 mm2

Základńı Eulerovy př́ıpady:

Při řešeńı jednoduchých konstrukčńıch prvk̊u, u kterých N = konst., Iy = konst., Iz = konst.
lze použ́ıt pro výpočet kritické śıly vzorec:

Fkrit = EImin
π2

L2
,

kde L označuje vzpěrnou délku prutu a Imin menš́ı z hlavńıch centrálńıch moment̊u setrvačnosti
Iy, Iz.

L

Fkrit

l

L=l

L

Fkrit

L=l

L

Fkrit

L=0,7l

L

L=0,5l

Fkrit

L

Fkrit

L=2l

Jak je z obrázk̊u patrné, L je vzdálenost dvou nejbližš́ıch inflexńıch bod̊u na ohybové čáře.
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Řešeńı př́ıkladu:

Vypočteme si kritickou osovou śılu Skrit kyvného prutu (vzpěry) a v závislosti na ńı urč́ıme
kritické zat́ıžeńı konstrukce Fkrit. Kritická osová śıla z Eulerova vzorce:

Skrit = EImin
π2

L2

Skrit = 2, 1 · 108 · 4, 31 · 10−7 · π
2

2, 52

Skrit = 142, 928 kN

Imin = Iz = 4, 31 · 105 mm4

Imin = 4, 31 · 10−7 m4

L = l =
√

1, 52 + 22 = 2, 5 m

(vzpěrná délka oboustranně kloubově po-
depřeného prutu se rovná délce prutu)

T́ım máme určenu velikost šikmé vnitřńı reakce mezi kyvným prutem a vodorovným nosńıkem.
V závislosti na ńı dopočteme kritické zat́ıžeńı konstrukce Fkrit.

2

1,5

l =
2,

5

[m]

α

s k
ri
t

s k
ri
t

Fkrit = 76, 228 kN

s k
ri
t

skrit · sinα

1,5 3

α

a
[m] y

z
směr

vybočeńı

a 	 Fkrit · 4, 5− Skrit · sinα · 3 = 0

Fkrit =
142, 928 · 4

5
· 3

4, 5

Fkrit = 76, 228 kN

Normálové napět́ı při namáháńı prostým tlakem vypočteme podle vzorce:

σx =
N

A
=
−74, 228 · 10−3

1, 7 · 10−3
= −44, 84 MPa

σcrit = 44, 84 MPa

y

z
σx

-44,84

-44,84

[MPa]
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Při navrhováńı konstrukćı se použ́ıvá ještě veličina št́ıhlostńı poměr λ:

λ =
L

imin

Pro pr̊uřez UPN120 je imin = iz = 15, 9 mm.

λ =
2, 5

0, 0159
= 157, 233 [−]

Závislost σkrit na št́ıhlostńım poměru vyjadřuje Eulerova hyperbola.

λ

σkrit

σ0

σkrit

λ1 λ

mez kluzu

Lze odvodit:

σkrit =
Skrit
A

=
Eπ2

λ2

potom λ1 = π

√
E

σ0

Pro mez kluzu σ0 = 230 MPa vyjde na řešeném prutu:

λ1 = π
2, 1 · 108

230 · 103
= 94, 928

λ = 157, 233 > 94, 928 = λ1, σkrit = |σx| = 44, 84 < σ0

Plat́ı tedy Eulerova hyperbola. Pokud vyjde 0 < λ < λ1, σcrit = σ0.
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Př́ıklad 1.9 S ohledem na vybočeńı nejv́ıce namáhaného prutu určete kritické zat́ıžeńı př́ıhradové
konstrukce. Všechny pruty maj́ı stejný pr̊uřez z IPE 200. E = 2, 1 · 108 kPa.
Fkrit = ?

1 2

3 4 5 6

7

8 9

2,4 2,4

1,
8

1,
8

[m]

Fkrit Fkrit

IPE 200

y

z

Iz = Imin
Iz = 1, 42 · 106 mm4

iz = 22, 40 mm
A = 2850 mm2

σ0 = 235 MPa−mez kluzu

Nejprve je třeba zjistit, který prut je nejv́ıce namáhaný a vypočteme pro něj Skrit. Nezapome-
neme zohlednit rozd́ılné délky prut̊u, protože nám velikost Skrit ovlivńı:

Skrit = EImin ·
π2

L2
, kde L = l (oboustranně uložené pruty).
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Vypočteme reakce:

1 2

3 4 5 6

7

8 9

Fkrit Fkrit
a

b

c d

e
f

Bz = 2Fkrit

−1
2
Fkrit

−1
2
Fkrit

−Fkrit

A = 2Fkrit

Bx = 2Fkrit

4
3
Fkrit

4
3
Fkrit

∅

−
5

2
F kr

it

−
5

3
F kr

it
5

6 F
krit

↑ : Bz = 2 · Fkrit
b 	 : A · 3, 6− Fkrit · 2, 4− Fkrit · 2, 4− Fkrit · 4, 8 = 0

A = Fkrit·7,2
3,6

= 2 · Fkrit
→ : Bx = 2 · Fkrit

Najdeme nulové pruty. Zde je to pouze prut 7 , normálová śıla je v něm nulová. Z obrázku
dále vid́ıme, že N5 = −Fkrit. K řešeńı osových sil na daľśıch prutech použijeme zjednodušenou
metodu styčných bod̊u. Na konstrukci vyhledáváme dvojné styčńıky, to je takové, kde neznáme
osové śıly pouze ve dvou z připojených prut̊u. Osové śıly z podmı́nek rovnováhy vypočteme, a
pak pokračujeme na daľśı styčńık. Začneme od styčńıku d .

Fkrit
d

α

S 6

S2

l4 = l6 = l9 =
√

1, 82 + 2, 42 = 3 m

cosα = 2,4
3

= 4
5
, sinα = 1,8

3
= 3

5

↓ : Fkrit + S6 · sinα = 0 ⇒ S6 = −Fkrit

sinα
= −5

3
· Fkrit

Vypočtenou hodnotu vyznač́ıme do obrázku a sestav́ıme vodorovnou podmı́nku rovnováhy:

← : S2 + S6 · cosα = 0 ⇒ S2 = −S6 · cosα = +5
3
· Fkrit · 4

5
= 4

3
· Fkrit
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Opět hodnoty vyznač́ıme do obrázku a pokračujeme výpočtem pro daľśı styčńık:

S2 = 4
3
Fkrit

Fkrit
c

S1

S5 = −Fkrit

← : S1 = S2

S1 = 4
3
· Fkrit

Vyřeš́ıme postupně osové śıly ve všech prutech.

S1 = 4
3
Fkrit

a

α

A = 2Fkrit

S3

S
4

→ : S4 · cosα + S1 − 2 · Fkrit = 0

S4 = 2·Fkrit−S1

cosα
=

2·Fkrit− 4
3
·Fkrit

4
5

S4 = 5
6
· Fkrit

↓ : S3 + S4 · sinα = 0

S3 = −5
6
· Fkrit · 3

5

S3 = −1
2
· Fkrit

S7 = 0e

S8

S3 = −1
2
Fkrit

↓ : S8 = S3

S8 = −1
2
· Fkrit

b
S 9

α

Bz = 2Fkrit

Bx = 2Fkrit

S8 = −1
2
Fkrit

→ : 2 · Fkrit + S9 · cosα = 0

S9 = −2·Fkrit
4
5

S9 = −5
2
· Fkrit

Kontrola:

↑ : S8 + S9 · sinα + 2 · Fkrit
?
= 0

−1
2
· Fkrit − 5

2
· Fkrit · 3

5
+ 2 · Fkrit

?
= 0(

− 1
2
− 3

2

)
· Fkrit + 2 · Fkrit

?
= 0

−2 · Fkrit + 2 · Fkrit = 0 X
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Tlačené pruty a jejich vzpěrné délky:

3 : N3 = S3 = −1
2
· Fkrit . . . L3 = 1, 8 m

5 : N5 = S5 = −Fkrit . . . L5 = 1, 8 m

6 : N6 = S6 = −5
3
· Fkrit . . . L6 = 3 m

8 : N8 = S8 = −1
2
· Fkrit . . . L3 = 1, 8 m

9 : N9 = S9 = −5
2
· Fkrit . . . L9 = 3 m

Pro určeńı kritického zat́ıžeńı konstrukce porovnáme Skrit tlačených prut̊u s vypočtenou osovou
silou. Hledáme nejmenš́ı Fkrit, které nám takto vyjde.

3 : S3,krit = EImin · π
2

L2
3

S3,krit = 2, 1 · 108 · 1, 42 · 10−6 · π2

1,82
= 908, 369 kN

5 : S5,krit = S3,krit = 908, 369 kN

S5,krit = |S5| = Fkrit ⇒ Fkrit = 908,369 kN

S3,krit = |S3| = 1
2
· Fkrit ⇒ Fkrit = 1816,738 kN

6 : S6,krit = EImin · π
2

L2
6

S6,krit = 2, 1 · 108 · 1, 42 · 10−6 · π2

32
= 327, 013 kN

S6,krit = |S6| = 5
3
· Fkrit ⇒ Fkrit = 196,208 kN

8 : S8,krit = S3,krit = S5,krit = 908, 369 kN

S8,krit = |S8| = 1
2
· Fkrit ⇒ Fkrit = 1816,738 kN

9 : S9,krit = S6,krit = 327, 013 kN

S9,krit = |S9| = 5
2
· Fkrit ⇒ Fkrit = 130,805 kN

Nejmenš́ı z hodnot je Fkrit = 130, 805 kN, při tomto zat́ıžeńı dojde k vybočeńı prutu 9 .
Konstrukce tedy větš́ımi silami zat́ıžit nelze. Ještě zkontrolujeme napětá v nejv́ıce namáhaném
prutu a jeho št́ıhlost λ.

σ9,krit =
|N9,krit|

A
=

5
2
·Fkrit

2,85·10−3 =
5
2
·130,805

2,85·10−3 = 114741, 228 kPa

σ9,krit = 114, 741 MPa < 235 MPa = σu′ = σ0, plat́ı Eulerova hyperbola.

λ = L
imin

= 3
22,4·10−3 = 133, 929 [−]

λ1 = π ·
√

E
σu′

= π ·
√

2,1·105

235
= 93, 913 [−]

λ = 133, 929 > 93, 913 = λ1
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Eulerova hyperbola:

λ

σkrit

σ9,krit

λ1 λ

= 230

[MPa]

[-]

σu′ = σ0

= 114, 741

= 93, 913 = 133, 929
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Př́ıklad 1.10 Určete velikost mezńıho momentu Mpl
y pro zadaný pr̊uřez a) při zat́ıžeńı pouze

ohybovým momentem b) pokud bude v pr̊uřezu nav́ıc normálová śıla N =
1, 5 MN, hodnota mezńıho napět́ı (meze kluzu) σ0 = 300 MPa

0,1 0,1

0,
2

0,
15

0,45y

0,
21

0,
14

Cg

[m]

zt =
Sy
A

=
0, 45 · 0,152

2
+ 2 · 0, 1 · 0, 2 · 0, 25

0, 45 · 0, 15 + 0, 1 · 0, 2 · 2
= 0, 14 m

Řešeńı

a) pouze Mpl
y

-300 MPa

300 MPa

N−1

N−2

N+

e d

n.o.

V prvńı fázi muśıme nalézt polohu neutrálńı osy z podmı́nky, že
∑
i

Ni = 0

Zvoĺıme polohu neutrálńı osy a sestav́ıme podmı́nku
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N+ −N−1 −N−2 = 0

300 · 0, 45 · ed = 300 · 0, 45 · (0, 15− ed) + 300 · 2 · 0, 1 · 0, 2

0, 45 · ed = 0, 0675− 0, 45 · ed + 0, 04

0, 9 · ed = 0, 1075

ed = 0,1194 m

Poznámka: neutrálńı osa děĺı pr̊uřez na polovinu. Pokud zvoĺıte polohu neutrálńı osy chybně,
výsledná vzdálenost nebude ve zvoleném intervalu nebo bude záporná.

-300 MPa

300 MPa

N−

e h

N+
2

N+
1

n.o.

N+
1 +N+

2 = 0

300 · 0, 45 · 0, 15 + 300 · 2 · 0, 1 · (0, 2− eh) = 300 · 2 · 0, 1 · eh

0, 1075 = 0, 4 · eh

eh = 0,26875 m

0, 26875 > 0, 2 ⇒ což je výška stojin. Nelze ani ř́ıct, že neutrálńı osa povede 0, 06875 m od
vrchńı hrany pásnice.

0, 119 6= 0, 15− 0, 06785

0, 119 6= 0, 08125 ⇒ Nutno přepoč́ıtat!

Pokud máme polohu neutrálńı osy, můžeme určit velikostMpl
y . Dopoč́ıtáme ramena od výsledných

si Ni k neutrálńı ose
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-300 MPa

300 MPa

N−1

N−2

N+r+ n

r− 2
,n r− 1
,n

0,
11

9

σplx

n.o.

r+ =
1

2
· 0, 119 = 0,0505 m

r−2 =
1

2
· 0, 031 = 0,0155 m

r−1 =
1

2
· 0, 2 + 0, 031 = 0,131 m

Mpl
y = 300 · (0, 45 · 0, 119 · 0, 0595 + 0, 45 · 0, 031 · 0, 0155 + 2 · 0, 1 · 0, 2 · 0, 131)

Mpl
y = = 2,593 MNm

b) určete Mpl
y při zat́ıžeńı pr̊uřezu normálovou silou

Cg

-300 MPa

300 MPa

N−

e h

N+
2

N+
1

N = 1, 5 MN

Mpl
y = ?

0,
21

0,
14

n.o.

t.o.
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Opět muśıme nalézt neutrálńı osu:

N = N+
1 +N+

2 −N−1

1, 5 = 300 · 0, 45 · 0, 15 + 300 · 2 · 0, 1 · (0, 2− eh)− 300 · 2 · 0, 1 · eh
1, 5

300
= 0, 0675 + 0, 04− 0, 2 · eh − 0, 2 · eh

eh = 0,256 m

0, 256 > 0, 2 ⇒ Nutno přepoč́ıtat

-300 MPa

300 MPa

N−1

N−2

N+

e d

n.o.

Cgt.o.

1, 5

300
= 0, 45 · ed − 0, 45 · (0, 15− ed)− 2 · 0, 1 · 0, 2

1, 5

300
+ 0, 04 + 0, 0675 = 0, 9 · ed

ed = 0,125 m

Urč́ıme ramena od jednotlivých sil Ni. Nesmı́me zapomenout na celkovou śılu N . Moment Mpl
y

lze spoč́ıtat ke kterékoliv ose. Pokud zvoĺıme těžǐst’ovou osu, N má nulové rameno.
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Cg 1,5 MN

Mpl
y =?

0,
22

5
0,

12
5

-300 MPa

300 MPa

N−1

N−2

N+r+

r− 2 r− 1

r− 1
,n

r− 2
,n

r+ n

0,
21

0,
14

t.o.

n.o.

k těžǐst’ové ose ⇒ (dávejte si pozor na směr otáčeńı)

Mpl
y = N+ · r+ −N−2 · r−2 +N−1 · r−1

r+ =
0, 125

2
+ 0, 015 = 0,0775 m

r−1 = 0, 1 + 0, 01 = 0,11 m

r−2 =
0, 025

2
− 0, 01 = 0,0025 m

eh = 0,256 m

Mpl
y = 300 · (0, 45 · 0, 125 · 0, 0775− 0, 45 · 0, 025 · 0, 0025 + 2 · 0, 1 · 0, 2 · 0, 11)

Mpl
y = 2,619 MNm

Pozn: K neutrálńı ose - v momentové podmı́nce muśı být i N .

Mpl
y −N · r = N+ · r+

1 +N−2 · r−2,n +N−1 · r−1,n

r+
n =

0, 125

2

r = 0,015 m

r−2,n =
0, 025

2

r−1,n = 0, 1 + 0, 025

Mpl
y − 1, 5 · 0, 015 = 300 ·

(
0, 45 · 0, 1252

2
+ 0, 45 · 0, 0252

2
+ 2 · 0, 1 · 0, 2 · 0, 125

)
Mpl

y = 2, 597 + 0, 0225 = 2,619 MNm

Npl = A · σ0 = 32,25 MN
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Interakčńı diagram:

Mpl
y

Npl

32,25

15

1,5

2,6192,379 2,593

[MN]

[MNm]

Můžeme dopoč́ıtat Mpl při N = 15 MN.

Cg

-300 MPa

300 MPa

N−

e h
=

0,
14

37
5

m
N+

2

N+
1

15 MN

Mpl
y = ?

r− n

r+ 2
,n

r+ 1
,n

0,
14

37
5

0,
20

62
5

0,
21

0,
14

0,
06

62
5

t.o.

n.o.

15

300
= 0, 45 · 0, 15 + 2 · 0, 1 · (0, 2− eh)− 2 · 0, 1 · eh

15

300
− 0, 0675− 0, 04 = −0, 4 · eh

eh = 0,14375 m

Mpl
y + 15 · 0, 06625 = 300 ·

(
0, 45 · 0, 15 · 0, 13125 + 2 · 0, 1 · 0, 056252

2
+ 2 · 0, 1 · 1, 143752

2

)
Mpl

y = 3, 373− 0, 99375

Mpl
y = 2,379 MNm
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Př́ıklad 1.11 V zadaném pr̊uřezu vyrobeném z materiálu s Youngovým modulem pružnosti
E = 30 GPa a meźı kluzu σ = ±300 MPa určete:
a) velikost momentu M el

y , který zp̊usob́ı v pr̊uřezu mezńı elastické napět́ı σel
b) velikost momentu M elpl

y , který zp̊usob́ı v zplastizováńı obou pásnic

c) velikost mezńıho momentu únosnosti Mpl
y při plném zplastizováńı pr̊uřezu

(Pozn.: zat́ı̌zeńı jednoduchým ohybem, materiál se stejnou meźı kluzu v tlaku i tahu.)

0,1

0,
25

[m]0,10,15

0,
05

0,
05

0,05

Poloha těžǐstě:

zt = 0,35·0,05·0,025+0,05·0,025·0,175+0,15·0,05·0,325
0,35·0,05+0,05·0,25+0,15·0,05

= 0, 135 m

Řešeńı:
a)

y

z

0,
21

5
0,

13
5

x

M el
y =?

|σelx,h| < |σ0|

σelx,d = σ0sklopený řez
napět́ım
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Pr̊uběh normálového napět́ı σx v mezńım elastickém stavu odpov́ıdá pr̊uběhu σx při jedno-
duchém ohybu. V krajńıch vláknech na vzdáleneǰśım okraji je dosaženo σx,max = σelx;d = σ0

(meze kluzu). V celém pr̊uřezu je pružné chováńı materiálu.

Pružno-plastický pracovńı diagram

εx

σx

σ0

odtěžovaćı
větev

Po odt́ıžeńı nez̊ustane žádné reziduálńı
napět́ı ani deformace

Vztahy:

σx,max =
|M |
W el
min

(W el
min je elastický pr̊uřezový modul)

W el
min =

I

emax
(emax je vzdálenost ke krajńım vlákn̊um)

Pro ohyb okolo osy y:

σx,max =
|My|
W el
y,min

⇒ σx,max = σ0 ⇒ Mel
y = σ0 ·Wel

y,min

W el
y =

Iy
emax

Dosazeńı:

Iy = 1
12
· 0, 35 · 0, 053 + 0, 35 · 0, 05 · 0, 112 + 1

12
· 0, 05 · 0, 253 + 0, 05 · 0, 25 · 0, 042+

+ 1
12
· 0, 15 · 0, 053 + 0, 15 · 0, 05 · 0, 192 = 5, 728 · 10−4 m4

W el
y = 5,728·10−4

0,215
= 2, 664 ·−3 m3

Mel
y = 300 · 2, 664 · 10−3 = 0,799 MNm
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y

z

σx,h = −188, 372 MPa

σelx,d = 300 MPa

b)
Elastoplastický stav při zplastizováńı obou pásnic:

0,
25
−
h
el

0,
05

0,
05

h
el

N−1

N−2
N+

2

N+
3

N+
1

y

z

Pokud velikost momentu překroč́ı hodnotu M el, dostane se materiál v části pr̊uřezu na mez
kluzu. Tyto zplastizované části se začnou rozšǐrovat postupně od vzdáleněǰśıho okraje. Veli-
kost normálového napět́ı už neroste, ale zvětšuje se deformace. Po odt́ıžeńı z̊ustává zbytková
deformace i zbytkové (reziduálńı) napět́ı.

εx

σx

σ0

εrez
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Vztahy:

Muśı platit: −→x :
∑
i

Ni = 0

Moment kolem jakékoliv osy : M =
∑
i

Ni · ri (Ni je výslednice sil, ri je rameno k dané ose)

Dosazeńı:

Z podmı́nky
∑
i

Ni = 0 urč́ıme polohu neutrálńı osy

−N−1 −�
�N−2 +�

�N+
2 +N+

3 +N+
1 = 0

��300 · 0, 35 ·���0, 05 = ��300 · 0, 15 ·���0, 05 +��300 ·���0, 05 · (0, 25− hel)

0, 35− 0, 15− 0, 25 = −hel

hel = 0,05 m

σelplx,h = −300 MPa

σelplx,d = 300 MPa

0,
2

0,
05

0,
05

0,025

N−1

N−2

N+
2

N+
3

N+
1

y

z

0,025

r+ 1
=

0,
25r+ 3

=
0,

12
5

r−1 = 0, 05

2
3
· 0, 05

∑
i

Ni · ri = M elpl

(r+
1 = 0, 25 m, r2 = 2

3
· 0, 05 m (N+

2 a N−2 je dvojice sil), r+
3 = 0, 125 m, r−1 = 0, 05 m)

N+
1 = 0, 15 · 0, 05 · 300 = 2, 25 MN

N+
2 = 1

2
· 0, 05 · 0, 025 · 300 = 0, 1875 MN = N−2

N+
3 = 0, 05 · 0, 2 · 300 = 3 MN

N−1 = 0, 35 · 0, 05 · 300 = 5, 25 MN
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Melpl = 2, 25 · 0, 25 + 0, 1875 · 2
3
· 0, 05 + 3 · 0, 125 + 5, 25 · 0, 05 = 1,206 MNm

Melpl =

N+
1︷ ︸︸ ︷

300 ·
(

0, 15 · 0, 05 ·
r+1︷︸︸︷

0, 25 +

N2︷ ︸︸ ︷
1

2
· 0, 05 · 0, 025 ·

r2︷ ︸︸ ︷
2

3
· 0, 05 +

N+
3︷ ︸︸ ︷

0, 05 · 0, 2 ·
r+3︷ ︸︸ ︷

0, 125 +

N−1︷ ︸︸ ︷
0, 35 · 0, 05 ·

· 0, 05︸︷︷︸
r−1

)
= 1,206 MNm (alternativńı zp̊usob sestaveńı M elpl s př́ımým vyjádřeńım)

c) Určeńı velikosti momentu Mpl při zplastizováńı pr̊uřezu

0,
25

-x
0,

05
0,

05
x

N−

N+

y

z

-300 MPa

300 MPa

Materiál po celé výšce pr̊uřezu je na mezi kluzu. Poloha neutrálńı osy se opět urč́ı z podmı́nky
−→x :

∑
i

Ni = 0 ⇒ Mpl
y =

∑
i

Ni · ri, Ni = Ai · σ0, obecně
∑
i

A+
i · σ0 · r+

i =
∑
i

A−i · σ0 · r−i ,

z čehož plyne A+ = A−, a tedy tažená plocha se rovná ploše tlačené. Následovně Mpl
y =

N+ · r+ +N− · r− = A+ · r+ · σ0 +A− · r− · σ0 = σ0 · (A+ · r+ +A− · r−) = σ0 ·Wpl
y , kde W pl

y je
plastický pr̊uřezový modul (pozor na podobu s W el

y , nezaměňovat).

Dosazeńı:

0, 15 ·���0, 05 +���0, 05 · (0, 25− x) = ���0, 05 · x+ 0, 35 ·���0, 05

0, 15 + 0, 25− 0, 35 = 2 · x

x = 0,025 m
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0,
22

5
0,

05
0,

05

0,025

y

z

σplx,h = −300 MPa

σplx,d = 300 MPa

N−1

N−2

N+
2

N+
1

0,
25

0
,2

2
5

2

0,025
2 0,

05

Mpl
y = 300 · (0, 15 · 0, 05 · 0, 25 + 0, 05 · 0,2252

2
+ 0, 05 · 0,0252

2
+ 0, 35 · 0, 05 · 0, 05) = 1,209 MNm

Mpl
y > M elpl

y > M el
y

1, 209 MNm > 1, 206 MNm > 0, 799 MNm

Poměr mezi Mpl a M el se nazývá plastická rezerva pr̊uřezu

Mpl
y

Mel
y

= 1,209
0,799

= 1,514

Doplněńı: Porovnejte plastický a elastický pr̊uřezový modul pro obdélńık.

y
z

h

b

W el
y = Iy

e

W pl
y = (S+

y + S−y )

W el
y =

1
12
·b·h3
h
2

= 1
6
· b · h2

W pl
y = (b · h

2
· h

4
+ ·b · h

2
· h

4
) = 1

4
· b · h2

W pl
y = (b · h

2
· h

4
+ ·b · h

2
· h

4
) = 1

4
· b · h2

Plastická rezerva obdelńıkového pr̊užezu je W pl

W el = 1,5.

52
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d)

Určete velikost reziduálńıho napět́ı, které zbyde po odt́ıžeńı z plastického stavu.

0,
06

y

z

σplx,h = −300 MPa

σplx,d = 300 MPa

+

σodtx

1

2

3

4 5

6

7

0,
21

5
0,

13
5

Postup:
K σplx se přičte σodtx , které vznikne při zat́ıžeńı pr̊uřezu −Mpl

y .

σodtx =
−Mpl

y

Iy
· z = −1,209

5,728·10−4 · z = −2110, 684 · z

σrezx = ±300 + σodtx

σrezx,1 = 300 + (−2110, 684 · 0, 215) = −153, 797 MPa

σrezx,2 = 300 + (−2110, 684 · 0, 165) = −48, 263 MPa

σrezx,3 = 300 + (−2110, 684 · 0) = 300 MPa

σrezx,4 = 300 + (−2110, 684 · (−0, 06)) = 426, 641 MPa

σrezx,5 = − 300 + (−2110, 684 · (−0, 06)) = −173, 359 MPa

σrezx,6 = −300 + (−2110, 684 · (−0, 085)) = −120, 592 MPa

σrezx,7 = −300 + (−2110, 684 · (−0, 135)) = −15, 06 MPa
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y

z

-15,06

-157,797

-48,263

300

-426,641-173,359
-120,592
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Př́ıklad 1.12 Pro konstrukci na obrázku určete velikost śıly při které dojde k zplastizováńı
celého pr̊uřezu. Určete délku zplastizovaných část́ı konstrukce. σ0 = fy =
±300 MPa

a) staticky určitá konstrukce

3 m 1 m
F=? 0,

16

0,02

0,02

0,2 m

0,02

[m]

V prvńı fázi urč́ıme velikost mezńıho momentu Mpl
y a mezńıho elastického momentu M el

y na
pr̊uřezu (viz př. XXX).

M el
y = fy ·Wy

Wy =
Iy
e

=
7, 189 · 10−5

0, 1

M el
y = 0,216 MNm

300 MPa

-300 MPa σely

N−1

N−2

N+
2

N+
1

300 MPa

-300 MPa σply

M el
y = 300 · (0, 2 · 0, 02 · 0, 18 + 0, 02 · 0, 08 · 0, 08) = 0,2544 MNm
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Vykresĺıme pr̊uběh My na konstrukci.

F pl =?

1
4
F pl 3

4
F pl

Mmax = −3
4
F pl

Při plném zplastizováńı pr̊uřezu bude

Mmax = Mpl
y

−0, 2544 = −3

4
· F pl

F pl = 0,3392 MN

0,0848 0,2544

0,3392

-0,216
-0,2544

-0,216

0,216
0,0848

= 2, 547 0,604
[m]

0,216
0,2544

= 0, 849

Najdeme oblast, kde je My ≥Mpl
y . Všude, kde je v́ıc jak M el

y jsou některé části pr̊uřezu zplas-
tizovány. V této části konstrukce vznikne tzv. plastický kloub. Po vzniku plastického kloubu
na staticky určité konstrukci dojde ke kolapsu konstrukce.
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b) staticky neurčitá konstrukce

Mb
a b

Ma

Az = 5
32
F pl

Bz = 27
32
F plF pl

1

3 m 1 m

M el
y = 0, 216 MNm

Mpl
y = 0, 2544 MNm

Vykresĺıme My na konstrukci. V tomto př́ıpadě muśıme vyřešit staticky neurčitou konstrukci.
Můžeme využ́ıt vzorce vzorc̊u z tabulek pro momenty na pevně upnutém prutu.

MbaMab F

A B

L

a b

Mab = F ·A·B2

L2 Mba = −F ·A2·B
L2

Svislé reakce můžeme určit z momentové podmı́nky rovnováhy na prutu.

a 	 (−F pl
1 ) · 3 · 12

42
− (−F pl

1 ) · 32 · 1
42

+ 3 · F pl −Bz · 4 = 0

B =
27

32
· F pl

1

↑ −Az + F pl
1 −

27

32
· F pl

1 = 0 Az =
5

32
· F pl

1

Mnadsilou =
9

16
· F pl

1 −
27

32
· F pl

1 · 1 = − 9

32
· F pl

1

F pl
1 ·3·12

16
= 3

16
F pl

− 9
32
F pl

1

F pl
1 ·32·1

16
= 9

16
F pl

Maximálńı moment bude v podpoře b. Polož́ıme Mb = Mpl
y a urč́ıme velikost F pl

1 .

9

16
· F pl

1 = 0,2445 MNm

F pl
1 = 0,435 MN
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Pr̊uběh moment̊u pro toto zat́ıžeńı

0,435

M el
y = 0, 216

x0

x0 = 0, 078 m

0,2544

0,848

-0,127

V pr̊uřezu vznikne prvńı plastický kloub. Z funkce momentu urč́ıme jeho délku.

0, 216 = 0, 2445− 0, 3667 · x0

x0 = 0,078 m

Po vzniku prvńıho plastického kloubu dojde ke změně statického schématu konstrukce. V mı́stě
plastického z̊ustane zat́ıžeńı momentem o velikosti Mpl

y .

0,2544

F pl
2 =?

Pokud chceme určit, kdy vznikne druhý plastický kloub opakujeme předchoźı postup.

0,2544

F pl
2

Ma

Az
Bz

a bc

Koncové momenty opět z tabulek.

Mab F

A B

L

a b
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Mab = F ·A·B
2·L2 · (L+B)

F pl
2 ·3·1
2·42 · 5−

−0.2544
2

= 15
32
F pl

2 − 0, 127

0,2544

Max. moment bude v mı́stě śıly:

Mpl
y = Mc = 0, 2445−

(
0, 0917 +

81

128
· F pl

2

)
· 1

−0, 2445− 0, 245 + 0, 0967 = − 81

128
· F pl

2

F pl
2 = 0,628 MN

Reakce Bz z podmı́nky rovnováhy.

a 	 −
(

15

32
· F pl

2 − 0, 1223

)
+ 3 · F pl

z − 4 ·Bz + 0, 2445 = 0

0, 3668 +
81

32
· F pl

2 = 4 ·Bz

Bz = 0, 0917 +
81

128
· F pl

2

↑ −Az + F pl
2 −Bz = 0

Bz = 0,489 MN

Az = 0,139 MN

xx

2,743
[m]

0,257

0,075

0,85

0,075
0,25440,216

-0,216

-0,2544

-0,216

0,179
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Ve vyšrafovaných oblastech je My > Mpl
y opět urč́ıme délky plastického kloubu z funkce M(x).

−0, 216 = −0, 139 · x+ 0, 172

x = 2,791 m

+0, 216 = −0, 489 · x+ 0, 2445

x = 0,058 m

Celkem 0, 209 + 0, 058 + 0, 058 = 0, 325 m.
Jelikož konstrukce byla 2× staticky neurčitá (pro svislé zat́ıžeńı) a každý vzniklý plastický kloub
sńıžil tuto neurčitost o jeden stupeň, po vzniku druhého plastického kloubu se konstrukce chová
jako staticky určitá.

0,2544

F pl
3 =?

0,25440,2544

Pr̊uběh My při vzniku třet́ıho plastického kloubu v řezu a. Pro výpočet F pl
3 , ale potřebujeme

vztah mezi Ma a F pl
3 . Ten urč́ıme z podmı́nek rovnováhy.

F pl
3 =?

0,2544

0,25440,2544

0,509

0,509

0,509

0,17

0,2544

-0,2544

0,2544

0, 2445 = −0, 2445− 0, 489 · 3 + F pl
3 · 3

F pl
3 = 0,652 MN

60
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Délku zplastizovaných část́ı opět urč́ıme z funkce M(x).

0, 216 = 0, 2445− 0, 163 · x

x = 0,175 m

0, 216 = 0, 2445− 0, 489 · x

x = 0,058 m

xx

0,075L

0,075
0,226

0,226

Celkem 2 · 0, 175 + 2 · 0, 058 = 0,466 m.
Po vzniku třet́ıho plastického kloubu dojde ke kolapsu konstrukce.
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Př́ıklad 1.13 Smykové napět́ı – teoretický základ:

Vztah pro výpočet smykového napět́ı:

τ =
Vy · Sz
b · Iz

+
Vz · Sy
b · Iy

kde Vy, Vz jsou posouvajićı śıly,

Iy, Iz jsou momenty setrvačnosti,

Sy, Sz jsou statické momenty část́ı za řezem,

b je š́ı̌rka řezu.

y

z

b

τ

Podél řezu je v obecném směru napět́ı τ rovnoměrně rozděleno. Pro výpočet složek smykového
napět́ı na ploše v rovině yz, tud́ıž složek τxz a τxy vedeme řezy kolmo na osu y, respektive na
osu z.

τxz ..... řezy ⊥ na osu z, x je normála k ploše, z je směr napět́ı

τxy ..... řezy ⊥ na osu y, x je normála k ploše, y je směr napět́ı

Pr̊uběh napět́ı po pr̊uřezu záviśı na š́ı̌rce řezu b a velikosti statického momentu část́ı za řezem.
U pr̊uřez̊u složených z obdélńık̊u (tzn. v částech konstantńı b) vedeme řezy v mı́stech změny
š́ı̌rky pr̊uřezu. Dále se dá odvodit, že funkce Sy pro řezy kolmé na osu z je maximálńı pro řez
vedený těžǐstěm a má pro obdélńık parabolický pr̊uběh. Pro řezy vedené kolmo na osu y bude
mı́t Sy lineárńı a antisymetrický pr̊uběh.

Př́ıklad: V nejv́ıce namáhaném pr̊uřezu konstrukce určete pr̊uběhy smykových napět́ı τxy a τxz.
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20 kN
5 kN/m

4 0,8
a b

[m]

6

-14

20

[kN]

0,05 0,050,1

0,
2

0,
05

0,050,05

Vz

Reakce:

a 	 : −5·42
2

+B · 4− 20 · 0, 8 = 0

B = 34 kN

↑ : A− 5 · 4 + 34− 20 = 0

A = 6 kN

0,3

0,
05

0,
2

0,05 0,05

y

z

0,
09

6
0,

15
4

Těžǐstě:

zt = 0,3·0,05·0,225+0,05·0,2·0,1·2
0,3·0,05+0,05·0,2·2 = 0, 154 m

Moment setrvačnosti:

Iy = 1
12
· 0, 3 · 0, 053 + 0, 3 · 0, 05 · 0, 0712 +

[
1
12
· 0, 05 · 0, 23 + 0, 05 · 0, 2 · 0, 0542

]
· 2

Iy = 2,037 · 10−4 m4
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Výpočet τxz ⇒ řezy budeme vést kolmo na osu z.

y

z

3 3′

2 2′

1 1′

z t
,1

Funkce napět́ı τxz se bude měnit v mı́stech, kde se měńı š́ı̌rka pr̊uřezu a má pro obdélńık
maximum v těžǐsti. Sy ⇒ plocha části za řezem (ve směru osy z) krát vzdálenost těžǐstě této
plochy k ose y.

Sy,1 = 1 1′ = 0, 05 · 0, 154 · 0,154
2

= 5,929 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b1 = 0, 05 m

Sy,2 = 2 2′ = 0, 05 · 0, 2 · 0, 054 = 5,4 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b2 = 0, 05 m

Sy,3 = 3 3′ = 2 · 0, 05 · 0, 2 · 0, 054 = 10,8 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b3 = 0, 3 m

Ve všech výpočtech Sy byl poč́ıtán statický moment části za řezem. Jelikož statický moment
celého pr̊uřezu k těžǐst’ové ose (v tomto př́ıpadě y) se rovná nule, muśı se statický moment části
před řezem rovnat statickému momentu za řezem s opačným znaménkem. Z toho plyne, že:

Sy,3 =
−

3 3′

= −
(

0, 05 · 0, 3 · (−0, 071)
)

=

= 10,65 · 10−4 m3

(Pozn.: rozd́ıl mezi 10 , 8 · 10−4 m3 a 10 , 65 · 10−4 m3 je dán zaokrouhleńım polohy těžǐstě.)
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y

z

1

2

3

τxz

τxz,1 = Vz ·Sy,1

b1·Iy = 20·10−3·5,929·10−4

0,05·2,037·10−4 = 1,164 MPa

τxz,2 = 20·10−3·5,4·10−4

0,05·2,037·10−4 = 1,060 MPa

τxz,3 = 20·10−3·10,8·10−4

0,3·2,037·10−4 = 0,353 MPa

Výpočet τxy – řezy budeme vést kolmo na osu y ⇒ statické momenty stále k ose y!

y

z

z t
,4

4

4′

5′ 6′

7′

7

8′

8 9

9′

10′

125 6 10
11

11′

12′

Sy,4 = 4

4′

= 0, 05 · 0, 05 · (−0, 071) = −1,775 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b4 = 0, 05 m
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Sy,5 =

5′

5 = −1,775 · 10−4 m3

(stejná část za řezem jako pro řez 4 ⇒ stejný Sy,
ikdyž je rozd́ılná délka řezu b)

š́ı̌rka řezu b5 = 0, 25 m

Sy,6 =

6′

6 = −1, 775 · 10−4 + 0, 05 · 0, 25 · 0, 029 = 1,85 · 10−4 m3

(statické momenty lze postupně sč́ıtat)

š́ı̌rka řezu b6 = 0, 25 m

Sy,7 =

7′

7 = 1,85 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b7 = 0, 05 m
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Sy,8 =

8′

8 = 1, 85 + 0, 05 · 0, 05 · (−0, 071) = 7,5 · 10−6 ≈ 0
⇒ zaokrouhleńı těžǐstě

(pr̊uřez je symetrický podle osy z. Obě symetrické části
a těžǐstě celého pr̊uřezu jsou ve stejné výšce)

y

z

0,
09

6
0,

15
4

osa symetrie

zt,8 = 0 ⇒ Sy,8 = 0

zt,8 = 0,05·0,2·0,15+0,15·0,05·0,025
0,15·0,05+0,05·0,2 = 0, 096 m (stejná poloha těžǐstě celého pr̊uřezu)

9

9′

10′

10

Sy,9 = = − =

b9 = 0, 05 m

část za řezem − část před řezem

Sy,9 = −
[
0, 05 · 0, 25 · 0, 029 + 0, 05 · 0, 05 · (−0, 071)

]
= −1,85 · 10−4 m3
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Sy,9 = −Sy,7 ⇒ antisymetrický pr̊uřez

Sy,10 = −Sy,6 = −1,85 · 10−4 m

Sy,11 = −Sy,5 = 1,775 · 10−4 m

Sy,12 = −Sy,4 = 1,775 · 10−4 m

y

z

4

5

6

7

8

9

10

11

12

τxy

τxy,4 = Vz ·Sy,4

b4·Iy = 20·10−3·(−1,775·10−4)
0,05·2,037·10−4 = −0,349 MPa

τxy,5 = 20·10−3·(−1,775·10−4)
0,25·2,037·10−4 = −0,070 MPa

τxy,6 = 20·10−3·1,85·10−4

0,25·2,037·10−4 = 0,073 MPa

τxy,7 = 20·10−3·(1,85·10−4)
0,05·2,037·10−4 = 0,363 MPa

τxy,8 = 0

τxy,9 = −0,363 MPa τxy,11 = 0,070 MPa

τxy,10 = −0,073 MPa τxy,12 = 0,349 MPa
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Vykresleńı napět́ı τxy a τxz:

y

z

0,353

1,060

1,164

-0,349

-0,070

0,073

0,363

-0,363

-0,073

0,070

0,349

[MPa]

τxy

[MPa]

τxz

max τxy=0,363 -0,363

1,164
max τxz
=1,164

[MPa]

Pozn.: červeně vykresleno napět́ı po př́ıslušném řezu
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Př́ıklad 1.14 Určete pr̊uběh smykových napět́ı v nejv́ıce namáhaném pr̊uřezu betonového
sloupu zat́ıženého dle obrázku.

f=15 kN/m

F1 = 20 kN

3

y

x

z

[m]

y

z

0,05 0,050,2

0,
05

f

F1

0,3

0,
2

[m]

Iy =
1

12
· 0, 2 · 0, 052 + 2 · 1

12
· 0, 05 · 0, 23 = 6, 875 · 10−5 m4

Iz =
1

12
(0, 33 · 0, 2− 0, 23 · 0, 15) = 3, 5 · 10−4 m4
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15

-20

Vz Vy
[kN][kN]

Vztah pro výpočet τ =
Vy · Sz
b · Iz

+
Vz · Sy
b · Iy

1) V prvńım kroku vyřeš́ıme τxy a τxz od Vz. Nejv́ıce namáhaný pr̊uřez je ve vetknut́ı sloupu.

max Vz = −20 kN

Iy = 6, 875 · 10−5 m4

Určeńı τVzxz

y

z

1 1′

5 5′

3′
4′

2′

4
3
2

Nejdř́ıve urč́ıme statické momenty v řezech, kde se měńı š́ı̌rka pr̊uřezu a v těžǐsti.

Sy,1 =
1 1′

= 0, 05 · 0, 075 · 0, 0625 = 2,344 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b1 = 0, 05 m
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Sy,2 =
2′2

= 2 · 2, 344 · 10−4 =
= 4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b2 = 0, 3 m

Sy,3 =
3′3

= 4, 688 · 10−4 + 0, 3 · 0, 0252

2
=

= 5,625 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b3 = 0, 3 m

Sy,4 =

−
4′4

= −(−4, 688 · 10−4) =
4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b4 = 0, 3 m

Sy,5 =

−
5 5′

= − (−2, 344 · 10−4) = 2,344 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b5 = 0, 05 m

Poznámka: K určeńı statického momentu část́ı za řezem (Sy,4 a Sy,5) mohu; s využit́ım zna-
losti, že statický moment k těžǐst’ové ose muśı být roven nule; použ́ıt část před řezem s opačným
znaménkem.

Hodnoty τVzxz źıskáme po dosazeńı do vzorce τ = Vz ·Sy

b·Iy

τxz,1 = = −20·10−3·2,344·10−4

0,05·6,875·10−5 = −1,367 MPa

τxz,2 = −20·10−3·4,688·10−4

0,3·6,875·10−5 = −0,455 MPa

τxz,3 = −20·10−3·5,625·10−4

0,3·6,875·10−5 = −0,545 MPa

τxz,4 = τxz,2 = −0,455 MPa

τxz,5 = τxz,1 = −1,367 MPa
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y

z

1,367

0,455
-0,545

-1,367

-1,367
-0,455

-0,455

[MPa]

τVzxz

1,367

[MPa]

Červeně vykresleno napět́ı rozdělené po š́ı̌rce řezu (jsou vybrány 2 řezy).

Určeńı τVzxy

y

z

6

6′

7

7′

8

8′ 9′

10

10′

9

Statické momenty části za řezem:

Stále k ose y!

Sy,6 = 6

6′

= 0, 05 · 0, 2 · 0 = 0 m3

Sy,7 = Sy,8 = Sy,9 = Sy,10 = 0

τVzxy ⇒ po celém pr̊uřezu ⇒ 0
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Smykové napět́ı od Vz

y

z

-0,545
-1,367

-1,367
-0,455

-0,455

[MPa]

τVzxz

[MPa]

τVzxy
∅

Vztah pro výpočet τ =
Vy · Sz
b · Iz

+
Vz · Sy
b · Iy

2) τxy a τxz od Vy.

τ =
Vy · Sz
b · Iz

max Vy = 15 kN

Iz = 3, 5 · 10−4 m4

Určeńı τ
Vy
xy

Tvar funkce napět́ı po pr̊uřezu záviśı na š́ı̌rce řezu b, po kterém je toto napět́ı rovnoměrně
rozděleno a na velikosti statického momentu části za řezem.
V př́ıpadě Vy určujeme statický moment k ose z . Tvar funkce napět́ı τ

Vy
xy pro pr̊uřez s kon-

stantńı š́ı̌rkou b (alespoň po částech) bude parabolický (srovnejte s napět́ım od Vz). Tvar τ
Vy
xz

bude lineárńı!

Určeńı statických moment̊u Sz. Řezy v mı́stech, kde se měńı výška pr̊uřezu a v těžǐsti.

y

z

1

1′

2

2′

3

3′ 4′

5

5′

4
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Sz,1 = 1

1′

= 0, 05 · 0, 2 · 0, 125 = 1,25 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b1 = 0, 2 m

Sz,2 =

2

2′

= 1,25 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b2 = 0, 05 m

Sz,3 =

3

3′

= 1, 25 · 10−3 + 0, 1 · 0, 052

2
= 1,375 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b3 = 0, 05 m

Sz,4 =

−

4′

4

= − (0, 05 · 0, 2 · (−0, 125)) = 1,25 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b4 = 0, 05 m
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Sz,5 =

−

5′

5 = − (0, 05 · 0, 2 · (−0, 125)) = 1,25 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b5 = 0, 2 m

Napět́ı τ
Vy
xy =

Vy · Sz
b · Iz

τxy,1 = = 15·10−3·1,25·10−3

0,2·3,5·10−4 = 0,268 MPa

τxy,2 = 15·10−3·1,25·10−3

0,05·3,5·10−4 = 1,071 MPa

τxy,3 = 15·10−3·1,375·10−3

0,05·3,5·10−4 = 1,179 MPa

τxy,4 = τxz,2 = 1,071 MPa

τxy,5 = τxz,1 = 0,268 MPa

Určeńı τ
Vy
xz

y

z

7 7′

12 12′

9′
10′

8′

10
9
8
6 6′

11 11′

Sz,6 =
6 6′

= 0, 05 · 0, 075 · 0, 125 = 4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b6 = 0, 05 m
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Sz,7 =
7 7′

= 0, 05 · 0, 075 · (−0, 125) = −4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b7 = 0, 05 m

Sz,8 =
8′8

= 0

š́ı̌rka řezu b8 = 0, 3 m

Sz,9 = symetrické kolem osy z = 0 = Sz,10

Sz,11 =

−
11 11′

= −(0, 05 · 0, 075 · 0, 125) = −4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b11 = 0, 05 m

Sz,12 =

−
12 12′

= −(0, 05 · 0, 075 · 0, 125) = −4,688 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b12 = 0, 05 m

Napět́ı τ
Vy
xz

τxz,6 = = 15·4,688·10−4

0,05·3,5·10−4 = 0,402 MPa

τxz,7 = −0,402 MPa

τxz,8 = τxz,9 = τxz,10 = 0

τxz,11 = −0,402 MPa

τxz,12 = 0,402 MPa
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1 SBÍRKA ÚLOH Z PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

Vykresleńı

y

z

0,402

[MPa]
τ
Vy
xz

0,402
1,179

0,402

-0,402

[MPa]
τ
Vy
xz

-0,402

0,402

0,268

1,0711,1791,071

0,268[MPa]
τ
Vy
xy

[MPa]

Červeně vybraná napět́ı vyneseme do pr̊uřezu.

3) Výsledné napět́ı je součet napět́ı od Vy a od Vz.

max τxz bude v řezech 1 a 2

max τxz = τVzxz,1 + τ
Vy
xz,7 = −1, 367− 0, 402 = -1,769 MPa

y

z

1,179

1,769

1,769

1 1′

2 2′
3′

3

[MPa]

max τxy bude v řezu 3

max τxy = τ
Vy
xy,3 + 0 = 1,179 MPa
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Př́ıklad 1.15 Určete velikost smykových napět́ı v trojúhelńıkovém pr̊uřezu v nejv́ıce namáhaném
mı́stě konstrukce.

c
y

z

4 kN/m
10 kN

25 kN5 kN

4 1
[m]

a b

0,4

0,
3

f, F

5

-11

14
10

[kN]
Vz

maxVz = 14 kN

Iy =
1

36
· 0, 4 · 0, 33 = 3 · 10−4 m4

Pr̊uběh napět́ı bude záviset nejen na velikosti statického momentu části za řezem, ale i na š́ı̌rce
pr̊uřezu po kterém se napět́ı rovnoměrně rozlož́ı.

Určeńı τxz

Provedeme řezy v těžǐsti, v p̊ulce výšky pr̊uřezu a ve 2/3 výšky.

y

z

3 3′

2 2′

1 1′
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Sy,1 =
1 1′

=

−

1 1′

š́ı̌rka řezu b1 =
2

3
· 0, 4 m

= −
(

1

2
· 2

3
· 0, 4 · 0, 2 · (−1

3
· 0, 2)

)
= 1,778 · 10−3 m3

Sy,2 =

−
2 2′

= −
(

1

2
· 0, 2 · 0, 15 · (−0, 1)

)
=

= 1,5 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b2 = 0, 2 m

Sy,3 =

−
3 3′

= −
(

1

2
· 1

3
· 0, 4 · 0, 1 · (−(0, 1 +

1

3
· 0, 1))

)
=

0,889 · 10−3 m3

š́ı̌rka řezu b3 =
1

3
· 0, 4 m

τxz,1 = = 14·10−3·1,778·10−3

2
3
·0,4·3·10−4 = 0,311 MPa

τxz,2 = = 14·10−3·1,5·10−3

0,2·3·10−4 = 0,350 MPa

τxz,3 = = 14·10−3·0,889·10−3

1
3
·0,4·3·10−4 = 0,311 MPa

Určeńı τxy
Provedeme řezy ve čtvrtinách a v polovině š́ı̌rky.

y

z

4

4′

5

5′

6

6′
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Sy,4 = 4

4′

=
1

2
· 0, 1 · 0, 15 · 0, 05 = 3,75 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b4 = 0, 15 m

Sy,5 = 5

5′

=
1

2
· 0, 2 · 0, 3 · 0 = 0

š́ı̌rka řezu b5 = 0, 3 m

Sy,6 =

−

6

6′

= −1

2
· 0, 1 · 0, 15 · 0, 05 = −3,75 · 10−4 m3

š́ı̌rka řezu b6 = 0, 15 m

τxy,4 = = 14·10−3·3,75·10−4

0,15·3·10−4 = 0,116 MPa

τxy,5 = 0

τxy,6 = = −τxy,4 = −0,116 MPa

Vykresleńı

y

z

[MPa]

τxy

[MPa]

τxz

0,116

-0,116

0,311
0,350
0,311
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Maximum napět́ı τxz je v polovině výšky pr̊uřezu a max τxy jsou ve čtvrtinách š́ı̌rky.
Jelikož je š́ı̌rka řezu proměnná po výšce i š́ı̌rce trojúhelńıkového pr̊uřezu, jsou pr̊uběhy obou
složek smykového napět́ı nelineárńı.
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Př́ıklad 1.16 V oboustranně vetknuté kruhové tyči určete pr̊uběh kroutićıho momentu, ma-
ximálńı smykové napět́ı, pr̊uběh funkce relativńıho úhlu zkrouceńı θ a pr̊uběh
funkce pootočeńı. E = 30 GPa, ν = 0, 2.

2

1

x1

x2

Mb = 0, 3 kNm

m0 = 0, 2 kNm/m
a

b

c

[m]

x1 x20,3 kNm

0,2 kN

d1 = 0, 4 m

d2 = 0, 2 m

Vypoč́ıtáme modul pružnosti ve smyku: G =
E

2 · (1 + ν)
=

30 · 106

2, 4
= 12, 5 · 106 kPa

Postup:
Jedná se o př́ıpad volného krouceńı (volné krouceńı ⇒ nedocháźı k deplanaci pr̊uřezu – což je
ztráta rovinnosti vlivem krouceńı – nebo j́ı neńı bráněno), jelikož kruhové pr̊uřezy nedeplanuj́ı.
Pr̊uběh kroutićıho momentu urč́ıme z diferenciálńı rovnice pro volné krouceńı pro kruhový
pr̊uřez.

dϕ
dx

=
Mx

G · Ip
G− modul pružnosti ve smyku

Ip =
π · r4

2
=

Mx

G · Ip
Ip − polárńı moment setrvačnosti

Zvoĺıme si směr momentových reakćı ve vetknut́ı a sestav́ıme podmı́nku rovnováhy.

0,3 kNm

0,2 kN

a

b

c

2 1

x1 x2

Ma Mc

[m]

II

I

−Ma − 0, 2 · 2 + 0, 3 +Mc = 0

Ma = Mc = −0, 1

Ip,1 = π·0,24
2

= 2, 513 · 10−3 m4

Ip,2 = π·0,14
2

= 1, 571 · 10−4 m4
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< a; b >: < c; b >:

Mx = Ma + 0, 2 · x1 Mx = Mc

G · Ip,1 · ∂ϕab

∂x1
= Ma + 0, 2 · x1 G · Ip,2 · ∂ϕcb

∂x2
= Mc

G · Ip,1 · ϕab = Ma · x1 +
0,2·x21

2
+ C1 G · Ip,2 · ϕcb = Mc · x2 + C2

pro x1 = 0 je ϕab = 0 → C1 = 0

pro x2 = 0 je ϕcb = 0 → C2 = 0

pro x1 = 2 ∧ x2 = 1 je ϕab = −ϕbc (znaménko dáno opačným směrem x1 a x2)

1
Ip,1
·
[
Ma · 2 + 0, 1 · 22

]
= − 1

Ip,2
·
[
Mc · 1

]
/ · Ip,1

2 ·M1 + 0, 4 = − Ip,1
Ip,2
·
[
Mc

]
( Ip,1
Ip,2

= 16)

2 ·Mc − 0, 2 + 0, 4 = −16 ·Mc

18 ·Mc = −0, 2

Mc = −0,011 kNm

Ma = −0, 011− 0, 1 = −0,11 kNm

0,3 kNm

0,2 kN

a

b

c

2 1

0, 111
0, 0111

−0, 111

0, 2888

−0, 0111
[kNm]
Mx

Funkce θ =
dϕ

dx
=

Mx

G · Ip

ϕab(2) = −0,11·2+0,1·22
12,5·106·2,513·10−3 = 5, 659 · 10−6 rad

ϕexab = −0,11·0,55+0,1·0,55
12·10−6·2,513·10−3 rad
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Funkce f je dána vztahem:

θ =
dϕ

dx
=

Mx

G · Ip
pr̊uběh odpov́ıdá funkci kroutićıho momentu a zohledňuje změnu pr̊uřezu. Funkce ϕ je řešeńım
diferenciálńı rovnice dϕ

dx
= Mx

G·Ip → viz vztahy uvedené výše.

< a; b >: < c; b >:

ϕab =
−0,11·x1+0,1·x21

G·Ip,1 ϕcb = −0,011·x2
G·Ip,2

c

−3, 537 · 10−6

9, 196 · 10−6

−5, 658 · 10−6

0, 555

−9, 825 · 10−7

5, 659 · 10−6

[-]
θ

[rad]

ϕ

Určeńı smykového napět́ı (kruhový pr̊uřez):

y

z

−τxz

τxz

−τxy

τxy
Mx

max τxs = τxz = τxy =
Mx

Ip
· r
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< a; b >:

max τxs = 0,288
2,513·10−3 · 0, 2 = 22,999 kPa

< b; c >:

max τxs = −0,011
1,571·10−4 · 0, 1 = −7,073 kPa

Maximálńı smykové napět́ı je v pr̊uřezu b zleva o velikosti 22, 999 kPa.

y

z

-22,99

22,99

-22,99

22,99

[kPa]
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UPOZORNĚNÍ: přes veškerou péči, kterou jsme př́ıpravě sb́ırky věnovali, se v nich pravděpodobně
objevuj́ı drobné chyby nebo nejasnosti. Proto vám budeme moc vděčni, když všechny chyby,
které ve sb́ırce objev́ıte, ohláśıte mailem na adresu ales.jira@cvut.cz
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Vydavatel: ČVUT v Praze, Jugoslávských partyzán̊u 1580/3, 160 00 Praha 6
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