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Implicitńı schéma
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Nestacionárńı vedeńı tepla v 1D

Nestacionárńı vedeńı tepla můžeme popsat rovnicemi

u,t = u,xx , ∀t > 0, x ∈ (0, 1) (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t > 0, (2)

u(x , 0) = u0(x) (3)
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Aproximujeme hledanou funkci u v bodě (xj , tn):

u(xj , tn) ≈ Un
j . (4)

h

τ

t

xj j + 1

n

n + 1

Obrázek: Schéma výpočetńı śıtě pro nestacionárńı úlohu tepla v 1D
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Explicitńı schéma

Nahrad́ıme derivace pod́ılem diferenćı

u,t(xj , tn) ≈
u(xj , tn+1)− u(xj , tn)

h
, (5)

u,xx(xj , tn) ≈
u(xj + h, tn)− 2u(xj , tn) + u(xj − h, tn)

h2
.
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Diferenčńı rovnice

Dostaneme diferenčńı rovnici

Un+1
j − Un

j

τ
=

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
, (6)

kterou po zavedeńı µ = τ/h2 můžeme p̌repsat do následuj́ıćıho tvaru,
vhodného pro výpočet

Un+1
j = Un

j + µ(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1). (7)
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Chyba diskretizace

Taylor̊uv rozvoj.

u(x , t + τ) = u(x , t) + u,t(x , t)τ +
1

2
u,tt(x , η)τ2, η ∈ (t, t + τ),

u(x + h, t) = u(x , t) + u,x(x , t)h +
1

2
u,xx(x , t)h2 +

1

6
u,xxx(x , t)h3 + (8)

1

24
u,xxxx(ξ, t)h2, ξ ∈ (x − h, h + h).

Za p̌redpokladu dostatečné hladkosti počátečńı podḿınky a jej́ı
konzistence s okrajovými podḿınkami existuj́ı konstanty M1,M2 tak, že
|u,tt | ≤ M1, |u,xxxx | ≤ M2

|εh,τ (x , t)| ≤ M1

2
τ +

M2

12
h2 =

τ

2

[
M1 +

1

6µ
M2

]
. (9)

Pro pevný poměr časového a prostorového kroku µ je explicitńı schéma
prvńıho řádu p̌resnosti.
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Analýza stability

Un+1
j − Un

j

τ
=

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(10)

dosad́ıme Un
j = e ikjhλn a po vyděleńı e ikjhλn dostáváme

λ− 1 = µ e ikh − 2 + e−ikh︸ ︷︷ ︸
−4 sin2( kh

2 )

(11)
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Podḿınka stability

λ = 1− 4µ sin2

(
kh

2

)
(12)

Podḿınka stability

|λ| ≤ 1⇒ µ ≤ 1

2
(13)

τ ≤ h2

2
(14)
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Obrázek: Porovnáńı p̌resného (modrá čára) a p̌ribližného (červená čára). Vlevo je
časový krok τ = 0.0012, vpravo τ = 0.0013
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Implicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
=

Un+1
j+1 − 2Un+1

j + Un+1
j−1

h2
(15)

h

τ

t

xj j + 1

n

n + 1

Obrázek: Schéma výpočetńı śıtě pro nestacionárńı úlohu tepla v 1D
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Analýza stability

Dosad́ıme do implicitńıho schématu Un
j = e ikjhλn, č́ımž dostaneme

−µe ik(j−1)hλn+1 + (1 + 2µ)e ikjhλn+1 − µe ik(j+1)hλn+1 = e ikjhλn, (16)

po vyděleńı e ikjhλn máme

λ(−µe−ikh + (1 + 2µ)− µe ikh) = 1. (17)
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Podḿınka stability

Po úpravách dostáváme

λ =
1

1 + 4µ sin2 kh
2

. (18)

Protože výraz 1 + 4µ sin2 kh
2 je vždy věťśı nebo roven nule, lež́ı pro

libovolné µ > 0 amplifikačńı faktor λ ∈ (0, 1). Implicitńı schéma je stabilńı
nezávisle na volbě τ a h. V takovém p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že je schéma
nepodḿıněně stabilńı.

Chyba diskretizace je stejná jako u explicitńıho schématu.
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Vlnová rovnice

∂2u

∂2t
= a2∂

2u

∂2x
(19)

Použijeme centrálńı diference na časovou i prostorovou derivaci

∂2Uj

∂2x
=

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(20)

∂2Uj

∂2t
=

Un+1
j − 2Un

j + Un−1
j

τ2
(21)

Nakonec dostáváme

Un+1
j − 2Un

j + Un−1
j

τ2
= a2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
, (22)

ze které můžeme vyjáďrit Un+1
j

Un+1
j = 2Un

j − Un−1
j + (µ)2 (Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
(23)
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Chyba diskretizace

Pro odvozeńı chyby diskretizace použijeme Taylor̊uv rozvoj:

u,tt +
1

12
τ2u,tttt + ... = a2

(
u,xx +

1

12
h2uxxxx + ...

)
(24)

Vid́ıme, že je metoda druhého řádu p̌resnosti v prostorové a časové
proměnné.
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Analýza stability

Dosad́ıme
Un
j = eikjhλn, (25)

po úpravách dostáváme

λ2 =
(

2 + eikh − 2 + e−ikh
)
λ+ 1 (26)

Nakonec vycháźı rovnice, ze které spoč́ıtáme amplifikačńı faktor

λ2 =

(
2− 4µ2 sin2 kh

2

)
λ+ 1, (27)

kde jsme pod́ıl
aτ

h
označili µ. Kǒreny této kvadratické rovnice maj́ı tvar

λ1,2 = α±
√
α2 − 1 kde α = 1− 2µ2 sin2 kh

2
, (28)

kde α = 1− 2µ sin2
(
kh
2

)
.
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Podḿınka stability

Pro α > 1 bude absolutńı hodnota alespoň jednoho kǒrene kvadratické
rovnice věťśı než jedna. Pokud vezmeme |α| ≤ 1, amplifikačńı faktory
budou komplexńı č́ısla

λ1,2 = α± i
√

1− α2 (29)

o velikosti
|λ1,2|2 = |α|2 ± |1− α2| = 1, (30)

z čehož plyne, že schéma je podḿıněně stabilńı s podḿınkou stability

−1 ≤ α ≤ 1 (31)

neboli
0 ≤ aτ

h
≤ 1 (32)

Levá nerovnost je splněna pro a ≥ 0. Pokud definujeme rychlost
numerického schématu jako an = h/τ , podḿınka stability ř́ıká, že rychlost
numerického schématu muśı být věťśı než nebo stejná jako skutečná
rychlost a.
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