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Nestacionarni vedeni tepla v 1D

Nestacionarni vedeni tepla miZeme popsat rovnicemi

Up = Uy, Yt>0,x€(0,1) (1)
u(0,t) =u(l,t) =0, Vt>0, (2)
u(x,0) = u%(x) (3)
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Aproximujeme hledanou funkci u v bod& (x;, t,):

u(x;, ta) ~ UF. (4)
t h
n + 1 ..........................................
T
n
aES: x

Obréazek: Schéma vypocetni sité pro nestaciondrni dlohu tepla v 1D

(FRVS 1249/2013) Metoda koneénych diferenci 4 /17



Explicitni schéma

Nahradime derivace podilem diferenci

u(x;, tp — ul(xj, th
U,t(Xj, tn) ~ ( J +1)h ( Yy )7 (5)

u(x; + h, ty) — 2u(x;, tn) + u(x; — h, to)
h2

U,xx(Xja tn) ~
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Diferenéni rovnice

Dostaneme diferen&ni rovnici

n+1 n n n n
U.i B UJ _ UJ+1 B 2U.i + UJ'*1 (6)
T h? ’

kterou po zavedeni y = 7/h? miizeme prepsat do nasledujiciho tvaru,
vhodného pro vypocet

UMY = U + u(Ufyq =207 + ULy). (7)
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Chyba diskretizace

Taylorlv rozvoj.

1
u(x,t+7) = u(x,t) + us(x, t)T + Euﬁ(x, n)3, ne(t,t+7),

1 1
U(X + h> t) = U(Xa t) + U,X(X’ t)h + EU,XX(X7 t)h2 + au,xxx(xa t)h3 + (8)

1

g toooc(&; t)h?, €€ (x—hh+h).
Za predpokladu dostatetné hladkosti poéate¢ni podminky a jeji
konzistence s okrajovymi podminkami existuji konstanty My, M, tak, Ze
|U,tt’ < My, |U,Xxxx| < M,

M M. T 1
’5h7T(X, t)| S 717—+ T;hz = 5 |:M]_ —+ 6uM2:| . (9)

Pro pevny pomér asového a prostorového kroku p je explicitni schéma
prvniho ¥adu prFesnosti.
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-
Analyza stability

n+1 n n
U -Y Y20+ U

10
T h? (10)
dosadime Uj” = eMh\" 3 po vydg&leni e \" dostavame
A—1=pekh —2 4 e=ikh (11)
—

—4sin (k2h)
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-
Podminka stability

kh

A =1— 4psin? <2> (12)
Podminka stability

1

NESEES- (13)
h2

< — 14
r< (14)
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Obrézek: Porovnani p¥esného (modra ¢dra) a pfiblizného (Cervena &ara). Vlevo je
¢asovy krok 7 = 0.0012, vpravo 7 = 0.0013
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|
Implicitni schéma
n+1 n+1 n+1 n+1
UJ- —UJ-" U: —2Uj +Uj_1

1
= — J+ h2 (15)

: : : : : : : : T

J J+1

Obréazek: Schéma vypocetni sité pro nestacionarni dlohu tepla v 1D
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-
Analyza stability

v/~

Dosadime do implicitniho schématu UJf’ = e/kh\n ¥im% dostaneme
7'ueik(j—1)h)\n+1 + (1 + 2M)eikjh)\n+1 o Meik(j+1)h)\n+1 _ eikjh)\n’ (16)
po vyd&leni eM\" mame

M—pe™™ + (14 2p) — pe) = 1. (17)
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-
Podminka stability

Po Gpravach dostdvame

1

1 + 4y sin® &0 kh (18)

Protoze vyraz 1 + 4 sin®&h kh je vZdy vétsi nebo roven nule, lezi pro
libovolné 1 > 0 amplifikacnl faktor A € (0,1). Implicitni schéma je stabilni
nezdvisle na volb& 7 a h. V takovém pf¥ipadé Fikdme, Ze je schéma
nepodminéné stabilni.

Chyba diskretizace je stejnd jako u explicitniho schématu.
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VlInova rovnice

Py a0

7 19
o2t~ 7 92x (19)
PouZijeme centrdlni diference na ¢asovou i prostorovou derivaci
82Uf — UJHJrl — 2Uj" + UJ{L1 (20)
02x h?
n+1 n—1
0%t 72
Nakonec dostavame
n+1 n—1
A L Pl L RU
) - h2 )
ze které miizeme vyjadrit U7t
UJ'n—ir1 = 2Uf’ B an_l + (M)Z ( ﬂ&-l - 2UJ{7 + an—l) (23)
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-
Chyba diskretizace

Pro odvozeni chyby diskretizace pouZijeme Tayloriv rozvoj:

1 1
u Jtt + 12T u Sttt 4 .. 32 <U,XX + Ehzuxxxx + > (24)

Vidime, Ze je metoda druhého ¥adu p¥esnosti v prostorové a ¢asové
proménné.
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-
Analyza stability

Dosadime N
Uy = eMhn, (25)

po uUpravach dostavame
A2 = (2 Fefkh _ oy e*""”) A+l (26)

Nakonec vychazi rovnice, ze které spoitdme amplifikaéni faktor
kh
22 = (2 — 442 sin? 2) A+ 1, (27)
. a ar o . p Ly . .,
kde jsme podil - oznadili u. Koteny této kvadratické rovnice maji tvar

kh
)\172 =+t \/ﬁ kde a=1-— 2”2 Sin2 ?7 (28)

kde o = 1 — 2yusin? (4).
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-
Podminka stability

Pro o > 1 bude absolutni hodnota alespon jednoho kofene kvadratické
rovnice v&tsi nez jedna. Pokud vezmeme |a| < 1, amplifikagni faktory

budou komplexni &isla
/\172 :aii\/l—az (29)

o velikosti
Mol = o £ 1 -a? =1, (30)
z &ehoz plyne, Ze schéma je podmin&né stabilni s podminkou stability
—-1<a<l1 (31)
neboli o
0< <1 (32)

Levad nerovnost je splnéna pro a > 0. Pokud definujeme rychlost
numerického schématu jako a, = h/7, podminka stability ¥ika, Ze rychlost
numerického schématu musi byt vétsi nez nebo stejnd jako skute¢nd
rychlost a.
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