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Přehled okruh̊u - SM3

1. Výpočet p̌reḿıstěńı užit́ım principu virtuálńıch sil (17)

• Princip virtuálńıch sil (PVs) pro prut namáhaný tahem nebo tlakem, ohybem a
smykem.

• Postup výpočtu pr̊uhybu a pootočeńı pr̊ǔrezu pomoćı PVs na staticky určitých
rovinných nosńıćıch a prutových soustavách – jednoduché p̌ŕıklady.

• Postup výpočtu posunut́ı styčńık̊u v rovinných p̌ŕıhradových konstrukćıch pomoćı
PVs – jednoduché p̌ŕıklady.

• Princip použit́ı PVs pro staticky neurčité konstrukce, redukčńı věta, kontrola
splněńı podḿınek spojitosti (kompatibility).

2. Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı – silová a deformačńı metoda (16)

• Postup řešeńı jednoduchých konstrukćı (rovinné složené soustavy, rámu, spojitého
nosńıku, p̌ŕıhradové konstrukce) silovou metodou – vytvǒreńı základńı soustavy,
zavedeńı základńıch neznámých, sestaveńı základńıch rovnic, význam a způsob
určeńı jednotlivých koeficient̊u a proměnných v těchto rovnićıch.

• Postup řešeńı jednoduchých konstrukćı (rovinné složené soustavy, rámu, spojitého
nosńıku, p̌ŕıhradové konstrukce) deformačńı metodou – zavedeńı základńıch
neznámých, sestaveńı základńıch rovnic, význam a způsob určeńı jednotlivých koe-
ficient̊u a proměnných v těchto rovnićıch. Varianty DM – obecná, zjednodušená,
pro p̌ŕıhradové konstrukce – jaké jsou p̌redpoklady a jejich důsledky, vhodnost
použit́ı jednotlivých variant.

• Rozbor: posouzeńı statické neurčitosti (sn), určeńı počtu neznámých posun̊u
a pootočeńı ve styčńıćıch (pn) nosńık̊u, rámů, složených prutových soustav a
p̌ŕıhradových konstrukćı v rovině.

• Rozd́ıl mezi chováńım staticky určitých a staticky neurčitých konstrukćı p̌ri působeńı
p̌ŕımých (silových) a nep̌ŕımých zat́ıžeńı (změna teploty, p̌reḿıstěńı podpor).
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Vzorce: Princip virtuálńıch sil a silová metoda (prof. P. Kabele)
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Vzorce: Princip virtuálńıch sil a silová metoda
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Vzorce: Deformačńı metoda
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Vzorce: Deformačńı metoda

DEFORMA�NÍ METODA � Koncové momenty a síly od prutového zatíºení
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Princip virtuálńıch sil vs Princip virtuálńıch posunut́ı

V celém textu se omeźıme na kombinaci tahu/tlaku a jednoduchého ohybu v rovině
xz. Osy pr̊ǔrezu yz jsou hlavńı centrálńı. Rovina zat́ıžeńı obsahuje jednu z hlavńıch
centrálńıch os.

θ0
F

y
z z

x
Kinematika p̌reḿıstěńı, p̌retvǒreńı a Hooke̊uv zákon

• Bernoulli-Navierova hypotéza

w(x, z) = w(x)

u(x, z) = u0(x)− w′(x)z, −w′(x) = − dw(x)

dx
= ϕy(x)⇒ γxz = 0

smykové napět́ı τxz neurč́ıme z Hookeova zákona

εx(x, z) = u
′

0(x)− w′′(x)z

σx(x, z) = E(εx(x, z)− ε0(x, z)) =
N(x)

A
+
My(x)

Iy
z

• Mindlinova teorie ohybu

w(x, z) = w(x)

u(x, z) = u0(x) + ϕy(x)z, γ(x, z) = γxz(x)→ τxz(x) = κGγxz(x) 6= 0 =
Qz(x)

A

γxz(x) =
∂u(x, z)

∂z
+
∂w(x)

∂x
= ϕy(x) + w

′
(x) =

Qz(x)

κGA
=
Qz(x)

GA∗
=
Qz(x)

GAs

εx(x, z) =
∂u(x, z)

∂x
= u

′

0(x) + ϕ
′

y(x)z

σx(x, z) = E(εx(x, z)− ε0(x, z)) =
N(x)

A
+
My(x)

Iy
z



Title Page

J I

JJ II

Page 7 of 53

Go back

Full Screen

Close

Quit

Princip virtuálńıch sil vs Princip virtuálńıch posunut́ı

Pro jednoduchost zavedeme označeńı:
σx(x, z) = σ, εx(x, z) = ε, γxz(x) = γ, τxz(x) = τ

Nerovnoměrné oȟrát́ı/ochlazeńı:

θ = θ(x, z)→ θ(x, z) = θ0(x) + ∆θ(x)
z

h

∆T = ∆T (x, z) = ∆Ts(x) +
∆Td(x)−∆Th(x)

h
z

T∆ h

T∆ s

T∆ d

z

h

∆θ

θ0

1. Princip virtuálńıch sil
δE∗i = δE∗e

• δE∗i - práce virtuálńıch sil (napět́ı) na skutečných p̌retvǒreńıch

• Silový virtuálńı stav je staticky p̌ŕıpustný

δE∗i =

∫
Ω

δW ∗(σ, τ) dΩ =

∫
Ω

(εδσ + γδτ) dΩ =

∫
Ω

[( σ
E

+ ε0

)
δσ +

τ

κG
δτ
]

dΩ

=

∫ L

0


(
N

EA
+ αθ0

)
︸ ︷︷ ︸

u
′
0

δN +

(
My

EIy
+ α

∆θ

h

)
︸ ︷︷ ︸

ϕ′y

δMy +
Qz

κGA︸ ︷︷ ︸
ϕy+w′

δQz

 dx
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2. Princip virtuálńıch posunut́ı

δEi = δEe

• δEi - práce skutečných sil (napět́ı) na virtuálńıch p̌retvǒreńıch

• Deformačńı virtuálńı stav je kinematicky p̌ŕıpustný

δEi =

∫
Ω

δW (ε, γ) dΩ =

∫
Ω

(σδε+ τδγ) dΩ =

∫
Ω

[E (ε− ε0) δε+ κGγδγ] dΩ

=

∫ L

0

(EAu
′

0 − EAαθ0)︸ ︷︷ ︸
N

δu
′

0 + (EIyϕ
′

y − EIyα
∆θ

h
)︸ ︷︷ ︸

My

δϕ
′

y + κGA(ϕy + w
′
)︸ ︷︷ ︸

Qz

(δϕy + δw
′
)

 dx

Pracovńı diagram - 1D
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τ
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Výpočet p̌reḿıstěńı užit́ım principu virtuálńıch sil (PVs)

• Základńı rovnice

δE∗i = δE∗e (1)

δE∗i =

∫ L

0

{(
N

EA
+ αθ0

)
δN +

(
My

EIy
+ α

∆θ

h

)
δMy +

Qz

κGA
δQz

}
dx (2)

δE∗e =
∑
k

∆kδF k
∆ +

∑
j

ϕmy δM
m +

∑
m

∆
n
δRn

∆ +
∑
n

ϕpyδM
p
R (3)

Virtuálńı práce sil vněǰśıch je práce virtuálńıho zat́ıžeńı δF∆, δM na jim odpov́ıdaj́ıćıch
posunech, respektive pootočeńıch, a práce virtuálńıch reakćı, které tato zat́ıžeńı vy-
volávaj́ı, na p̌redepsaných posunech a pootočeńıch podpor (nap̌r. δRm∆ je celková virtuálńı
silová reakce od všech virtuálńıch zat́ıžeńı působ́ıćı ve směru p̌redepsaného posunu ∆

m
).

• Virtuálńı vs jednotkový stav

Př. Určete vodorovný posun koncového bodu nosńıku u(L)

δE∗i =

∫ L

0

N

EA
δN dx =

∫ L

0

F

EA
δFu dx

δE∗e = u(L)δFu∫ L

0

F

EA
δF dx = u(L)δFu

z

x
FE,A,L

u(L)=?

δF

∆=

u

Je žrejmé, že virtuálńı zat́ıžeńı se vyskuje na obou stranách rovnice. Lze jej tedy s
výhodou volit jako jednotkové: δF = 1. V následuj́ıćım textu budeme pr̊uběhy vniťrńıch
sil, p̌ŕıslušné jednotkovým zatěžovaćım stav̊um, značit s pruhem nap̌r. δN |δF=1 = N .



Title Page

J I

JJ II

Page 10 of 53

Go back

Full Screen

Close

Quit

Výpočet p̌reḿıstěńı užit́ım principu virtuálńıch sil (PVs)

• Typy úloh

1. Staticky určité rovinné nosńıky a prutové konstrukce

2. Př́ıhradové konstrukce

3. Staticky neurčité konstrukce - použit́ı redukčńı věty

• Bez ohledu na typ úlohy bude vaš́ım úkolem vysvětlit postup řešeńı na zadané
úloze

– Posoudit, který z členů v rov. (2) má pro dané zadáńı smysl uvažovat.

– Načrtnout pr̊uběhy vniťrńıch sil od skutečného a virtuálńıho zat́ıžeńı.

– Zapsat výslednou rovnici pro výpočet požadovaného typu p̌reḿıstěńı.

– Student by měl být schopen vyjáďrit význam jednotlivých členů v rov. (2)

– Studenta by nemělo p̌rekvapit, pokud se v úloze objev́ı účinek teploty, p̌redepsaného
poklesu či pootočeńı podpor, p̌ŕıpadně zda úkolem bude stanoveńı relativńıho
(vzájemného) posunu dvojice bodů č́ı relativńıho natočeńı dvojice pr̊ǔrez̊u.
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PVs - Staticky určité rovinné nosńıky a prutové konstrukce

• Staticky určitý rovinný nosńık

Zadáńı:
Uvažujte nosńık na obrázku (EIy = konst). V bodě a určete svislý posun wa a v bodě
b pootočeńı pr̊ǔrezu ϕby. Uvažujte Bernoulli-Navierovu hypotézu.

Řešeńı:
1. Vykresleńı pr̊uběhů moment̊u od zat́ıžeńı a jednotkových virtuálńıch stav̊u

M

M

z

x

F
b

a

1

MF

1

2. Vyjáďreńı principu virtuálńıch sil∑
k

∫
Lk

Mk
F

EIy
M

k
dx = wa · 1 (nebo ϕby · 1)

3. Př́ıpadné daľśı dotazy a variantńı zadáńı (posun/pootočeńı v bodě a)

• Co vyjaďruje výraz EIy?

• Co vyjaďruje výraz
MF

EIy
?

a

z

x a

F

q

z

x

z
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PVs - Staticky určité rovinné nosńıky a prutové konstrukce

• Staticky určitý rám

Zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku (EIy = konst). V bodě c určete vodorovný posun uc od

účinku rovnoměrného spojitého zat́ıžeńı q a rovnoměrného gradientu změny teploty
∆θ

h
na

prvku bc, kde h je výška pr̊ǔrezu. Účinek posouvaj́ıćıch sil zanedbejte.

Řešeńı:
Protože pr̊uměrná změna teploty θ0 = 0,
můžeme psát

L1

L3

2qL  /2

L2

L1 L2/

L1 L2/

N=1

M

N

q

1

qM  =f(x  )

2qL  /2

2

a

b c

d

1

+

−

1

δE∗i = δE∗e

δE∗i =
∑
k

∫
Lk

Mk
q

EIy
M

k
dx+

∫
L2

α∆θ

h
M

L2 dx

δE∗e = uc · 1

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Co vyjaďruje výraz
α∆θ

h

• Ovlivńı teplotńı účinky nějakým způsobem
reakce a vniťrńı śıly na staticky určité konstrukci?

• Jak by se změnil vzorec pro výpočet δE∗i , pokud by na prutu bc platilo ∆θ = 0, θ0 6= 0?

(hint: p̌ripomeňme rov. (2) δE∗i =
∑

k

∫
Lk

Mk
q

EIy
M

k
dx+

∫
L2

αθ0N
L2 dx︸ ︷︷ ︸

=αθ0L2 (θ0(x)=θ0)

)
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PVs - Staticky určité rovinné nosńıky a prutové konstrukce

Variantńı zadáńı:

• Varianta A - v bodě a určete relativńı pootočeńı pr̊ǔrez̊u ϕ12
y

• Varianta B - v bodě b určete vodorovný posun ub

• Varianta C - v bodě c učete pootočeńı pr̊ǔrezu ϕcy

MF

MMF

M

MF

1 2

F

F

1

1

1

A

F/2F/2

F

b

a

1

c
C

B

???

F



Title Page

J I

JJ II

Page 14 of 53

Go back

Full Screen

Close

Quit

PVs - Staticky určité rovinné p̌ŕıhradové konstrukce

Připomeňme, že p̌ŕıhradové konstrukce p̌redpokládaj́ı p̌renos zat́ıžeńı do konstrukce pouze
styčńıkovými vazbami. Z povahy geometrie jednotlivých konstrukčńıch prvk̊u (prut̊u) a styčńıkových
vazeb lze zanedbat ohybovou tuhost prut̊u a uvažovat pouze p̌renos osových (normálových)
sil. Komplementárńı virtuálńı práce vniťrńıch sil se pak redukuje na tvar

δE∗i =

∫ L

0

(
N

EA
+ αθ0

)
︸ ︷︷ ︸

ε=u
′
0

δN dx

Připomeňme, že θ0 p̌redstavuje konstantńı změnu teploty po pr̊ǔrezu. Za p̌redpokladu, že
EA = konstanta, N = konstanta a δN = konstanta, lze integraćı p̌redchoźı rovnice p̌rej́ıt
na tvar

δE∗i =


ε︷ ︸︸ ︷

N

EA
+ αθ0

L

︸ ︷︷ ︸
∆L

δN = ∆LδN

kde ∆L = εL je skutečné protažeńı prutu. Předchoźı rovnice odpov́ıdá komplementárńı
virtuálńı práci pro jeden prvek (prut) p̌ŕıhradové konstrukce. Celkovou práci obrž́ıme součtem
p̌res všechny prvky, tedy

δE∗i =
∑
k

(
Nk

EkAk
+ αkθk0

)
LkδN

k =
∑
k

∆LkδN
k
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PVs - Staticky určité rovinné p̌ŕıhradové konstrukce

Zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku (EA = konst). Určete svislý posun wa ve styčńıku a.

Řeseńı:

1. Identifikujte nezat́ıžené pruty. Př́ıpadně posud’te, které pruty jsou namáhané tahem a
které tlakem.

L2
L2

L1
L1

FL  /2L3 1
FL  /2L3 1

4

1

F

2
5

3L3

+

+ +

−
0 1

+ +
− −

0.5 0.5

F

1

a

2. Formulujte princip virtuálńıch sil (zapǐste rovnost virtuálńıch praćı sil vněǰśıch a vniťrńıch).

1

EA

∑
k

(NkLk)N
i

= wa · 1 (4)

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Jak se změńı reakce, pokud prut 1 oȟrejeme o 20◦C (θ0 = 20◦C)?

• Jak se změńı δE∗i , pokud prut 1 ochlad́ıme o 20◦C (θ0 = −20◦C)?

δE∗i = 1
EA

∑
k(N

kLk)N
k

+ αθ0L1N
1

• Jak se změńı δE∗e , pokud pevnému kloubu p̌redeṕı̌seme svislý posun w = 2cm?
δE∗e = wa · 1− 0.02 · 0.5
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PVs - Staticky určité rovinné p̌ŕıhradové konstrukce

Variantńı zadáńı:

Uvažujte konstrukci na obrázku (EA = konst). Určete svislý posun wa ve styčńıku a.

a
0

0
0

0

1

1

−1

F
0

0
0

0

F

−F L

− F

EA
L︸ ︷︷ ︸

∆L=εL= N
EA

L=u′0L

·(−1) = wa · 1

Uvažujte konstrukci na obrázku (EA = konst). Určete vzájemný vodorovný posun uab

styčńık̊u a a b.

L1 L1

L2 L2

F

0

0 0

0
0

+ +
− −

b

1 1

0 0 0

0 0

0 0

a

F/2 F/2

1 1

uab = 0
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PVs - Staticky určité konstrukce. Účinek p̌redepsaného p̌reḿıstěńı podpor

Poznamenejme, že p̌ri vynuceném p̌reḿıstěńı podpor u staticky určitých konstrukćı se jednot-
livé prvky p̌remist’uj́ı jako tuhé desky. Virtuálńı práce sil vniťrńıch δE∗i = 0. Tud́ıž, s ohledem
na rov. (3), dostaneme:

δE∗e = ∆ · 1 +
∑
j

ujδRjx +
∑
m

wmδRmz +
∑
n

ϕnyδM
n
R = 0

Zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku. Určete svislý posun wa ve styčńıku a.

Řeseńı:

1. Identifikujte nenulové reakce a jejich směry.

3cm
4cm

1cm

4m 1m 3m

2cm
1Aa

B

2. Formulujte princip virtuálńıch sil (δE∗e = 0).

δE∗e = wa · 1 +A · 3−B · 4 = 0 −→ wa [cm]

Variantńı zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku. Určete vzájemné pootočeńı pr̊ǔrez̊u ϕ12

y prut̊u 12 ve styčńıku a.

1 2

3cm
4cm

1cm

4m 1m 3m

2cm

a
1 1

A B C

δE∗e = ϕ12
y · 1−A · 0.03 +B · 0.04− C · 0.01 = 0 −→ ϕ12

y [rad]
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PVs - Staticky neurčité konstrukce. Použit́ı redukčńı věty

Princip redukčńı věty
Pokud známe skutečný pr̊uběh vniťrńıch sil (p̌retvǒreńı) na staticky neurčité konstrukci, tak
virtuálńı zatěžovaćı stav můžeme definovat na libovolné (staticky p̌ŕıpustné) základńı soustavě.

Zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku. Určete svislý posun wa ve styčńıku a. Vliv smyku zanedbejte.

Řeseńı:
1. Načrtněte pr̊uběh moment̊u na staticky neurčité konstrukci. Zvolte základńı soustavu a

definujte virtuálńı zatěžovaćı stav.

a

F

L1

a

L2 L3 L4

1M M

2. Formulujte princip virtuálńıch sil (δE∗i = δE∗e ).∑
k

∫
Lk

Mk

EIy
M

k
dx = wa · 1

Variantńı zadáńı:
Uvažujte konstrukci na obrázku. S využit́ım redukčńı věty určete pootočeńı pr̊ǔrezu ϕay ve
styčńıku a. Výsledek ově̌rte užit́ım deformačńı metody (Mab = 0→ ϕa).∑

k

∫
Lk

Mk

EIy
M

k
dx = ϕay · 1 F

M
1

Mb

a
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PVs - Staticky neurčité konstrukce. Použit́ı redukčńı věty

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Ově̌rte podḿınky spojitosti (kompatibility)

Zadáńı:
Uvažujte nosńık na obrázku s odpov́ıdaj́ıćıcm pr̊uběhem skutečných moment̊u. S využit́ım
principu vituálńıch sil ově̌rte nulovou hodnotu pootočeńı v ḿıstě vetknut́ı.

Řešeńı:
Podḿınka spojitosti

δ11Ma + ∆0
1 = 0

δ11 =

∫ L

0

M

EIy
M dx

∆0
1 =

∫ L

0

MF

EIy
M dx

F

F

MF

MF

M

Ma

M a

1
M=

M

M +

+

=

Variantně: Ově̌rte hodnotu nulového svislého posunu ve styčńıku a. Připomeňme, že moment
M p̌redstavuje skutečný moment na staticky neurčité kontstrukci a M je moment na základńı
soustavě, viz poznámky k silové metodě.

wa · 1 =
∑
k

∫
Lk

Mk

EIy
M

k
dx = 0

M

a
1

M
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı – silová a deformačńı metoda

• Silová metoda

– Vycháźı z principu virtuálńıch sil.

– Základńı neznámé p̌redstavuj́ı staticky neurčité reakce.

– Urč́ıme je z deformačńıch podḿınek (podḿınečných rovnic), které jsou konzis-
tentńı s podḿınkami podep̌reńı. Počet rovnic je dán stupňem statické neurčitosti
(sn).

[C] {X} = {f}

• Deformačńı metoda

– Vycháźı z principu virtuálńıch posunut́ı.

– Základńı neznámé p̌redstavuj́ı v p̌ŕıpadě prutových konstrukćı neznámé posuny a
pootočeńı ve styčńıku.

– Urč́ıme je z podḿınek rovnováhy (podḿınečných rovnic) sestavených ve styčńıćıch.
Počet rovnic je dán počtem neznámých posunů a pootočeńı ve styčńıćıch (pn).

[K] {r} = {f}
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı – silová metoda

• Typy úloh

1. Staticky neurčitý spojitý nosńık v rovině

2. Staticky neurčitý rám (složená soustava) v rovině

3. Staticky neurčitá p̌ŕıhradová konstrukce

• Bez ohledu na typ úlohy bude vaš́ım úkolem vysvětlit postup řešeńı na zadané úloze.
Student by měl být schopen:

– Určit stupeň statické neurčitosti.

– Definovat vhodnou základńı soustavu. Pro zvolenou ZS identifikovat základńı
neznámé a vysvětlit, jaké typy rovnic budou použity pro jejich určeńı.

– Vysvětlit význam jednotlivých členů ve vzorci vyjaďruj́ıćı princip virtuálńıch sil.
Pro daný typ úlohy zvolit vhodný člen.

– Popsat postup pro stanoveńı prvk̊u δij ,∆i0 a vysvětlit, co tyto prvky znamenaj́ı.

– Kvalifikovaným odhadem načrtnout pr̊uběhy vniťrńıch sil, které se p̌ri výpočtu výše
uvedených prvk̊u uplatńı.

– Vysvětlit, jakým způsobem se do výpočtu zavedou účinky poklesu/natočeńı pod-
por, p̌ŕıpadně účinky rovnoměrné a nerovnoměrné změny teploty.
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı – silová metoda

Postup řešeńı staticky neurčité konstrukce silovou metodou

1. Určeńı stupně statické neurčitosti

2. Vytvǒreńı staticky p̌ŕıpustné základńı soustavy - staticky určitá konstrukce, která vznikne
uvolněńım p̌ŕıslušného počtu vazeb, a to tak, že nevznikne mechanismus

3. Užit́ım principu virtuálńıch sil se urč́ı p̌reḿıstěńı (posun/pootočeńı) v ḿıstě uvolněných
vazeb a sestav́ı se p̌ŕıslušné deformačńı podḿınky odpov́ıdaj́ıćı typu uvolněné vazby
(podḿınečné rovnice, podḿınky konzistence).

4. Řešeńı výsledné soustavy rovnic

5. Z podḿınek rovnováhy na staticky určité základńı soustavě se dopočtou zbylé reakce

6. Výpočet a vykresleńı vniťrńıch sil

Př́ıklady základńıch soustav dokonale vetknutého nosńıku

fz

fzfz

fz

fz

ZS2

ZS3

ZS1

ZS4

ZS5

fz fz
X1X1

X1 X1

X1 X1

X2

X

X

X

X

X

X X X
X

XX

2

2

33

3

2

3

3

3

2
2

Kolik základńıch soustav můžeme na staticky neurčité konstrukci vytvǒrit?
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Silová metoda - staticky neurčitý spojitý nosńık v rovině

Zadáńı:
Uvažujte staticky neurčitý spojitý nosńık. S využit́ım silové metody určete vniťrńı śıly.

Řeseńı:

1L 2L 3L

X1
δ11X1

δ21

δ22

X2

X2

δ1

2f1f

M1

M2

(M  )FM0

LL F
a

F

X2

X1

2

M

δδ

1 2

1

1

F

1

2

1. Určete stupeň statické neurčitosti a definujte vhodnou základńı soustavu.

2. Užit́ım principu virtuálńıch sil určete p̌reḿıstěńı v ḿıstech uvolněných vazeb: prvek
δij = δji vyjaďruje p̌reḿıstěńı (posun/pootočeńı) v ḿıstě i od jednotkového zat́ıžeńı
působ́ıćı v ḿıstě j. Tud́ıž jednotkový virtuálńı zatěžovaćı stav definuji v ḿıstě i. Prvek
∆i0 vyjaďruje p̌reḿıstěńı v ḿıstě i od p̌redepsaného zat́ıžeńı (obecně od p̌redepsaných
silových zat́ıžeńı {δf}, účink̊u teploty {δθ} a p̌redepsaných posunů/pootočeńı podpor
{δr}, {∆0} = {δf}+ {δθ}+ {δr}).

δij =

∫ L

0

Mj |Xj=1

EIy
δMi|δXi=1 dx =

∫ L

0

M j

EIy
M i dx

∆i0 = δif =

∫ L

0

M0

EIy
M i dx
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3. Sestavte p̌ŕıslušné deformačńı podḿınky (podḿınečné rovnice). Soustavu vy̌rešte.

2∑
j

δijXj + δif = 0 pro i = 1, 2

nebo p̌rehledně v maticové formě[
δ11 δ12

δ21 = δ12 δ22

]
︸ ︷︷ ︸

[CK ]

{
X1

X2

}
+

{
δ1f

δ2f

}
=

{
0
0

}

4. Z podḿınek rovnováhy určete zbývaj́ıćı reakce. Vypočtěte a vykreslete pr̊uběhy výsledných
vniťrńıch sil.

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Užit́ım redukčńı věty vyjáďrete svislý posun wa v bodě a.

• Jak ovlivńı výpočet reakćı zat́ıžeńı daného nosńıku rovnoměrnou změnou
teploty θ0(x) = θ0?

• Jak ovlivńı výpočet reakćı zat́ıžeńı daného nosńıku rovnoměrným gradientem změny

teploty
∆θ

h
(x) =

∆θ

h
? Naznačte postup výpočtu.

• Co vyjaďruje člen δij?
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Silová metoda - staticky neurčitý rovinný rám

Zadáńı:
Uvažujte staticky neurčitý rovinný rám. S využit́ım silové metody určete vniťrńı śıly.

F

w
ϕ

h

d y

X1

F

F

Fh

Fh

M

1h

1h

1
1

1

1

1

1/d 1/d1/d 1/d

3

Fh/d
Fh/d

1 δ =1X =  X

X X2 3

=1

1
2

δX =  X22

δ =1X =  X3 3

1

0

M ,  MM ,  Mδ 1
δ 2

M ,  Mδ 3

Řeseńı:
Budeme postupovat ve shodě s p̌redcházej́ıćıcm p̌ŕıkladem, tedy:

• Vytvǒreńı základńı soustavy a vykresleńı pr̊uběhů vniťrńıch sil od p̌redepsaného zat́ıžeńı
a staticky neurčitých reakćı Xi = 1, pouze kvalifikovaný odhad - poč́ıtat nic nebudete.
Vzhledem k p̌redepsanému posunu a pootočeńı podpory je nutné také stanovit virtuálńı
reakce od virtuálńıch zatěžovaćıch stav̊u, viz rov. 3.

• Určeńı posunů v ḿıstě odebraných podpor od účinku p̌redepsaného zat́ıžeńı a staticky
neurčitých reakćı.

• Sestaveńı podḿınečných rovnic.
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Silová metoda - staticky neurčitý rovinný rám

Výsledná soustava rovnic

 δ11 δ12 δ13

δ21 δ22 δ23

δ31 δ32 δ33


︸ ︷︷ ︸

[CK]


X1

X2

X3

+



N∑
k=1

∫
Lk

Mk
0

EIy
M

k
1 dx

N∑
k=1

∫
Lk

Mk
0

EIy
M

k
2 dx

N∑
k=1

∫
Lk

Mk
0

EIy
M

k
3 dx

︸ ︷︷ ︸
{δf}

+


δ1r

δ2r

δ3r

︸ ︷︷ ︸
{δr}

︸ ︷︷ ︸
{∆0}

=


0
0
ϕ



Na námi zvolené základńı soustavě se celkové pootočeńı ve směru δX3 (ťret́ı deformačńı
podḿınka) od śıly F a staticky neurčitých reakćı Xi, bude rovnat p̌redepsanému natočeńı ϕ.
Členy δir pak p̌redstavuj́ı p̌reḿıstěńı (posun/pootočeńı) v ḿıstě a směruXi vlivem p̌redepsaného
posunu podpory w. (Pozn. Pokud bychom zvolili jinou základńı soustavu, kde z̊ustane za-
chováno vetknut́ı v podpǒre zat́ıžené p̌redepsanými p̌reḿıstěńımi podpory, členy δir by p̌redstavovaly
součet p̌reḿıstěńı (posun/pootočeńı) v ḿıstě Xi od obou p̌redepsaných p̌reḿıstěńı.). S ohle-
dem na rov. (3) a směru kladných virtuálńıch reakćı plat́ı, viz obrázek:

δ1r = −δRz|δX1=1 · w = 0

δ2r = −δRz|δX2=1 · w =
1

d
w

δ3r = −δRz|δX3=1 · w =
1

d
w
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Řešeńım obecné soustavy rovnic obdrž́ıme hodnoty pro neznámé reakce Xi. Zbývaj́ıćı reakce
plynou z podḿınek rovnováhy. Připomeňme, že poddajnosti δij jsou dány vztahem

δij =
N∑
k=1

∫
Lk

Mk
j |Xj=1

EIy
Mk
i |δXi=1 dx =

N∑
k=1

∫
Lk

M
k
j

EIy
M

k
i dx

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Ovlivńı změna teploty na prutu 1 hodnoty reakćı a vniťrńıch sil? Jak bude vypadat
p̌ŕıslušný člen δiθ, pokud budeme uvažovat pouze rovnoměrnou změnu teploty θ0 (pouze
konstatńı gradient teploty ∆θ

h )?

• Proč mohu výsledky od jednotlivých zatěžovaćıch stav̊u sč́ıtat (superpozice)?

• Ovlivńı volba ZS výsledné reakce a pr̊uběhy vniťrńıch sil?

Variantńı zadáńı:
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Silová metoda - staticky neurčitý rovinný rám

Poznámka k volbě základńı soustavy:
Obecně bychom se měli držet zásady, že p̌ri volbě základńı soustavy nebudeme nahrazovat
nižš́ı vazbu vazbou vyš̌śı.

fz

X1

fz

X1

fz

fz

X2
X1

ZS 3

konstrukce

ZS 1

ZS 2

X2

X2
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Silová metoda - staticky neurčitá p̌ŕıhradová konstrukce v rovině

Zadáńı:
Určete vniťrńı śıly staticky neurčité p̌ŕıhradové konstrukce užit́ım silové metody. Uvažujte
tuhost pr̊ǔrezu EA shodnou pro všechny pruty.

Poznámka: u zkoušky nebude poťreba jednotlivé śıly poč́ıtat. Stač́ı vysvětlit postup řešeńı po
kroćıch popsaných v úvodńım p̌ŕıkladu spojitého nosńıku, viz ńıže.

X1

X2

X =12

F

4

6
5

31

2

N 1

0
0

0

0

0

0

0

0

−1

0

1
1

−0.707

−0.707

−0.707

A

0

L

L

X =11

1
1

221

−0.707

N ,   Nδ N ,   Nδ

(a)

1.414

(b) (d)(c)

F

−F

F
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Řeseńı:

1. Určete stupeň statické neurčitosti a navrhněte vhodnou základńı soustavu. Identifikujte
nezat́ıžené pruty v rámci jednotlivých zatěžovaćıch stav̊u.

2. Podḿınečné rovnice a výsledná soustava sil - k výpočtu posunů p̌ŕıslušných odebraným
vazbám využijeme princip virtuálńıch posunut́ı. Připomeňme, že v p̌ŕıpadě p̌ŕıhradových
konstrukćı si vystač́ıme s praćı virtuálńıch normálových sil na relativńım protažeńı jed-
notlivých prut̊u.

• Členy δij a δif

δij =
∑
m

∫
Lm

Nm
j

EA
|Xj=1 δN

m
i |δXi=1 dx =

∑
m

Lm
N
m
j

EA
N
m
i =

∑
m

∆LmN
m
i

δif =
∑
m

∫
Lm

Nm
0

EA
|F δNm

i |δXi=1 dx =
∑
m

Lm
Nm

0

EA
|F N

m
i =

∑
m

∆Lm0N
m
i

• Výsledná soustava rovnic (srovnej s p̌ŕıkladem spojitého nosńıku)[
δ11 δ12

δ21 = δ12 δ22

]
︸ ︷︷ ︸

[CK ]

{
X1

X2

}
+

{
δ1f

δ2f

}
=

{
0
0

}

Pro zadanou úlohu dostaneme X1 = −0.262F,X2 = 0, viz pr̊uběh vniťrńıch sil
na sticky neurčité konstrukci na daľśı stránce.

3. Dopoč́ıtejte zbývaj́ıćı vniťrńı śıly s využit́ım podḿınek rovnováhy (metoda styčných
bodů, pr̊usečná metoda)
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Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Předpokládejte, že prut 1 se oȟreje o θ0 = 10◦C. Vyjáďrete p̌ŕıslušný člen δiθ.

• Užit́ım redukčńı věty vyjáďrete svislý posun wa ve styčńıku a.

• Jak budete postupovat, pokud svislý posun wa ve styčńıku a p̌redeṕı̌seme?

Redukčńı věta

• Skutečný stav
X1

X1

0

0

0

0

0

0

0

0

1

F
X =−0.262F

−0.370F

NNF

−F
0.0262F

0

N 
X1

N X2

F

4

6

5

31

2

L

L

wa 2X =0

N=NF

a

FF

• Skutečný a virtuálńı stav, PVs

δE∗i = δE∗e
L

EA
(−0.738F )︸ ︷︷ ︸

∆L

(−1) = wa · 1

δF=1

N

F

−0.738F

−0.370F

N

0

−1

0

0

0

0

0

0

0

ZS
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı – deformačńı metoda

• Typy úloh

1. Staticky neurčitý p̌ŕımý prut (spojitý nosńık) v rovině

2. Staticky neurčitý rám (složená soustava) v rovině

3. Staticky neurčitá p̌ŕıhradová konstrukce

• Bez ohledu na typ úlohy bude vaš́ım úkolem vysvětlit postup řešeńı na zadané úloze.
Student by měl být schopen:

– Identifikovat počet neznámých posunů a pootočeńı ve styčńıćıch (pn).

– Identifikovat základńı neznámé a vysvětlit, jaké typy rovnic budou použity pro
jejich určeńı.

– Vysvětlit rozd́ıl mezi obecnou a zjednodušenou deformačńı metodou.

– Vysvětlit, jak byly odvozeny vzorce pro vyjáďreńı koncových sil v seznamu vzorc̊u
pro typ uložeńı vetknut́ı-kloub

– Popsat postup řešeńı pro zadaný typ úlohy (počet neznámých, sestaveńı rovnic
pro jejich vy̌rešeńı, dopočet reakćı a následně vniťrńıch sil).

– Vysvětlit, jakým způsobem se do výpočtu zavedou účinky poklesu/natočeńı pod-
por, p̌ŕıpadně účinky rovnoměrné a nerovnoměrné změny teploty.



Title Page

J I

JJ II

Page 33 of 53

Go back

Full Screen

Close

Quit

Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - deformačńı metoda

• Základńı pojmy

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

zg

xg

l
x

l
x

l
x

l
z

l
z

l
z

1

2

3

vyjmuty prut
koncove sily 

zatizeni
prutu

l
x

posuny a pootoceni
stycniku

ϕ
ϕ

u
w3

1 4
prut

globalni soustava
souradnic

lokalni soustava
souradnic

uzel, stycnik
F

−α (1,2)

2

α (2,1)

+

• Prvek vyjmutý z konstrukce

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

L

ϑ1

u1

L
ϕ  +ϑ =1 1

w w2 1

koncova premisteni prurezu
(uzlu, stycniku)

ϑ

M(x)
koncove sily

− vektor transformovaneho zatizeni

1 2

R R R

R R

RR

R

w

2

R

R
RRp

1

L
w w2 1

ϕ
1

1

2

1 2

R

3
2

6
5

p
p

41

p

5
6

4

2

3

u2

w2ϕ

p

p

p

TpT

12

12 12 21 2112−{R }={X  ,Z  ,M  ,X  ,Z  ,M  }21

ϕwuϕu w1 1 1 2 2 2
− stycnikova premisteni
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - deformačńı metoda

• Vektor koncových sil {R}
Śıly, kterými působ́ı styčńık na prvek. Stejně velikými silami, opačně orientovanými,
působ́ı prvek na styčńık.

• Vektor transformovaného zat́ıžeńı {Rp}
Záporně vzaté koncové śıly na dokonale vetknutém nosńıku.

• Prvek vyjmutý z konstrukce
Vztah mezi zat́ıžeńım a styčńıkovými p̌reḿıstěńımi pro prvek, který vyjmeme z kon-
strukce, zaṕı̌seme ve tvaru

[K] {r} = {R}+ {Rp}
V p̌ŕıpadě prutu vyjmutého z konstrukce, lze hodnoty deformaćı koncových pr̊ǔrez̊u
prutu (styčńıková p̌reḿıstěńı) sestavit do vektoru

{r}T = {u1,w1, ϕ1, u2,w2, ϕ2}

• Matice tuhosti p̌ŕımého prutu [K] (rozměr (6× 6) 2D)
Prvky matice tuhosti vyjaďruj́ı koncové śıly od p̌redepsaných jednotkových deformačńıch
stav̊u, nap̌r w1 = 1:

Podḿınky rovnováhy:

R2 +R5 = 0

R3 +R6 +R2L = 0
L

z

x

R

R

R

R

=1w

6

1

5

3

2

=−6EI/L

=12EI/L

=−6EI/L

3

=−12EI/L

2 2

3
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - deformačńı metoda

Vyjáďreńı koncových sil v závislosti na p̌redepsaných koncových deformaćıch styčńık̊u na do-
konale vetknutém prutu

EA

L
0 0 −EA

L
0 0

0
12EIy
L3

−6EIy
L2

0 −12EIy
L3

−6EIy
L2

0 −6EIy
L2

4EIy
L

0
6EIy
L2

2EIy
L

−EA
L

0 0
EA

L
0 0

0 −12EIy
L3

6EIy
L2

0
12EIy
L3

6EIy
L2

0 −6EIy
L2

2EIy
L

0
6EIy
L2

4EIy
L


︸ ︷︷ ︸

[K]



u1

w1

ϕ1

u2

w2

ϕ2

︸ ︷︷ ︸
{r}

=



R1

R2

R3

R4

R5

R6

︸ ︷︷ ︸
{R}

=



X12

Z12

M12

X21

Z21

M21



(5)
V p̌ŕıpadě, že na prvek působ́ı vněǰśı zat́ıžeńı, doplńıme p̌redchoźı rovnici o vektor transfomo-
vaného zat́ıžeńı. Hodnoty koncových sil pak vyjáďŕıme ve tvaru

{R} = −{Rp}+ [K] {r} (6)

kde vektor −{Rp} vyjaďruje hodnoty koncových sil od zat́ıžeńı na dokonale vetknutém nosńıku.
Známe-li hodnoty koncových sil (vektor {R}) můžeme bez problémů vyjáďrit pr̊uběhy vniťrńıch
sil v jakémkoli pr̊ǔrezu vyjmutého prutu užit́ım podḿınek rovnováhy.
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - deformačńı metoda

Vektory {R}, {Rp} z tabulek
Připomeňme rov. (6) a vyjáďreme vektory {R}, {Rp}, {r} dle značeńı použitého v tabulkách
koncových moment̊u

{R}T = {Xab,Zab,Mab,Xba,Zba,Mba}
−{Rp}T = {X̄ab, Z̄ab, M̄ab, X̄ba, Z̄ba, M̄ba}
{r}T = {ua,wa, ϕa, ub,wb, ϕb}

k =
2EIy
L

, n =
EA

L

Dosazeńım těchto výraz̊u do rov. (5) již snadno dostaneme

baX   =

abZ   =
abZ   =

abX   = M(x)

M   =ba

R
p

M   =ab R
p

R
p

R
p R

p

R
p

1

3
2 5

6

3

1(a) 2(b)

Koncové śıly {R}

Prvky vektoru transformovaného zat́ıžeńı {Rp}
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Deformačńı metoda - p̌ŕımý prut v rovině

Zadáńı:
Uvažujte staticky neurčitý p̌ŕımý nosńık. S využit́ım obecné DM určete vniťrńı śıly. Osovou
tuhost pr̊ǔrezu EA a ohybovou tuhost pr̊ǔrezu EIy uvažujte konstantńı, shodné pro oba pruty.

�
�
�
�

�
�
�
�

R
1
6

21 3

ϕ
3ϕ

222(u  ,w  ,    )

1 2

1L 2L

R R

2

3

2

1

5

1 2

2

R RR1
4

R  = 06
2

M

M

Fx
Fz

Fx
Fz

Řešeńı:

1. Definice a určeńı počtu neznámých (pn)

• pn=4, neznámé {r}T = {u2,w2, ϕ2, ϕ3}
• neznámé u2, w2, ϕ2, ϕ3 urč́ıme z podḿınek rovnováhy ve styčńıćıch 2 a 3

2. Sestaveńı podḿınek rovnováhy, styčńıky 2 a 3 (R1
6 = M21)

1) R1
4 +R2

1 = F x

2) R1
5 +R2

2 = F z

3) R1
6 +R2

3 = M

4) R2
6 = 0



Title Page

J I

JJ II

Page 38 of 53

Go back

Full Screen

Close

Quit

3. Vyjáďreńı koncových sil pomoćı primárńıch neznámých (styčńıková p̌reḿıstěńı) s využit́ım
matice tuhosti a vektoru transformovaného zat́ıžeńı, p̌ŕıpadně vzorc̊u z tabulek kon-
cových sil. Pro ilustraci uvád́ıme vyjáďreńı momentu R1

6 = M21

R1
6 =

6EIy
L2

1

w2 +
4EIy
L1

ϕ2 R2
3 = −6EIy

L2
2

w2 +
4EIy
L2

ϕ2 +
2EIy
L2

ϕ3

M21 =
2EIy
L1

(
2ϕ2 + 3

w2

L1

)
M23 =

2EIy
L2

(
2ϕ2 + ϕ3 − 3

w2

L2

)
3) M21 +M23 = M Podḿınka rovnováhy moment̊u ve styčńıku 2

Dosazeńım do výše uvedených podḿınek rovnováhy dostaneme výslednou soustavu sil.
Jednotlivé řádky soustavy vyjaďruj́ı p̌ŕıslušné podḿınky rovnováhy: [K]K {r}K = {f}.
Matice tuhosti konstrukce [K]K je symetrická.

EA

L1
+
EA

L2
0 0 0

0
12EIy
L3

1

+
12EIy
L3

2

6EIy
L2

1

− 6EIy
L2

2

−6EIy
L2

2

0
6EIy
L2

1

− 6EIy
L2

2

4EIy
L1

+
4EIy
L2

2EIy
L2

0 −6EIy
L2

2

2EIy
L2

4EIy
L2




u2

w2

ϕ2

ϕ3

 =


F x
F y
M
0



4. Vy̌rešeńı výsledné soustavy sil a dosazeńı spočtených hodnot volných (nepodep̌rených,
nep̌redepsaných) posunů a pootočeńı zpět do výraz̊u pro koncové śıly

5. Výpočet a vykresleńı pr̊uběhů vniťrńıch sil s využit́ım podḿınek rovnováhy.
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Řešeńı s využit́ım statické kondenzace:
Eliminace některých stupňů volnosti na úrovni prvku (p̌ŕıkladem je vyjáďreńı momentu pro typ
uložeńı vetknut́ı-kloub) −→ sńıžeńı řádu výsledné soustavy rovnic.
Pro ilustraci uvažujme prut 2 a podḿınku nulového momentu ve styčńıku 3 (R2

6 = M32 = 0)

R2
6 = M32 = −6EIy

L2
2

w2 +
2EIy
L2

ϕ2 +
6EIy
L2

2

w3(= 0) +
4EIy
L2

ϕ3 = 0 (7)

Zat́ımco neznámé (w2, ϕ2) záviśı na tuhostech prut̊u 1 a 2, tak pootočeńı ϕ3 záviśı pouze na
tuhosti prutu 2 a lze jej tud́ıž vyjáďrit p̌ŕımo na úrovni prutu 2 v závislosti na (w2, ϕ2)

ϕ3 = − L2

4EIy

(
−6EIy

L2
2

w2 +
2EIy
L2

ϕ2 +
6EIy
L2

2

w3(= 0)

)
(8)

Posledńım krokem je zpětné dosazeńı do rovnice koncové śıly R2
3 = M23, č́ımž dostaneme

R̃2
3 = −6EIy

L2
2

w2 +
4EIy
L2

ϕ2 +
6EIy
L2

2

w3 +

+
2EIy
L2

(
− L2

4EIy

)(
−6EIy

L2
2

w2 +
2EIy
L2

ϕ2 +
6EIy
L2

2

w3

)
︸ ︷︷ ︸

ϕ3

=
3EIy
L2

ϕ2 +
3EIy
L2

w3 − w2

L2
= k

(
1, 5ϕ2 + 1, 5

w3 − w2

L2

)
= Mvk

ab

Obdobně bychom obdrželi Zvkab , X
vk
ab = Xab (v našem p̌ŕıpadě).

X32 = 0 =
EA

L2
(u3 − u2)→ u3 = u2 → X23 = 0→ p.r. X21 − F x = 0︸ ︷︷ ︸

u2

�
�
�
�

1

FxN=

ϕ
222(u  ,w  ,    ) (u  ,    )3

ϕ
3

Fx
M

Fz 2

5xkn, 3xkn s kon.
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Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Řešte danou úlohu zjednodušenou DM.

1. Počet neznámých: metoda p̌redpokládá, že pruty jsou osově nestlačitelné
(EA→∞), pn=2, neznámé {r}T = {w2, ϕ2}

2. Podḿınky rovnováhy ve styčńıku 2 pro určeńı neznámých {r}:

1) M21 +Mvk
23 −M = 0

2) Z21 + Zvk23 − F z = 0
M23

vk

M

M21

1)

Z21 Z
vk
23

F
2)

3. Dopočet neznámé ϕ3 z podḿınky M32 = 0, viz rov. (7) a (8)

4. Dopočet zbývaj́ıćıch koncových sil bud’ použit́ım matice tuhosti, rov. (6), nebo
p̌ŕımo z tabulek, anebo z podḿınek rovnováhy. Pro ilustraci uvažujme prut 1:

M12 =
2EIy
L1

(
ϕ2 +

3w2

L1

)
M21 =

2EIy
L1

(
2ϕ2 +

3w2

L1

)
0 = Z12L1 +M12 +M21

0 = Z12 + Z21

Z
21

M
12

M
21

L

Z
12

1

5. Dopočet a vykresleńı vniťrńıch sil

6. Jak to bude s normálovou silou?

– Normálovou śılu nelze ZDM p̌ŕımo určit → lze využ́ıt silové metody (̌rešeńı
úlohy staticky neurčitého tahu/tlaku)
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Deformačńı metoda - p̌ŕımý prut v rovině - variantńı zadáńı

Statická kondenzace
Určete pootočeńı ve styčńıku (a) pro uvažované konstrukce

a b a ba
ϕ

a
ϕ

Lba

F q

Vynucené p̌reḿıstěńı podpory

Určete pootočeńı ve styčńıku (b) pro uvažovanou konstrukci

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

a b c
1 2

F

12 21

L/2 LL/2

ϕ
b

ϕ
b

b

∆= 22

ϕ  =  ϕ  =  ϕ  =

w   =

ϕ
2

w
3

1 2 3

Styčńıkové versus prutové zat́ıžeńı, účinek teploty

Určete neznámé styčńıkové posuny a pootočeńı na dané konstrukci

ca b

θ0

1m 1m 2m

F

ca b

θh

θd

1m 1m 2m

F M

ca b

θ0

1m 1m 2m

M F

ca b

F
1

F
2

wc

1m 1m 2m
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Deformačńı metoda - rám v rovině
Zadáńı:
Uvažujte jednoduchý staticky neurčitý rám v rovině. S využit́ım obecné DM určete vniťrńı śıly.
Tuhosti pr̊ǔrezu EA a EIy uvažujte konstantńı, shodné pro oba pruty.

�
�
�
�

1

22

z
x

1

xF

2u ,w ,2 ϕ2
3

Fz

M
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

22

32X

Z21

12Z

M23

23Z

21X

21Z

M21
21X

12X

2

1

M12

23X23X
32Z23Z

M32M23

2 3

1

Fz

Fx

M

z,w

y,ϕy

M21

x,u

VIEW

Řešeńı:

1. Definice a určeńı počtu neznámých (pn): pn=3, neznámé {r}T = {u2,w2, ϕ2}

2. Zapǐste podḿınky rovnováhy, dokumentujte graficky
Při použit́ı vzorc̊u z tabulek koncových sil a moment̊u se u svislých prut̊u na prut
koukáme zprava doleva, α = −90◦. Potom uloc = −wg = −w,wloc = ug = u a
Xg
ij = Z loc

ij = Zij , Z
g
ij = −X loc

ij = −Xij , viz obrázek.
Podḿınky rovnováhy ve styčńıku 2:

1) Z21 +X23 = F x

2) −X21 + Z23 = F z (9)

3) M21 +M23 = M
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Deformačńı metoda - rám v rovině

S využit́ım vzorc̊u z tabulky celkových koncových sil a moment̊u vyjáďŕıme jednotlivé členy v
rov. (9) pomoćı neznámých styčńıkových deformaćı u2, w2, ϕ2 následovně

X21(ba) =
EA

L1
(−w2) (10)

Z21(ba) =
2EIy
L2

1

(
3ϕ2 + 6

u2

L1

)
=

6EIy
L2

1

ϕ2 +
12EIy
L3

1

u2 (11)

M21(ba) =
2EIy
L1

(
2ϕ2 + 3

u2

L1

)
=

4EIy
L1

ϕ2 +
6EIy
L2

1

u2 (12)

X23(ab) = −EA
L1

(−u2) =
EA

L2
u2 (13)

Z23(ab) = −2EIy
L2

2

(
3ϕ2 − 6

w2

L2

)
= −6EIy

L2
2

ϕ2 +
12EIy
L3

2

w2 (14)

M23(ab) =
2EIy
L2

(
2ϕ2 − 3

w2

L2

)
=

4EIy
L2

ϕ2 −
6EIy
L2

2

w2 (15)

Uplatněńım rovnic (10) - (15) v rov. (9) a p̌revedeńım této soustavy do maticového zápisu
obdrž́ıme výslednou soustavu výsledných rovnic.

12EIy
L3

1

+
EA

L2
0

6EIy
L2

2

0
EA

L1
+

12EIy
L3

2

−6EIy
L2

2

6EIy
L2

1

−6EIy
L2

2

4EIy
L1

+
4EIy
L2




u2

w2

ϕ2

 =


F x
F z
M


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Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Jak urč́ıté reakce ve vetknut́ı a jak následně dopočtete pr̊uběhy vniťrńıch sil?

• Řešte danou úlohu zjednodušenou DM

– Připomeňme, že p̌ri ortogonálńım uspǒrádáńı prut̊u nemaj́ı ohybové účinky vliv na
hodnotu normálové śıly a naopak→možnost použit́ı tzv. zjednodušené deformačńı
metody, kdy neuvažujeme stlačitelnost prut̊u (EA→∞⇒ ua = ub). Naše úloha
má v takové p̌ŕıpadě jedinou neznámou (pn=1), což je pootočeńı styčńıku 2 ϕ2.

– Momentová podḿınka rovnováhy ve styčńıku 2

M21 +M23 −M = 0→ ϕ2

– Dopočet reakćı s využit́ım tabulek a podḿınek rovnováhy

M12 =
2EIy
L1

ϕ2

M32 =
2EIy
L2

ϕ2

Zij − z podḿınek rovnováhy na prutu

Xij − z podḿınek rovnováhy ve styčńıku 2
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Deformačńı metoda - rám v rovině

Variantńı zadáńı

2

11

2

ϕ
2

u =∆2 u3 =∆

ϕ
2

M

3

ϕ
2 u3 =∆

1

ψ=∆/L1

2u =∆2

1F

2F

ϕ
2

u =

L1ψ=∆/

ψ

1

2
3

2 3

1

qq

4

32

ψ

1

F

4

ψ

1
2 3

q

u3=∆

1 2u = u3=∆
ψ=∆/L25

5

pn=4 (ODM bez kon.)

pn=3 (ODM s kon.)

pn=5 (ODM bez kon.)

pn=3 (ODM s kon.)

pn=7 (ODM bez kon.)

pn=5 (ODM s kon.)
pn=9 (ODM bez kon.)
pn=3 (ODM s kon.)

pn=1 (ZDM) pn=2 (ZDM)

pn=2 (ZDM)pn=2 (ZDM)
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Zjednodušená deformačńı metoda - rám v rovině

Momentová podḿınka rovnováhy, patrová/sloupová rovnice

Zadáńı:
Určete hodnoty neznámých styčńıkových deformaćı a pr̊uběhy vniťrńıch sil na dané konstrukci.
Úlohu řešte zjednodušenou deformačńı metodou. Ohybovou tuhost pr̊ǔrezu EIy uvažujte kon-
stantńı, shodnou pro všechny pruty.

2m 3m

3

1 2

4

10kN/m 2m

2m

2m

2m

∆ϕ

2kN

3kN

EI = konst
2

1

4
3

5

ZDM pn=2
ODM pn=10 bez kondenzace
ODM pn=3 s kondenzaci

R
5

3

R6

3

R3

2
R

5

3

R6

1
=M32

=M31

=M34

3

3

2

4

35
3kN=R  =Z

3

4
6kNm=R  =M

35

31=Z

1

3

2 4

Řešeńı:

1. Počet neznámých (pn=2), neznámé {r}T = {ϕ2,∆}

2. Podḿınky rovnováhy

• Momentová podḿınka rovnováhy ve styčńıku 3

R1
6 +R2

3 +R3
6 + 6 = 0 nebo M32 +M34 +M31 + 6 = 0 (16)

• Součtová podḿınka rovnováhy ve vodorovném směru (patrová rovnice)

R3
5 − 3 = 0 nebo Z31 − 3 = 0 (17)
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3. Vyjáďreńı koncových sil a moment̊u pomoćı primárńıch neznámých

• Momenty M3j ve styčńıku 3

Mvk
32 = M32 + k1

3

2
ϕ = −5 + EIy

3

2
ϕ

Mvk
34 = M34 + k2

3

2
ϕ =

45

4
+ EIyϕ

M31 = M31 + k3

(
2ϕ+

3

L3
∆

)
= −1 + EIy

(
ϕ+

3

8
∆

)
• Vodorovná śıla Z31

Z31 = Z31 +
k3

L3

(
3ϕ+

6

L3
∆

)
= −1 +

3EIy
8

(
ϕ+

1

2
∆

)
Z31 = − 1

L3
(2× 2−M31 −M13) m.p.r ke styčńıku 1 - kontrola

4. Výsledná soustava rovnic - vysvětlit jej́ı sestaveńı

5. Vyjáďreńı koncových sil a moment̊u - tabulkové vzorce, podḿınky rovnováhy

6. Výpočet a vykresleńı pr̊uběhů vniťrńıch sil

Př́ıpadná doplňuj́ıćı otázka:

• Jak urč́ıte neznámé hodnoty pootočeńı ϕ2, ϕ4?
Připomeňme, že M23 = M43 = 0, tedy ze vzorc̊u pro typ uložeńı vetknut́ı-vetknut́ı
dosazeńım spočteného pootočeńı ϕ3
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Deformačńı metoda - p̌ŕıhradová konstrukce

Zadáńı:
Určete posuny styčńık̊u dané p̌ŕıhradové konstrukce. Uvažujte osovou tuhost pr̊ǔrezu EA =
konst shodnou pro všechny pruty. Pro vlastńı výpočet budeme p̌redpokádat, že L1 = L3.

1

2

u2

xloc

xloc

3

xloc

xg

θ0

zg

21

3

F
w3u3

g

g g

Řešeńı:

1. Definujte neznámé a určete jejich počet (každý styčńık má 2 stupně volnosti, 2 posuny)

2. Definujte lokálńı soǔradnicový systém p̌ŕıslušný jednotlivým prut̊um

3. Vyjáďrete koncové śıly v globálńı soǔradnicové soustavě v závislosti na
globálńıch stupńıch volnosti

4. Sestavte podḿınky rovnováhy ve styčńıćıch v globálńı soǔradnicové soustavě
p̌ŕıslušné volným stupňům volnosti

Připomeňme transformačńı vztahy:

[K]g = [T]T [K]loc [T] matice tuhosti v g.s.s. (18)

−{Rp}g = − [T]T {Rp}loc vektor transformovaného zat́ıžeńı v g.s.s. (19)

{r}g = [T]T {r}loc vektor uzlových posunů v g.s.s. (20)

{R}g = −{Rp}g + [K]g {r}g koncové śıly v g.s.s. (21)
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Deformačńı metoda - p̌ŕıhradová konstrukce

• Matice tuhosti taženého/tlačeného prutu v lokálńı soǔradnicové soustavě

[K]loc =



EA

L
0 −EA

L
0

0 0 0 0

−EA
L

0
EA

L
0

0 0 0 0


, [T] =


c s 0 0
−s c 0 0
0 0 c s
0 0 −s c



• Matice tuhosti taženého/tlačeného prutu v globálńı soǔradnicové soustavě

[K]g = [T] T [K]loc [T] =
EA

L


c2 cs −c2 −cs
cs s2 −cs −s2

−c2 −cs c2 cs
−cs −s2 cs s2


kde

c = cosα s = sinα

• Vektor uzlových posunů v lokálńı a globálńı soǔradnicové soustavě

({r}loc)T = {u1, 0, u2, 0}loc

({r}g)T = {u1,w1, u2,w2}g
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Deformačńı metoda - p̌ŕıhradová konstrukce

Řešeńı zadané úlohy, pokračováńı:

1. Konstrukce je staticky určitá a počet neznámých pn=3

2. Lokálńı soǔradnicový systém a koncové śıly v g.s.s.

Xg
21 = X21 = X21 +

EA

L1
u2 = −EAαθ0 +

EA

L1
u2

Zg
31 = −X31 =

EA

L3
w3

{R2}g =


X23

Z23

X32

Z32


g

= [K]g


u2

w2

u3

w3


g

3. Podḿınky rovnováhy ve styčńıćıch 2 a 3

• styčńık 2
Xg

21 +Xg
23 = 0

• styčńık 3
Xg

32 = 0

Zg
31 + Zg

32 = F

4. Sestavit a vy̌rešit výslednou soustavu rovnic

EA

 1/L1 + 0.5/L2 −0.5/L2 −0.5/L2
−0.5/L2 0.5/L2 0.5/L2
−0.5/L2 0.5/L2 0.5/L2 + 1/L3

 u2
u3
w3

 =

 EAαθ0
0
F



1

θ0

3

α
3

X21 X21X12 X12

X13

X13

X31

F

3

X23
loc

2 2

α
2

xg

zg
+α

g
X32

g
X23

g
X21

g
Z31

g
Z32

3

2

X
loc

loc
32

X

X32

31

1

loc
X23

x
3
loc

x
2
loc

F

=−90
=−135

o

o
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - určeńı sn a pn

Obecná vs zjednodušená deformačńı metoda, statická kondenzace, vniťrńı kloub

1u ,w1

1

2

3 4

5
6

7
8

9 10

ϕ ,ϕ ,ϕ ,ϕ
1 2 3 4

• SM - stupeň statické neurčitosti: tato konstrukce je staticky určitá

• DM
pn=33 (u1, ϕ1, u2, w2, ϕ21, ϕ22, u3, w3, ϕ31, ϕ32, u4, w4, ϕ41, ϕ42,
u5, w5, ϕ51, ϕ52, u6, w6, ϕ61, ϕ62, u7, w7, ϕ71, ϕ72, u8, w8, ϕ8, u9, w9, ϕ9, ϕ10)

• DM s kondenzaćı
pn=18 (u2, w2, ϕ2, u3, w3, u4, w4, u5, w5, ϕ5, u6, w6, u7, w7, ϕ7, u8, w8, ϕ8)
pn=17 (u2, w2, ϕ2, u3, w3, u4, w4, u5, w5, ϕ5, u6, w6, u7, w7, u8, w8, ϕ8)
pokud prut 7-9 uvažuji jako konzolu ⇒ koncový moment M79 = M75 tedy znám

• ZDM
pn=7 (ϕ2, ϕ5, ϕ8,∆1,∆2,∆3,∆4)
∆1 = u2 = u5 = u6

∆2 = u3 = u4

∆3 = u7 = u8

∆4 = w4 = w5 = w7 = w9
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Řešeńı staticky neurčitých konstrukćı - určeńı sn a pn

Variantńı zadáńı
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Účinek teploty - staticky určitá vs staticky neurčitá konstrukce

Zadáńı: posud’te účinek teploty na daných konstrukćıch

θ0

ε0

θ0

a) b)
εx

el

E

Řešeńı:

• Hooke̊uv zákon

σx = E(εx − ε0) = E(εx − αθ0), εx = ε0 + εelx

• Varianta a)
εx = αθ0 ⇒ σx = 0→ N = 0

• Varianta b)
εx = 0⇒ σx = −Eαθ0 → N = Aσx = −EAαθ0


