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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

1 Princip virtualnich sil

Piiklad 1.1 Principem virtualnich sil vypoctéte vovorovny posun prufezu a. Pii vypoctu
uvazujte pouze vliv ohybovych momentu. EI, = konst. = 4000 kNm?

® @§

12
6 kN A@ L
4,5 kN [m]

Premisténi pruzezu budeme pocitat podle vzorce:

kde ¢ znaci kterékoliv z premisténi u, w, ¢ prlpadne Al Agp.
a) Reden{ pifmou integract:

Na intevalech ab a be si nejprve zapiseme funkce ohybového momentu My, od zadaného zatizeni

(CL, b) My(x) = —6-x= My’a =0, My7b = —9kNm
(b,c) Myp = —9+4,5 7= Myp=—-9kNm, My, =0

Prubéh ohybového momentu M nasledné muzeme vykreslit

I \
6 kN Y |® [kNm]

4,5 kN




1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Nyni vytvoiime virtudlni zatézovaci stav odpovidajici vypoctu vodorovného posunuti prufezu
a, tj. do prufezu a umistime virtualni jednotkovou silu ve sméru kladného posunu (zadné jiné
zatizeni na konstrukci dale nepusobi). Na orientaci virtudlntho zatizeni nezalezi. Nasledné pro
virtudlni stav zapiSseme funkce ohybovych momentu My(x)

(a,b) Myy = —1-2=My,=0,My;,=-15kNm

(b,c) Myw = —1,5= My, =—-1,5kNm,My .= —1,5kNm

Pribéh ohybového momentu M nésledné mtzeme vykreslit

-1.5
-1,5(/ ________ O]
\\ ;_@17 ©
E
ﬂ.i@ [m]

Funkce ohybovych momentu M, a My(x) dosadime do vzorce pro vypocet premisténi, misto
§ piseme u, a budeme integrovat po jednotlivych intervalech ab a be:

Tou, = fLMW)d EI : 01’5(1 z) - (=6-z)de + 5 fo (—9+44,5 - z)dx
Ue = B [576- R T J2(13,5 - 6,75 2) da
U = g [22°)7 —|—E—Iy-[13,5-x—3,375-x2]§
_ 6,75+27—13,5 _ 20,25 _ _
u, = SIS 2025 _ 5 063.1073 m

Posunuti u, vyslo kladné, to znamenad, Zze prufez a se posune ve sméru zavedené virtualni
sjednicky” o 5,063 mm (pozn.: pokud vypoctem vyjde vysledek zaporny, dojde k premisténi
proti orientaci virtudlni ,jednicky*).

b) Resen{ Verescaginovym pravidlem (numerické integrace):

Podle Vereééaginova pravidla se integrél ze souéinu dvou funkcf poéfté jako soucin plochy jedné

prvni.




1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Ja
o
4 M fo
f L {
’ J f(x)-g(x)de = Af - g,
@, ©L ®
|
Iz : b Pokud je jedna z funkei vyssiho stupné nez linearni,

|

g pak plochu musime pocitatat pravé z této plochy

pomoci kombinace ploch sestavime vyraz pro vypocet u,

2
Il

N |+

T.u, — ﬁ.{(%.(_g)&,&%-(—lﬁ))+<% (=9)-2 (—1’5)>}
e = T = oo = 5,063-107° m

¢) Reseni podle tabulek (numerické integrace):

Zékladni vyrazy, jez lze odvodit Verescaginovym pravidlem pro bézné prubéhy funkei My, a
M (2, jsou rozepsany v tabulce uvedené v zavéru této sbirky.

-9 -9
A 4
- 1 =7 _ 1 1.5 1 1.5
1ua_E_L, MM—E—Iy< 90 +E_L, ,0
15 15
A A
. T y, . T J




1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Vyraz pro sluc¢ovani ploch (integraci) prvniho ¢lenu najdeme v 1. fadku a 2. sloupci tabulky.
Verescaginovym pravidlem lze prokéazat, ze stejny vysledek dostaneme jak pro trojihelniky,
které maji oba vrcholy vlevo, tak pro trojuhelniky s vrcholy vpravo na intervalu. Vyraz pro
integraci druhého ¢lenu mame v 1. fadku a 1. sloupci tabulky.

I

Uy = ﬁ.{(é.(_g).(—1,5)-1,5) +(§-(—9)-(—1,5)'2)}=%

u, = 5,063-10"3m




1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.2 Principem virtualnich sil vypoc¢téte pootoceni prurezu b. Pii vypoétu uvazujte
pouze vliv ohybovych momentu. ET, = konst. = 6000 kNm?

24 kNm
© ® D)
ZAN
1.2 | 1,2 |
| | |

a) Reseni piimou integraci:

Nejprve vypocteme reakce od zadaného zatizeni:

Kb) 244+ A4-6=0 = A=4kN
+ A-B=0 = B=4kN

24 kNm
o
TA = 4 kN B4
Zapiseme funkce M, (z):
(c.a) My = —24= M,,=—24kNm, M,, = —24kNm
(a,b) Myp = —24+4-2= M,,=—24kNm, My, =0

Vykreslime prubéh ohybového momentu My (x):

ﬁ[@lﬂm@%

-24

Vytvorime virtualni stav. Do prurezu b, ve kterém hledame pootoceni, zavedeme jednotkovy
virtudlni moment. ZapiSeme funkce M, (x):

h-

1
6

yaz) = 0= My.=0 My,=0
y(z) = —%x = My, =0,My), = —1kNm

Vykreslime pritbéh ohybového momentu My (x):

7



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

-1

M

Funkce ohybovych momentu My, a My(w) dosadime do vzorce pro vypocet premisténi, misto
§ piseme ¢, a budeme integrovat po jednotlivych intervalech ¢a a ab:

_ My - M 1 0 1 6 1

1. _ y(z) v®) qp = / —924)-0d — / —24+4x) - (—=z)d
Pb / Bl "= B _172( ) - 0dx + 5L, (=24 +da) - (—ga)de
o = 0+ - oo — da?) do = g [20% - 4]
o = 72&)%8 =4,10-103rad ~ 14’

b) Reseni Verescaginovim pravidlem (numerickd integrace):

3\

(
5 1 e
- 1,2 , 6 ]
Lov = 77, + &1

L S U J '1)

¢y = goos =4,10-10"3 rad ~ 14’

¢) Resenf podle tabulek (numerickd integrace):

)

(_24
+ 31 M

L L ) _1)

oy = o5 =4,10-10"%rad ~ 14’

=
|
|H

2\

Py = E[y'

Prvni vyraz je roven nule (ndsobeni nulou), druhy vyraz jsme vytesili podle vyrazu ktery na-
lezneme na pruseciku 2. fadku a 2. sloupce tabulky (v tabulce jsou sloupce M a M zaménitelné).

Pootoceni ¢, vyslo kladné, to znamena, ze prutez b se pootoc¢i ve sméru zavedené virtualni
sjednicky” o 4,10 - 1073 rad tj. 14’ (pozn.: pokud vypoctem vyjde vysledek zaporny, dojde k
pootoceni proti orientaci virtudlni ,jednicky*).




1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.3 Principem virtualnich sil vypoctéte pruhyb a vzajemné pootoCeni prutu ve
vnitinim kloubu k;. Pfi vypoctu uvazujte pouze vliv ohyb. momentu. El, =
konst. = 10000 kNm?

@ o Hitiivlo [Tivisitle
? 4 %15|@ 4 —15\@ 5 —[]

Resent: obé pietvofeni budeme poéitat pouze s vlivem ohybovych momenti podle vzorce:

T My(x) - M, ()
1-6= / FI, dx

Nejprve si uréime prubéh M, od redlného zatizeni. V druhém kroku nosnik zatiZzime jednot-
kovou virtudlni silou v misté a sméru hledaného pruhybu wy, a vykreslimé prubéh ohybového
momentu My od prvniho vitrualniho zatizeni. Pro vypocet vzajemného natoceni bude dalsim
krokem zatizeni kostrukce dvojici jednotkovymi momentu (opacné orientovanych) v misté k; a
vykreslen{ pritbéhu ohybového momentu M, od ruhého virtudlnfho zat{zeni. Nésledné vyiesime
integral pro vypocet deformace. K feseni vyuzijeme numerické integrace pomoci tabulek.

Hiearchie nosnikti 4+ vnitini a vnéjsi reakce od zadaného redlného zatizent:

Qs = 30 kN
6 kN/m |

Py ii¥i]o
4

Qi=24kN A (K

=

6 kN/m | 15 1

®lyvywyyv|©

A A 15
6,375 32,625 Y

® O
Z~

AN

6.375
l2>391 8,766T

Prubéh ohybového momentu M,

-9,564

1. vitudlni stav (pro vypocet pruhybu)
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© ® © A @
VAN ZAN VAN ZAN
r ® = ® }
0,375 1,375 ! nezatl’ienéléést — nulové reakce 0 |
M,
15
M\H\D\A Vi N Vi
AN AN 74N ZANEA 74N 7\
2. virtudlni stav (pro vypocet vzajemného pootoceni)
L[] ® L[]
® ON" © @
AN AN jvk ~

@ —

hiearchie nosniku a reakce od jednotkovych momentu

=
)
_>
=)
—

B =0,594 1
A=0,344

xb) A4—1.15-1=0 = A=0,34
M,

\/ \/
WWA © A
1

1,375

>

Vypocet pruhybu wyg; pomoci tabulek:

(

9,564 ) (9,564
1,5 1.5
L J L J

10



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Oba cleny vytesime podle 1. fadku a 2. sloupce tabulky, kde mame vyraz pro integraci linearnich
funkei s maximalni pofadnici na stejném konci intervalu (v prvnim piipadé jsou obé maxima
vpravo, v druhém vlevo):

Towg, = - [3-(=9,564) - (=1,5) -4 4 1 - (=9,564) - (~1,5) - 4] = 2500

wp, = 2,7576-1073m

V misté vnitintho kloubu k1 je prihyb nosniku 2, 75761073 m smérem dolt (po sméru virtudlni

1).

Vypocet vzajemného pootoceni nosniki Ayy, pomoci tabulek:

\

(9564 ) 2:04

i

([ 5 \-22,sﬂ
—

1,5
L-Apy, = EL[y

41
;
H‘d

1,375

1,375 ) \

Prvni ¢len fesime podle 1. tadku a 3. sloupce tabulky, pficemz dvojkou ndasobime v zavorce tu
potadnici lichobézniku, nad kterou se nachazi maximum v trojihelniku. Posledni funkci My na
intervalu k,c v tabulce nenajdeme, je tfeba ji rozlozit na trojihelnik a parabolu. Soucet dil¢ich
momentovych ploch musi dat plochu puvodni.

225 O 225

|~ + _12712
/l&éflz—é-(i-ép_lg J1° =

T-Agr, = g [5(-9,564) - 1,375 4+ § - (=9,564) - (2- 1,375 + 1) - 1, 5]+

( 3\

-22.5 ( 3
’
12

1 N

1H
A

\ /

\ Ve

—26,5 1 1 1 _ 2585
= I +E—]y-[g-(—22,5)-1-4+§-12-1-4]_m

Agp, = —2,55-1073 rad

Vzhledem ke znaménku bude vzajemné pootoceni nosniku opacné, nez jak jsme zavedli jednot-
kové momenty.

11



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.4 Principem virtudlnich sil vypocitejte svisly posun prutrezu b. Uvazujte vliv pod-
dajnosti kyvného prutu. £ =2,1-108kPa, I, =5,72-10%m* A =6-10"*m?

® ivel
= ©f ®

2.5 1,5 L [m]

Reseni: Svislé posunut{ (prithyb) priifezu b budeme pocitat podle vyrazu:

- My, N(x
1-wb:/ y() d—|-/

kde druhy integral zahrnuje do vypoctu vliv poddajnosti prutu de. Oba integraly budeme fesit
numericky pomoci tabulky.

Reakece od redlného stavu:

=4-1,5=06kN

HMH@‘

2
JE ©

A
7,8 kN

Posouvajici sily V' od redlného stavu:

12



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

6
éﬂé #—j Oq
-1,8
XX
VAN
Ohybové momenty M od redlného stavu:
7 2°
- // .
nulova derivace
X
AN
Normaélové sily N od realného stavu:
V N/ Q‘
AN /\ ( ) /\
o 7.8

Posouvajici silu v dalsim vypocétu nepouzijeme, jeji prubéh nam vsak pomuze pti vykreslovani
prubéhu ohybového momentu a nalezeni prufezu s nulovou derivaci funkce M. Zde je to v
prufezu b. Tato specidlni parabola je v tabulce na 6. radku.

Reakce od virtualnitho stavu

13



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

1]
i S
0,6 kN

A
1,6 kN

Ohybové momenty M od virtualniho stavu

XX
AN
Normélové sily N od virtualniho stavu
Vi Vi 4‘
N /\ ( ) /\
o -1,6

Vypocet posunuti wb:

14



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

( )
45 o ) -7.8

S

2,5 N , 1

Ty +mr 2 + 5 Mz

-1,5 -1.5

\ J \ V

( ) (

!

=
g
I

!
7
:

— g (5 (-45) (-1,5) 2,54 1 (-4,5) - (-1,5) - 1,5) + 7 - (-7,8) - (-1,6) -2))

5,625+2,53125 24,96 o _3 _3
2,1-108-5,72-10-6 + 2,1-108-6.10-% — 6,79-107" + 0,198 - 10

w, = 6,988-10"3m ~ 7 mm

Prufez b se posune smérem dolu (po sméru virtudlni jednicky) o 7 mm.

15



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.5 Slozena soustava je zatizena kombinaci silového zatizeni, rovnomérného ohtati
o Atz a poklesem jedné z podpor. Vypoctéte natoceni prufezu a a vodorovny
posun prufezu c. Pii vypoctu premisténi od silové ¢asti zatizeni uvazujte pouze
vliv ohybovych momentu. F = 2-10"kPa, I, = 4,5-10* m* o = 12-107%°C™!

—> °
7 Aty =20°C _
El /
e @O
0 ]
—> N
>
® ®é luwvb =25 mm @é N
5 1 [m]

Reseni: Natoceni i vodorovny posun budeme poéitat podle vyrazu:

T M{L‘M:E ~ —
T :/%dﬁ/wa.msdx_gwb

Yy

Nejprve je tteba vyfesit prubéh ohybového momentu My(z) od redlného stavu. Vzhledem k
tomu, ze budeme integral fesit numericky podle tabulky, sta¢i nam grafické zndzornéni prubéhu.
Jako voditko ke spravnému vykresleni My nam poslouzi prubéh V.

Reakce od realného stavu

Z, |- - - - - - - - - - - - -~ !
“ 2Ll '
e |
o — 1| O =
I I I I
4 —>! - | |
= o (S | |
| : !
|
|< l
20 kN = Y
S kN 8 kN 0
\J

Prubéh posouvajicich sil V' od redlného stavu

16



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

O i
8 XX
O %
= X
20 4 AN ZAN

Prubéh ohybovych momentu M od redlného stavu

nulovéa derivace

401"
S X
40 E
O %
~2°
X
A A

Vypocet pootoceni ,: konstrukeci zatizime jednotkovym momentem v bodé a a vypocteme
reakce a vnitini sily
Reakce od virtualniho stavu

6
\T
al
D

1_0,2 1—0,2 Ao
\/
Priibéh ohybovych momentit M od virtualniho stavu
e
I — J
AN
—— O x
>/
1
AN

17



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Pribéh normélovych sil N od virtudlniho stavu (pozn. pritbéh N by stacilo uréit pouze na
pravé desce zatizené teplotou - pro tplnost vykresleno na celé konstrukei)

AV

0,2

/\

-0,2

Vypocet muzeme rozdélit na tii ¢sti, a sice uréeni pootoceni od silového zatizeni ¢!, od zmény
teploty ¢! a od poklesu podpory ¢”.

=
S
o2,
Il
~—
=
N
o,
=
I

= 1 .(%.40.1.44.%.40.1.5):

EI,

=
N
I

*Pa

—|

QOZ =

;

\

|
2

a0
.
o i

+E_Iy'<

106,667+66,667 __
2-107-4,5-10-%

[N-a-Atgdv=a- Aty [Ndz=12-1075-20-0=0
—B-wy = —(—0,2)-0,025 = 0,005 rad

40

\

\

1

J

0,019259 rad

Pozn: reakci B od virtualniho stavu zavadime povinné shodné orientovanou s predepsanym

poklesem podpory.

celkové pootoceni p, = ! + ! + " =19,259-1072+0+5-107% = 24,259 - 10~ 3 rad
Prutez a se pootoc¢i po sméru hodinovych rucicek o 1,39°.
Vypocet vodorovného posunuti u,: konstrukei zatizime jednotkovou silou v bodé ¢ a vypocteme

reakce a vnitini sily
Reakce od virtualniho stavu

0,4

Ohybové momenty M od virtudlniho stavu

______________ -
1205
|
1 : T<1—
ot -
0,5l: l
I I
I IR
PAN AN
0,9 0,5
\J

18



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

4 2

/ \
7 ] 2

4 =7 2

N
\
|

/
/\
_ B

VAN ZAN ZAN
Normélové sily N od virtualniho stavu
1
0,4 ] L
0,4 —

E

(HINERERRICTRARENAN
C
@

5075

Pozn.: stejné jako pii vypoétu pootoceni pg, i zde by stacilo uréit pritbéh N na desce vpravo.
Opét je pro uplnost vykreslen prubéh po celé konstrukei.

Vyipocet u. uréime jako soucet posunuti uf od silového zatizeni, v’ od zmény teploty a u’ od
poklesu podpory b.

P

=
£
<
Il
—
<
<
(o
8
Il

T

4

\ / \ /
_ 1 5 1 __ 266,667+333,333 _

= oL (f3°40-4-4+45-40-(2-4+2)-5) = Fraeier = 0,0667 m
Prvni ¢len fesime v tabulce podle 8. fadku a 2. sloupce, protoze parabola i trojihelnik maji ma-
ximalni pofadnici na stejném konci intervalu, pficemz je jedno, zdase maxima nachazi vlevo ¢i
vpravo. Podobné je to i s druhym ¢lenem, slucovani trojuhelniku a lichobézniku bylo vysvétleno
jiz difve v piikladu (1.3).

T-ul = [N-a-Atydv=a-At, [Ndz=12-10"°-20-(1-440,5-2) = 0,0012 m

= —B-w,=—(-0,9)-0,025 = 0,0225 m

|

t
C
.uc

Celkové posunutf u. = uf +ul + u” = 0,0667 + 0,0012 + 0,0225 = 0,0904 - 10~3 m. Priifez c
se posune doprava o 90,4 mm.
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.6 Slozena soustava je zatizena kombinaci silového zatizeni a nerovnomérné zmény
teploty. Vypoctéte prihyb (posun kolmo na stfednici prutu) v prutezu e. Pfi
vypoctu posunuti od silové c¢asti zatizeni uvazujte pouze vliv ohybovych mo-
mentu. FJ, = 16000 kNm? o =12-1076°C~*

6 kN/m +20 °C
QEYYYYVYYVYY
5 °C
o
— <
+20 °C| -5 °C
a
@A
5 RN 2N
Aty =420 °C At — Atg=Aty _ =5+20 _ 7 5°C
N
2 ®
-] S S e [
y—[z I At = Aty — Aty = —5 — 20 = —25°C
A

S - , v/ACd,:_E)OC, ey - . f . , /e s
Reseni: Premisténi prurezu e musime urcit jako soucet posunu w! od silového zatiZeni a posunu
w! od nerovnomérné zmény teploty

_ My - My — At —
1.%2/%@#%).Q.TdH/N.a.Atsdx

Yy

Nejprve vyfesime prubéh M od silového zatizeni. Od zmény teplot na staticky urcité konstrukci
zadné reakce ani vnitini sily nevznikaji.

Reakce od redlného stavu:

6 kN/m |
LARARLERER’

@.
=
Q
I

4 _
-
COStx = % =
_@ 9,844 kN
PAN ‘/7
9,844 kN 4 ® 4 o
22,875 kN T 19,125 kN

Prubéh posouvajicich sil V' od realného stavu:

20



1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

22,875

-9,844

Prabéh ohybovych momenti M od redlného stavu:

/239,376

e

AN
Prubéh posouvajici sily byl stejné jako v predchozich prikladech vyfesen jako voditko pro vy-
kresleni prubéhu My a v dalsich vypoctech se jiz neprojevi.
Reakce od virtualniho stavu - konstrukce zatizena jednotkovou silou v bodé e

[

|
|
|
: sino = % =
|
_ 3 _
: COoStx = 5
@[ A, =0,3906
AR
A _
A, =0,3125

reakce z celeku: @ c A, 8-1-25=0=A,=0,3125
1+ :0,3125+B.-1-0,6=0= B, =0,2875
deska ¢. I @ 0 0,3125-5—A4,-4=0= A, =0,3906
reakce z celeku: — : B, +0,3906 —1-0,8 =0 = By = 0,4094
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Pribéh ohybovych momenti M od vitrudlniho stavu:

-1,5624

11,5624

AN

Priibéh posouvajicich sil V' od virtudlniho stavu:

i

-0,3906

-0,3125

Prithyb w/ od silového zatizen:

|
£
I
—
52
<l
o,
)
I
-
E
_l’_
<]
()]
(9)]
+

EI,

/
T

2,5

/
.
|

J 1,25 1,25

J \ 4 J

Druhym a tfetim ¢lenem jsme pomoci superpozice zahrnuli do vypoctu itegral na intervalu dc.
Na sikmém prutu je nutno integrovat podél strednice, kdy l.. = I, = 2,5 m.

£ 1 1
Lwl = g+ |3
+18,75

- ((—39,376) - (—1,5624) - 4 + (—39,376) - (—1,5624) - 5+

(—1,5624) -5+2-9-1,25-2,5)| = 2220002 — 9 656 - 1073 m

3-16000
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Pruhyb w! od zmény teploty

fM~oz-%dx—kfw'oz-Atsdx:ow%-fﬁdx—l—owAts-dex:
= 12-10*6-5%15- %((—1,5624)-4+(—1,5624)-5+2-1,25-2,5)}+

=
S
Il

+12-107%-7,5 —O,3125~4—O,3906'5+0,0156~51 =

= 2,029-1073—0,281-1073 = 2,648 - 103 m

Celkové posunuti w, = w! + w! = 9,656 - 1073 + 2,648 - 1073 = 12,304 - 1073 m. Priiiez e se
posune ve sméru zavedené virtudln{ sily 1 o 12,304 mm.
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

Priklad 1.7 Piihradova konstrukce je zatizena jednou silou, rovnomérnym ochlazenim tif
prutu a poklesem podpor a a b. Principem virtualnich sil vypocitejte svisly
posun styéniku e. EA = 50000 kN, o = 12 - 1079 °C~!

© ©

24 kN

@l 18°c @ 18 °C ® 18 °C ©
X T

| 3 4 4 1]

@y =0,0dm @ =0,03m

Reseni: Pretvoreni prihradové konstrukce pocitame podle vzorce:

T-ézZ(%-l)+Z(N-a-Ats-l)—Z(}_%i-ﬁ)

Resend piihradové konstrukce m4 11 pruti, pro vypocet svislého posunuti styéniku e muzeme
psat

11

N. - N, 1
1'we:Z( é‘AAZ'li>+Z(Ni'ai'Ats,i'li)_<A'{Da+B’7:Db)
v i=1

=1

Nejprve si vyfesime normaélové sily v prutech od silového zatizeni konstrukce. Od teplotnich
zmeén a poklesu podpor jsou normélobé sily na staticky urcité soustavé nulové. Normalové sily
vytresime zjednodusenou metodou styc¢nych bodu. Jako prvni uréime nulové pruty a nésledné
vypocteme zbyvajici sily styénikovou metodou.
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PRINCIP VIRTUALNICH SIL

cos o =
sino =

cosﬁ:sinﬁ:\g:o,m?

157 S; = 18 kN
So =10 @ S3 =10 !

18 kN

S1o 0 41 —18 — S5 -sin 8 = 0 = S5 = —25,456 kN
/6 —>I—Slo—Sﬁ'COSB:0:>Sl():18kN

Se 0
18
24 kN ) TSy sina—24=0= 5, =30 kN
l o —:30-cosa+S;=0= 5, = —18 kN
@Ai
Sh
. ® 18 4:-30-sina— S5 = 0= S5 = —24 kN
3()a —:18 =30 - cosa =0 = v (kontrola)

Ss

Normélové sily N, od virtualniho jednotkového zatizeni vyiesime stejnym zptisobem. Pro jed-
noduchost opét nejprve uré¢ime nulové prutu a styénikovou metodu nasledné vyuzijeme pouze

u nenulovych prutu.
0 0 ’40
@)
@/ ® >
Q
o @ ©
o =  °o = o |
1 2 v1 ]
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

0 1 Sg-sinff—1=0= Ss=1,414 kN
@ —: =853 —5g3-cosf=0= 53 =—1kN

St S +2=0=S5;=—2kN
@ —: =S+ 53=0= S, =—1kN
2

0

C)

T Sg-sinff—1=0= 5 =1,414 kN

0 —: Sg - cos f+ Sy = 0= v (kontrola)

Svisly posun styéniku e od silového zatizeni

1

11
_ 1 — —347,617
1w/ = ﬂi (Ni'Ni-li):EA-((—25,456)-1,414.z6+18~(—2).57):—’:

50000
= —6,952-103 m

Svisly posun sty¢niku e od rovnomérného ochlazeni prutt 1, 2 a 3, to znamend Aty = Aty =
Ats 3 = —18 °C, na ostatnich prutech At,; = 0.

11
T-w = a-Z(Ni-Atsvi-li):12-10_6-(—18)-(0-3—1-4—1-4):1,728-10_3m

=1

Svisly posun sty¢niku e od poklesu podpor a a b

o>
I
—_
o]l
I
o
-
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1 PRINCIP VIRTUALNICH SIL

T-w = —(A @, +B @) =—(1-0,04—2-0,03) =0,02 m

Celkovy svisly posun stuéniku w, = w! + w! + wl = —6,952- 1072 + 1,728 - 1072 + 0,02 =
14,776 - 1073 m. Prifez e se posune ve sméru zavedené virtualni sily 1 o 14,8 mm.
Poznamka: Pro zajimavost jesté doplnime piiklady jednotkovych (virtudlnich) stavi pro vypocet
dalsich ptretvoteni.

Vodorovny posun sty¢niku e.

vI

Svisly posun styéniku d

Zména vzdalenosti stycéniku be.
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2 SILOVA METODA

2 Silova metoda

Priklad 2.1 Proved'te rozbor konstrukce pro feseni silovou metodou (SM) — stupen statické
neurcitosti, volba zdkladni soustavy (ZS), zavedeni nezndmych X;.

Pocet neznamych je v silové metodé dan stupnem statické neurcitosti konstrukce s. Pti feseni
Postupujeme tak, ze ze staticky neurcité konstrukce vytvorime uvolnénim s vazeb staticky
uréitou zakladn{ soustavu. Ucinky odstranénych vazeb nahradime staticky uréitymi veli¢cinami
Xy, Xs, ..., Xs. Pro jejich vypocet sestavime s pretvarnych podminek. Zpusob volby ZS a zave-
deni velicin X; jsou pro vybrané konstrukce ukazany na nésledujicich konstrukeich.

2)

.|

IIIU\ <X2

1

§=2-3—-34+2+1+2)
s= -2

Konstrukece je 2x staticky neurcita.

Orientaci veli¢in X; volime, musi vsak
pusobit ve sméru odebranych vazeb.

Pozor na vyjimkové piipady:

AN X/
L, <) 2
/V
N e
AN
s |
/ \
/ \
y AN
AN
viy/4

Pozn.: U vSech konstrukei zde fesenych by bylo mozné vytvorit nespocet dalsich ZS. Vzdy je
vsak tieba dbat, aby ZS byla staticky urcita, a to co do vnéjsich, tak i vnittnich vazeb.
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2 SILOVA METODA

b) F F @ F T F.
X. 2
\ / - \ Y X, / 5 ’ \ /
\ VANEE V ZAN l -~
X3 2
§s=2-3—(2-3+1+4+2)=-3
Pti vylouceni vodorovného zatizeni:
[ S R
\ A 7 N\ A g
y ~o—— | : )
X1

§=2-2—(2-24141) =2

TEY’

%%%%%

VAN

§=2-3-(14+3+1+24+3)=-3

kl

gz

P Jx

@ - bez uvazeni poddajnosti kyvného prutu

TXY’

f

Yvvy

—_— > <
X5 X5
X;
A w7 I
Xl X4

- s uvazenim poddajnosti kyvného
prutu (prut bud ponechdme nebo muzeme

premistit)

TEY’

O¥— —¢O)
X, X,
X;
A 7 A
X, Xy
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2 SILOVA METODA

d) @ X X3

X3 ¥
2
o nebo -
Uzavieny ram je vnitiné 3x staticky
neurcity: /fCQ F>
s=1-3-(24+1+43)=-3 X
X, ii
4 /‘/X2 X W\
aSy PN
) @9
X5X4T
AXV;» /} X:%
x, |
f XT f
. 1
hﬁvvhﬁ L2y Nllyyvyywvy
o
X7 Xy
727777 AN VAN 4 _>A —
X TXx
s=1-3—34+2+24+2+3)=-9

) Y

s =2:7—(4-1+12) = —2 (7 sty¢niku, 12 pruti)
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2 SILOVA METODA

Piiklad 2.2 Silovou metodou urcete prubéhy vnitinich sil. PtifeSeni koeficientt 4,5, d;0 uvazujte
pouze vliv ohybovych momentu. Spravnost vysledku zkontrolujte redukéni vétou.
FE1I, = konst. = 4000 kNm?

Resent:

[ >

| 5 Nejprve  uréime stupen statické
ol o neurcitosti s:
P
~d s=1-3—(2+2)=-1
e [©) Ol ( )

AN AN
5 [m] Konstrukce je 1x staticky neurcita.

Ze zadané konstrukce vytvorime staticky uréitou zdkladni soustavu (ZS), a to tak, ze odebereme
s vnéjsich nebo vnitinich vazeb.

: mrS
>
E: o —>
~
— Re
o7 -
T L “I»
e W A
5 [m] A
Pro vypocet neznamé X; zapiSeme
pretvarnou (deformaé¢ni) podminku:
A
51:O:>511'X1+510:0
—
VAN AN

e

Z obrazku je ziejmé, ze d; je vodorovny posun v misté podpory @). Ten lze ur¢it jako soucet
posunu 61; od vodorovné sily X; = 1 a d19 od zadaného zatizeni. Puvodni staticky neurcita
konstrukce vodorovné posunuti v podpofe (@ neumoziuje, rovnice ma tudiz na pravé strané
nulu.

P1i uvazeni vlivu pouze ohybovych momentu pocitdme premisténi d;;, 6;0 podle vyrazu:

M; - M, M, - M,
Gi= | idr = oy = [ —L
g EI, 1 BI,

Mi'MO Ml'MO
o= | ——0de = Gp= [ ———2d
0 El, 10 BEI,
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2 SILOVA METODA

Integraly budeme fesit numericky na zékladé vykresleni M, My na ZS.

-3 -3
Virtudlni stav 1 6#
-3/ -3
|\ - - - - - - - -- - - - -~ 1
| |
| |
| |
| |
' ' 0
| |
| |
X, = 1' AN AN AN AN
Y Ao
i 36
Realny stav - 13 \
Z \\\
< -36"
- é?-->: “““““““ k -18
lL ,M _>| |
. _>| |
o —+p|! I . e
I —> I 2
> : |
—»|! | 12 |
AN an VAN AN
3,6 Ass |
|
\J
1 [, 1 63
01 =—12-=(=3)(=3):-3+(=3)-(-3)-5| = —
b= g (23 8 () (85| = g
1 [1 1 1 553, 5
010=—=—|[-(=3)(=18)- 34+ =(—3)(—18 = 36) - 5+ =(—3)(—36) - 3| = ;
10 El, 4( )(—18) -3+ 2( ) )5+ 3( )(—36) B

Dosadime do pretvarné podminky a vytesime Xj:

63 553,5 553,5
EL, 7 EL ' 63 ’

X je vodorovna reakce v podpofe (@). VySel nam zaporny vysledek, reakce je tedy orientovana
opacné nez zavedena neznamd X;. Zbyvajici reakce dopoc¢itame z podminek rovnovahy na
konstrukci. Nasledné vykreslime prubéhy vnitinich sil.
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2 SILOVA METODA

Reakce [kN] Eﬁ (V) [kN]
(ap]
—————————————— 5 v
-], | L
] | /é 30 <
[ [ g T —
=l [ D~ N
1! ! = "
=l @ 8,786 @: 3,214 8,786 >
3,0 36
\/
) [kN] M) [kNm]
-9,642
ﬁh
0 ;
é N> -9,642
— S N
_3’214 8,358 g
© P C?D-\_@_ o g
[ap] | g
v
AN N AN

2,197
(a,¢) : Mg = 8,786 2,197 — 4 - =

= 9,649 kNm

Spravnost vysledku ovéiime redukéni vétou. Jedna se o aplikovani principu virtudlnich sil na
vypocet pretvoreni staticky neurcitych konstrukci. Podle redukéni véty je mozné virtudlni
zatézovaci stav TeSit na libovolné, staticky pripustné zakladni soustavé odvozené z puvodni
konstrukce.

Pokud chceme tento postup vyuzit ke kontrole vypoctu, fesime premisténi prufezu, jehoz
hodnotu predem zname (idedlné nulové). Pii kontrole redukéni vétou je lepsi vypocet provést
pro jinou ZS nez tu, kterd jiz byla v predchozim feseni pouzita.

ZS 4+ virtudlni stav Reakce

@ @ If--- - - - - - - - -- -~ "
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2 SILOVA METODA

AN

Kontrolovat budeme vodorovny posun prifezu (b):

”
ubiO
_ M-M
1-uy =

Up Fl, dz
M
M

>

)
My
B 1 8,358
Tow, = — 3
U EIy H
L My )
4 3\
-9,642
. _D
L L ’ i8,358
El, 5
1 [1 1
— _— |-.8.358-(-3
"= EL |3 (=3) 3
1
+5(=9,642)(~3) - 3]
~0,018
— T 9925.10%m =0
b 8000 ’ m

Nepresnost byla zptisobena zaokrouhlenim pfi vypoctu neznamé Xj.

... ohybovy moment vyteseny silovou metodou
... ohybovy moment od jednotkové sily ve sméru kontrolovaného posunu

EI,

M,
3
-3
My

1
34545 (=3) 3+ (-3

)(8,358 — 9,642) - 5




2 SILOVA METODA

Piiklad 2.3 a) Silovou metodou feste prubéhy vnitinich sil na slozené soustavé. Pfi feseni
koeficientu d;;, d;0 uvazujte pouze vliv ohybovych momentu.

b) S vyuzitim redukéni véty vypoctéte svislé premisténi (pruhyb) prutezu (©.

FE1I, = konst. = 2000 kNm?

6 kN/m Resenti:
- O N Vypocteme  stupen  statické
T2 KN neurcitosti s:
e §s=2-3—(3+3+2)=-2
Konstrukce je 2x  staticky

neurcita.

Zakladni soustavu vytvoiime odebranim dvou vazeb.

T 6 kN /m
X

X
sy, TET’
Xl a=0 A TQkN
\/
5y =0
/4

—
—_
/4

/4
1
—
I = E
012 1
+ Xo: 022
K——
7777
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6 kN/m
5 kN
g 0 IRE)
010 Tz kN
_|_
da0
K—
/4
Zapiseme pretvarné podminky:
51 :O:>(511'X1—|-512'X2+510:0
52:0:>(521'X1+522'X2+520:O
Pfemisténi d;; a d;0 vypocteme podle difve uvedenych vyrazi:
M - M. M; - M,
0ij = —| dip = : d
7 1, 0 Bl
Pribéhy ohybovych momentt na zakladni soustave:
2 m TXI B
L -
| lxl —1
| 2
—@—: 4
: C 6
|
-2
X, =1
—
= R VAR ,§
: Xo=1
|
|
: oy
-3 :
“ 0,333
|v 2 i 2
o %
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0,333
| 2 | 2 | A
| | ]
2
AV4 : N

(vykreslena pouze jako pomtcka -10
k urc¢eni prubéhu M)

- 7

Vypocet koeficientt d;; a d;o:

on = MlE']yldx = Elly [(_2)2 3+ %(_2)2 L Log 6] _ 862266‘
o2 =00 = MIE‘Ii%dx = Ei]y B(—2>(—3> : 3] - Ei]y
010 = ]WE]de

1 2
510—E—Iy / 3 , o+ 9 + /P
-15 /
M,
M 4 M
| o wloe— | | —&1 | | e,
Rozklad M, pod spojitym zatizenim
-4 -4
s . W/é <
1 4 3
5-6-22:3
S0 = — 1( 2)%(—15) 3+1 42+2-4) 2+1(4 (242-4)+6-(4—2-4))-2
YT FEIL |2 6 6

454 15,333 — 2,666 +20 75,666
B EI, - EI

Y

1
g3 (446)-2
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2 SILOVA METODA

Koeficienty dosadime do pfetvarnych podminek. Vzhledem k tomu, Ze vSechny vypoctené
vyrazy obsahuji ohybovou tuhost prufezu E1, ve jmenovateli, rovnice ji vyndsobime a do-
staneme:

86,666 - X; + 9-X, + 75,666 = 0

X, = —0,395kN
X, = —4,605kN

Maéame vyteSeny vSechny vnitini reakce v kloubu (©), muzeme vykreslit prubéhy vnitinich sil.

6 kN/m
4,605 0,395

T - —— -
TO,395 4,605

=

0,395
<—
774 0,395
¥ 0,395
™) [kN]
— O \
— o r
=
R E
e ~4.605
P
V) [kN]
0,268
1,732
[m]
1,605
—Illlll@llﬁllllllll E
- -0,395 \ s
You B
=15
S O
Ay -10,395
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-6,370
2
0,268 1,732
- [m]
S -0,790
D~
= Nm‘gm -
B E
0,790 |
@ [kNm] 2,635
-0,395 ;

b) Svisly posun vnitintho kloubu (© ur¢ime s vyuzitim redukéni véty. Virtudlni stav budeme
tedy Tesit na ZS.

o o =
|
|
: @ 4+ virtualni stav
|
®
7077
2
%ﬂ \/
v A paN
== &
— 7
( [-0,395 ) )
M My -@
M y @ | 0,790 0,790
Lo [T, . :
.wC: rT = —": _ .
El, El, 3| El, J%P
_ 1\7-[ m
My_2 L y‘
\ Vs
1 |1 1 —2.,238
e = —|=(=2)(=3)(=0,39540,790) + = - 0,790 - (=2) - 2| = ——""=_-1,119-1073
we =g | 2230 +0,790) + 3 (=2) 2000 m

Vnitin{ kloub © se posune smérem nahoru (proti sméru virtualn{ 1) o 1,119 mm.
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2 SILOVA METODA

Priklad 2.4 Silovou metodou vyteste prubéhy vnitinich sil na slozené soustavé. Pii feseni
uvazujte vliv poddajnosti kyvného prutu. Na ostatnich ¢astech konstrukce feste
koeficienty 0;;,d;0 pouze s vlivem ohybovych momenti. Vypocet zkontrolujte
uzitim redukéni véty. F1, = konst. = 5000 kNm? EA = 660000 kN

2 kN/m Reseni:
® \BAAARR o R
AN Nejprve urcime stupen statické neurcitosti s:
© ®
o s=1-3—(24+2+1)=-2
8 kN
— @ N
Konstrukce je 2x staticky neurcita.
[\
Pii volbé ZS je tifeba dbat, aby byl odstranén
© O %@)) spravny pocet vnéjsich a vnitinich vazeb. V nasem
pripadé odstranime jednu vnéjsi reakci a prerusime
! 2 3 m]  kyvny prut.
2 kN/m
8 kN
 —— — )('1
52 - 0 521
K~ | x < .

O— —0\= O—=—=—0l=
XQJXQH K=
611

vedeni 01 =0

2 kN/m
~ PN TETEY’
8 kN
+ X + —>
522 520
<A K
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2 SILOVA METODA

Zapiseme pretvarné podminky:
0 =0=011-X1+012-Xo+010=0

0o =0 =021 - X1+ 029- Xo+020=0

Premisténi d,; a d;0 budeme pocitat s uvazenim vlivu normalové sily na protazeni/zkraceni
sttednice kyvného prutu:

M. - M, N, - N,
5, = | i tig g
g El, ) TEa
[ M- My Ni - Ng
520 = EIy dx + EA dz

Od jednotlivych zatézovacich stavi budeme tedy vykreslovat jak prubéhy ohybovych momentu,
tak prubéhy normalové sily.

-4 -4 -4
Al el
1 > el 4 0 > \y 4
A SR T <3 T -
| - |
10,8 : . To :
| |
X e
| |
oy My H
| |
I 1 l
O

:\ﬁé
i
E

Reakce od skut. zatizeni

R TTTET %H@ﬂw{

\Z
_____A______

AV4
—— A - FTH T3
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2 SILOVA METODA

= _%7‘%\
ST ~0.25) AN H
~'10 I
\%| | -1 -1
|
10 : >“I< @ X am -0,8
721 '
X |
6 | |
| — |
U, Ox==xN N=—=0

Kyvny prut prenasi pouze X, = 1, v ostatnich zatézovacich stavech je v ném N = 0 kN.

8
&

AV4

l
N

D
(O]

AV4
/\
AV4
/\
AV4
/\

=
%
giLIIICDHII

Normaélové sily neni nutné vykreslovat po celé konstrukei, staci urcit hodnotu v kyvném prutu.
Zde jsou prubéhy vykresleny z duvodu ucelenéjsi predstavy o namahani konstrukce.

Vypocet koeficientti d;; a d;o:

o1 = MlE'IyldH N;J.ANldx_EL@ {%(—4)2.5+%42.41 +ﬁ. _g_z

e MJIE'JTQdH NjE.ANde = Eljy B(—‘l)(—l, 6—4)-3+ % 4.4 4} +ElA~0 — 52’23
521 = 612

o2 = MEJTQ dot NEANQ de

010 = MIE'IZ]/WO dx NIE;VO dx
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2 SILOVA METODA

1 |1 1 1 1
610 = — |=(=1,6)-10-2+ = (—6)(=2-1,6 —4) -3+ =-2,25- (1,6 — 4) - —.

Integrace prubéhu ohybového momentu na intervalu (e, f):

-6 -6

o _|© N

L 3m | 1.9.32 229

—1,666
5 — )
10 E]y

M, - My Ny - N,

520 = d d
2 BL, BA
50 = — | E(<16) - (2= 2-4) 24 =+ (—4)(=6) -3+ > - (—4)-2,25-3| + — -0
* 7 EI (6 2 ’ EA
71333
20 — El

Dosazeni do pretvarnych podminek:

48 54,9333 1,666

— X ! X, — =— =0 /-EI

B, ot EI, ? EI, /Ly
54,933 _ 3 71,333

X 90,666 + — | - Xy — —o =0 /-EI
EI, T ( OO0 EA) ? EI, /Bl

Po vynasobeni soustavy rovnic FI, vyfesime:

48 - Xy + 54,9333 - X, = 0

_ _3.5000 -
54,933 X, + (90,666+ 1 )-XQ = 71,333

X, = 3,048KkN
X, = —2,633kN

Velicina X; je vodorovnd reakce v podpoie (b), velicina X, Pfedstavuje osovou silu v kyvném
prutu.

Pro porovnani - bez vlivu N v tédhle vyjde X1 = 3,050 kN, X2 = —2,365 kN
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2 SILOVA METODA

2 kN/m 2 kN/m
~ YYYYYY o2 YYYYYY
T2,562
8 kN 8 kN
— —_—
A i Y - 2,633 | 3.048
= =3 2,633 A
2,633 2,633 A 3438
2,633 2,633
> ¢

Vysledné vnitini sily:

4,952

1,281, 1,719 ]
% 2,562
LT =TT : {@i:
-0,415 b 1-3,438
11:@: ) i
% —" =
P o KN =4
I 0 | |
2 '
N | ::
| ]
llIE —
-2,633
§ 166 Kontrola rovnovahy V a N na stacniku e:
L?“ —0,344 /(< 7
J A
0 1> 1,66 4,959 2,562
&) 1205 o T © 0415
N
5,124 | 2,562
—
5,266 5,367
0
[kNm)]
T 2,562 —-2,562 = 0 V
Urceni M.y z rovnovdhy na stycniku: . 4,052+ 5,367 — 0,415 2
5,124
&
u 0,344

5,468
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2 SILOVA METODA

Kontrola spravnosti vypoc¢tu redukéni vétou:

ZS -+ virtualni stav T.u 2 0
e q
o :@ ®© : Pokud jsme pii fteSeni silovou metodou
| ! uvazovali poddajnost kyvného prutu, musime ji
: | do vypoctu zahrnout i pii vypoctu premisténi
I LT redukeni vétou.
: |
| |
! ' . M- M N-N
! ! 1 -u, = d d
©L %® ! Er, "7 ) EA Y
L 2 3 [m] o
: | Vypocet vnitini reakce s:
1
B O > O
— N\
1 = ®
lo,&z l(),8
II
S=1 S=1] 1 S
- o~ —
A
0.8 x):s:4-08-5=0 = s=1kN
S=1 S=1 \/
2@, O= T 7< @
1,6 Q_P
s ifora 1
24 F N ~N1 <
AN ol
@ 2 XX @
-1
_ 111 1 1
Toug = —|=-5,124-(=1,6)+~=-2-4-(—2-0,344 — 1,66) -3+ - -2,25-2,4-3
Yo = ET {3 (=1.6)+3 ( ):3+3
-1,6 -1,6
i)’344 /é -0,344 5
ANC - + g
14 3 m 1.2.32=2,25

3
U, = 2,8-10%m =0

1 1 1
+ —-5,266~2-2+6(5,266(2-2+4)—5,468(2+2-4))-2} o (2.633)(~1) 3
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2 SILOVA METODA

Posunuti u, v neposuvné podpofe vychazi s malou nepresnosti, zpusobenou predchozim zao-
krouhlovanim, nulové vypocet je tedy spravneé.
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2 SILOVA METODA

Priklad 2.5

a) Silovou metodou vyteste prubéhy vnitinich sil na konstrukei zatizené zménou

teploty a poklesem podpor. Pri feSeni koeficientu 9,5, 0,0 uvazujte pouze vliv
ohybu, pfi vypoctu d;y uvazujte i vliv zmény délky strednice.

b) S vyuzitim redukéni véty vypocitejte vodorovné posunuti podpory (©.

Vs8echny pruty maji obdélnikovy prufez o sitce b = 0,27 m a vysce h = 0,4 m.
E=20-10kPa, « = 12-106°C™!

h

16 °C Aty,
®

2_ o

S
Il
N
N
@ A

Reseni:

a) Prut (d) — (b) neni vystaven
zméné teploty, na ostatnich pru-
tech jsou zadana spodni vldkna

tak, aby vzdy Aty = 2 °C a
At, =16 °C.
At, = +16 °C
) o
w{ @
- i ]
y_[ I
z
Aty =+42 °C
A A 241
At, = td; i _ 26:9°C

At = Aty — Aty =2 — 16 = —14°C

Kromé zatizeni teplotnimi zménami dochézi u konstrukce k poklesu podpor. Pievedeme je na

vhodné jednotky:

Po =2° = (/180°) - ™ = 34,907 - 10~% rad

wp = 35mm = 0,035 m

Ohybové tuhost prufezu: ET, = 28800 kNm?

Zvolime zakladni soustavu:

7 kN +16 °C
P> -
+2 °C
g.)oo 1
Ne)
— O
+1|+

Pa

/2\ +16 °C

+2 °C
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2 SILOVA METODA

1ll o

Xy
L o
i/
L o
Xo
5
| ll 2
i/
7 kN» +16 °C
+2 °C l 510
Zle
Ne)
— O
+1+
. L 020
¥
Ne)
— O
+ |+
=\
Wi/

Zapiseme pretvarné podminky. Pozor na nenulovou pravou stranu u druhé rovnice.

51:0 = (511'X1+(512'X2+510:0
(522217[):07035 = (521 'X1—|—522'X2+520:0,035
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2 SILOVA METODA

Premisténi d;; pocitdme podle difve uvedenych vzorcu. Pfi feseni d;9 je nutné zohlednit veskeré

pusoblcl zatizeni - premisténi od silového zatizeni 510, od zmény teploty df, a poklesu podpor

zO

S0 = 05 + 08 + 0%y

f
510

MMO

dx

550—/M a—dx—i—/N co - Aty dx

0y =—Y Ri-T

Vykreslime prubéhy momentu od vSech zatézovacich stavi, od X; = 1 a Xy =

1. Urc¢ime

prubéhy normélovych sil NV a velikost reakci v misté vnasenych poklesu podpor (zde ve vetknuti
od pootoceni @,).

-6

AV4

/\

AV4
/\

o >
-6 — 7.

RJ\J:' - 6

T,

M2 =0

Reakce Ryr1 a Ry zavadime povinné po sméru pootoceni ¢,.

7 kN
- *
2lé .

-42

I

\/
/\
O -1
\/
/\
—, ™
0
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2

SILOVA METODA

AV4
/\

AV4
/\

/\

= ©

Koeficienty 65, d0:

N Pozn.: Na staticky urcité konstrukci od nesi-
lového zatizeni (zména teploty a posun podpor)
nevznikaji zadné vnitini sily!

My - M, 1 ) , 288
811 = dz = 6)2-6+ (—6)%-6| = —
n BL, 0= g (300650 I,
My - M, 1 ) 108
5 — d = — . :—:5
12 El, . FEI, [(=6)"-3] B, ™
My - M, 1 9 9 180
82y = dz = —6)%-6+ (—6)2-3| = —
= g1, g (30000 I,
My - My 1 756
Py dz = Z(—6) - (—492).6| = 22
b= [P = o [5-0- (a2)-0) = 27
My - My 1 567
8 = dz = ~(—6) - (—21 — 42 _ 20
20 g1, g 2079 ) 3] FI,

At /1 —14
550:/M1. —dx+/N1 a-Atydr =12-107 (5( 6) - 6 6-6) 04+(—1).9}
5ty =0,022032

At i —14
5;0—/M2- —dx+/N2 o Atyde =12-107° | (=6) -3+ —— + (- 1)~3-9]
8ty = 0,007236
Ry = —Ru1 - Pa=—6-34,907 - 107 = —0, 209442
Ry = —Rp1 - $a = —6-34,907- 107 = —0, 209442
Dosazeni do pretvarnych podminek:

288 108 756
= .X — . X —— 4£0,022032 — 0,209442 = 0 .EI
EL, T BT BTV /- EL
108 180 567
— X, + — X Z— 4£0,007236 — 0,209442 = 0,035 - EI
EL, ' T EL T BTV ’ /- EL
288 - X, + 108- X, + 756+ 634,5216 — 6031,9296 = 0
108-X; + 180-X, + 567+ 208,3968 — 6031,9296 = 1008

X, = 3,955kN

X, = 32,430kN

20



2 SILOVA METODA

Vysledné reakce a vnitini sily:

Reakce:
™) [kN]
7kN +16 °C
> AV
+2 °C AN —] A AN
o =
Sl —10
+1+ 3,955 kN [O1&
— 7
—] \/
_; wp, = 35 mpa N RN
lo
=Y IS %
il 32,430 kN o—=
=
72,777

&) [kN] M) [kNm]

3,955 -23,73
S e AT -23,73 O e
— 32,430
) -194,58
g i H\I\‘W\Fm
— -44.73
239,31 ¢
= =
— /
& I
— f
] [
7 & -260,31 L
777
Kontrola rovnovahy ve styéniku (d): Dopocet My, z rovnovahy:
i 44,73
% H
v @ )
0 194,58
C) I
u239,31
7 32,43
—
A
36,385
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2 SILOVA METODA

b) Vypocet vodorovného posunu prutezu (0.

@1 v

/\

AV4

- é@
=8

R\] a — 6

1

Vv

N
AV4
/\

VvV

N

/4

Pti vypoctu musime zohlednit veskeré silové i nesilové zatizeni konstrukce:

=

=

.uc

Uc

MM
Od +/M - —da:—l—/N o- Atdx—ZR

1 1
| =(=3)(—2-44,73 -2 :
BT {6( 3)( .73 — 23,73) 3}

11
— |2 —260,31-(—2-6—13)—239,31- (=6 —2-3) ) -
YEL {6( 0,31-(=2-6—3) —239,31-(—6 3)) 3}

—14
+12-107% = - (=6)-6- —— +12-107°-1-6-9—6-34,907-10"°

0,4

N | —

123,541 - 107 4+ 8,208 - 1072 — 209, 442 - 102

—77,693-107° m
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2 SILOVA METODA

Prufez (© se posune doleva (proti smyslu zavedené virtualni 1) o 77,693 mm.

23



2 SILOVA METODA

Priklad 2.6 Silovou metodou urcete prubéhy vnitinich sil na slozené soustavé. Pii reseni
koeficientu ¢;;, 0,0 uvazujte pouze vliv ohybovych momentu. £, = konst.

Reste: a) pro symetrické zatizen{
b) pro antisymetrické zatizeni

i 6 kN/m
YYVYVVVY + N
© O
X—p@ | o 2
© @é © N
2 2 ! 2 2 |
i osa symetrie
6 kN/m |
YVYVY N
GENGILYE.
: 6 kN/m |
XA—@ | o 2
© ©® © A
2 2 2 2 L

o4



2 SILOVA METODA

Uréime stupen statické neurcitosti konstrukce (bez vyuziti symetrie nebo antisymetrie):

s=1-3—(2-2+2)=-3

Pro obecné zatizeni bychom fesili tfi neznamé veliciny X;. Pii symetrickém resp. antisymet-
rickém zatizeni lze pocCet neznamych snizit. Nutnou podminkou je, abychom ZS zvolili symet-
rickou.

a) symetrické zatizeni

\/ \/
@ = -~
é - %
2 -2,5 2.5
DRV WLV
\/ N\ \/

AV4 ) AV4

&
\
4

en
T

12 24 24

p:
gae
o

|
|\+
\
—>
ro

95



2 SILOVA METODA

s = —2 (antisymetrické X3 je nulové)

51:O:>511'X1+512'X2+(510:0
03 = 0 =01 - X1 + 22+ Xo + 00 =0

Vypocet koeficientu d;j, d;o:

1 [.1 20, 833
611 = — |2-=(=2,5)%-2,5| -2 ="
H EIy_3<’) ] El,
1 1 1 —10,416
b1p= — |=(=2,5)-1-2,5+=(—=2,5)-1-2,5| = ———
o= B |52 8 125+ 525 12,5 = 2
1 1 10, 666
§gp=—— |=-12-2,54+12.2,5+12.2| .2 = —
27 FI, |3 SR EI,
1 [1 1 225
010 = — [=(—=2,5) - (=36)- 2,5+ = - (=2,5) - (=12) - 2,5| -2 = ==
10 E[y_3( 7)( ) 7"’2( a)( ) ’:| EIy
1 [1 1 ~136
6= —— |=-1-(=36)-2,5+1-(=12)-2,54+=-1-(=12)-2| -2 =
0= Fr [3710 (302541 (C12)- 25+ 31 (-12)-2) 2 = 2
Dosazeni do pretvarnych podminek:
20,833- X; — 10,416- X, + 225 = 0
10,416 - X; — 10,666- X, — 136 = 0
X, = —8,647TkN
X, = —4,305kNm
Vysledné reakce a vnitini sily [kN, kNm]
1
01 ?0
6 kN/mV4 305 305: 6 kN/m
8,647
ai XX’
8,647 \
A, =4,616 (@ 4,616
AN <
12 12T
To
EEENCR

-
—
47031 lo 4,031

o6



2 SILOVA METODA

Z rovnovahy na levé poloviné konstrukce:

xb): A, 2,5+412:4-12-1-8,647-5-4,305=0 = A, =4,616kN

6 kN/m

\AAARAAR

ouo

N\

—_—
4,031 4,031

] |
I ; : D~
o< 12 T2
t 0? | e 0]
H : |
————— - ErET Y
] tH]
] imiflie
™ | imi
g g.n :é = 12
. <
] N/ e V2 | RSy
A A S
M) [kNm]
-7,659 _1]-7,659

+
4,305 7

T
10,078 10,078
N [@\13,922 13,922 /

24 24




2 SILOVA METODA

Dopocet momentu My, z rovnovahy na styéniku (d):

13,922
Za

24
( @
A
10,078

22
Mep = Mg = 4,305 —6 - 5 = —7,695 kNm

) [N]
—Oo— -8,647 O
gulllc 2 -2 el
-4,616 -4,616
I 4,031 T
[N O[] ]]

b) antisymetrické zatizeni

0

o8



2 SILOVA METODA

-12 o 12 =

1 [ 1T [ 17N »
L] )

6
3 @) 18— -18 3
d
-18 W

18

s = —1 (symetrické veliciny X, a X3 jsou nulové)

51:O:>(511'X1+510:0

Vypocet koeficientt 9,5, d;o:

1 1 1 50, 666
Sp=——[=-22.24 (=22 5+=--(-2)?-2|-2=—
U EIL {3 YT EI,

1 [1 1 372
10 = —— |=-2-18-2+ (=2)(=18) - 2,5+ (—=2)—12) - 2,5 + = (—2)(—12) - 2| - 2= ==
10 EIJ?) +(=2)(=18) - 2,5+ (=2)-12) - 2,5+ £ (=2)(~12) Bl

Dosazeni do pretvarnych podminek:

50,666 - X; +372=0 = X; =7,342kN

Vysledné reakce a vnitini sily [kN, kNm]

6 kN/m 0 0
(R,
1 XX

7,342 7,342
’ B

=
w DA

® lL658
0 TL658




2 SILOVA METODA

Z rovnovahy na levé poloviné konstrukce:

xb):3-4-12-14+4,-25=0 = A, =0kN

_>\J<_
0 0
N) [kN]
—O—-4.658 —®— 4,658
\/ \/
/\ | || /\
O1-1,658 11,658
E \ / N\ \/ E
/\ A /\
0,776 1,224 [m]
(V) [kN]
g;fg 4,658
L T
| |
>°|i )|<
; : 7,342 : 5
@] {(lilkE
----- ! =
| |
| |
N &
| |
| ~ |
iiliSiilanihliSilnbi
~1,658
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2 SILOVA METODA

M) [kNm]

2,684 W

<f
o]
©.\
a
H 4,492 6 S
-
0
= \’é’\DW\
[\
=+
=
e ne
= -3,316
™. I/i/ ’
o w)IN

3,316 W

Dopocet momentu My, z rovnovahy na styéniku (d):

2,684

6
@
3,316
1,2242
Mypw = 7,342 - 1,224 — 6 - 224 _ 4,492 kNm
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2 SILOVA METODA

Priklad 2.7 Silovou metodou vyfeste normalové sily v prihradové konstrukci zatizené silou,
ohtatim dvojice pruti a poklesem podpory.
EI, = konst. = 5000 kNm?, A = 3,5-10™* m? o = 12- 1076 °C~*

Zadana konstrukce

F =20kN

10 °C

At =
® \
®

oy B
W, = 25 mm @

|

20 kN

/

At =10 °C

w, = 25 mm

lA

Resenti:

Uréime statickou neurcitost s a vytvorime
zékladni soustavu. Koeficienty d;; a d;0 se
pocitaji z normalovych sil, ur¢ime proto jejich

hodnoty pro vSechny zatézovaci stavy.

s=5-2—(8+42-2)=—2

kde
5 ...pocet styéniku

8 ...pocet prutu

Pretvarné podminky:

=0
52:0

= 0 -X1+02-Xo+00=0
= 521'X1+(522'X2+620:O

Pfemisténi 6;;, d;0 pocitdme podle vzorcu:

8

=) e ok Ni NO’“ lwz NzkaAthZ Ri,7,

k=1 k=1 p=1
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2 SILOVA METODA

Ny [KN] N, [KN] Ny [KN]
AXl =1 20 kN
0 0 0 -0,6 7,5 0
~ P 1
o </ /
0 > o
il 0,8 (|08 5 §
e
y
« « > % / y Sgcj‘
o
0 0,6 j 0
4 \
o
9D
a
0 0 W, = 25 mm
-—X < | %—’7’5
Ra,,l =1 R”,’Q - 0 20
\J \J
-10

Pro lepsi prehlednost je vypocet koeficientu 6;;, d;0 usporddan do tabulky na nasledujici strance.

S = r

Sia = O =

=
510:;—ﬁ]+4,8-104—1-0,0025
520:%—1,9210—4—0

Dosazenim do pretvarnych podminek dostaneme po vynasobeni rovnic EF A soustavu:

4-X; — 1,6-Xy — 40+35,28— 183,75 = 0
~1,6-X; + 864 X, + 79,25—14,112—0 = 0
X, = 47,63kN
X, = 1,281kN
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NJ€9LE=0T —I8C' T 0+€9 LY T =N
Ay maey nypel wruald A swreinods T nnid A nyIs noupo[sAa pepridey

%OZ + Ty - %NZ + Ty - fZ = AN

MAR)S PIORAOZIYRZ YDAAT[JoUPs( po [is yohaoreuriou mizodiadns oxel Aymnqe) dnofs wiupsisod A swreiods yoonid A AJIS 9AO[RULIOU JUPI[SAA

— p—0T - 26 ‘T— 0T 8°F Gz 6L 0¥~ 79'8 9T~ ¥ — | — | | X
69L°0- 0 0 0 0 750 0 0 0 |90 | 0 [&T]| 8
¢z0'1e- 0 0 (43 0 8C'1 0 0 0z- | 80-| 0 )
I8L°€T 0 0 Go'1€ 0 ¢'C 0 0 G¢er | 1 0 |SC| 9

18¢°1 0 0 0 0 ¢'C 0 0 0 I 0 |SC| ¢
€09'9¢ | 4-0T-T6°T— =0T 7°C 91 02" RC'T 9°1- 8 01- | 80-| T c | 7¥
69.°0- 0 0 0 0 0 0 0 0 |[90-|] 0 |ST] €
G'eI- 0 0 0 0 0 0 0 ¢el-| 0 0 | 62| ¢
€9°LE 0 —01-7°C 0 0¢- 0 0 e 01- | 0 I ¢ |1
AN U ERAvERR %NZ U ERAvERR fZ 1 . %OZ . %NZ 4 . VEZ . fZ 4 . %NNZ 1 . %NZ . fZ 1 . %MZ VEZ %NZ fZ T& y
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2 SILOVA METODA

Vypoctené normalové sily a reakce vykreslime pro lepsi prehlednost na konstrukei:

A
47,63 20 kN
7,5 | 70,769y

. ®

Q)
21,025

W, = 25 mm
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

3 Deformacni metoda - rozbory

@
T u
z kladné smeéry deformacnich neznamych zavadénych na prut

L w

Piiklad 3.1 Provedte rozbor pro obecnou deformaéni metodu. Zaved te neznamé a pro kazdou

neznamou sestavte podminky rovnovahy. Reseni proved'te pro ODM bez statické
kondenzace a se statickou kondenzaci.

F »(\@) @’)

@) @

N mn

Pti teseni ODM vychazime z predpokladu, ze pruty jsou stlacitelné ve sméru své podélné osy
a kazdy styénik se tak muze posunout ve sméru osy x, ve sméru osy z a natocit kolem osy y -
pokud nékteré z téchto deformaci nezabranime podporou piimo v feSeném stycniku.

a) Reseni ODM bez statické kondenzace - vSechny pruty uvazujeme typu V — V:
M V2

@UQ

w2

F
>

1\ @

aN i

Ve stycniku (1) je branéno vodorovnému a svislému posunu pevnou podporou(u = v = 0), proto
jedinou neznamou je ;. Ve styéniku (2) a (3) neni branéno pohybu v zddném sméru, proto zde
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

budou neznamé viechny deformace u, v a ¢. Ve styéniku (3) je navic vnitini kloub a pruty
2-3 a 3-4 se mohou vzijemné natocit, tudiz zde vzniknou ruznéa natoceni pro prut 2-3 a prut
3-4. Stycnik (4) je podepien vetknutim, které odebird viechny tfi stupné volnosti — deformace
u=v=¢=0.

d = 4-9{e1; o5 & it +2-u{ug; usy + 2w {wy; ws} =d=8

Pro kazdou neznamou je nyni nutné sestavit podminku rovnovahy ve stycniku. Pti sestavovani
podminek rovnovahy zavadime koncové sily a momenty na stycénik dle znaménkové konvence
pro DM - kladné sméry koncovych sil na stycnik jsou zavedeny na opac¢nou stranu
nez koncové sily zavadéné na prut!

A
X Z
-
<L(
A
A

Jednotlivé podminky sestavime zavedenim koncovych sil na styénik dle ptislusné neznamé:
e natoceni — zavedeni koncovych momentu — momentova podminka rovnovahy

e vodorovny posun — zavedeni sil ve sméru vodorovného posunu (X) — silova podminka
rovnovahy ve sméru X

e svisly posun — zavedeni sil ve sméru svislého posunu (Z) — silovd podminka rovnovéhy
ve sméru Z

Sestaveni podminek rovnovahy:

pro urceni ¢; — momentova pro urceni us — silova pro urceni s — momentova
M M
F A F
, > 2 B
(N M |@ |@
Mo
X21 l\/’fgl
M12:0 X23+X21—F: M23+M21—M:0
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

pro wy — silova pro ¢4 — momentova pro ¢h — momentova

F>(|;@ TZQS .
S

L1+ Zaz =0 My =0 M3y =

pro wy — silova pro 4 — silovd

-
X1 TZ“
X3p+ X34 =0 Z3y + 232 =0

Sestavenim podminek rovnovahy ve sty¢nicich dostdvame soustavu osmi rovnic pro osm neznamych
deformaci.

b) Reseni ODM se statickou kondenzaci - pruty uvazujeme typu V-V, V — K, K —V a
K- K:

Zjednoduseni (statickd kondenzace) spociva v uvédomeéni si faktu, ze ohybovy moment M ve
vnitinim kloubu je roven nule a neni nutné ho pocitat. Ve vypoctu tedy muzeme uvazovat pruty
typuV -V, V—-K, K-V a K — K a deformace v mistech kde zndme hodnotu koncové sily
(typicky ve vnitinim kloubu M = 0), neni nutné pocitat. POZOR: tyto deformace nejsou
nulové!, ale k vyreseni ulohy vykresleni vnitinich sil je nepotfebuji znat.
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

¥2
F \
B O —
l Us v-k @l Uz
Wo w3
> A4
4 =
) @
VAN 7777
Sestaveni podminek rovnovahy:
Pro @o Pro uz Pro ws
M
M M F T
> Za3
~(m2) = ©
> -
@ ©)
v 17\’/[23 ¢ TZ
My, X1 "

My + Moz — M =0 Xog +Xoz3—F =0

Zor + Zaz =0

Z34

pro us pro ws
Z39 T
-— ®
X3 ®
T
X34
Xgo+ X34 =0 Z3y + Zzp =0

Statickou kondenzaci bylo dosazeno zjednodusSeni v podobé nizsiho poé¢tu neznamych a tomu

odpovidajici pocet soustavy péti rovnic o péti neznamych.
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Piiklad 3.2 Provedte rozbor pro zjednoduSenou deformaéni metodu. Zaved'te nezniamé a
pro kazdou neznamou sestavte podminky rovnovahy.

Pri feseni zjednodusenou deformaéni metodou zavadime predpoklad, ze E A je nekonecné velké,
tudiz nedochazi k protazeni ani zkraceni prutu ve smeéru své podélné osy.

a . o
@’uz v-k ®\ Us

P1i stanoveni deformac¢nich neznamych postupujeme tak, ze v kazdém pevném stycniku (ramovy
roh, misto zmény prufezu nebo materidlu) bude nezndmé natoceni ¢ a dale uréime, zda se
jednotlivé patra a sloupy mohou posunout ve sméru své osy ve vodorovném sméru (nezniamé
posunuti u celkého patra) nebo svislém sméru (nezndmé posunuti w celého sloupu). K posunuti
patra nedojde, je-li kdekoliv na ptislusném patie podpora zabranujici ve vodorovném pohybu.
Obdobné to plati i pro sloup.

pozn. wy = w; = 0 — posunu bran{ pevny kloub v (1)
wg = wy = 0 — posunu brani vetknuti v (4)

Ug = uz — posunu neni branéno = posun celého patra
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

pro 2 pro u
M M
~() (¢
>
|@ @ ®
U
< ——
My, Xo1 X34

M21+M23—M:0 X21+X34—F:0

(pozn.: souctovd podminka rovnovdhy se sestavuje na celém patre a je do ni zapocitano veskeré

zatizend pusobici ve sméru posunu)
Cilem ZDM je eliminace poctu neznamych, a proto pfi feseni koncovych sil a momentu zavadime

vztahy pro typy prutu V -V, V- K a K — V.
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Piiklad 3.3 Proved'te rozbor pro obecnou deformaéni metodu se statickou kondenzaci a pro
zjednodusenou deformacéni metodu. Pro kazdou nezndmou sestavte odpovidajici

podminku rovnovahy

Fy le Fy
l@ @ © l®q‘

P o )

@0

/
RETETTID

a) Reseni ODM se statickou kondenzaci - pruty uvazujeme typu V-V, V — K, K —V a
K- K:

d =59 {902; P4; P65 P85 909} +5-u {U4; Us; Ug; Ug; U10} +6-w {’wz; Wyq; Ws; We; Wo; wlo}

=d=16

Staticky urcité ¢asti lze vytesit dopoctem z podminek rovnovahy a neni tak nutné zavadet dalsi

neznameé.
e prut 3-4 — konzola — redukce sily k bodu (4)
e prut 9-10 — k-k — svisle staticky urc¢ity prut

e prut 6-7 — pro ohyb konzola — redukce = pro tah-tlak nelze zanedbat!
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Fy

; “\fg ® ’O\lF

Fl-a / O— 4|
@ l?jj v-k l“?,;) k-v %;v—k @
a P by
> >
o) \ 99&
| — K
@ v
Wa
P by
>
NI
g O oo Jﬁ—»
wo (| Kk |
7 <
-4 >

sestaveni podminek rovnovahy:

PTro ©o Pro U9 PTOo @4

Z24
/.\‘MM
_T Tog 3

>
M) ® o ()

Mg A

sz = My K_/ Mis

My + May + Mog = 0 Loy + Zoy + Zag =0 Mg+ Mys — F1-a=0
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Pro Uy

Xpg+Xy5 =0

Lsa+ Zsg — 5 =0

ZG5+268_F3:O

Ly + Zy5 =0

PTO ¥e

Mg, lF3
=
WL

Mg

M65+M68+F3'b:0

pTo ¥g

/\‘ Mg

MR J

Mgg + Mgy =0

Pro us

Xss + Xs6 =0

Xes + Xe7 + Xgg = 0

PTO ¥9

/\‘ Mo

Mm?\/

Mg + My11—o
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Pro Ug Pro wy Pro Uig
A
Zog
X
- O—TZQIO
©® -
<i910 A X109
® B |
X911 Z911 X1012

Moy + Moy + Mog =0 Loy + Loy + Zog = 0 My + Mys —Fy-a=0

pro w10

Z109 + Z1012 = 0

Zo10 & Z1gg9 je mozné spocitat z podminek rovnovahy na prutu 9-10:

RTTTITTY
| ‘ |
pozn.: Zgo = —L T% T% Ty = — L2

b) Reseni ZDM:
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Fy
Y v \ lg; ® 4/96\ ng
Fl.a@(\ v-k ? k-v l v-k @q‘

> P by
> >
©2 ¥8
P .
@ v-k
P by
=

e

o /
) ARTETTTT

> 7()» k-k U10
> -4
> >
® @ Y,
AN AN
C
d = 5-p{p ©1; s @s; pot +1-u{ug=up}+1-w{ws} =d="7

pozn. prut 3-4 — konzola — redukce sily k bodu (4)
prut 6-7 — pii EA = oo — konzola — redukee sily k bodu (6)

prut 9-10 — typu k-k — ve svislém sméru staticku urcitd konstrukce

sestaveni podminek rovnovahy:

PTO ¥2 PIO ¥4 pTO Us

M.

\/
\9) PR Y

Moy M mv Mys ®

My + May + Mag =0 My + Mys — F1-a=0 Ly + Zsg — o =0
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Pro @eg Pro @9
F /
Mes l ’ /_\ Mo
©
) 0
Fs3-b
]\4—68v 3 A/[f)ll\/
Mes + Mgs +F5-b=10 Mgg + Mgg =0 Mog + Mg11 =0

Pro wg = Ujg

¢ X98
©® T
¢ X911

X1012

Xog + Xog11 + X012 =0
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3 DEFORMACNI METODA - ROZBORY

Piiklad 3.4 Pro konstrukci se symetrickym a antisymetrickym zatiZenim provedte rozbor
pro obecnou deformacni metodu se statickou kondenzaci a pro zjednodusenou
deformacni metodu. Pro kazdou neznamou sestavte odpovidajici podminku rov-
novahy

a) Reseni ODM se statickou kondenzaci - symetrické zatizeni:

i
!
|
lFl ] lF1
©s ,1

m @ Us

Wy Ws

@O

i
i
|
i
i
|
|
i
i
|
o |
w3 Wg i
i
i
i

®

FTTTITITTITIITETY
3 o

Wo wy

@ ®©

i
| O

j 0sa symetrie

Fy Fy
=0 /ALV\ l _
¥ Pb ¥a
na ose symetrie: @DI*_> @I_»/‘ﬁ
U~~~ __N_ =" Up = —Up
u=0 , ,
W Wy
d = 2-¢ {ps=—py; ps = —¢5}
5-u {us = —uy; usg = —ug; Uy = —Uy; Uy = —Ug; Ug = —Ug }

6w {wy=1wy; wy=wy; Wy =Wy; W5 = Wy} We = Wg'; Wr}

d = 13
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b) Resenf ODM se statickou kondenzaci - antisymetrické zatizent:

®

|
O
©

KXTEEEEEA ,
21 GEEEELLLE.
S

®

Wo Wy

| .
| 0sa symetrie

na ose antisymetrie: ¢y = () L\_.

d = 3-¢ {ps=1y; vs = py; 1}
6-u {us = uy; us=uy; us = uy; Us = Usg; Ug = Ug; Ug}
5w {wy = —wy; ws = —wy; Wy = —Wy; W5 = —Wy; Wg = —Wg }

d = 14
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¢) Resenf ZDM - symetrické zatizenf:

¥3 :

®

. f
JHH%H%*HHHH,

@ ©
i osa symetrie

o=0 @, %\ @|/ﬁ

u=20 Wy Wy = W,

na ose symetrie:

za predpokladu ze FA =00 = Al=0= u, = —u, =0

= 2-¢p {p3=—py; 5= —py}
L-u {us =ug=—uy = —uy}
1"[1} {w5:w6:w6/ :w5/}

= 4
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d) Reseni ZDM - antisymetrické zatizent:

®
L

O

©

i
EEITIEET I L
e GEEEIETIEN A

f

@ ©

| .
| 0sa symetrie

na ose antisymetrie: 4y = () = —
. Up = U
Uyg, b a
Wq Wy = —Wq

d = 3-¢ {p3=1y; v5s=py; 1}
3-u {us =ur =uy; = —uy; Uz = Us = Uy = Uy} Ug = Us = Ug' = Uy }
1w {ws =ws = —wy = —wy}

d = 7

81
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4 ZjednodusSena deformacni metoda

Piiklad 4.1 Na zadané konstrukci vykreslete prubéh vnitinich sil. K feSeni vyuzijte zjed-
nodusené deformaéni metody. Ohybovéa tuhost E1 = 20000 kNm? .

l% 1N 10 kN/m

Yvy
O . =0 =0 @

Resent: konstrukei je mozné tesit dvéma zpusoby:
1. jako nosnik o tfech polich s tim, ze neznamé budou natoceni 5 a 3. Reseni nasledné povede
na soustavou dvou rovnic o dvou neznamych.

l25 1N 10 kN/m
y e Yy
[RETVAN V-V £ konzola

2. provedeme redukci previslého konce k bodu 3 a tim zjednodusime konstrukci na nosnik o
dvou polich s jednou neznamou ¢,. Tato varinata feseni je pocetné méné narocna, proto v ni
budeme déle pokracovat.

Jedind neznamad je natoceni yy proto feSeni bude vychazet z momentové podminky rov-
novahy ve styéniku 2.

lQE) kN 20 kN

7 tabulek pro koncové momenty a sily vyjadiime koncové momenty Moy a Mos.

N w ,wl
Moy = Moy + ko1 - (o1 +2-p2+3- Zlml)

My = 0 (moment od zat. na pevné upnutém prutu, viz tabulka)
ko= 2E = ky = 22000 = 20000 kNm

or=ws=w =0 = My = 0+20000-(0+2-0y+3- )=>M21—4OOOO 0o
Mys = M23+k23‘(175'902+1>5‘ s )

— ——F (od zatiZen{ silou) M (od zati{Zzen{ momentem)

My, = B (b+ 1) = ZH - (44 6) = 27,77 kNm

My = 2 (35— 3 b2)_2‘§8-(22—3-02)=—10kNm
Mz = 27,77 —10 = 17,77 kNm
kay = 220 = 6666, 66 kNm

wy=wy =0 = My = 17,778+6666,66-(1,5-¢2+1,5-%)
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Dosazenim do momentové podminky rovnovéhy ve stycéniku ziskdame:

40000 - o + 17,778 + 6666,667 - o5 = 0 = s = —3,556 - 10 * rad
Vypoctené natoceni zpétné dosadime do vyjadieni koncovych momentu Ms; a Mos.
My, = 40000 - (—3,556 - 107%) = M, = —14,222kNm
Mys = 17,778 4 6666, 667 - (—3,556 - 107*) = Maz = 14,222 kNm

Konstrukei si déle rozdélime na jednotlivé pruty, doplnime spoctené hodnoty koncovych mo-
mentu (modré) a oznacime hodnoty které je nutné dopocitat (Cervené).

20 kN

l25 KN
§ il 20 kNm
V-V

K vypoctu neznamych hodnot muzeme dojit:
1. vypoctem pomoci ZDM - podle tabulek vyjadiime koncové sily, koncové momenty a dosadime

vypocitané natoceni @y (podminkou je zavedeni kladnych smért koncovych sil shodné s konvenci
pro ZDM), napt.:

M12 = —7, 111 kNm g DJ\JQl - —14, 222 kNm
O ©

My = Mi+ki-(2-01+p2+3- 2ll2wll)
o1 =wh=w, =0 A koy = k1o = 20000 kNm =
= My = 20000 - ¢y
My, = —7,111 kNm
Zvo = Zho— 1;112 (31 +3- 02 +6- lelell)

20000
pr=wh=uwl=0 = Zjp = —5= 3

Z12 - 10,667kN
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

2. z podminek rovnovahy - sestavime svislé silové a momentové podminky rovnovahy na jed-
notlivych prutech a dopocitame neznamé koncové sily a momenty.

T (na prutu 1-2) : —Zyg — Zy = 0= Zs; = —10,667 kN
@ (ve stycéniku 3) : Msy +20 =0 = Mza = —20 kNm
X3) (na prutu 2-3) : —14,222 — Mzy — Zo3 -6 — 25 -4 = 0 = Zy3 = —15, T03 kN

T (na prutu 2-3) : —Zy3 — 25 — Z3g =0 = Zzy = —9,297 kN

Dopocet posouvajicich sil z rovnovahy na prutu:

Y1) : —14,22-7,11— V-2 = 0

14,222 kN -
71N (@ @) / Va2 = —10,66 kN
Va

Via T Vig—Var = 0

Vis = Vi = —10,66 kN

125 kN
My = 14,222 kN g ) 20 kNm
@ ®

Vas

Moment pod silou:
M = —20 — Vi - 4 = —20 4 37,186 = 17,186 kNm
¥2) 1 14,222-20-25-2- V56 = 0
Vi = —9,296 kN
1 Vag — 25 — (=9,296) = 0

V23 = 15, 704 kN

Po vypoéteni koncovych momentu a koncovych sil je mozné vykreslit prubéh vnitifnich sil.
Vykreslujeme vzdy na celou konstrukci, ale je mozné vykreslovat postupné na jednotlivych
prutech. Upozornéni: az po tento krok jsme pouzivali konvenci koncovych sil a momentu pro
deformac¢ni metodu. Vykresleni je nutné délat podle konvence pro vykreslovani vnitinich sil).
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125 1N 10 kN/m

Yy

Zadani \
\

20
15,704

210,666 -9,296
-20
14,222
M\ X(@\
kNm) NPT ZAN
7,110
17,186
125 KN 10 kN/m
Reakce§ + + +
- A
l10’666 kNT%,WO kN 29,296 kN

Kontrola rovnovahy:

11 —10,666 + 26,370 + 29,296 — 25 — 20 =0 v Splnéno
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Piiklad 4.2 Pomoci ZDM urcete a vykreslete vsechny vnitini sily (M, N, V), Uvazujte £ =
30 G Pa, tvar a plochu jednotlivych prufezu dle obrazku.

5 kN /m lm Uodomgngy” prut
TTEY %

B e
15 kN[[@ AT ®
| : ~
|
| |
|
| 40 kN |
|
| |
[ ! |
| |
@ @] N
VAN e stogky — ctverec
3 1,5 ! [m] o hrané 20 cm

Reseni: Na konstrukci uréime deformaéni nezndmé a typy prutii. Uvazujeme nejmensi mozny
pocet neznamych (redukce konzoly + statickd kondenzace).

s B EREA

5KN[® vk @ 45 kNm

|

> 40 kN
1 4<_

i —

| >

|

|
|
|
:
s 7

Finalni pocet neznamych je d = 2. Prvni neznamou je 9, neboli pootoceni ve stycéniku 2,

druhou nezndmou je patrovy posun uj = uf = uj;. Se zachovdnim znaménkové konvence dale

sestavime podminky rovnovahy:

|— Mpy
@ ) Mgl + M23 = O

"

My,
-
15 kNI (|) X1+ Xy +15=0
- -
Xo1 Xy

Koncové sily a momenty jsou v globalnim souradném systému. Dale je zapotiebi sestavit vztahy
pro koncové sily a momenty. Sestaveni vztahu pro koncové momenty:

36



4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

ki;

Prut 12 k-v = ko

Mo,

wh =uj ANwt =0A My = 0= My

M21

Prut 23 v-k = ko

Sestaveni vztahu pro koncové sily:

wh=u§ Awh =0 Akyy =2000A Zyy = 0= X§ = 0+ 201 5., 4 200 Lo

Prut 34 v-k = kss =

pr=0Awy=0Auj =uf=ujy = X3, = 12,5+ %"

2-E1
L

6,1 4
2-30-10°-55-0,2

“1202 — 9000

[ wl_wl
Moi + ko1 - (1,5 -2+ 1,5- =—)

042000 (1,5- gy +1,5- “2)

3000 - @5 + 750 - u

6,1 3
2-30-10°-55-0,2-0,3
3

= 9000

J— Ll
M23+k23'(175‘902+1,5'%,;—2:2)

72
f§23+%'([/2—3-b2)

B8 4 =% = 16,875
—16,875 + 9000 - 1,5 - 5

—16,875 + 13500 - 2

—l
Xgl = 25122214_%'(175'902"’_1’5'—

4

XE = 750, +187,5- uf

6,1 4
2-30-10°-55-0,2

: = 2000

X5 = Z§4:7;4+%'(175‘904+1a5'

7l _5F _ _ 5(-40) _
Zyy = —3F = 240 _q9 5

1,5-uf
4

XE, = 12,5+ 187,5 ul

4

l
W3 —Wy

L3y
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Déle dosadime do sestavenych podminek rovnovahy:

3000w + 750 -ugs + 13500-¢y — 16,875 = 0
900 - o + 187,5- w93 + 187,55 ug3 — 12,5 = —15
16500 - w2 + 750 -ug3 = 16,875
750 -y + 375wz = —27,500
16500 - 9o + 750 -ug3 = 16,875
—1500 -2 — 750 -ugs = 5D

15000 - @y = 71,875
w2 = 0,00479 rad
uj; = —0,0829 m

Déle je treba dopocitat koncové momenty a sily (dosazeni s presnymi hodnotami s a ujs):

My, = —47,812 kNm
Mas = 47,810 kNm
Xz¢ = —11,953 kN
X349 = —3,047 kN

Kontrola rovnovahy:

—47.812 + 47,812 = 0 (M + Mys =0) v Splnéno
—11,953 — 3,047 = —-15 (X§ + X§, =—15) v Splnéno

Dopocet vnitinich sil na prutech:

Prut 1-2:
pozn.: cervené je pouzita konvence deformacni metody, modre konvence vnitinich sil.

]\'{21 = 47 812 kNm

/‘\‘ Xy = 11,953 kN
ol My,

@__ Vo1 = —11,953kN

7 rovnovahy na prutu: Vi = —11,953 kN
Kontrola rovnovahy: 11,953 -4 — 47,812 = 0 v' Splnéno
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Prut 2-3:
5 kN/m
Mss = 47,812 kNm C + + + + + )45 kNm My C My,
A@ ©) ® ®
—— kN A 7
Vi — 8,437 kNVVQ’Q 6,963 “ b

¥3): 47,812 —45+5-3% -1 —Vh3-3 =0
Va3 = 8,437 kN
T 8,437 —5-3— Vi =0
Vi = —6,563 kN

Prut 4-3:

X34 = 3,047 kN
-

al
—: 3,0474+40+ Vi3 =0
Sl V43 = —43,047 kN
@: 3,047 -4+40-2+ M3 =0
@ Vis = —43,047 kN Mys = —92,188 kNm
-«

oy

M43 = —92, 788 kNm

pozn.: moment Mys lze dopocitat i ze vztahu pro koncovy moment; jak z rovnovdhy, tak ze vzorce
must vyjit stejny vysledek:

My = Myz+kyz(1,5- 904+ 1,5- M)

La3
Mys = &-F-L=2-(—40)-4=—-30 kNm
kis = 2000
wh=uf =ufy Ny =0= My = —30+2000- L (—0,0829)
M43 = —92,188 kNm
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Vykresleni vnitinich sil:

Posouvajici sily: Piechodovy prutez:
v N -30 8,437 :5=1,687 m
8437 % 8,437 kN
e - > Np; = —8,437 kN
T N
3047 11,953 kN——»

LITTTTTT

|

Ny = —8,437 kN

or]-11,953

= -43,047 Styénik (2) = dopocet @ z rovnovahy
—: =154+ 11,953 + Noz =0
N23 — 3, 047 kN
TI —8,437 - N21 =0
Normalové sily:
N [kN] Ny = —8,437 kN
[T11 |3|,%Z|L|7| [I1O 6,653 kN 30 kN
— ‘ Ny = 3,047 kN — @T > Ny — 0
= 3,047 kN ——
O)|-8,437 &—1-36,653 l
g N3, = —36,653 kN
= N3s = 0 (konzol
PN 35 (konzola)

—5:3,047 — Ngp = 0

N3z = 3,047 kN

1 —6,653 — 30 — N3y = 0
N34 = —36,653 kN

Dopocet extrému prutu 23:

pozn.: pr. prurez je 1,687 m od styc. @ 5 kN/m
. 2
Me® = —47,812 + 8,437 - 1,687 — 2151 47,812 kNng + +@ 45 kKNm
M*®* = —40,694 kNm A A
8,437 kN 6,653 kN
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Ohybovy moment:

M [kNm] -47,812
-47,812 S
|
: 1
|
| 6,094
: .
' — 5
| .
| |
PN : 92,188
Reakce: Dopocet prutu 43 pod silou:
5 kN/m lgo KN
JEETTETII b —5,067-2 0,004
15 kN 3,047 kN
®
40 kN
40 kN
11,953 kN | 43,047 kN
AN 7,
” . >%77)92 188 kNm @ 13007 kv
8,437 kN
36,653 kN 92,188 kNm

Kontrola:

1: 8,437+ 36,663 —5-3 — 30 =0 v Splnéno

—: —15 411,953 4+ 43,047 — 40 = 0 v Splnéno
@:15-4+5-3-1,5+40-2—30-1,5—8,437-3—92,188:0,001i()/Splnéno
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Priklad 4.3 Na konstrukci zatizené zménou teploty a predepsanym posunem podpory urcete
pomoci ZDM vsechny vnitini sily. £ = 30 GPa; I = 4,5-10"* m*, h =
0,3m; trey =15°C; ay =12-107% K1

(pozn.: t,ep je teplota, pri které byla konstrukce postavena).

ty, = 30°C

tq = —10°C <t

cast konstrukce, kterd se

pro ohyb a smyk chovd
jako staticky urcitd
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Jako prvni sestavime 2 podminky rovnovahy:

My, C
@| w2 1 Moy + My =0

My,

Z21 e~
@

Woy : Lo1 + Zyz + Zys =0

Z 45 = 0 = lze urcit z podminek rovnovahy na prutu 45.

.ot

Vliv zmény teploty na konstrukci se da rozdeélit na dvé casti:

1. Rovnomérna zména teploty — zména teploty dana teplotou ve strednici

2. Nerovnomérna zmeéna teploty — zména teploty dand teplotnim spadem

30°C

Aty = S50 — ey

tq — teplota dolnich vlaken

t, — teplota hornich vldken

tref — teplota, pii které byl prvek zabudovén

Rovnomeérnd zmeéna teploty se zanese do vypoc¢tu jako posun jednoho ¢i obou krajnich styéniku
prutu zatizeného zménou teploty stfednice. Posun urcéime ze vztahu:

Al = (07 Ats -l
o — soucinitel teplotni roztaznosti [K _1}
At, — zména teploty stfednice

[ — délka prutu zatizeného zménou teploty
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

2. Nerovnomérna slozka zatizeni zménou teploty, tzv. teplotni spad, je rozdil mezi teplotou
dolnich a hornich vldken = projevi se v M.

At, = =80 _15=-5°C
nebo At, = =2H5 = _5°C (Aty=-10—15=-25°C a At;, =30—15 =15 °C)
Alyy = 121075 (=5) -4 = —2,4-10~* m = zkracen{ prutu

(pozn.: pro vyjpocet lze posunuti dané teplotni zménou umistit jak do stycniku (2), tak do stycniku
@. Musime pritom dbdt na orientaci daného posunu dle skutecnosti.)

Al =4,2-10"" m

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

Vypocet potiebnych koncovych sil a momentu:

Mgl = M21+k21-(2~§02+¢1+3'2;2:u1)

_ 2-EI _ 2:30-10%-4,5.10=% __
kot = Fo5 = ="—52>—— = 9000
wy = (wag + Alag) (pozn.: pFipocteme vliv zkrdcend prutu)

M21=901:O:w1:O:>M21 = O+18000<p2+9000(w24—|—2,410_4)
Ma; = 18000 - s + 9000 - Way + 2,16
Moy = Moy +kor - (1,5 0y + 1,5 “2=)

Loy

_ 2-BI _ 230-10%4,5.107% _
kas = =" — = 6750
Moy = _%'E—]'O‘t'%

My = —2-30-10°-4,5-10—4-12-1075 - =215 — 32 4 kNm
Mys = 32,4+ 10125 -,

Zy = 721+%-(3-g01+3-<p2+6-—“’2_“)1)

l21
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Z21 = g01=w1:0 /\k21:9000 A\ w2:w24+Alg4 =
= Zo; = 9000 - ps 4+ 6000 - woy + 1,44

Zyz = Z43+%'(1a5‘<ﬂ3+175'%)

k’43 = %:9000 /\743:0 N Wy = Woy N w3:5~10_3m =

43

= Z43 = 1500'W24—7,5

Dosazeni koncovych momentu a sil do podminek rovnovahy:

18000 - w3 + 9000 - wey + 2,16 + 32,4 4+ 10125-¢y = 0
9000302 + 600011)24 + 1,44 + 1500’(1)24 — 7,5 =0
28125 - s 4+ 9000 - wyy = —34,56

9000 - w2 + 7500 - w9y = 6,06

02 = —2,415-1073 rad
Woyu = 3, 705 - 1073 m

Dopocet koncovych momentt a sil: Kontrola rovnovahy:

My, = —7,953 kNm —7,953+ 7,953 = 0

Moy, = 7,953 kNm (Mgl + My = O) = Vv Splnéno
Zoy = 1,942 kN 1,972 —-1,972 = 0
Z43 = —]_, 942 kN (Z21 + Z43 = O) = v Splnéno

Dopocet vnitinich sil na prutech:

M12 = 13, 779 kNm g@) @D ]\[21 = 7, 953 kNm

Ty = 1,942 kN
Vis = 1,942 kN

T:Vi—1,942 = 0

Viz = 1,942 kN
Y1) : M3 —1,942-3-7,953 = 0

M, = 13,378 kNm
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

My = 7,953 kNm

¥ O\ Vi 2 1,988 kN
@

Y4) : 7,953 = Vyy-4=0
V24:1,988 kN

@] Vi =1,988 kN

M34 = 5,826 kNm G@) @:
T K3) © Mz —1,942-3=0

11/34 = 1,942 kN Msj, = 5,826 kNm

Z4s = 1,942 kN

Vykresleni vnitinich sil:

v [kN] 1,942

1,988

71,942
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

M [kNm]
_13,779
7,953
7,953
N\ /
W -
5,826
N [kN]
“1,988
O-1,942
0,795
IIIIIIIIIIIQIIIIIIIII}’\—
TR
“1,193

Norménov4 sila se rozdéli v poméru tuhosti v tahu-tlaku danych dvou prutu (Alys = Alys)

Naz-laz __ Nas-lys _ Nas-lys
1) EA — EA Nz = las

2) Nyz+ Ny5 = Vi
N45'(Z—2+1)=V42 = N45=V42'%
— 1,193 kN

N45 - 1,988 .
Nys =1,988- 7 = 0,795 kN

3
5
2
5
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

1,942 kN
1,988 kN >T
@)
<——1,988 kN
\J
1,942 kN
1,988 kN
—
Ny l N,
< 43 U@ < 45
Reakce
13,779 kNm
1,988 kN @
B\
T1,942 kN
5,826 kNm

1,193 kN
<

O

0,7945 kN @
l1,942 kN T@
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Priklad 4.4 Pomoci zjednodusené deformacni metody urcete a vykreslete prubéhy vsech
vnitinich sil na ramové konstrukci. Konstrukce je zatizena silovymi uéinky, rov-
nomérnou zménou teploty prutu (2) — (5) a natotenim podpory (D).
ET = 20000 kNm?, a; = 12-107% K1, ¢, = 20 °C, Aty = 10 — 20 =
—10 °C, Algs = Aty -0y -lys = —10-12-107%-3 = —=3,6 - 107% m = zkrdceni

prutu!
M@ N
B!
|
|
tp, = 10°C |' t4 = 10°C o)
h | 20 kN @__
| |
| Lo
Or—r————————— '
Qe I
|
1‘_ g !
T :
Jld— E | <t
< !
— I
01 = 0,0025 rad f |
© ®
AN
: m]
Typy prutu a nezndmé (pozn.: provadime redukci konzoly):
21
®|
|
|
>
0 ©®
| |
| konzola 24 kNm
I O — LY 0
Alys = 3,6 - 107* m L O] = } > Uoy 20 kN

Qor ] @D

|

| |

| |

| |

| < =

| i

| |

| |

| |

| |
@I !

Podminky rovnovahy:

24 kNm

17\"'[42 C @/D 904 N M42 + M43 = —24

My
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

20 kN .
<i® <@L > Uoy -

Xo1 X3

Sestaveni koncovych sil a momentu:

My =
ki =
Mp=wy=0 A wy=-3,6-10"% = My =
My2 =
Myz =
kig =
My =0 A wh=uf =uy = My =
X35 =
kos =
Zos=¢ps=wi=0 A wh=uj =up = X5 =
X2gl =
ko1 =
Zy =
01 =—0,0025 A wh=1upyy N wl=0 = X§ =
XZZ:& =
ki3 =10000 A Zyg=wh=0 A uf=uy = X§ =

Dosazeni do podminek rovnovahy:

Xos + Xo1 + Xz = 20

Mg+ kag - (1,5 - 04 + 1,5 - 24=12)
220000 — 10000 kNm

15000 - ¢4 + 3750 - (0 — (=3,6 - 107%))
15000 - ¢4 + 1,35

Mz +kaz - (1,504 + 1,5 wgiué)
220000 — 10000 kNm

15000 - ¢4 + 3750 - uzy

— wl_wl
Zys = Z o5 — ,%‘Z (1,595 + 1,5 - =—2)

2.20000 __ 40000
s =5 kNm

20000
9

o4 wb —w
Zh, =Z21+%'(175'§01+175‘ﬁ)
220000 = 10000 kNm
—(—3LL) = 18 kN
18 + (—97 375) + 9377 5 - Uy

J— l—w
Zhy = Zas+ 12 - (1,5 04 + 1,5 - “425)

Ly3
3750 - Pa + 937, 5- Ug4

U24

Mo+ Myz = —24
Xos + Xo1 + Xy3 = 20
(15000 - @y + 1,35) 4 (15000 - 4 + 3750 - up,) = —24
(22990 . 41y) + (18 + (—9,375) + 937, 5 - uzy) + (3750 - 4 + 937,5 - upg) = 20
30000 - 4 4 3750 - gy = —25,35

3750 - 4 +4097,2 - upy = 11,375

Dopocet koncovych sil a momentiu:

pg4 = —1,346-1073 rad
Uggq — 4, 008 -1073 m
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

My, = —18,84 kNm
My = —5,16 kNm
Xop5! = 8,906 kN
X.Y = 12,382 kN
X3¢ =  —1,29 kN

Dopocet vnitinich sil na prutech:

Xo1 = 12,382 kN —:12,382-12-4— Vi = 0

Viz = —35,618 kN
XD © Mip+12,382-4—12-4-2 = 0

M, = 46,472 kNm

x = prechodovy priufez = V = 0

XELTLX.
12 kN/m

V(z)=12,382—-12-2=0=2 = 1,032 m
D
X 7 Vi = 35,618 kN Moy = —12,382 - 1,032 122052
M12:46,472 kNm Mext _ —6,388 kNm

@DJ\/[@:I&M N AD) 18,844V 4 = 0

@) Vi = —4,71kN
Voy = 4,71 kN lv42 — 4,71 kN
M52 = —26, 72 kNm
'/\ Vio = —8,906 kN _
al — —: —8,906 — Vs = 0
V52 - —8,906 kN
¥5) : Ms,+8,906-3 = 0
Mss = —26,72 kNm
@| X5 = 8,906 kN
1—>

101
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My3 = 5,16 kNm

m X43 = 1, 29 kN
+ <e——

@ —: —1,29—-V3 = 0
Vg = —1,29 kN
(pozn.: alternativni postup:)
X)) 5,164+ Va4 = 0
@_4‘/3_4: —1,29 kN Vis = —1,29 kN

Vykresleni prubéhu vnitinich sil:

V' [kN] M [kNm]
A — 26,72
\\
—51-8,906 \r&
N — ~ A-1884
& _ m B,
S NN NIETINNNE ) o
§X ik ; -6,388[ -5,16
o -1,29
: N
: AN
77 235,618 £ 16,472 |
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Reakce 2,737 kN

\

21,29

Z
'F
2

|||||||®|[||||I§
(&)

471

2,053 -4,79

XEXEXEN
12 kN/m

LI T T T T T TISITTITTTTITIIN

35,618 kN 46,472 kNm L\l,29 kN

DI||I|||||®|||||||| =

2,053 kN 4,79 kN
\J

Vyipocet Nop a Nos rozdélenim sily 4,79 kN z poméru tuhosti prutd, viz pifklad (3):

2,737 kN

8.906 kN <€—1—
<>@— — > 2120 kKN

1,79 kN
12,382 kN €——

Y
2,053 kN
Kontrola rovnovahy:
—20 kN
4,79 kN T —2,737—2,053+4,79 =0 = v Splnéno
21,29 kN<—l_@ —: —8,906 + 35,618 + 1,29 +20 — 12 -4 = 0
T>1’29 kN 0,001 =0 = v Splnéno
4,79 kN
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Y1) : 26,72+ 8,906 7 —20-5,2+4,79 - 4+
24 kNm +12- 48 46,472 =0

f-\i 0,3=0 = v Splnéno
18,84 kNlnC
@

5,16 kNm

104



4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Priklad 4.5 Na dané konstrukci urcete vSsechny deformacni neznamé pro reseni zjednodusenou
deformaéni metodou. Urcete jejich nutny pocet pokud vyuzijete symetrie kon-
strukce a symetrie jejiho zatizeni. Cela konstrukce je z materialu o Youngove
modulu pruznosti £ = 30 G Pa a vSechny pruty maji prutez 0,3 x 0,3 [m].

30 kN
y N
© @ O
i E5kN/mE K
Yy lvvvlvevfvy]
® @ ® o @ .
25 k| 125191 N
AP A
! 1,5 2 ! 2 1,5 ! [m]

NP8 NP9 ©10
| = —_—_::_*r Pm— = = o C >U810
| |
: :I@ I ug = Ug = U1p = UL10
! I
|
I {': I Ug = Us = Ug = U46
| i |
. ::{ | 6 X
| '
( Il = | .
_______ b e e Lofee, 2 % u
| r = — - T [ i ——
T
|
® @ Olu, © @ | %
| ' |
! : d=9
I .
| |
|
'@ Q|
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Pocet neznamych pii zohlednéni symetrie a typy prutu:

2
EV—V i :@V—V : Ug1o = Ugg = 0
! =
' | 'z o=l
:> : :i> :> w5 =0
|
| I|| | _
konzola |! 2 & 'konzola ¥4 T T¥6
_____ et Fr-—-—=-——-T ----
® [0 O 0] © f=-w
:> v :> 2% ¥
1 I
| | 1 xw
| |
o 2| = =3
707 70077

Symbolické vyjadreni podminek rovnovahy:

®

-
wg + Mgy + Mgg =0

M,

o]

4

Mis

5,625 kng }@) M5 wq 1 Myg + Mys + My = 5,625

"

My,
30 kN
Wos 1 Lsa + Lsg + Zogg + Zgio = 30
Zos | —— | Z
98 © 910 Zsa = Zsg N Zogg = Zgio

(vychdzi ze symetrie konstrukce a zatiZent)
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Sestaveni vztahu pro koncové sily a momenty:

l

T wk—w
Mgy = Msy+ksa- (2-ps+pa+3- =)

kg = ZEL = 23010055080 10205 _ 13500 kNm

’U)lg = U}i = saa=0 = M84 = 27000 - s + 13500 - ©a
Mgg = Mg+ kso - (2- ¢ + pg + 3 - “2=18)
2-30-106- 10,34

kgg = 1200 — 90250 kNm

0o =wg = Mgg =0 A wy = wgs = Mgy = 40500 - g + 30375 - wos
Mys = H45+k45'(2‘904+805+3'%%$)
My = L2 =52 20 _ 1 §§ kNm
s =wy =0 A w5 =wgs N ky5 = kgg = 20250 kNm =
= My = 1,66 + 40500 - o, + 30375 - wos
My = M48+7€48'(2'<P4+908+3‘%L;ﬁ)
wh =wh = My =0 A kyg = kgg = 13500 kNm =
= Myg = 27000 - 4 + 13500 - ¢g
My = M41+k41.(2-<p4+g01+3-“’%”5)
My = —(—£L) =22 = 9,375 kNm
gplzwi:wllz() N ka1 = ksg = kga = 13500 kKNm =

Zog = 798*—]’;&'(3'@9-1—3-(,08-{-6-—‘};“’8)
98 98

(,09:11}8:0 N Wg = W9z N k982k89:20250kNm =
= Zgg = 30375 - @8 + 30375 - Wos

Z910 = Z98

Zsa = Zsa+ 15 (3- 05+ 3pa +6- 25—
Zsy = —LE=-22=_5kN
s =ws =0 A ws =wgs N ksg = kg5 = 20250 kNm =
= Zss = —5+ 30375 04 + 30375 - wos

ZSG = 254

)
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Dosazeni do podminek rovnovahy:

27000 - g + 13500 - 4 + 40500 - 5 + 30375 - wes = 0
1,66 -+ 40500 - ¢4 + 30375 - w5 + 27000 - 4 + 13500 - 5 + 9, 375 + 27000 - 4 = 5, 625

2 - (30375 - s + 30375 - wes) + 2 - (=5 + 30375 - @4 + 30375 - wys) = 30

67500 - g + 13500- @4 + 30375 w5 = 0
13500 - g + 94500 -4 + 30375 - wgs = —5,416
60750 - pg + 60750 - ¢4 + 121500 - wes = 40

wg = —1,976-10"% rad, ¢4 = —1,986-10"% rad, wgs =5,273-10"* m

Dopocet koncovych momentu a sil:

Mg, = —8,015kNm  Zgs = 10,015 kN
Mgo = 8,015 kNm Zoo = 10,015 kN
My = 9,641 kNm Zss = 4,985 kN
My = —8,029 kNm  Zss = 4,985 kN

M41 = 47013 kNm

Kontrola rovnovahy dle konvence pro ZDM (viz obrdzky u vyjddreni podminek rovnovdhy):

Stycenik (®) —8,015+8,015 = 0 =V Splnéno
Styénik (4) : 9,641 — 8,029+ 4,013 = 5,625 = v Splnéno

Styeniky (9) a (5) : 10,015 + 10,015 + 4,985 + 4,985 = 30 = v Splnéno

Dopocet momentu M, ve vetknuti:

wi—uq

My, = M14+k14'(2'901+804+3-—h4 )
Y1 = wi == U)ll =0 A M14 = —M41 == —9,375 kNm A l€14 = l{?41 = 13500 kNm =
= My, = —9,375+ 13500 (—1,986-107%)

M14 = —12,056 kNm
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Dopocet vnitinich sil z rovnovahy na prutech:

Mgy = 8,015 kNm C Myg = 12,015 kNm
©),

Zos = 10,015 kN
Vo = 10,015 kN l s /

¥8) : Mos + 8,015 —10,015-2 = 0
Mys = 12,015 kNm
o Vgo — 10,015 = 0
Vg = 10,015 kN
5 kN/m

M45 = 9, 641 kNm CE M54 = 10, 329 kNm
@ ©

A Zey = 4,985 kN

Vis = 14,985 kN

1 Vis—5-2—4,985 = 0
Vs = 14,985 kN
¥5) : Msy+9,641 — 22 —4,985-2 = 0
Mss = 10,329 kNm

My, = 4,013 kNm

F o\ Va2 9819 KN 1) : 4,013 - 12,056+ 25-1,5 = Vy; -3 =0
@ V41 - 9, 819 kN
25 kN V- 25— Vi =0
Vi = 15,181 kN
DO Vig = —15,181 kN Moment pod silou:
1~ «— ’
" —9.819-1,5+ 4,013 = —10, 714 kNm

M14 = 12, 056 kNm

Mg, = 8,015 kNm
NS TSNy 8 015 - 8,020~ Vay -3 =0
Vs = —5,348 kN
— ¢ Ve —Vig=0
V48 == —5, 348 kN

\_9 Vig = —b, 348 kN

M48 = 8, 029 kNm

109



4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

Vykresleni vnitinich sil pro celou konstrukei:

(pozn.: @ a @ jsou symetrické, @ je antisymetrickd.)

V [kN]
10,015
14,9859-5,348 (001015
N 5,348:@-17’5
i =
HPH 4085
9,819—@-7,5 —5—1-9,819
o o \-14,985
77 15181 1518177
N [kN]
EECHEN inaEERINNN e
— 5,348 | -5,348 |—
[1-10,015 fal-9,970 =
E % O]-10,015
15,167 15,167
0 1] é T | | —1 ()
o_—1-32,5 o_—1-32,5
/A /A

Silové kontroly rovnovahy:

10,015 kN

5,348 kN
l<— 8

5,348 kN —»

T

10,015 kN
30 kN

5,348 kN »T '@ T< 5,348 kN

10,015 kN 1 10,015 kN
A

9,970 kN

10,015 kN

<L5,348 kN

7.5 kN | 14,985 kN

» 15,167 kN
o

32,5 kN

9,970 kN

15,167 kN < T | T » 15,167 kN

®

4,985 kN ™ 4,985 kN

= Rovnovéaha sil je splnéna.
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4 ZJEDNODUSENA DEFORMACNI METODA

M [kN]

8,015

EN

8,015

e

-8,015

-9,625

§9,641
AL 8,029

%

A

7

12,015

—9,64/1%
-8,029 m

8,015

-9,625

-10,741

9

Reakce a zatizeni

(UL

10,329

‘ 12,056 -12,056j

30 kN

10,741

5 kN/m

vy

Yvy

Yvy

vy

25 kN
<—
12,056 kNm
15,181 kN
A
32,5 kN

Momentové kontroly rovnovahy

|—)8ﬁ015 kNm

\_A

8,015 kNm

(_

12,015 kNm

®

12,015 kNm

12,015 kNm

10,329 kN& | %329 kNm

®

8 029 kNm

C o

5,625 kNm 9,641 kNm

12,015 kNm

4,013 kNm

Kontrola rovnovahy reakei a zatizeni:
1:32,5:2-30—-5-7T=0V
— 15,181 — 15,181 =0 v
¥1) :12,056 +32,5-4 — 30 - 2—

25 kN —5-7-2—-12,056 =0 v
=
= Rovnovaha reakei a zat. je splnéna.
15,181 kN
-
A
32,5 kN
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

5 Obecna deformac¢ni metoda

Priklad 5.1 Pomoci deformacni metody vyteste vnitini sily na pithradové konstrukei. Kon-
strukee je zatizena silou ve styéniku @) a rovhomérnou zménou teploty pruti (3)
a (4). Vsechny pruty jsou z materidlu o Youngové modulu pruznosti 300 MPa a
maji prufez ve tvaru trubky (pozn.: jednd se o prihradovou konstrukci - vznikagi
pouze normdalové sily).

0,01 )
)() =
Dt =

ap=12107% K1

40 kN
\
4 )
©
0

@

<] Resen{ a pocet neznamych
7] ! wa ="
Ug =7

=d=2

—> U,

W,
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

A
ZCIC
Zad Sestaveni podminek rovnovahy ve styéniku a
Xad
- X9 4+ X7, =0 (dopovida u,
@ é ) b d ( - )
40 kKN “Xab Z9, 4+ Z9. = 40 (odpovida w,)
\/

Sestaveni vztahu pro koncové sily:

Prut @ — ®:
X5 = Xy = Xab = Nae - (up — ub)
gy = f_/: _ 300-106.(%0,1&)52—%0,042) = 212057, 504 Nm~!

Xp=ub=0 A u,=ud = X5 = 212057,504 - us

a —

Prut @ — ©:
@ 79, = X! .sina+ Z-cosa (prihradovd kee = pouze X')
pozn.: bo je v tabulkdch levy stycni
bod (@) je v tabulkdch levy stycénik
sinaw = sin(—90) = —1; cos(—90) =0 =
= ch = -1 'X}ic
E ch = _(yic_n(w' (ufz_ufz))
_300-10%-7-(0,052-0,042) _
Nge = . — 282743, 34 Nm™~
. ul, = ud-cosa+wd-sina=0+w!- (1) =—wd
S
T o _00° Xl =u=0Au=-w! =
o o) — s = ZE, = 282743339 - wE
\/
wd
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Prut @ — (d); zatizeni At:

sina = —5 cosa= &
@ I — 9.2 g.(_1
Ug = Ug \/g+wa ( 5)
I — 9. (L 9.2
Wy = Uq ( \/g+wa \/5)
__300-108-7-(0,052—0,042)
Mad = 25

Nea = 189669,998 Nm™!

726, 565°

29
Uy

®
X9 = XL -cosa
X4, = & (Kae = naa - (uly— ul))
X., = EA-a,-At, =300-109-2,827-1073 12106 - (—5) = —50, 886 kN
2
uh=0 = X7, = N (—50,886 — 189669, 998 - (—(uf - = — wi - x=)))
X8, = —45,514 + 151735,998 - u¢ — 75867,999 - w8
z% = X!, -sina
Zu = —z(=50,886 — 189669, 998 - (—ﬁ?wg))

Z8, = 22,748 —75867,999 - ug + 37933,999 - wt

Dosazeni do podminek rovnovahy:

212057,504 - u¢ — 45,514 + 151735,99-u¢ — 75867,999-w! = 0
282749,339 - wd + 32,748 — 75867,999-w? + 37933,999-wd = 40
363793.498 - u¢ — 75867,999 - wf! = 45,514
—75867,999 - ud + 320677,338-wd = 17,252
us =1,434-10%m; w8 =8,773-10 5 m

!
Xop = Xop=nap - (g, — ue)
X, = 300-107%-2,827-107%-12-107%- (=5) = —50, 886 kN
ub=ul=0 = X!, = —50,886kN
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Dopocet vyslednych koncovych sil:

!
Xy = KXoy = nap - (w, — u)

X, = 300-1076.2,827-107%-12- 106 (=5) = —50, 886 kN

u=u.=0 = X, = —-50,886kN

X = 30,410kN X! = —50,886 kN
X!, = —24,804kN X!y = OkN

X!y = —33,999kN Xly = OkKN

(X8, = —30,410kN Z8, = 15,205kN)

pozn.: X!, = X}, =0 (neni zde Zddné zatizeni ani posun koncovych bodii)

Kontrola rovnovéhy:

30,410 — 30,410 = 0 v Splnéno
24,804 + 15,205 = 40,009 = 40 kN v Splnéno

Koncové sily na prutech:

%0
A "S5
24,804 kN V\@V
© ©
W
o
Bl
@
2]
el N> Zs,
24804 kN| 20" ® O\ y
| P
30410 kN (1] S0AI0KN

Vykresleni normalovych sil na prutech:

N [kN] :
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

24,804

IAL T T

50,886

33,999

Vypocet reakei:

Ss = 33,999 kN
S5 =0

RCZ

©

R. 4—
’ S6 =0

Sy = 50,886 kN

Sy = 24,804 kN

Sy = 50, 886 kN
Sy = —30,410 kN Ry,

l@

sz

-30,410

Ry = 30,410 kN
TZ —Sg'\/Lg‘f‘Rdz:O

Ra, = 15,205 kN

T: —50,886- 2 + R, — 24,804 =0
R, = 55,336 kN

— ¢ 50,886 % — Rey =0
Rex = 40, 779 kN

T: 50,8862 — Ry, =0
Ry, = 30,532 kN

—: —50,886 - 1 — (—30,410) + Ry, =0
Rpx = 10,299 kN

Vykresleni reakei a zatizeni na konstrukei:
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

A
40,709 kN . |?%:336 KN
-
A
15,205 kN
—
30,410 kN
10,299 kN
>
40 kN
| 30,532 kN
\/
Kontrola rovnovéhy:
1 —40 + 55,336 + 15,205 — 30,532 = 0,009 =0 v Splnéno
e —40,709 + 30,410 + 10,299 = 0 v Splnéno
¥a): 40,709 -3+ 15,2054 — 30,4102 —30,532-4 = —0,001 =0 v Splnéno
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Priklad 5.2 Pomoci obecné deformacni metody urcete vnitini sily na konstrukeci zatizené
silovym zatizenim. VSechny pruty maji Younguv modul pruznosti £ = 30 G Pa,
moment setrvac¢nosti k ose, kolem které jsou pruty namahané ohybem I = 1-1073
m* a plochu A =4-10"% m?2

e ey

TTTTTTE

15 |15
[
3
Resent:
lzo kN Staticky urcita c¢ast kce lze vytesit predem:
4N, © vy . ¥3): —4-1,5+20-1,5— Rs.-3=0
ZAN .
| Re, = 8 kN
TRG,Z=8kN @A:Rg,xzélkN T 8—20+R;3, =0
A R3,z =12kN
Ry, =12 kN i 4Ry, =0
Rsx =4kN

(pozn.: na zbytek konstrukce aplikujeme pouze reakce!)

Zozn.: modré reakce preneseny z vrchni ¢dsti kee)
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Mo
)
Mz + Moy

My,
<1 ~ @ » 4 kN
32 X32 + Xgl
t—
X5

Z32T—C\ Ziss + 73,

Mo C O~y iy
@ ® lZSQ "

Lo

Mo

Mo =wy =0 = Moyg

X32

Xpp=u=0 = Xs

Zs2

Zsp=wo=0 = Zs

(@)
>
5[
2
Apt = 3.65pt = [ ™
>
e a = —90°
4\ > ; .
©)
\/
wy
N§H

=0 (pro ps2)

=4 (pro us)

= 12 (pro ws)

= 239000 — 20000 kNm

= 12090 — 40000 kNm ™"

= 3m

= Mo+ kg - (1,5 o + 1,5 - 22-12)
= 30000 - ©5 + 10000 - w3

= Xago +ngo - (uz — ug)

= 40000 - us

= Zo+ 582 (1,5 py+ 1,5 - wa—u2)

Ls2 L32

= 10000 - @y + 1929 . w;

sinae = —1
cosae = 0
kip = 23900 — 15000 kNm

wh = uf

My = M21+k21‘(2'902+<ﬂ1+3‘%%21%)
My = —101'242:—% A pr=wh=w =0
Mz = —30 + 30000 - ¢y
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

L34 = 5m
sina = %
_ 3
cosa = %
ks, = 239090 — 12000 kNm

5
ng, = 2% = 24000 kNm™!

N\ N\

g
)
) %,

)

g

X!, -cosa—Zb, sina;  ul =uf - cosa+wi - sina

X!, osina+ Zh, - cosa; wh = —ud - sina + w - cosa

!
Xy = naa - (uy — uj)

122 24,

5 50
—24 4 24000 - (0,6 - u§ + 0,8 - w§)
l l l

734_%'(175'9044'15'%)

uhy=0,6-uf+0,8 wi

My = —%32.(3+5)=—8,640 kNm
& FI): —8,640+9-2+Zy, -5 =0

Z4, = —1,872 kN
@ z,

‘-)M43 = 8,640 kN

= —1,872+720-(—0,8-u+0,6-wE)
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Xg, = 0,6 (=2 424000 - (0,6 - uf + 0,8 - w])) — 0,8 - (—1,872 + 720 - (0,8 - uf + 0,6 - wg))

XE, = —1,3824+9100,8 - uf +11174,4 - w8
Z8, = 0,8 (=2 +24000 - (0,6 - u§ + 0,8 - w)) + 0,6 - (1,872 + 720(—0,8 - uf + 0,6 - w3))
78, = —4,963+11174,4-uS + 15619, 2 - wt

Dosazeni do podminek rovnovahy:

60000- ¢y +  0-uf  + 10000 -w§ = %
0-@p  + 49100,8-uj + 11174,4-w§ = 5,382
10000 - @y + 11174,4-w§ + 18952,533 - w§ = 16,963

02 =6,942-10°rad, uS = —9,903-105m, wi =9,168 10 *m

Dopocet koncovych momentt a sil:

Mays = 11,251 kNm X8, = 7,961kN
My, = —11,251 kNm Z%, = 8,250kN
X392 = —3,961 kN X%M = 11,376 kN
Z3o = 3,750 kNN Z§4 = —1,419kN
Kontrola:

11,251 — 11,251 = 0 v Splnéno
—3,961 + 7,961 = 4 Vv Splnéno
3,750 + 8,250 = 12 v Splnéno

Dopocet momentu ve vetknuti:

_ wh—wl
My = My + k- (0201 + @2 +3 - =
Mlg = —le = %, ]{312 = 15000 kNm

pr=wh=wl=0 = My = % +15000- ¢, = 14,375 kNm
P wh —wl
My = Muz+kaz- (1,5 0a+ 1,5 =—2)
My = —8,640 4 12000 - (%2 - (u} - 0,8 — w - 0,6))

M43 = —10,906kNm

(pozn.: pro vijpocet M3 viz vyjpocet 7;4)
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Dopocet vnitinich sil z rovnovahy na prutech:

Mz, = 11,251 kNm D): —11,251 + 14,375 — 122 _ 1, .4 =0
NYeLg —19.219 kN D: 2ol + 1% 2 2
_»@ V21 == —19,219 kN
e —: —19,219+4-10 - Vip =0
>
N §_> Viz = 20,781 kN
S > Piechodovy prifez:
:@ 2 =19,219:10 = 1,922 m
Vi = 20,781 kN
JRAL M,, = —11,251 4 19,219 - 1,922 — 101922
M, = 14,375 kNm M., = 7,217 kNm
A’fgg — 11251 kNm
Xo3 = 3,961 kN »C I<X32 = 3,961 kN
&) ®l232 — 3,750 kN
Vas = 3,750 kN

N 11,376+ 12+ X =0
X3 = —23,376 kN

S 1,419 -9 -V =0
V3 = —7,581 kN

Moment pod silou:

M od sion = 1,419 - 3 = 4,257 kNm

p
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Vykresleni vnitinich sil na celé konstrukei:

N [kN] LB
-4 —o1-12
V [kN] .
= 12 H
375 ¢ H 1,419
[TTTTT®TTT1]
19,219
20,781 .
M [kNm]
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Kontrola rovnovahy ve styénicich (2) a (3) - reakce (2):

Ry, =3,T5 kN $: 3,750 + Ry, =0
T 3,75 kN R,, = 3,750 kN
197219 kN = R27x == 15, 258 kN
12 kN 1:3,750 — 12 — 1,419 0,6 + 11,376 - 0,8 = 0
l v' Splnéno
1 kN——> 3,061 +4—1,419-0,8—11,376-0,6 = 0
3,961 kN —»T ® v Splnéno
3,75 kN /1,419 kN
11,376 kN

Reakce ve styéniku (4):

23,376 kN +: Ry, —23,376-0,8 —7,581-0,6 =0
7,581 kN R4, = 23,249 kN
/ @ —: Ry, —7,581-0,8+23,376-0,6 =0
T ‘«— Ry, = 7,961 kN Rur = 7,961 kN
Ry, = 23,249 kN
Reakee:
20 kN
Ts kN l
4 kN
15,258 kN
5,258 DA
—>] KN
| [3.75
E—»
5 —]
2 —]
—]
—>
20,781 kN 1 kN
A
0 23,249 kN
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Kontrola:

@ © 14,375 415,258 -4 —4-5,5—20- 1,5 — 122 _15.4,8 — 10,906 + 23,249 - 6 = —0,005

—0,005 =0 v Splnéno
T 3,750 +8 — 20 — 15 4 23,249 = 0,001
0,001 =0 v* Splnéno
—: 44+4-10— 15,258 — 20,781 — 7,961 = 0 v' Splnéno

Nyni provedeme kontrolu vypoctu redukéni vétou (viz kapitola 2). Stupen statické neurcitosti
konstrukce je s = 3-3 —(2-3+4+ 2+ 4+ 1) = —4. Zvolime vhodnou zdkladni soustavu a
zkontrolujeme premisténi v jedné z uvolnénych vazeb. Vybereme naptiiklad pootoceni v levé
podpote ¢;. Do vypoctu zahrneme vliv vnitinich sil pouzitych pii vypoctu obecnou deformacni
metodou, tj. @ a

_ M-M N-N
1-(5—/ ol dx + ﬂdl‘

Zéakladni soustava:

e e e e —

D ©

0 0
é 1
-1 0 3 0
o T I
5
24
U o —5
-1 AL
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

To = [%-(—14,375-(—2--%)-11,251-(-1-2-%))-4+§~(§.10-42>.
(=1-8) st (—n2m1) (- 1) 3

-%-3—23,376-%-2]

+ 51 [—3,961-%-3—11,376-

__ 4,585 —18,335 __ —4 4 .

Pootoceni ¢; = 0, vypocet je spravneé.
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Priklad 5.3 Pomoci obecné deformacni metody urcete a vykreslete vnitini sily na zadané
konstrukei. Ohybova tuhost E1 = 20000 kNm?, osové tuhost £A = 100000 kN,
koeficient teplotni roztaznosti o = 12-10~¢ K 1. Konstrukee je zatizena zménou
teploty prutu 3) — (2) a pfemisténim podpor. Vyska prifezu je h = 0,3 m.

Resent:

Podminky rovnovahy v symbolickém tvaru:

My C—l
@ My + Moz = 0 (pro ¢2)

"/

Mas
Xo1
e
@l Xo1+ Xo3 = 0 (pro usp)
—
Xo3

ZﬂT @| Zn+ Zsz = 0 (pro wo)
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Sestaveni koncovych sil a momentu:

M3, Lyy = 4m
o @D Xa ko = 2200 — 10000 kNm
ny = 190 = 25000 kNm™!

My = Moy + ko - (2- o + 1 +3 - 2221)
Mo =01 =0 A w; =—0,005m = My = 20000 - s+ 7500 - (ws — (—0,005))
My, = 37,5+ 20000 - ¢ + 7500 - wo
Ty = Zn+ (302431 46 2=t
Zyy=¢p1=0 AN wy =-0,000m = Zg, = 7500 s+ 3750 -ws + 18,75
Xo1 = Xoi+nor - (up — )
Xot=u1 =0 = Xp = 25000 uy

=
A
wY
X cosae = 0
3? A sina = —1
T > >’ >3
@ \ L23 = 4m
koy = 22000 — 10000 kNm
th = —10°C | t4 = 40°C ney = 000 = 25000 kNm™!
@ a = —90°
— wh —wk
Moz = Moz +kos- (1,5 -p2+1,5- 5-)
May; = —%-20000-12-107%- 2% = —60 kNm
wh=uld =0 A wi=0 = Maz = —60+ 15000 - ©5 + 3750 - u
Zzg3 = Xé:z ) (_1) + Zé:s 0= _Xés
Zfy = —(Xog + ugs - (uh — uh))
Xy = —10000-12-107%-15 = —18 kN
wh=—wi=0 A u,=0 = Z& = —(—18+ 25000 (—wl)) = 18 + 25000 - W&
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X2g3 - Xés -0— Zés ’ (_1) - Zé:a

X = Zop+ 0. (1,5 p+ 1,5 %57%)
Zyy = —322000.(12.107°) - g_g = —15 kN
wh=uj N wt=0 = X§; = —15+3750p, +937,5 - u§
Dosazeni do podminek rovnovahy:
37,5 4+ 20000-ps — 60 4+ 7500w +  15000-¢s 4+ 3750 - we 0
— 15 4+ 25000 -uy + 3750 - o 4+ 937,5-uj 0
18,75 + 18 + 7500 -y + 3750 - wy + 25000 - u 0
35000 - o + 3750 -ug + 7500 - wy 22,5
3750 - o + 25937,5-us + 0 - wo 15
7500 - 2 + 0-uy + 28750 - wy —36,75

0o = 9,2052542509 - 10~* rad = 9,205 - 104 rad
Uy — 4, 4522523975 - 1074 kN = 4,452 - 104 m
wo = —1,5183979370-10* m = —1,518 - 103 m

Dosazeni do vztahu pro koncové sily a momenty:

My = 44,523 kNm Zoz =
M23 = —44, 523 kNm X21 =
Zoy = 19,960 kN Xo3 =

Kontrola rovnovéhy:
44,523 — 44,523 = 0 = v Splnéno
11,131 — 11,131 = 0 = v Splnéno
19,960 — 19,960 = 0 = Vv Splnéno
Dopocet Mys:

kys = % = 10000 kNm

My = M43+/€43'(1,5'904+175'ML;43W)

My = 0 A @p=—10=-2,909-1073 rad =
= Myz = 15000 - (—2,909-1073%) = —43,635 kNm

X4z = 0 (prut neni podélné zatiZen a je nulovy vzdjemny posun)

—19,960 kN
11,131 kN
—11,131 kN
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Dopocet vnitinich sil z rovnovahy na prutech:

My = 35,317 kNm My, = 44,523 kNm

Ny = 11, 1341 kN C > )Q1 = 11,131 kN
@ @l

= 19,960 kN
Viz = 19,960 kN

¥1) © Mip+44,523 — 19,960 =0 = M, = 35,317 kNm

A
Zos = 19,960 kN

Xo3 = 11,131 kN
Mz = 44,523 kng-\& :

Kontrola rovnovahy:

¥3) : 44,523 —11,131-4=10,001 =0 v/

@] Vi = —11,131 kN
Nyy = 19,960 kN

DM43:43,635 KNm — ¥3) : —43,635—Vj3-4=0

®©

Vykresleni vnitinich sil:

N [kN] V [kN]
11,131 19,960
§ \
19,960 —& =
8 0 \
Pal N\ -
PRy IIIIIIQIIIIIIIIIE
-10,909
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M kNm
-35,317
44,523
\ \kLUg am
\
44 523
43,635
N
B —11,131+Rs, = 0
Rsyx = 11,131kN
119,960 4+ 10,909 — Ry, = 0
Rs, = 30,869 kN
Reakce:
35,317 kNm
11,131 kN @
-
T19,960 kN
43,635 kNm

Rs, = 11,131 kN @ 0

()
Rs.. = 30,869 kN
¥ 10,909 kN

Kontrola rovnovéhy:

@ :

—19,960 - 4 + 35,317 + 11,131 - 4 —

43,6354 10,909 - 4 = 0,002 = 0 v' Splnéno
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Priklad 5.4 Symetricka konstrukce je zatizena dle obrazku silovym zatizenim a pfemisténim
podpor. Pti vypoctu obecnou deformacni metodou vyuzijte antisymetrie zatizeni.
E=30GPa, I =1-10"3m* A=0,004 m?.

25 kN/m 25 kN/m

pratattdttdivovvvvvvvwy

Bez vyuziti antisymetrie:

S vyuzitim antisymetrie:

2xp =t Py = pg ="
3xw=" wy = —wg =7
1 xu=" us =7

ws =0
d=6 d=




5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Podminky rovnovahy v symbolickém tvaru:

y—— )My
C@ ) @ : My + Mys = 0 (pro p4)

My
Z45
;’ @ T ik Zis+Zy = 0 (pro wy)
Z41
<X54 - <X50
T@ —: Xsu+ X504+ X5 = 0 (pro us)
-
X52

Ly = bm

sima = —0,8
cosa = 0,6

ke = 20I0CLI0T — 19000 kNm

ng = 20008 — 94000 kNm !

7 = 0,003 m ~—
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Zatizeni je nutné prepocitat na délku prutu a rozlozit do slozky kolmé na prut a ve sméru
prutu:

REERES

@
VY &
Q;? 255 _ {5 |kNm~! \
~N
4 f,=15-sina = 12 kNm™! 15
5
ia) >
fo=15-cosa =9 kNm!
(8%
O 5 |

My = M41+k41'(2'804+901+3'ML;“m)

My = —52% 18,75 kNm
wy = —u{—0,8+w]-0,6=0,6-2]
w = —u{—0,84y4-0,6=—(=0,003) —0,8 =—2,4-107* m

01 =0 = My = 18,75+ 24000 - 4 + 7200 - (0,6 - w] +2,4-1073)
My = 18,75 + 24000 - ¢, + 4320 - w5 + 17,28
Zi = Xil~(—0,8)+an‘0,6
Xy = 7i117L1L41'(1L£1_Ul1)
X, = —22=-30kN
uy = v 6+wi (—0,8) =-0,8 w]
ub = uf-0,6+w!-0,8=-0,003-0,6=-1,8-10"m
XL, = —30—19200 - w% + 43,2
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

l
w4 wi

Z4 = Zy + (B ps 43 +6- )
Zy = —E95 — 92 5 kNm

Zh, = 22,54 7200 - o4 + 2880 - (0,6 - wd — 2,4-1075)

ZL, = 22,5+ 7200 ¢, + 1728 - wE + 6,912

79 = —0,8- (=30 — 19200 - wd 4 43,2) + 0,6 - (22,5 + 7200 - ¢ + 1728 - w + 6,912)

75, = 7,087+ 4320 - 4 + 163968 - w,

25 kN/m

L45 = 3m
M= + + + + + X54> k _2:30-109-1-1073 __ 20000 kN
Wliy5 > 0, @ 45 — - 3 — m
Z@ nyy = SAR0000 _ 40000 kNm !
45
y
\/
Wa
Mys = Mys+kas- (1,504 +1,5- )
My = =2 = 28125 kNm
ws =0 = My = —28,125+ 30000 - ¢4 — 10000 - w4
k ws —w.
Zys = Z45—ﬁ'(1,5's04+1 5. ue—ut)
Zys = —=253 = 46,875 kN

ws =0 = Zs5 = 46,875 — 10000 - o, + 1299 . w,
X5y = Xzg+ns - (us — uy)
Xsy=us=0 = Xz = 40000 - us

L56 = 3m
25 kN/m

X + * * * * kse = 20000 kNm
> © ™6 = 40000 kNm™!

Xs6 = 756 — Nse - (Uﬁ - U5)

X56 = 40000 - Us

135



5 OBECNA DEFORMACNI METODA

ZL,
22 sina = —1
®
cosa = 0
L52 = 4m
hsp = ZEACLI — 15000 kNm
gy = 0100004 _ 30000 kNm~!
= —90°
O

X5 = Xéz 0 - Zéz (=1) = Zé?
X% = Zopt+ b2 (1,5 0y + 1,5 %5702)
wt = —us- (1) +wl-0=us A Zs3=0 =

= X9 = 7% =1406,25 - u!

Xgo = Nop+ sz (ub — ub)
ul = —wl =0 (pozn.: antisymetrie) =

Dosazeni do podminek rovnovahy:

Mpy+ My = 0

ZHh +Zj = 0

Xsa+ X52+ X56 = 0

(18,75 + 24000 - ¢4 + 4320 - wy + 17,28) — (28,125 + 30000 - ¢4 — 10000 - wy) = 0
(7,087 + 4320 - 4 + 16396, 800 - wy4) + (46,875 — 10000 - 4 + % cwy) = 0

(1406, 25 - us) + (40000 - us) + (40000 - us) = 0

24000 - p4 — 5680 - wy = —7,905

—5680 - ¢4 +19730,133 - wy = —53,96

04 = —4,476 - 1074 rad

wy=—2,864-103 m

91406,250 - ws; =0 = us =0
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Dopocet koncovych sil a momentu:

Mys = —12,916 kNm
My = 12,916 kNm
Zys = 41,805 kN
Z5, = —41,803kN
Z\, = 21,241 kN

Kontrola rovnovahy:

—12,916 + 12,916 = 0 v' Splnéno
41,805 — 41,806 = 2-107% = 0 v’ Splnéno
0 =20 v Splnéno

Dopocet vniinich sil na prutech:

M14 = 19, 211 kNm

X54

Xs2
Xin

0
0
0
68,184 kN
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

S 68,184 +15-5—Nyy = 0
N4 = 128,184kN
\ 21,241 —9-5—Viy = 0
Ve = —23,759kN
¥4) : 12,916 -9 2 +23,759 -5 — My = 0
M;s = 19,211kNm
Vypocet extrému:
—23,7594+9-2=0 = x=2,640m
My = 19,211 — 23,759 - 2,640 + 2289 — _12 150 kNm
My = 12, 916 kNm 25 N /m
d’ 4 X54: 0
@ \/54 — 33,195 kN
Z4s = 41,805 kNl Y
=
Vypocet extrému momentu:
—41,805+25-2=0 = 2 =1,672m
Mex = 12,961 — 41,805 - 1,672 + 22172 — _21 99 kNm
t: —41,805425-3— Vi =0 = Vg =33,195kN

A
N5y =0
T—>
®| Z52=0
— 0— ‘/25
V25
T 0 — Ns
Nos
v
M25@%/<i @ . —M25 —0-0
M25
Nas
\/

o o o o o o
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

Vykresleni vnitinich sil na konstrukei:

N [kN]
68,184
0D
[ 68,184
0
128,184
/4
-128,184
V [kN]
33,195

(W)

e
AN
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

M [kNm]

Reakce:
R4’z »‘ T
@ +: 41,805 — 68,184 - 0,8 +21,241-0,6 = 0
41,805 kN
/ S 5 Ry, —21,241-0,8—68,184-0,6 = 0
D
RN R., — 54 903kN
Oc?:b
N
Csb'\
&
o $: —Ry,+128,184-0,8 423,759 0,6 = 0
Q)
/4\ R,, = 116,803 kN
MNE 't —Ry, —23,759-0,8+123,184-0,6 = 0
o
R, , «— 0;@ R:x = 57,903kN
, T QF
Rl,z
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5 OBECNA DEFORMACNI METODA

25 kN/m 25 kN/m
PAAAAAAAAA Y [yyvvvvvvvry
57,903 kN | % | 57, 903 kN
57,903 kN 57,903 kN
-+ 77 B
U = 3 mm - 10911 KN U3 = 3 mm <—
v ’ 19,211 kva
1116’803 kN T116 803 kN
Kontrola:
@ : —57,903-2-4+116,803-6-2—-19,201-2—-25-6-3-2 = —0,01 =0 v Splnéno
— 57,903-2—-57,903-2 = 0 v' Splnéno
T 25-6—116,803 —25-6+ 116,803 = 0 v' Splnéno
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6 TABULKY

DEFORMACNI METODA - Celkové koncové momenty a sily

prut typu V-V

+x! +u ¢ M M 4
o X, *uU Xab al{)71 bba Xpa
— —
L
+Z2'+wt ¢ 0
Zab Zpa
L wt —wt 7 wt —wt
Mab:Mab+k Z(Pa+@b+3% Mba:Mba+k ((Pa+2(9b+3b]_a)
¢ =tk wi —wé ¢ =tk wi —wé
Zab:Zab_t 3(pa+3@b+6f Zba:Zba—&-t 3(pa+3<Pb+6f
Xy = Xgp —n(up —uf) X{ o =Xpa +n(uf —u)
k_27EI prut typu V-K
L
{ M !
Xab ag b Xpa
—> O
: L
Zab Zpa
— wl—wl
Mab=Mgp+k (1,5<pa+1,5bLa> b 4
EA ¢ ¢ ¢ 0
_ =t k wy —w =t k wy —w
n L Zgb:Zab_i <],5(pa_~_])5ba) th;a:ZbaJ'_i <]»5(pa+])5ba)

L

¢ ! ¢ ¢
Xab = Xap — 1 —ug)

L

¢
X%)a = Xba + n(uf, - ug)

prut typu K-V

Xsz Néba tha
—>0ol —
WL L
! ?
Zab Zia
— wl —wl
X Mba=Mpa+k (1,5(pb+1,5bLa)
-t k wt —wt —¢ k wt —wt
Zgb:Zab_i (1»5<Pb+1’5bLa> Zﬂa:Zba—&-i (1,5<Pb+1,5bLa>

¢
X%)a = Xba + n(uf, - ug)

{4
VAl X

Transformace koncovych sil

X9 =X cosox — Z%sin

79 = X'sinox+ Z% cos

w9

Transformace styénikovych posunt

¢

u' = u9Ycosa+w9sina

w! = —u9sin  + w9 cos

Vladimir Sana, Petr Furmanek, Vaclav Smilauer

ver. 2018/09/27
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