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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

1 Princip virtuálńıch sil

Př́ıklad 1.1 Principem virtuálńıch sil vypočtěte vodorovný posun pr̊uřezu a . Při výpočtu
uvažujte pouze vliv ohybových moment̊u. EIy = konst. = 4000 kNm2

2

1,
5

6 kN

4,5 kN [m]

a

b c

Přemı́stěńı pr̊uřezu budeme poč́ıtat podle vzorce:

1 · δ =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx

kde δ znač́ı kterékoliv z přemı́stěńı u, w, ϕ, př́ıpadně ∆l, ∆ϕ. Pozn.: pro potřeby této práce se
obecná integrace po střednici všech prut̊u bude značit integrálem s psaćım L dole (

∫
`
).

a) Řešeńı př́ımou integraćı:

Na intevalech ab a bc si nejprve zaṕı̌seme funkce ohybového momentu My(x) od zadaného
zat́ıžeńı

(a, b) My(x) = −6 · x⇒My(a) = 0, My(b) = −9 kNm

(b, c) My(x) = −9 + 4, 5 · x⇒My(b) = −9 kNm, My(c) = 0

Pr̊uběh ohybového momentu M následně můžeme vykreslit.
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

6 kN

4,5 kN

-9

-9

x

x

[kNm]
M

a

b c

Nyńı vytvoř́ıme virtuálńı zatěžovaćı stav odpov́ıdaj́ıćı výpočtu vodorovného posunut́ı pr̊uřezu
a , tj. do pr̊uřezu a umı́st́ıme virtuálńı jednotkovou śılu ve směru řešeného posunu (žádné jiné
zat́ıžeńı na konstrukci dále nep̊usob́ı). Na orientaci virtuálńıho zat́ıžeńı nezálež́ı. Následně pro
virtuálńı stav zaṕı̌seme funkce ohybových moment̊u My(x)

(a, b) My(x) = −1 · x⇒My(a) = 0, My(b) = −1,5 kNm

(b, c) My(x) = −1, 5⇒My(b) = −1,5 kNm, My(c) = −1,5 kNm

Pr̊uběh ohybového momentu M následně můžeme vykreslit.

-1,5

-1,5

x

x

1̄ [-] [m]
M̄

a

b c

Funkce ohybových moment̊u My(x) a My(x) dosad́ıme do vzorce pro výpočet přemı́stěńı, mı́sto
δ ṕı̌seme ua a budeme integrovat po jednotlivých intervalech ab a bc:

1 · ua =
∫
`

My(x)·My(x)

EIy
dx = 1

EIy
·
∫ 1,5

0
(1 · x) · (−6 · x) dx+ 1

EIy
·
∫ 2

0
(−1, 5) · (−9 + 4, 5 · x) dx

ua = 1
EIy
·
∫ 1,5

0
6 · x2 dx+ 1

EIy
·
∫ 2

0
(13, 5− 6, 75 · x) dx

ua = 1
EIy
·
[
2 · x3

]1,5
0

+ 1
EIy
·
[
13, 5 · x− 3, 375 · x2

]2
0

ua = 6,75+27−13,5
4000

= 20,25
400

= 5,063 · 10−3 m
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Posunut́ı ua vyšlo kladné, to znamená, že pr̊uřez a se posune ve směru zavedené virtuálńı

”
jedničky“ o 5,063 mm (pozn.: pokud výpočtem vyjde výsledek záporný, dojde k přemı́stěńı

proti orientaci virtuálńı
”
jedničky“).

b) Řešeńı Vereščaginovým pravidlem (numerická integrace):

Podle Vereščaginova pravidla se integrál ze součinu dvou funkćı poč́ıtá jako součin plochy jedné
z funkćı (včetně znaménka) a pořadnice druhé funkce v mı́stě těžǐstě plochy vymezené funkćı
prvńı.

fb

fa

L

fx

gb
ga

gx

gc

CgAf

a bc

a bc

∫
`
f(x) · g(x) dx = Af · gc

Pokud je jedna z funkćı vyšš́ıho stupně než lineárńı,

pak plochu muśıme poč́ıtat právě z této plochy.

Pomoćı kombinace ploch sestav́ıme výraz pro výpočet ua.

1,5

-9Cg

-1,5

2
3
· (−1, 5)

A = 1
2
· (−9) · 1, 5

2

-9 Cg

-1,5

-1,5

A = 1
2
· (−9) · 2

1 · ua = 1
EIy
·
{(

1
2
· (−9) · 1, 5 · 2

3
· (−1, 5)

)
+

(
1
2
· (−9) · 2 · (−1, 5)

)}

ua = 6,75+13,5
4000

= 20,25
4000

= 5,063 · 10−3 m

c) Řešeńı podle tabulek (numerická integrace):

Základńı výrazy, jež lze odvodit Vereščaginovým pravidlem pro běžné pr̊uběhy funkćı My(x) a
My(x), jsou rozepsány v tabulce uvedené v závěru této sb́ırky.

1 · ua = 1
EIy
·MM = 1

EIy
1,5

-9

-1,5









+ 1
EIy

1,5

-9

-1,5








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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Výraz pro slučováńı ploch (integraci) prvńıho členu najdeme v 1. řádku a 2. sloupci tabulky.
Vereščaginovým pravidlem lze prokázat, že stejný výsledek dostaneme jak pro trojúhelńıky,
které maj́ı oba vrcholy vlevo, tak pro trojúhelńıky s vrcholy vpravo na intervalu. Výraz pro
integraci druhého členu máme v 1. řádku a 1. sloupci tabulky.

1 · ua = 1
EIy
·
{(

1
3
· (−9) · (−1, 5) · 1, 5

)
+

(
1
2
· (−9) · (−1, 5) · 2

)}
= 20,25

4000

ua = 5,063 · 10−3 m
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.2 Principem virtuálńıch sil vypočtěte pootočeńı pr̊uřezu b . Při výpočtu uvažujte
pouze vliv ohybových moment̊u. EIy = konst. = 6000 kNm2

1,2 1,2

24 kNm
a bc

a) Řešeńı př́ımou integraćı:

Nejprve vypočteme reakce od zadaného zat́ıžeńı:

b � −24 + A · 6 = 0 ⇒ A = 4 kN

↑ A−B = 0 ⇒ B = 4 kN

24 kNm
a bc

A = 4 kN
B = 4 kN

z x

Zaṕı̌seme funkce My(x):

(c, a) My(x) = −24⇒My(c) = −24 kNm, My(a) = −24 kNm

(a, b) My(x) = −24 + 4 · x⇒My(a) = −24 kNm, My(b) = 0

Vykresĺıme pr̊uběh ohybového momentu My(x):

-24

Vytvoř́ıme virtuálńı stav. Do pr̊uřezu b , ve kterém hledáme pootočeńı, zavedeme jednotkový
virtuálńı moment. Zaṕı̌seme funkce My(x):

z x

a bc

Ā = 1
6

B̄ = 1
6

1̄ [-]

(c, a) My(x) = 0⇒My(c) = 0, My(a) = 0

(a, b) My(x) = −1
6
x⇒My(a) = 0, My(b) = −1 kNm

7



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Vykresĺıme pr̊uběh ohybového momentu My(x):

-1

Funkce ohybových moment̊u My(x) a My(x) dosad́ıme do vzorce pro výpočet přemı́stěńı, mı́sto
δ ṕı̌seme ϕb a budeme integrovat po jednotlivých intervalech ca a ab:

1 · ϕb =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx =

1

EIy
·
∫ 0

−1,2

(−24) · 0 dx+
1

EIy
·
∫ 6

0

(−24 + 4x) · (−1

6
x) dx

ϕb = 0 + 1
EIy
·
∫ 6

0
(4x− 4

6
x2) dx = 1

EIy
·
[
2x2 − 4

18
x3
]6

0

ϕb = 72−48
6000

= 4,10 · 10−3 rad ≈ 14′

b) Řešeńı Vereščaginovým pravidlem (numerická integrace):

1 · ϕb = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









ϕb = 24
6000

= 4,10 · 10−3 rad ≈ 14′

c) Řešeńı podle tabulek (numerická integrace):

1 · ϕb = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









ϕb = 24
6000

= 4,10 · 10−3 rad ≈ 14′

Prvńı výraz je roven nule (násobeńı nulou), druhý výraz jsme vyřešili podle výrazu, který na-
lezneme na pr̊useč́ıku 2. řádku a 2. sloupce tabulky (v tabulce jsou sloupce M a M zaměnitelné).

Pootočeńı ϕb vyšlo kladné, to znamená, že pr̊uřez b se pootoč́ı ve směru zavedené virtuálńı

”
jedničky“ o 4, 10 · 10−3 rad, tj. 14′ (pozn.: pokud výpočtem vyjde výsledek záporný, dojde k

pootočeńı proti orientaci virtuálńı
”
jedničky“).
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.3 Principem virtuálńıch sil vypočtěte pr̊uhyb a vzájemné pootočeńı prut̊u ve

vnitřńım kloubu k1 . Při výpočtu uvažujte pouze vliv ohyb. moment̊u. EIy =

konst. = 10000 kNm2

6 kN/m 6 kN/m

a b c d

4 1,5 4 1,5 5

k1 k2

[m]

Řešeńı: obě přetvořeńı budeme poč́ıtat pouze s vlivem ohybových moment̊u podle vzorce:

1 · δ =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx

Nejprve si urč́ıme pr̊uběh My od reálného zat́ıžeńı. V druhém kroku nosńık zat́ıž́ıme jednot-
kovou virtuálńı silou v mı́stě a směru hledaného pr̊uhybu wk1 a vykresĺıme pr̊uběh ohybového
momentu My od prvńıho virtuálńıho zat́ıžeńı. Pro výpočet vzájemného natočeńı bude daľśım
krokem zat́ıžeńı konstrukce dvojićı jednotkovými moment̊u (opačně orientovaných) v mı́stě

k1 a vykresleńı pr̊uběhu ohybového momentu My od druhého virtuálńıho zat́ıžeńı. Následně
vyřeš́ıme integrál pro výpočet deformace. K řešeńı využijeme numerické integrace pomoćı ta-
bulek.

Hierarchie nosńık̊u + vnitřńı a vněǰśı reakce od zadaného reálného zat́ıžeńı:

6 kN/m

d

a b

c

15

15

15

6,375

6,3752,391 8,766

32,625

Q1 = 24 kN

6 kN/m

Q2 = 30 kN

k2

k1

Pr̊uběh ohybového momentu My.

-9,564

1,06
3,387

-22,5

18,75

2°

2°

9



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

1. vituálńı stav (pro výpočet pr̊uhybu).

a b c d

1̄ [-]

0,375 1,375
0

0nezat́ıžená část → nulové reakce

k1 k2

My

-1,5

2. virtuálńı stav (pro výpočet vzájemného pootočeńı).

a b c d

1̄ [-]
k1

k2

1̄ [-]

Hierarchie nosńık̊u a reakce od jednotkových moment̊u.

00

1
4

B = 0, 594

A = 0, 344

1̄

1̄

1
4

1
4

b � A · 4− 1
4
· 1, 5− 1 = 0 ⇒ A = 0, 344

My

1,375
1

Výpočet pr̊uhybu wk1 pomoćı tabulek:

1 · wk1 = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









10



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Oba členy vyřeš́ıme podle 1. řádku a 2. sloupce tabulky, kde máme výraz pro integraci lineárńıch
funkćı s maximálńı pořadnićı na stejném konci intervalu (v prvńım př́ıpadě jsou obě maxima
vpravo, v druhém vlevo):

1 · wk1 = 1
EIy
·
[

1
3
· (−9, 564) · (−1, 5) · 4 + 1

3
· (−9, 564) · (−1, 5) · 4

]
= 27,576

10000

wk1 = 2,7576 · 10−3 m

V mı́stě vnitřńıho kloubu k1 je pr̊uhyb nosńıku 2, 7576·10−3m směrem dol̊u (po směru virtuálńı

1).
Výpočet vzájemného pootočeńı nosńık̊u ∆ϕk1 pomoćı tabulek:

1 ·∆ϕk1 = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









Prvńı člen řeš́ıme podle 1. řádku a 3. sloupce tabulky, přičemž dvojkou násob́ıme v závorce tu
pořadnici lichoběžńıku, nad kterou se nacháźı maximum v trojúhelńıku. Posledńı funkci My na
intervalu kc v tabulce nenajdeme, je třeba ji rozložit na trojúhelńık a parabolu. Součet d́ılč́ıch
momentových ploch muśı dát plochu p̊uvodńı.

4

-22,5
=

-22,5
+

1
8
fl2 = 1

8
· 6 · 42 = 12

1
8
fl2 = 12

1 ·∆ϕk1 = 1
EIy
·
[

1
3
· (−9, 564) · 1, 375 · 4 + 1

6
· (−9, 564) · (2 · 1, 375 + 1) · 1, 5

]
+

+ 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









=

= −26,5
EIy

+ 1
EIy
·
[

1
6
· (−22, 5) · 1 · 4 + 1

3
· 12 · 1 · 4

]
= 25,5

10000

∆ϕk1 = −2,55 · 10−3 rad

Vzhledem ke znaménku bude vzájemné pootočeńı nosńık̊u opačně, než jak jsme zavedli jednot-
kové momenty.
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.4 Principem virtuálńıch sil vypoč́ıtejte svislý posun pr̊uřezu b . Uvažujte vliv
poddajnosti kyvného prutu. E = 2, 1·108kPa, Iy = 5, 72·10−6m4, A = 6·10−4m2

a

bc

d

2,5

2

[m]1,5

f = 4 kN/m

Řešeńı: Svislé posunut́ı (pr̊uhyb) pr̊uřezu b budeme poč́ıtat podle výrazu:

1 · wb =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx+

∫

`

N(x) ·N(x)

EA
dx

kde druhý integrál zahrnuje do výpočtu vliv poddajnosti prutu dc. Oba integrály budeme řešit
numericky pomoćı tabulky.
Reakce od reálného stavu:

a

bc

d

Q = 4 · 1, 5 = 6 kN

0

7,8 kN

1,8 kN

12



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Posouvaj́ıćı śıly V od reálného stavu:

-1,8

6

0

Ohybové momenty M od reálného stavu:

2°

nulová derivace

Normálové śıly N od reálného stavu:

-7,8

Posouvaj́ıćı śılu v daľśım výpočtu nepoužijeme, jej́ı pr̊uběh nám však pomůže při vykreslováńı
pr̊uběhu ohybového momentu a nalezeńı pr̊uřezu s nulovou derivaćı funkce M . Zde je to v
pr̊uřezu b . Tato speciálńı parabola je v tabulce na 6. řádku.

Reakce od virtuálńıho stavu.

13



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

a

bc

d

1,6 kN

0,6 kN

1̄ [-]

Ohybové momenty M od virtuálńıho stavu.

-1,5

Normálové śıly N od virtuálńıho stavu.

-1,6

14



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Výpočet posunut́ı wb:

1 · wb = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









+ 1
EA
·









=

= 1
EIy
·
(

1
3
· (−4, 5) · (−1, 5) · 2, 5 + 1

4
· (−4, 5) · (−1, 5) · 1, 5

)
+ 1

EA
·
(
(−7, 8) · (−1, 6) · 2)

)
=

= 5,625+2,53125
2,1·108·5,72·10−6 + 24,96

2,1·108·6·10−4 = 6, 79 · 10−3 + 0, 198 · 10−3

wb = 6,988 · 10−3 m ≈ 7 mm

Pr̊uřez b se posune směrem dol̊u (po směru virtuálńı jedničky) o 7 mm.
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.5 Složená soustava je zat́ıžena kombinaćı silového zat́ıžeńı, rovnoměrného ohřát́ı
o ∆ts a poklesem jedné z podpor. Vypočtěte natočeńı pr̊uřezu a a vodorovný
posun pr̊uřezu c . Při výpočtu přemı́stěńı od silové části zat́ıžeńı uvažujte pouze
vliv ohybových moment̊u. E = 2 ·107 kPa, Iy = 4, 5 ·10−4 m4, α = 12 ·10−6 ◦C−1

5

2

[m]4

2

a b c

d

w̃b = 25 mm

5
k
N

/m

∆ts = 20 °C

Řešeńı: Natočeńı i vodorovný posun budeme poč́ıtat podle výrazu:

1 · δ =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx+

∫

`

N · α ·∆ts dx−B · wb

Nejprve je třeba vyřešit pr̊uběh ohybového momentu My(x) od reálného stavu. Vzhledem k
tomu, že budeme integrál řešit numericky podle tabulky, stač́ı nám grafické znázorněńı pr̊uběhu.
Jako vod́ıtko ke správnému vykresleńı My nám poslouž́ı pr̊uběh V .
Reakce od reálného stavu. pozn.: nesilové zat́ı̌zeńı (teplota a poklesy podpor) u staticky určitých
konstrukćı nemá vliv na reakce a vnitřńı śıly

5
k
N

/m

Q
=

5
·4

=
20

k
N

2
m

08 kN
8 kN

20 kN

16



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil V od reálného stavu.

20

0

-8

Pr̊uběh ohybových moment̊u M od reálného stavu.

nulová derivace

40

40

2°

Výpočet pootočeńı ϕa: konstrukci zat́ıž́ıme jednotkovým momentem v bodě a a vypočteme
reakce a vnitřńı śıly.
Reakce od virtuálńıho stavu.

1
5

= 0, 2

0

1
5

= 0, 2 0

1̄ [-]

Pr̊uběh ohybových moment̊u M od virtuálńıho stavu.

1

1

17



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Pr̊uběh normálových sil N od virtuálńıho stavu (pozn. pr̊uběh N by stačilo určit pouze na
pravé desce zat́ıžené teplotou – pro úplnost vykresleno na celé konstrukci).

0,2 -0,2

Výpočet můžeme rozdělit na tři části, a sice určeńı pootočeńı od silového zatižeńı ϕfa, od změny
teploty ϕta a od poklesu podpory ϕra.

1 · ϕfa =
∫
`
M ·M
EIy

dx = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









=

= 1
EIy
·
(

2
3
· 40 · 1 · 4 + 1

3
· 40 · 1 · 5

)
= 106,667+66,667

2·107·4,5·10−4 = 0,019259 rad

1 · ϕta =
∫
`
N · α ·∆ts dx = α ·∆ts

∫
`
N dx = 12 · 10−6 · 20 · 0 = 0

1 · ϕra = −B · wb = −(−0, 2) · 0, 025 = 0,005 rad

Pozn: reakci B od virtuálńıho stavu zavád́ıme povinně shodně orientovanou s předepsaným
poklesem podpory.
Celkové pootočeńı ϕa = ϕfa + ϕta + ϕra = 19, 259 · 10−3 + 0 + 5 · 10−3 = 24,259 · 10−3 rad.
Pr̊uřez a se pootoč́ı po směru hodinových ručiček o 1, 39°.
Výpočet vodorovného posunut́ı ua: konstrukci zat́ıž́ıme jednotkovou silou v bodě c a vypočteme
reakce a vnitřńı śıly.
Reakce od virtuálńıho stavu.

0,50,90,4

1 1̄ [-]

0,5

1

0,5

1

18



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Ohybové momenty M od virtuálńıho stavu.

4

4

2

2

2

2

Normálové śıly N od virtuálńıho stavu.

0,4

1

-0,4

-0,9

1

0,5

Pozn.: stejně jako při výpočtu pootočeńı ϕa i zde by stačilo určit pr̊uběh N na desce vpravo.
Opět je pro úplnost vykreslen pr̊uběh po celé konstrukci.
Výsledné posunut́ı uc urč́ıme jako součet posunut́ı ufc od silového zat́ıžeńı, utc od změny teploty
a urc od poklesu podpory b .

1 · ufc =
∫
`
M ·M
EIy

dx = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









=

= 1
EIy
·
(

5
12
· 40 · 4 · 4 + 1

6
· 40 · (2 · 4 + 2) · 5

)
= 266,667+333,333

2·107·4,5·10−4 = 0,0667 m

Prvńı člen řeš́ıme v tabulce podle 8. řádku a 2. sloupce, protože parabola i trojúhelńık maj́ı
maximálńı pořadnici na stejném konci intervalu, přičemž je jedno, zde se maxima nacháźı
vlevo či vpravo. Podobně je to i s druhým členem, slučováńı trojúhelńıku a lichoběžńıku bylo
vysvětleno již dř́ıve v př́ıkladu 1.3.

1 · utc =
∫
`
N · α ·∆ts dx = α ·∆ts

∫
`
N dx = 12 · 10−6 · 20 · (1 · 4 + 0, 5 · 2) = 0,0012 m

1 · utc = −B · wb = −(−0, 9) · 0, 025 = 0,0225 m

Celkové posunut́ı uc = ufc + utc + urc = 0, 0667 + 0, 0012 + 0, 0225 = 0,0904 · 10−3 m. Pr̊uřez c
se posune doprava o 90, 4 mm.
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.6 Složená soustava je zat́ıžena kombinaćı silového zat́ıžeńı a nerovnoměrné změny
teploty. Vypočtěte pr̊uhyb (posun kolmo na střednici prutu) v pr̊uřezu e . Při
výpočtu posunut́ı od silové části zat́ıžeńı uvažujte pouze vliv ohybových mo-
ment̊u. EIy = 16000 kNm2, α = 12 · 10−6 K−1

a
b

c
d

e

5

2

[m]3

2

4

1,5

lcb = 5 m

12 kN

-5 °C+20 °C

-5 °C

+20 °C6 kN/m

-5 °C
+20 °C

-5 °C
+20 °C

z
y

z h
=

0,
4

m

∆th = +20 °C

∆td = −5 °C

∆ts = ∆td−∆th
2

= −5+20
2

= 7, 5°C

∆t = ∆td −∆th = −5− 20 = −25°C

Řešeńı: Přemı́stěńı pr̊uřezu e muśıme určit jako součet posunu wfe od silového zat́ıžeńı a posunu
wte od nerovnoměrné změny teploty.

1 · we =

∫

`

My(x) ·My(x)

EIy
dx+

∫

`

My(x) · α · ∆t

h
dx+

∫

`

N · α ·∆ts dx

Nejprve vyřeš́ıme pr̊uběh M od silového zat́ıžeńı. Od změny teplot na staticky určité konstrukci
žádné reakce ani vnitřńı śıly nevznikaj́ı.
Reakce od reálného stavu:

a

b

c
d

e

12 kN

6 kN/m

α

Q = 6 · 5 = 30 kN

α

α
sinα = 4

5
= 0, 8

cosα = 3
5

= 0, 6

22,875 kN
9,844 kN

19,125 kN

9,844 kN

deska I

deska II

20



1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil V od reálného stavu:

-9
,8

44

22,875

-7,125

3,6
-3,6

1,1875

Pr̊uběh ohybových moment̊u M od reálného stavu:

-39,376

4,23

9

Pr̊uběh posouvaj́ıćı śıly byl stejně jako v předchoźıch př́ıkladech vyřešen jako vod́ıtko pro vy-
kresleńı pr̊uběhu My a v daľśıch výpočtech se již neprojev́ı.

Reakce od virtuálńıho stavu – konstrukce zat́ıžena jednotkovou silou v bodě e .

a

b

c
d

e

α

α

Āz = 0, 3125

Āx = 0, 3906 B̄x = 0, 4094

B̄z = 0, 2875

α

1̄ [-]sinα = 4
5

= 0, 8

cosα = 3
5

= 0, 6
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

reakce z celku: b � : Az · 8− 1 · 2, 5 = 0⇒ Az = 0,3125

↑ : 0, 3125 +Bz − 1 · 0, 6 = 0⇒ Bz = 0,2875

deska č. I c � : 0, 3125 · 5− Ax · 4 = 0⇒ Ax = 0,3906

reakce z celku: → : Bx + 0, 3906− 1 · 0, 8 = 0⇒ Bx = 0,4094

Pr̊uběh ohybových moment̊u M od virtuálńıho stavu:

1,25

-1,5624

-1,5624

Pr̊uběh normálových sil N od virtuálńıho stavu:

0,0156

-0,3906

-0
,3

12
5

Pr̊uhyb wfe od silového zat́ıžeńı:

1 · wfe =
∫
`
M ·M
EIy

dx = 1
EIy
·









+ 1
EIy
·









+

1
EIy
·









+ 1
EIy
·









+ 1
EIy
·








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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Druhým a třet́ım členem jsme pomoćı superpozice zahrnuli do výpočtu integrál na intervalu
dc. Na šikmém prutu je nutno integrovat podél střednice, kde lce = leb = 2,5 m.

1 · wfe = 1
EIy
·
[

1
3
·
(
(−39, 376) · (−1, 5624) · 4 + (−39, 376) · (−1, 5624) · 5+

+18, 75 · (−1, 5624) · 5 + 2 · 9 · 1, 25 · 2, 5
)]

= 463,464562
3·16000

= 9,656 · 10−3 m

Pr̊uhyb wte od změny teploty.

1 · wte =
∫
`
M · α · ∆t

h
dx+

∫
`
N · α ·∆ts dx = α · ∆t

h
·
∫
`
M dx+ α ·∆ts ·

∫
`
N dx =

= 12 · 10−6 · −25
0,4
·
[

1
2

(
(−1, 5624) · 4 + (−1, 5624) · 5 + 2 · 1, 25 · 2, 5

)]
+

+12 · 10−6 · 7, 5
[
− 0, 3125 · 4− 0, 3906 · 5 + 0, 0156 · 5

]
=

= 2, 929 · 10−3 − 0, 281 · 10−3 = 2,648 · 10−3 m

Celkové posunut́ı we = wfe +wte = 9, 656 · 10−3 + 2, 648 · 10−3 = 12,304 · 10−3 m. Pr̊uřez e se
posune ve směru zavedené virtuálńı śıly 1 o 12, 304 mm.
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

Př́ıklad 1.7 Př́ıhradová konstrukce je zat́ıžena jednou silou, rovnoměrným ochlazeńım tř́ı

prut̊u a poklesem podpor a a b . Principem virtuálńıch sil vypoč́ıtejte svislý
posun styčńıku e . EA = 50000 kN, α = 12 · 10−6 K−1

443

4

a b

c

d
e

f g

24 kN

w̃a w̃b

[m]

-18 °C -18 °C -18 °C

w̃a = 0, 04 m w̃b = 0, 03 m

Řešeńı: přetvořeńı př́ıhradové konstrukce poč́ıtáme podle vzorce:

1 · δ =
∑

(
N ·N
EA

· l) +
∑

(N · α ·∆ts · l)−
∑

(Ri · r̃i)

Řešená př́ıhradová konstrukce má 11 prut̊u, pro výpočet svislého posunut́ı styčńıku e můžeme
psát.

1 · we =
11∑

i=1

(
Ni ·N i

EiAi
· li) +

11∑

i=1

(N i · αi ·∆ts,i · li)− (A · w̃a +B · w̃b)

Nejprve si vyřeš́ıme normálové śıly v prutech od silového zat́ıžeńı konstrukce. Od teplotńıch
změn a pokles̊u podpor jsou normálové śıly na staticky určité soustavě nulové. Normálové śıly
vyřeš́ıme zjednodušenou metodou styčných bod̊u. Jako prvńı urč́ıme nulové pruty a následně
vypočteme zbývaj́ıćı śıly styčńıkovou metodou.

18

a b

c

d
e

f g

24 kN

3

4 5 6 7 8 9

10 11

1 2

-18 0 0

30

-2
4

-2
5,
45

6

18 00

0 0

42 kN 18 kN

βα
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

cosα = 3
5

= 0, 6 (l = 5 m)

sinα = 4
5

= 0, 8

cos β = sin β =
√

2
2

= 0, 707

18 kN

S2 = 0
S7

S3 = 0b
S7 = 18 kN

S10

18
S6

0

0g

β

↑: −18− S6 · sin β = 0⇒ S6 = −25, 456 kN

→: −S10 − S6 · cos β = 0⇒ S10 = 18 kN

S1

S4

α

24 kN

d

↑: S4 · sinα− 24 = 0⇒ S4 = 30 kN

→: 30 · cosα + S1 = 0⇒ S1 = −18 kN

S5

30

18

α

f ↑: −30 · sinα− S5 = 0⇒ S5 = −24 kN

→: 18− 30 · cosα = 0⇒ X (kontrola)

Normálové śıly N i od virtuálńıho jednotkového zat́ıžeńı vyřeš́ıme stejným zp̊usobem. Pro jed-
noduchost opět nejprve urč́ıme nulové prutu a styčńıkovou metodu následně využijeme pouze
u nenulových prut̊u.

0

a b e

3

4 5 6 7 8 9

10 11

1 2

0 -1

0

0

1,
41

4 -2 01,414

0 0

1 2

βα
-1

1̄ [-]
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

0

S3

β

S8

e

1̄ [-]

↑: S8 · sin β − 1 = 0⇒ S8 = 1, 414 kN

→: −S3 − S8 · cos β = 0⇒ S3 = −1 kN

2

S2 = −1
S7

S3 = −1b
↑: S7 + 2 = 0⇒ S7 = −2 kN

→: −S2 + S3 = 0⇒ S2 = −1 kN

S6

0 β
S2 = −1

0

a

1

↑: S6 · sin β − 1 = 0⇒ S6 = 1, 414 kN

→: S6 · cos β + S2 = 0⇒ X (kontrola)

Svislý posun styčńıku e od silového zat́ıžeńı.

1 · wfe =
1

EA

11∑

i=1

(Ni ·N i · li) =
1

EA
·
(
(−25, 456) · 1, 414 · l6 + 18 · (−2) · l7

)
=
−347, 617

50000
=

= −6,952 · 10−3 m

Svislý posun styčńıku e od rovnoměrného ochlazeńı prut̊u 1, 2 a 3, to znamená ∆ts,1 = ∆ts,2 =
∆ts,3 = −18 °C, na ostatńıch prutech ∆ts,i = 0:

1 · wte = α ·
11∑

i=1

(N i ·∆ts,i · li) = 12 · 10−6 · (−18) · (0 · 3− 1 · 4− 1 · 4) = 1,728 · 10−3 m

Svislý posun styčńıku e od poklesu podpor a a b .

Ā = 1 B̄ = -2
1̄ [-]
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1 PRINCIP VIRTUÁLNÍCH SIL

1 · wre = −(A · w̃a +B · w̃b) = −(1 · 0, 04− 2 · 0, 03) = 0,02 m

Celkový svislý posun stučńıku we = wfe + wte + wre = −6, 952 · 10−3 + 1, 728 · 10−3 + 0, 02 =
14,776 · 10−3 m. Pr̊uřez e se posune ve směru zavedené virtuálńı śıly 1 o 14, 8 mm.
Poznámka: Pro zaj́ımavost ještě doplńıme př́ıklady jednotkových (virtuálńıch) stav̊u pro výpočet
daľśıch přetvořeńı.
Vodorovný posun styčńıku e :

1̄ [-]

e

Svislý posun styčńıku d :

1̄ [-]

d

Změna vzdálenosti styčńık̊u b a c :

1̄ [-]

1̄ [-]

b

c

l bc
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2 SILOVÁ METODA

2 Silová metoda

Př́ıklad 2.1 Proved’te rozbor konstrukce pro řešeńı silovou metodou (SM) – stupeň statické
neurčitosti, volba základńı soustavy (ZS), zavedeńı neznámých Xi.

Počet neznámých je v silové metodě dán stupňem statické určitosti konstrukce s. Při řešeńı po-
stupujeme tak, že ze staticky neurčité konstrukce vytvoř́ıme uvolněńım s vazeb staticky určitou
základńı soustavu. Účinky odstraněných vazeb nahrad́ıme staticky neurčitými veličinamiX1, X2, ..., Xs.
Pro jejich výpočet sestav́ıme s přetvárných podmı́nek. Zp̊usob volby ZS a zavedeńı veličin Xi

jsou pro vybrané konstrukce ukázány na následuj́ıćıch konstrukćıch.

a)

f s = 2 · 3− (3 + 2 + 1 + 2)

s = −2

Konstrukce je 2× staticky neurčitá.

Veličiny Xi zavád́ıme ve směru ode-
braných vazeb, jejich orientace je
však libovolná.

Pozor na výjimkové př́ıpady:

ZS
f

X1

X2

f
X1

X2

Pozn.: U všech konstrukćı zde řešených by bylo možné vytvořit nespočet daľśıch ZS. Vždy je
však třeba dbát, aby ZS byla staticky určitá, a to co do vněǰśıch, tak i vnitřńıch vazeb.
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2 SILOVÁ METODA

b)
F1 F2

s = 2 · 3− (2 · 3 + 1 + 2) = −3

ZS F1 F2

X3

X2X1

X2

X3

Při vyloučeńı vodorovného zat́ıžeńı:

F1 F2

s = 2 · 2− (2 · 2 + 1 + 1) = −2

ZS F1 F2
X2

X1

nebo

X2

X2
F1 F2

X1

c) f f

s = 2 · 3− (1 + 3 + 1 + 2 + 3) = −3

ZS - bez uvážeńı poddajnosti kyvného prutu

f f

X2 X2

X1 X4

X3

ZS - s uvážeńım poddajnosti kyvného prutu

(prut bud’ ponecháme nebo ho můžeme
přerušit či z konstrukce vyjmout)

f f

X2 X2

X1 X4

X3
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2 SILOVÁ METODA

d)

F

Uzavřený rám je vnitřně 3× staticky
neurčitý:

s = 1 · 3− (2 + 1 + 3) = −3

ZS

F

X3

X3

X2

X1

X2

X1

nebo

FX1

X1

X2

X2 X3

X3

e)

f

s = 1 · 3− (3 + 2 + 2 + 2 + 3) = −9

ZS

X5

X4

X3

X5

X4

X3

X1

X1X2 X2

X6

X7

X8

X9

f

f)

F F

s = 2·7−(4·1+12) = −2 (7 styčńık̊u, 12 prut̊u)

ZS

F F

X2

X1

X2
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2 SILOVÁ METODA

Př́ıklad 2.2 Silovou metodou určete pr̊uběhy vnitřńıch sil. Při řešeńı koeficient̊u δij, δi0 uvažujte
pouze vliv ohybových moment̊u. Správnost výsledk̊u zkontrolujte redukčńı větou.
EIy = konst. = 4000 kNm2

a b

c d

4
k
N

/m

5 [m]

3

Řešeńı:

Nejprve urč́ıme stupeň statické
určitosti s:

s = 1 · 3− (2 + 2) = −1

Konstrukce je 1x staticky neurčitá.

Ze zadané konstrukce vytvoř́ıme staticky určitou základńı soustavu (ZS), a to tak, že odebereme
s vněǰśıch nebo vnitřńıch vazeb.

ZS

4
k
N

/m

5 [m]

3

X1 δ1 = 0

=

δ10

4
k
N

/m

+

1 δ11

X1·

Pro výpočet neznámé X1 zaṕı̌seme
přetvárnou (deformačńı) podmı́nku:

δ1 = 0⇒ δ11 ·X1 + δ10 = 0

Z obrázku je zřejmé, že δ1 je vodorovný posun v mı́stě podpory a . Ten lze určit jako součet
posunu δ11 od vodorovné śıly X1 = 1 krát statická neznámá X1 a δ10 od zadaného zat́ıžeńı.
Původńı staticky neurčitá konstrukce vodorovné posunut́ı v podpoře a neumožňuje, rovnice
má tud́ıž na pravé straně nulu.

Uváž́ıme-li pouze vliv ohybových moment̊u poč́ıtáme přemı́stěńı δij, δi0 podle výraz̊u:

δij =

∫

`

Mi ·Mj

EIy
dx ⇒ δ11 =

∫

`

M1 ·M1

EIy
dx

δi0 =

∫

`

Mi ·M0

EIy
dx ⇒ δ10 =

∫

`

M1 ·M0

EIy
dx
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2 SILOVÁ METODA

Integrály budeme řešit numericky na základě vykresleńı M1,M0 na ZS.

Virtuálńı stav 1

X1 = 1
0 0

1

-3

-3 -3

-3

M1

Reálný stav

3,6 3,6

12

4
k
N

/m

Q
=

3
·4

=
12

k
N

-18

-18 -36

-36

2° M0

δ11 =
1

EIy

[
2 · 1

3
(−3)(−3) · 3 + (−3) · (−3) · 5

]
=

63

EIy

δ10 =
1

EIy

[
1

4
(−3)(−18) · 3 +

1

2
(−3)(−18− 36) · 5 +

1

3
(−3)(−36) · 3

]
=

553, 5

EIy

Dosad́ıme do přetvárné podmı́nky a vyřeš́ıme X1:

63

EIy
·X1 +

553, 5

EIy
= 0 ⇒ X1 = −553, 5

63
.
= −8, 786 kN

X1 je vodorovná reakce v podpoře a . Vyšel nám záporný výsledek, reakce je tedy orientována
opačně než zavedená neznámá X1. Zbývaj́ıćı reakce dopoč́ıtáme z podmı́nek rovnováhy na
konstrukci. Následně vykresĺıme pr̊uběhy vnitřńıch sil.
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2 SILOVÁ METODA

Reakce [kN]

3,6 3,6

3,214

4
k
N

/m

a
b

c d

8,786

V [kN]

2,
19

7
m

8,786

-3
,2

14

-3,6

3,
21

4

N [kN]

3,
6

-3,214

-3
,6

M [kNm]

2,
19

7
m

8,358

8,
35

8

-9,642

-9,642

9,
64

9

(a, c) : Mmax = 8, 786 · 2, 197− 4 · 2, 1972

2
= 9, 649 kNm

Správnost výsledku ověř́ıme redukčńı větou. Jedná se o aplikováńı principu virtuálńıch sil na
výpočet přetvořeńı staticky neurčitých konstrukćı. Podle redukčńı věty je možné virtuálńı
zatěžovaćı stav řešit na libovolné, staticky př́ıpustné základńı soustavě odvozené z p̊uvodńı
konstrukce.

Pokud chceme tento postup využ́ıt ke kontrole výpočtu, řeš́ıme přemı́stěńı pr̊uřezu, jehož hod-
notu předem známe (ideálně nulové přemı́stěńı). Při kontrole redukčńı větou je lepš́ı výpočet
provést pro jinou ZS než tu, která již byla v předchoźım řešeńı použita.

Kontrolovat budeme vodorovný posun pr̊uřezu b :

ZS + virtuálńı stav

1̄a
b

c d

Reakce

0 0

1 1̄

33



2 SILOVÁ METODA

M

-3

-3 -3

-3

ub
?
= 0

1 · ub =

∫

`

M ·M
EIy

dx

M ... ohybový moment vyřešený silovou metodou
M ... ohybový moment od jednotkové śıly ve směru kontrolovaného posunu

1 · ub =
1

EIy
·

8,358

3

My

-3

M̄y









+
1

EIy
·

3

My

-3

M̄y

1
8 · 4 · 32 = 4, 5

1









+
1

EIy
·

-3M̄y

5

My

8,358

-9,642









+
1

EIy
·

-3

3

My

M̄y

-9,642








ub =
1

EIy

[
1

3
· 8, 358 · (−3) · 3 +

1

3
· 4, 5 · (−3) · 3 +

1

2
(−3)(8, 358− 9, 642) · 5

+
1

3
(−9, 642)(−3) · 3

]

ub =
−0, 018

8000
= −2,25 · 10−6 m

.
= 0

Nepřesnost byla zp̊usobena zaokrouhleńım při výpočtu neznámé X1.
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2 SILOVÁ METODA

Př́ıklad 2.3 a) Silovou metodou řešte pr̊uběhy vnitřńıch sil na složené soustavě. Při řešeńı
koeficient̊u δij, δi0 uvažujte pouze vliv ohybových moment̊u.

b) S využit́ım redukčńı věty vypočtěte svislé přemı́stěńı (pr̊uhyb) pr̊uřezu c .

EIy = konst. = 2000 kNm2

6 kN/m

5 kN

2 kN

22

3

[m]22

Řešeńı:

Vypočteme stupeň statické
určitosti s:

s = 2 · 3− (3 + 3 + 2) = −2

Konstrukce je 2x staticky
neurčitá.

Základńı soustavu vytvoř́ıme odebráńım dvou vazeb:

6 kN/m

5 kN

2 kNδ1 = 0

X2

X2

X1

X1

δ2 = 0

= X1·

1

1 δ11

δ21

+ X2·

δ12

δ22

1

1
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2 SILOVÁ METODA

+

6 kN/m

5 kN

2 kNδ10

δ20

Zaṕı̌seme přetvárné podmı́nky:

δ1 = 0⇒ δ11 ·X1 + δ12 ·X2 + δ10 = 0

δ2 = 0⇒ δ21 ·X1 + δ22 ·X2 + δ20 = 0

Přemı́stěńı δij a δi0 vypočteme podle dř́ıve uvedených výraz̊u:

δij =

∫

`

Mi ·Mj

EIy
dx δi0 =

∫

`

Mi ·M0

EIy
dx

Pr̊uběhy ohybových moment̊u na základńı soustavě:

X1 = 1

X1 = 1
2

4

6

-2

-2

M1

X2 = 1

X2 = 1

-3

M2

-15

4 4,333

22 0,333 -4

2°

M0
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2 SILOVÁ METODA

5

22 0,333

2

-10

V0

(vykreslena pouze jako pomůcka
k určeńı pr̊uběhu M)

Výpočet koeficient̊u δij a δi0:

δ11 =

∫

`

M1 ·M1

EIy
dx =

1

EIy

[
(−2)2 · 3 +

1

3
(−2)2 +

1

3
· 62 · 6

]
=

86, 666̄

EIy

δ12 = δ21 =

∫

`

M1 ·M2

EIy
dx =

1

EIy

[
1

2
(−2)(−3) · 3

]
=

9

EIy

δ22 =

∫

`

M2 ·M2

EIy
dx =

1

EIy

[
1

3
(−3)2 · 3

]
=

9

EIy

δ10 =

∫

`

M ·M
EIy

dx

δ10 =
1

EIy

[
·

-2

-15

3

M1

M0









+
2

2

4M1

M0 4









+

4

2

6M1

M0

4

-4

2









]

Rozklad M0 pod spojitým zat́ıžeńım:

2

= +

1
8
· 6 · 22 = 3

4

-4

34

-4

δ10 =
1

EIy

[
1

2
(−2)2(−15) · 3 +

1

6
· 4(2 + 2 · 4) · 2 +

1

6
(4 · (2 + 2 · 4) + 6 · (4− 2 · 4)) · 2

+
1

3
· 3 · (4 + 6) · 2

]
=

45 + 15, 333̄− 2, 666̄ + 20

EIy
=

75, 666̄

EIy

δ20 =
1

EIy

[
1

3
(−3)(−15) · 3

]
=

45

EIy

37



2 SILOVÁ METODA

Koeficienty dosad́ıme do přetvárných podmı́nek. Vzhledem k tomu, že všechny vypočtené
výrazy obsahuj́ı ohybovou tuhost pr̊uřezu EIy ve jmenovateli, rovnice j́ı vynásob́ıme a do-
staneme:

86, 666 ·X1 + 9 ·X2 + 75, 666 = 0

9 ·X1 + 9 ·X2 + 45 = 0

X1 = −0, 395 kN

X2 = −4, 605 kN

Máme vyřešeny všechny vnitřńı reakce v kloubu c , můžeme vykreslit pr̊uběhy vnitřńıch sil:

4,605

4,605

0,395

0,395

6 kN/m

5 kN

2 kN

0,395

0,395

0,395

6,370

4,605

10
,3

95

N [kN]

-4,6050,
39

5

V [kN]

0,
39

5

-0,395

1,605

-10,395

0,268
1,732

[m]

38
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0,268
1,732

[m]

2,635

0,790

0,
79

0
-0,395

-0,790

-6,370

M [kNm]

b) Svislý posun vnitřńıho kloubu c urč́ıme s využit́ım redukčńı věty. Virtuálńı stav budeme
tedy řešit na ZS.

a

bc

1̄

ZS + virtuálńı stav

-2

-2 M̄

1 · wc =

∫

`

M ·M
EIy

dx =
1

EIy
·

-0,395

3

0,790

-2

My

M̄y









+
1

EIy
· 2

My

M̄y

0,790

-2









wc =
1

EIy

[
1

2
(−2)(−3)(−0, 395 + 0, 790) +

1

3
· 0, 790 · (−2) · 2

]
=
−2, 238

2000
= −1,119 · 10−3 m

Vnitřńı kloub c se posune směrem nahoru (proti směru virtuálńı 1) o 1, 119 mm.
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Př́ıklad 2.4 Silovou metodou vyřešte pr̊uběhy vnitřńıch sil na složené soustavě. Při řešeńı
uvažujte vliv poddajnosti kyvného prutu. Na ostatńıch částech konstrukce řešte
koeficienty δij, δi0 pouze s vlivem ohybových moment̊u. Výpočet zkontrolujte
užit́ım redukčńı věty. EIy = konst. = 5000 kNm2, EA = 660000 kN

a

bc

d

e f

2 kN/m

8 kN
2

2

2 [m]3

Řešeńı:

Nejprve urč́ıme stupeň statické určitosti s:

s = 1 · 3− (2 + 2 + 1) = −2

Konstrukce je 2x staticky neurčitá.

Při volbě ZS je třeba dbát, aby byl odstraněn
správný počet vněǰśıch a vnitřńıch vazeb. V našem
př́ıpadě odstrańıme jednu vněǰśı reakci a přeruš́ıme
kyvný prut.

ZS

2 kN/m

X1

X2 X2

δ2 = 0

vedeńı δ1 = 0

8 kN
= X1·

1

δ21

δ11

+ X2·

δ22

δ12

1 1

+

δ20

δ10

2 kN/m

8 kN
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2 SILOVÁ METODA

Zaṕı̌seme přetvárné podmı́nky:

δ1 = 0⇒ δ11 ·X1 + δ12 ·X2 + δ10 = 0

δ2 = 0⇒ δ21 ·X1 + δ22 ·X2 + δ20 = 0

Přemı́stěńı δij a δi0 budeme poč́ıtat s uvážeńım vlivu normálové śıly na protažeńı/zkráceńı
střednice kyvného prutu:

δij =

∫

`

Mi ·Mj

EIy
dx+

∫

`

Ni ·Nj

EA
dx

δi0 =

∫

`

Mi ·M0

EIy
dx+

∫

`

Ni ·N0

EA
dx

Od jednotlivých zatěžovaćıch stav̊u budeme tedy vykreslovat jak pr̊uběhy ohybových moment̊u,
tak pr̊uběhy normálové śıly.

1

0,8

1

0,8

-4

4
-1,6

M1

0

0

0

-4-4

-4

4

1 1

M2

Reakce od skut. zat́ıžeńı

2 kN/m

8 kN

1

8

5

5

-8

-1

0,5m

V0
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2 SILOVÁ METODA

10

6

16

e

0,25

-6

10

-1
6

M0

-0,8

-1 -1

N1

Kyvný prut přenáš́ı pouze X2 = 1, v ostatńıch zatěžovaćıch stavech je v něm N = 0 kN.

-1

1
N2

-1

8

N0

Normálové śıly neńı nutné vykreslovat po celé konstrukci, stač́ı určit hodnotu v kyvném prutu.
Zde jsou pr̊uběhy vykresleny z d̊uvodu uceleněǰśı představy o namáháńı konstrukce.

Výpočet koeficient̊u δij a δi0:

δ11 =

∫

`

M1 ·M1

EIy
dx+

∫

`

N1 ·N1

EA
dx =

1

EIy

[
1

3
(−4)2 · 5 +

1

3
42 · 4

]
+

1

EA
· 0 =

48

EIy

δ12 =

∫

`

M1 ·M2

EIy
dx+

∫

`

N1 ·N2

EA
dx =

1

EIy

[
1

2
(−4)(−1, 6− 4) · 3 +

1

3
· 4 · 4 · 4

]
+

1

EA
·0 =

54, 93

EIy

δ21 = δ12

δ22 =

∫

`

M2 ·M2

EIy
dx+

∫

`

N2 ·N2

EA
dx

δ22 =
1

EIy

[
1

3
(−4)2 · 4 + (−4)2 · 3 +

1

3
· 42 · 4

]
+

1 · 1 · 3
EA

=
90, 6

EIy
+

3

EA

δ10 =

∫

`

M1 ·M0

EIy
dx+

∫

`

N1 ·N0

EA
dx
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2 SILOVÁ METODA

δ10 =
1

EIy

[
1

3
(−1, 6) · 10 · 2 +

1

6
· (−6)(−2 · 1, 6− 4) · 3 +

1

3
· 2, 25 · (−1, 6− 4) · 3

]
+

1

EA
· 0

Integrace pr̊uběhu ohybového momentu na intervalu (ef):

3 m

= +

1
8
· 2 · 32 = 2, 25

-6 -6

δ10 =
−1, 666

EIy

δ20 =

∫

`

M2 ·M0

EIy
dx+

∫

`

N2 ·N0

EA
dx

δ20 =
1

EIy

[
1

6
(−16) · (−2− 2 · 4) · 2 +

1

2
· (−4)(−6) · 3 +

2

3
· (−4) · 2, 25 · 3

]
+

1

EA
· 0

δ20 =
71, 333

EIy

Dosazeńı do přetvárných podmı́nek:

48

EIy
·X1 +

54, 9333

EIy
·X2 −

1, 666

EIy
= 0 / ·EIy

54, 933

EIy
·X1 +

(
90, 666 +

3

EA

)
·X2 −

71, 333

EIy
= 0 / ·EIy

Po vynásobeńı soustavy rovnic EIy vyřeš́ıme:

48 ·X1 + 54, 9333 ·X2 = 0

54, 933 ·X1 +

(
90, 666 +

3 · 5000

EA

)
·X2 = 71, 333

X1 = 3, 048 kN

X2 = −2, 633 kN

Veličina X1 je vodorovná reakce v podpoře b , veličina X2 představuje osovou śılu v kyvném
prutu.

Pro porovnáńı - bez vlivu N v táhle vyjde X1 = 3, 050 kN, X2 = −2, 365 kN.
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2 SILOVÁ METODA

2 kN/m

8 kN

2,633 2,633

3,048

3,438

4,952

2,562

2,633

2 kN/m

8 kN

2,633 3,048

2,6332,633

Výsledné vnitřńı śıly:

-0,415

4,952

-3
,4

38

-2,633

[kN]
N

5,266

-1,66

1,66

-0,344

5,124

-5
,4

68

1,295

[kNm]
M

Určeńı Mef z rovnováhy na styčńıku:

5,124

0,344

5,468

e

2,
63

3

-5
,3

67

2,562

-3,438

0,
41

5

1,719
[m]

1,281

[kN]
V

Kontrola rovnováhy V a N na stačńıku e :

0,4154,952

5,367

2,562

2,562

0

e

↑ : 2, 562− 2, 562 = 0 X

→ : −4, 952 + 5, 367− 0, 415
?
= 0

0 = 0 X
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2 SILOVÁ METODA

Kontrola správnosti výpočtu redukčńı větou:

ZS + virtuálńı stav 1 · ua
?
= 0

a

bc

e f

[m]
4

32

1̄ 1̄

I

II

0,8

0,8

S = 1 S = 1 1

Pokud jsme při řešeńı silovou metodou uvažovali poddajnost kyvného prutu, muśıme ji do
výpočtu zahrnout i při výpočtu přemı́stěńı redukčńı větou.

1 · ua =

∫

`

M ·M
EIy

dx+

∫

`

N ·N
EA

dx

Výpočet vnitřńı reakce S f � : S · 4− 0, 8 · 5 = 0 ⇒ S = 1 kN
1̄

0,8

S

f

S = 1S = 1

M N

-1,6

2,4

2

4
-1

-0
,8

-1
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2 SILOVÁ METODA

1 · ua =
1

EI

[
1

3
· 5, 124 · (−1, 6) +

1

6
· 2 · 4 · (−2 · 0, 344− 1, 66) · 3 +

1

3
· 2, 25 · 2, 4 · 3

3 m

= +

1
8
· 2 · 32 = 2, 25

-0,344

-1,6
-0,344

-1,6

+
1

3
· 5, 266 · 2 · 2 +

1

6
(5, 266(2 · 2 + 4)− 5, 468(2 + 2 · 4)) · 2

]
+

1

EA
(−2, 633)(−1) · 3

ua = 2, 8 · 10−6 m
.
= 0

Posunut́ı ua v neposuvné podpoře vycháźı nulové s malou nepřesnost́ı, která je zp̊usobena
předchoźım zaokrouhlováńım, výpočet je tedy správně.
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2 SILOVÁ METODA

Př́ıklad 2.5 a) Silovou metodou vyřešte pr̊uběhy vnitřńıch sil na konstrukci zat́ıžené změnou
teploty a poklesem podpor. Při řešeńı koeficient̊u δij, δi0 uvažujte pouze vliv
ohybu, při výpočtu δi0 uvažujte i vliv změny délky střednice.

b) S využit́ım redukčńı věty vypoč́ıtejte vodorovné posunut́ı podpory c .

Všechny pruty maj́ı obdélńıkový pr̊uřez o š́ı̌rce b = 0, 27 m a výšce h = 0, 4 m.
E = 20 · 106 kPa, α = 12 · 10−6 K−1

[m]

3

ϕ̃a = 2°

∆th = 16 °C

∆td = 2 °C

∆th = 0 °C

∆td = 0 °C

∆
t h

=
16

°
C

∆
t d

=
2

°
C

∆
t h

=
16

°
C

∆
t d

=
2
°
C

w̃b = 35 mm

a

b

c

d

e7 kN

6

3

Řešeńı:

a) Prut d − b neńı vystaven
změně teploty, na ostatńıch pru-
tech jsou zadána spodńı vlákna
tak, aby vždy ∆td = 2 ◦C a
∆th = 16 ◦C.

z
y

z h
=

0,
4

m

∆th = +16 °C

∆td = +2 °C

∆ts =
∆td + ∆th

2
=

2 + 16

2
= 9 ◦C

∆t = ∆td −∆th = 2− 16 = −14 ◦C

Kromě zat́ıžeńı teplotńımi změnami docháźı u konstrukce k poklesu podpor. Převedeme je na
vhodné jednotky:

ϕ̃a = 2◦ = (2◦/180◦) · π = 34, 907 · 10−3 rad

w̃b = 35 mm = 0, 035 m

Ohybová tuhost pr̊uřezu: EIy = 28800 kNm2

Zvoĺıme základńı soustavu:

ϕ̃a

+16 °C

+2 °C

+
16

°
C

+
2

°
C

δ2 = w̃b

7 kN

+
16

°
C

+
2

°
C

δ1 = 0
X1

X2
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2 SILOVÁ METODA

δ21

δ11
1

X1·

δ22

δ12

1

X2·

ϕ̃a

+16 °C

+2 °C

+
16

°
C

+
2

°
C

δ20

7 kN

+
16

°
C

+
2

°
C

δ10

Zaṕı̌seme přetvárné podmı́nky. Pozor na nenulovou pravou stranu u druhé rovnice:

δ1 = 0 ⇒ δ11 ·X1 + δ12 ·X2 + δ10 = 0

δ2 = w̃b = 0, 035 ⇒ δ21 ·X1 + δ22 ·X2 + δ20 = 0, 035
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2 SILOVÁ METODA

Přemı́stěńı δij poč́ıtáme podle dř́ıve uvedených vzorc̊u. Při řešeńı δi0 je nutné zohlednit veškeré

p̊usob́ıćı zat́ıžeńı – přemı́stěńı od silového zat́ıžeńı δfi0, od změny teploty δti0 a poklesu podpor
δri0.

δi0 = δfi0 + δti0 + δri0

δfi0 =

∫

`

MiM0

EIy
dx

δti0 =

∫

`

Mi · α ·
∆t

h
dx+

∫

`

Ni · α ·∆ts dx

δri0 = −
∑

Ri · r̃

Vykresĺıme pr̊uběhy momentu od všech zatěžovaćıch stav̊u, od X1 = 1 a X2 = 1. Urč́ıme
pr̊uběhy normálových sil N a velikost reakćı v mı́stě vnášených pokles̊u podpor (zde ve vetknut́ı
v mı́stě a směru pootočeńı ϕ̃a).

X1 = 1

-6

-6

-6

RM,1 = 6

M1

-6

-6

RM,2 = 6

X2 = 1

-6

M2

Reakce RM,1 a RM,2 zavád́ıme povinně po směru pootočeńı ϕ̃a.

-42

7 kN

-21

M0

-1

-1
N1
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2 SILOVÁ METODA

-1
N2

Pozn.: Na staticky určité konstrukci od nesi-
lového zat́ıžeńı (změna teploty a posun podpor)
nevznikaj́ı žádné vnitřńı śıly!

Koeficienty δij, δi0:

δ11 =

∫

`

M1 ·M1

EIy
dx =

1

EIy

[
1

3
(−6)2 · 6 + (−6)2 · 6

]
=

288

EIy

δ12 =

∫

`

M1 ·M2

EIy
dx =

1

EIy

[
(−6)2 · 3

]
=

108

EIy
= δ21

δ22 =

∫

`

M2 ·M2

EIy
dx =

1

EIy

[
1

3
(−6)2 · 6 + (−6)2 · 3

]
=

180

EIy

δf10 =

∫

`

M1 ·M0

EIy
dx =

1

EIy

[
1

2
(−6) · (−42) · 6

]
=

756

EIy

δf20 =

∫

`

M2 ·M0

EIy
dx =

1

EIy

[
1

2
(−6) · (−21− 42) · 3

]
=

567

EIy

δt10 =

∫

`

M1 · α ·
∆t

h
dx+

∫

`

N1 · α ·∆ts dx = 12 · 10−6

[(
1

2
(−6) · 6− 6 · 6

)
· −14

0, 4
+ (−1) · 9

]

δt10 = 0, 022032

δt20 =

∫

`

M2 · α ·
∆t

h
dx+

∫

`

N2 · α ·∆ts dx = 12 · 10−6

[
(−6) · 3 · −14

0, 4
+ (−1) · 3 · 9

]

δt10 = 0, 007236

Rr
10 = −RM,1 · ϕ̃a = −6 · 34, 907 · 10−3 = −0, 209442

Rr
20 = −RM,1 · ϕ̃a = −6 · 34, 907 · 10−3 = −0, 209442

Dosazeńı do přetvárných podmı́nek:

288

EIy
·X1 +

108

EIy
·X2 +

756

EIy
+ 0, 022032− 0, 209442 = 0 / · EIy

108

EIy
·X1 +

180

EIy
·X2 +

567

EIy
+ 0, 007236− 0, 209442 = 0, 035 / · EIy

288 ·X1 + 108 ·X2 + 756 + 634, 5216− 6031, 9296 = 0

108 ·X1 + 180 ·X2 + 567 + 208, 3968− 6031, 9296 = 1008

X1 = 3, 955 kN

X2 = 32, 430 kN

50



2 SILOVÁ METODA

Výsledné reakce a vnitřńı śıly:

Reakce:

ϕ̃a = 2°

+16 °C

+2 °C

+
16

°
C

+
2

°
C

w̃b = 35 mm

7 kN
+

16
°
C

+
2

°
C

3,955 kN

32,430 kN

N [kN]

-3
6,

38
5

-3
,9

55

V [kN]

32,430

7

7

3,955

M [kNm]

-194,58

-23,73
-23,73

-44,73
-239,31

-260,31

Kontrola rovnováhy ve styčńıku d :

3,
95

5

36,385

32,437

0d

7

Dopočet Mda z rovnováhy:

239,31

44,73

194,58

d
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2 SILOVÁ METODA

b) Výpočet vodorovného posunu pr̊uřezu c .

a

b

c 1̄

uc = ?

ZS

-6

-3

RM,a = 6

M

1 1

Při výpočtu muśıme zohlednit veškeré silové i nesilové zat́ıžeńı konstrukce:

1 · uc =

∫

`

MiM0

EIy
dx+

∫

`

Mi · α ·
∆t

h
dx+

∫

`

Ni · α ·∆ts dx−
∑

Ri · r̃

1 · uc =
1

EIy

[
1

6
(−3)(−2 · 44, 73− 23, 73) · 3

]

+
1

EIy

[
1

6

(
− 260, 31 · (−2 · 6− 3)− 239, 31 · (−6− 2 · 3)

)
· 3
]

+12 · 10−6 · 1

2
· (−6) · 6 · −14

0, 4
+ 12 · 10−6 · 1 · 6 · 9− 6 · 34, 907 · 10−3

= 123, 541 · 10−3 + 8, 208 · 10−3 − 209, 442 · 10−3

uc = −77, 693 · 10−3 m
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2 SILOVÁ METODA

Pr̊uřez c se posune doleva (proti smyslu zavedené virtuálńı 1) o 77,693 mm.
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2 SILOVÁ METODA

Př́ıklad 2.6 Silovou metodou určete pr̊uběhy vnitřńıch sil na složené soustavě. Při řešeńı
koeficient̊u δij, δi0 uvažujte pouze vliv ohybových moment̊u. EIy = konst.

Řešte: a) pro symetrické zat́ıžeńı
b) pro antisymetrické zat́ıžeńı

6 kN/m

osa symetrie

22 22

2,
5

2,
5

[m]

a

bc

d

e f

a’

c’

d’

e’

6 kN/m

osa antisymetrie

22 22

2,
5

2,
5

[m]

a

bc

d

e f

a’

c’

d’

e’

6 kN/m
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2 SILOVÁ METODA

Urč́ıme stupeň statické určitosti konstrukce (bez využit́ı symetrie nebo antisymetrie):

s = 1 · 3− (2 · 2 + 2) = −3

Pro obecné zat́ıžeńı bychom řešili tři neznámé veličiny Xi. Při symetrickém, resp. antisymet-
rickém zat́ıžeńı lze počet neznámých sńıžit. Nutnou podmı́nkou je, abychom ZS zvolili symet-
rickou.

a) symetrické zat́ıžeńı

M1
X1 = 1

2

0

2

0

-2,5-2,5

M2

0,4

0

0,4

0

1

X2 = 1

1

1

1

M0

14,4

12

14,4

12

2°

24

-12

-12

-36

-12

-12

-36

24
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2 SILOVÁ METODA

s = −2 (antisymetrické X3 je nulové)

δ1 = 0⇒ δ11 ·X1 + δ12 ·X2 + δ10 = 0

δ2 = 0⇒ δ21 ·X1 + δ22 ·X2 + δ20 = 0

Výpočet koeficient̊u δij, δi0:

δ11 =
1

EIy

[
2 · 1

3
(−2, 5)2 · 2, 5

]
· 2 =

20, 833

EIy

δ12 =
1

EIy

[
1

2
(−2, 5) · 1 · 2, 5 +

1

3
(−2, 5) · 1 · 2, 5

]
=
−10, 416

EIy

δ22 =
1

EIy

[
1

3
· 12 · 2, 5 + 12 · 2, 5 + 12 · 2

]
· 2 =

10, 666

EIy

δ10 =
1

EIy

[
1

3
(−2, 5) · (−36) · 2, 5 +

1

2
· (−2, 5) · (−12) · 2, 5

]
· 2 =

225

EIy

δ20 =
1

EIy

[
1

3
· 1 · (−36) · 2, 5 + 1 · (−12) · 2, 5 +

1

3
· 1 · (−12) · 2

]
· 2 =

−136

EIy

Dosazeńı do přetvárných podmı́nek:

20, 833 ·X1 − 10, 416 ·X2 + 225 = 0

−10, 416 ·X1 − 10, 666 ·X2 − 136 = 0

X1 = −8, 647 kN

X2 = −4, 305 kNm

Výsledné reakce a vnitřńı śıly [kN, kNm]

6 kN/m

8,647

4,3056 kN/m

8,647
4,305

a

b

Ax = 4, 616

12

4,616

12

4,031 0

0

4,031

0 0
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2 SILOVÁ METODA

Z rovnováhy na levé polovině konstrukce:

b � : Ax · 2, 5 + 12 · 4− 12 · 1− 8, 647 · 5− 4, 305 = 0 ⇒ Ax = 4, 616 kN

4,616

12

4,616

12

4,031

0 0

4,031

6 kN/m

V [kN]

12
-12

-12

12

-8
,6

47

8,
64

7

-4
,0

31

4,
03

1

M [kNm]

24

-10,078

-7,659

13,922

-7,659

24

-10,078

13,922

4,305
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2 SILOVÁ METODA

Dopočet momentu Mde z rovnováhy na styčńıku d :

10,078

24

13,922

d

Mef = Med = 4, 305− 6 · 22

2
= −7, 695 kNm

N [kN]

-12

-4,616

-8,647

4,031

-12

-4,616

b) antisymetrické zat́ıžeńı

M1

X1 = 1

X1 = 1

0

0 0

0

-2

-2

-2

2

-2

2

2
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2 SILOVÁ METODA

M0

0

3

0

3

2°

6

-12

12
-12

-6

2°

12

18

18

-18

-18

s = −1 (symetrické veličiny X2 a X3 jsou nulové)

δ1 = 0⇒ δ11 ·X1 + δ10 = 0

Výpočet koeficient̊u δij, δi0:

δ11 =
1

EIy

[
1

3
· 22 · 2 + (−2)2 · 5 +

1

3
· (−2)2 · 2

]
· 2 =

50, 666̄

EIy

δ10 =
1

EIy

[
1

3
· 2 · 18 · 2 + (−2)(−18) · 2, 5 + (−2)−12) · 2, 5 +

1

4
(−2)(−12) · 2

]
· 2 =

372

EIy

Dosazeńı do přetvárných podmı́nek:

50, 666 ·X1 + 372 = 0 ⇒ X1 = 7, 342 kN

Výsledné reakce a vnitřńı śıly [kN, kNm]

6 kN/m

a

b

0

3

0

3

0 1,658

1,658

0

7,342 7,342
0

0 0 0
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2 SILOVÁ METODA

Z rovnováhy na levé polovině konstrukce:

b � : 3 · 4− 12 · 1 + Ax · 2, 5 = 0 ⇒ Ax = 0 kN

0 0

1,658

0

3

1,658

0

3

6 kN/m

6 kN/m

N [kN]

-4,658 4,658

-1,658 1,658

V [kN]

3

4,658

-7,342

-1,658

3

4,658

0,776 1,224 [m]
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M [kNm]

-3
,3

16

-2
,6

84

3,316

-3,316

3,
31

6

-2,684
-4,492

4,492

2,684

2,
68

4

6

-6

Dopočet momentu Mde z rovnováhy na styčńıku d :

3,316

6

2,684

d

Mmax = 7, 342 · 1, 224− 6 · 1, 2242

2
= 4, 492 kNm
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2 SILOVÁ METODA

Př́ıklad 2.7 Silovou metodou vyřešte normálové śıly v př́ıhradové konstrukci zat́ıžené silou,
ohřát́ım dvou prut̊u a poklesem podpory.
EIy = konst. = 5000 kNm2, A = 3, 5 · 10−4 m2, α = 12 · 10−6 K−1

Zadaná konstrukce

F = 20 kN

2
2

1,5 [m]

∆
t

=
10

°
C

a

b

c
d

e

1

3

4

5

6
7

8

2

w̃a = 25 mm

Řešeńı:

Urč́ıme statickou určitost s a vytvoř́ıme
základńı soustavu. Koeficienty δij a δi0 se
poč́ıtaj́ı z normálových sil, urč́ıme proto jejich
hodnoty pro všechny zatěžovaćı stavy.

s = 5 · 2− (8 + 2 · 2) = −2,

kde

5 . . . počet styčńık̊u

8 . . . počet prut̊u

Základńı soustava

20 kN

∆
t

=
10

°
C

X1

X2

X2

w̃a = 25 mm

Přetvárné podmı́nky:

δ1 = 0 ⇒ δ11 ·X1 + δ12 ·X2 + δ10 = 0

δ2 = 0 ⇒ δ21 ·X1 + δ22 ·X2 + δ20 = 0

Přemı́stěńı δij, δi0 poč́ıtáme podle vzorc̊u:

δij =
∞∑

k=1

Ni,k ·Nj,k

EA
· lk

δio =
8∑

k=1

Ni,k ·N0,k

EA
·lk+

8∑

k=1

Ni,kα∆t+
3∑

p=1

Ri,pr̃p
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2 SILOVÁ METODA

N1 [kN]

X1 = 1

0

Ra,1 = 1

0

α

α α

0

0

0

0

0
1

1

0

N2 [kN]

X
2

=
1

0

Ra,2 = 0

0

1

1

-0,8 -0,8

-0,6

-0,6

0

0

N0 [kN]

7,5

20

7,5

0
-1

0

-2
0

0

0

-1
2,

5-1
0

20 kN

∆
t

=
10

°
C

w̃a = 25 mm

12,5

α

7,5

20

S2

-10

Pro lepš́ı přehlednost je výpočet koeficient̊u δij, δi0 uspořádán do tabulky na následuj́ıćı stránce.

δ11 =
4

EA

δ12 = δ21 =
−1, 6

EA

δ22 =
8, 64

EA

δ10 =
−40

EA
+ 4, 8 · 10−4 − 1 · 0, 0025

δ20 =
79, 25

EA
− 1, 92 · 10−4 − 0

Dosazeńım do přetvárných podmı́nek dostaneme po vynásobeńı rovnic EA soustavu:

4 ·X1 − 1, 6 ·X2 − 40 + 35, 28− 183, 75 = 0

−1, 6 ·X1 + 8, 64 ·X2 + 79, 25− 14, 112− 0 = 0

X1 = 47, 63 kN

X2 = 1, 281 kN
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2 SILOVÁ METODA

k
[m

]
l k

N
1
,k

N
2
,k

N
0
,k

N
2 1
,k
·l
k

N
1
,k
·N

2
,k
·l
k

N
2 2
,k
·l
k

N
1
,k
·N

0
,k
·l
k

N
2
,k
·N

0
,k
·l
k

N
1
,k
·α
·∆

t k
·l
k

N
2
,k
·α
·∆

t k
·l
k

N
k

1
2

1
0

-1
0

2
0

0
-2

0
0

2,
4
·1

0−
4

0
37

,6
3

2
2,

5
0

0
-1

2,
5

0
0

0
0

0
0

0
-1

2,
5

3
1,

5
0

-0
,6

0
0

0
0,

54
0

0
0

0
-0

,7
69

4
2

1
-0

,8
-1

0
2

-1
,6

1,
28

-2
0

16
2,

4
·1

0−
4

−
1,

92
·1

0−
4

36
,6

05

5
2,

5
0

1
0

0
0

2,
5

0
0

0
0

1,
28

1

6
2,

5
0

1
12

,5
0

0
2,

5
0

31
,2

5
0

0
13

,7
81

7
2

0
-0

,8
-2

0
0

0
1,

28
0

32
0

0
-2

1,
02

5

8
1,

5
0

-0
,6

0
0

0
0,

54
0

0
0

0
-0

,7
69

∑
—

—
—

—
4

-1
,6

8,
64

-4
0

79
,2

5
4,

8
·1

0−
4

−
1,

92
·1

0−
4

—

V
ý
sl

ed
n
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śı
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v
p
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te
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oč́
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e
v
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d
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sl
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p
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ta
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y
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su

p
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p
oz

ic
i
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ál

ov
ý
ch

si
l

o
d

je
d
n
ot

li
v
ý
ch

za
tě

žo
va

ćı
ch

st
av̊

u
:

N
k

=
N

1
,k
·X

1
+
N

2
,k
·X

2
+
N

0
,k

N
ap

ř́ı
k
la

d
v
ý
sl

ed
n
ou

śı
lu

v
p
ru

tu
1

sp
oč́

ıt
ám

e
v

p
rv

ń
ım

řá
d
k
u

ta
b
u
lk

y
:

N
1

=
1
·4

7,
63

+
0
·1
,2

81
−

10
=

37
,6

3
k
N
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2 SILOVÁ METODA

Vypočtené normálové śıly a reakce vyznač́ıme pro lepš́ı přehlednost na konstrukci:

7,5

27,63

7,5

1,
28

1

36
,6

05

-2
1,

02
5

-0,769

-0,769

-1
2,

5

37
,6

3

20 kN

∆
t

=
10

°
C

w̃a = 25 mm

13,781

47,63

1

3

4

5

6

7

8

2
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3 DEFORMAČNÍ METODA - ROZBORY

3 Deformačńı metoda - rozbory

x
z

x
z

u

w

ϕ

kladné směry deformačńıch neznámých

kladné směry koncových sil a moment̊u

Mba

Z l
ba = Xg

ba

Mab

Z l
ab = Xg

ab
a

b

X l
ba = −Zg

ba

X l
ab = Zg

ab

MbaMab

ZbaZab

a b

Xab Xba

Kladné směry koncových sil na styčńık jsou zavedeny na opačnou stranu než kon-
cové śıly zaváděné na prut!

X

Z

XX

X

ZZ

Z

M

M

M

M
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3 DEFORMAČNÍ METODA - ROZBORY

Př́ıklad 3.1 Proved’te rozbor pro obecnou deformačńı metodu. Zaved’te neznámé a pro každou

neznámou sestavte podmı́nky rovnováhy. Řešeńı proved’te pro ODM bez statické
kondenzace a se statickou kondenzaćı.

F
M

1

2 3

4

Při řešeńı ODM vycháźıme z předpokladu, že pruty jsou stlačitelné ve směru své podélné osy
a každý styčńık se tak může posunout ve směru osy x, ve směru osy z a natočit kolem osy y –
pokud některé z těchto deformaćı nezabráńıme podporou př́ımo v řešeném styčńıku.

a) Řešeńı ODM bez statické kondenzace – všechny pruty uvažujeme typu v-v:

ϕp3

u3u2

w2
w3

ϕl3

ϕ2

ϕ1

F
M

1

2 3

4

Ve styčńıku 1 je bráněno vodorovnému a svislému posunu pevnou podporou (u = v = 0),
proto jedinou neznámou je ϕ1. Ve styčńıku 2 a 3 neńı bráněno pohybu v žádném směru,
proto zde budou neznámé všechny deformace u, v a ϕ. Ve styčńıku 3 je nav́ıc vnitřńı kloub
a pruty 2-3 a 3-4 se mohou vzájemně natočit, tud́ıž zde vzniknou r̊uzná natočeńı pro prut 2-3
a prut 3-4. Styčńık 4 je podepřen vetknut́ım, které odeb́ırá všechny tři stupně volnosti →
deformace u = v = ϕ = 0.

d = 4 · ϕ {ϕ1; ϕ2; ϕl3; ϕp4}+ 2 · u {u2; u3}+ 2 · w {w2; w3} ⇒ d = 8
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3 DEFORMAČNÍ METODA - ROZBORY

Pro každou neznámou je nyńı nutné sestavit podmı́nku rovnováhy ve styčńıku. Při sestavováńı
podmı́nek rovnováhy zavád́ıme koncové śıly a momenty na styčńık dle znaménkové konvence pro
DM. Jednotlivé podmı́nky sestav́ıme zavedeńım koncových sil na styčńık dle př́ıslušné neznámé:

� natočeńı → zavedeńı koncových moment̊u → momentová podmı́nka rovnováhy

� vodorovný posun → zavedeńı sil ve směru vodorovného posunu (X) → silová podmı́nka
rovnováhy ve směru X

� svislý posun → zavedeńı sil ve směru svislého posunu (Z) → silová podmı́nka rovnováhy
ve směru Z

Sestaveńı podmı́nek rovnováhy:

pro určeńı ϕ1 → momentová pro určeńı u2 → silová pro určeńı ϕ2 → momentová

M12

1

X23

X21

F
M

2

M21

M23

F
M

2

M12 = 0 X23 +X21 − F = 0 M23 +M21 −M = 0

pro w2 → silová pro ϕl3 → momentová pro ϕp3 → momentová

Z21

Z23
F

M

2
M32

3
M34

3

Z21 + Z23 = 0 M23 = 0 M34 = 0

pro u− 3→ silová pro w3 → silová

X34

X32 3

Z34

Z32

3

X32 +X34 = 0 Z34 + Z32 = 0
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3 DEFORMAČNÍ METODA - ROZBORY

Sestaveńım podmı́nek rovnováhy ve styčńıćıch dostáváme soustavu osmi rovnic pro osm neznámých
deformaćı.

b) Řešeńı ODM se statickou kondenzaćı – pruty uvažujeme typu v-v, v-k, k-v a k-k:

Zjednodušeńı (tzv. statická kondenzace) spoč́ıvá v uvědoměńı si faktu, že ve vnitřńım kloubu
se ohybový moment M rovná nule. Pro výpočet koncových sil jsou odvozeny vztahy (viz kap.
6) pro tyto typy prut̊u: v-v (vetknut́ı-vetknut́ı - na obou konćıch všechny vnitřńı śıly), v-k a
k-v (vetknut́ı - kloub, kloub-vetknut́ı - na jednom konci kloubové připojeńı, tud́ıž zde uvažuji
M = 0). Ze vztah̊u pro pruty typu v-k a k-v jsou vyloučena pootočeńı v mı́stě nulového
momentu, tud́ıž s nimi neńı nutné poč́ıtat a ani pro ně sestavovat podmı́nky rovnováhy.
Pozor : tyto deformace nejsou nulové! Ale k vyřešeńı úlohy a vykresleńı vnitřńıch sil je
nepotřebujeme znát.
Pozn. prut typu k-k - na obou konćıch kloubové připojeńı : tento prut je v kolmém směru staticky
určitý a tedy kolmé koncové śıly lze spoč́ıtat z podmı́nek rovnováhy.

u3u2

w2
w3

ϕ2
F

M

1

2 3

4

v-k

v
-k

k
-v

d = 1 · ϕ {ϕ2}+ 2 · u {u2; u3}+ 2 · w {w2; w3} ⇒ d = 5

Sestaveńı podmı́nek rovnováhy:

pro ϕ2 pro u2 pro w2

M21

M23

F
M

2

X23

X21

F
M

2

Z21

Z23
F

M

2

M21 +M23 −M = 0 X21 +X23 − F = 0 Z21 + Z23 = 0

69
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pro u3 pro w3

X34

X32 3

Z34

Z32

3

X32 +X34 = 0 Z34 + Z32 = 0

Statickou kondenzaćı bylo dosaženo zjednodušeńı v podobě nižš́ıho počtu neznámých, čemuž
odpov́ıdá soustava pěti rovnic o pěti neznámých.
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3 DEFORMAČNÍ METODA - ROZBORY

Př́ıklad 3.2 Proved’te rozbor pro zjednodušenou deformačńı metodu. Zaved’te neznámé a
pro každou neznámou sestavte podmı́nky rovnováhy.

Při řešeńı zjednodušenou deformačńı metodou zavád́ıme předpoklad, že EA je nekonečně velké,
tud́ıž nedocháźı k protažeńı ani zkráceńı prut̊u ve směru své podélné osy.

(
tj.

ua ub

a b ⇒ ua = ub

)

u3u2

ϕ2

v-k

v
-k

k
-v

F
M

1

2 3

4

d = 1 · ϕ {ϕ2}+ 1 · u {u2 = u3} ⇒ d = 2

pozn. w2 = w1 = 0→ posunu bráńı pevný kloub v 1

w3 = w4 = 0→ posunu bráńı vetknut́ı v 4

u23 = u2 = u3 → posunu neńı bráněno⇒ posun celého patra

Při stanoveńı deformačńıch neznámých postupujeme tak, že v každém pevném styčńıku (rámový
roh, mı́sto změny pr̊uřezu nebo materiálu) bude neznámé natočeńı ϕ a dále urč́ıme, zda se
jednotlivá patra a sloupy mohou posunout ve směru své osy, tj. ve vodorovném směru (neznámé
posunut́ı u celého patra) nebo svislém směru (neznámé posunut́ı w celého sloupu). K posunut́ı
patra nedojde, je-li kdekoliv na př́ıslušném patře podpora zabraňuj́ıćı vodorovnému pohybu.
Obdobně to plat́ı i pro sloup.
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pro ϕ2 pro u23

M21

M23

F
M

2

X34X21

F
M

2 3

M21 +M23 −M = 0 X21 +X34 − F = 0

(pozn.: součtová podmı́nka rovnováhy se sestavuje na celém patře a je do ńı započ́ıtáno veškeré
zat́ı̌zeńı p̊usob́ıćı ve směru posunu)
Ćılem ZDM je eliminace počtu neznámých, a proto při řešeńı koncových sil a moment̊u poč́ıtáme
se statickou kondenzaćı, a tedy uvažujeme vztahy pro typy prut̊u v-v, v-k a k-v.
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Př́ıklad 3.3 Proved’te rozbor pro obecnou deformačńı metodu se statickou kondenzaćı a pro
zjednodušenou deformačńı metodu. Pro každou neznámou sestavte odpov́ıdaj́ıćı
podmı́nku rovnováhy

a

c

b

F1
F2 F3

f

1

2

3 4 5 6 7

8

9
10

11
12

a) Řešeńı ODM se statickou kondenzaćı – pruty uvažujeme typu v-v, v-k, k-v a k-k:

d = 5 · ϕ {ϕ2; ϕ4; ϕ6; ϕ8; ϕ9}+ 5 · u {u4; u5; u6; u9; u10}+ 6 · w {w2; w4; w5; w6; w9; w10}

⇒ d = 16

Staticky určité části lze vyřešit dopočtem z podmı́nek rovnováhy, a neńı tak nutné zavádět daľśı
neznámé.

� prut 3-4 → konzola → redukce śıly k bodu 4

� prut 9-10 → k-k → svisle staticky určitý prut

� prut 6-7 → pro ohyb konzola → redukce ⇒ pro tah-tlak nelze zanedbat!
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c

F2 F3

f

u6u5u4

w4
w5

w2

w9

F1

F1·a
ϕ4 ϕ6

ϕ2 ϕ8

ϕ9

w6

u9

1

2

4

5 6

7

8

9
10

11
12

v
-k

v-k k-v

v-k

k-k

v
-v

v
-v

k
-v

v
-k

v
-v

v-k

u10

w10

sestaveńı podmı́nek rovnováhy:

pro ϕ2 pro w2 pro ϕ4

M21

M28

M24

2

Z21

Z28

Z24

2

M45M42

4

F1

F1·a

M21 +M24 +M28 = 0 Z21 + Z24 + Z28 = 0 M42 +M45 − F1 · a = 0
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pro u4 pro w4 pro u5

X45

X42

4

F1

F1·a

Z42

Z45

4

F1

F1·a
F2

X56X54

5

X42 +X45 = 0 Z42 + Z45 − F1 = 0 X54 +X56 = 0

pro w5 pro ϕ6 pro u6

F2

Z56Z54

5

M65

M68

6

F3

F3·b

X67X65

X68

6

F3

F3·b

Z54 + Z56 − F2 = 0 M65 +M68 + F3 · b = 0 X65 +X67 +X68 = 0

pro w6 pro ϕ8 pro ϕ9

Z68

Z65

6

F3

F3·b

M86

M89

8

M98

M911

9

Z65 + Z68 − F3 = 0 M86 +M89 = 0 M98 +M911=0
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pro u9 pro w9 pro u10

X98

X910

X911

9
Z911

Z910

Z98

9

X1012

X109 10

X98 +X910 +X911 = 0 Z21 + Z24 + Z28 = 0 M42 +M43 − F1 · a = 0

pro w10

Z1012

Z109
10

Z109 + Z1012 = 0

Z910 a Z109 je možné spoč́ıtat z podmı́nek rovnováhy na prutu 9-10:

pozn.: Z910 = −f ·c
2

f

f ·c
2

f ·c
2

c

Z109 = −f ·c
2
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b) Řešeńı ZDM:

c

F2 F3

f

u10

w5

ϕ4 ϕ6

ϕ2 ϕ8

ϕ9

v
-k

v-k k-v

v-k

k-k

v
-v

v
-v

k
-v

v
-k

v
-v

v-k
w6

u9

1

2

4

5 6

7

8

9
10

11
12

F1

F1·a

d = 5 · ϕ {ϕ2; ϕ4; ϕ6; ϕ8; ϕ9}+ 1 · u {u9 = u10}+ 1 · w {w5} ⇒ d = 7

pozn. prut 3-4→ konzola→ redukce śıly k bodu 4

prut 6-7→ při EA =∞→ konzola→ redukce śıly k bodu 6

prut 9-10→ typu k-k→ ve svislém směru staticky určitá konstrukce

Sestaveńı podmı́nek rovnováhy:

pro ϕ2 pro ϕ4 pro w5

M21

M28

M24

2

M45M42

4

F1

F1·a
F2

Z56Z54

5

M21 +M24 +M28 = 0 M42 +M45 − F1 · a = 0 Z54 + Z56 − F2 = 0
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pro ϕ6 pro ϕ8 pro ϕ9

F3

F3·b

M65

M68

6

M86

M89

8

M98

M911

9

M65 +M68 + F3 · b = 0 M86 +M89 = 0 M98 +M911 = 0

pro w9 = u10 = u910

X98

X911

X1012

9 10

X98 +X911 +X1012 = 0
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Př́ıklad 3.4 Pro konstrukci se symetrickým a antisymetrickým zat́ıžeńım proved’te rozbor
pro obecnou deformačńı metodu se statickou kondenzaćı a pro zjednodušenou
deformačńı metodu. Pro každou neznámou sestavte odpov́ıdaj́ıćı podmı́nku rov-
nováhy.

a) Řešeńı ODM se statickou kondenzaćı – symetrické zat́ıžeńı:

u3

w3

ϕ3

u4

w4

u5

w5

ϕ5

u6

w6

u2

w2 w7

osa symetrie

f

F1 F1

1

2

3

4
5

6

1’

2’

3’

4’
5’

6’

7

8

na ose symetrie:
ub = −ub

wb

ϕa ϕb = −ϕa

ua

wa

F1 F1

a b
ϕ = 0

u = 0

d = 2 · ϕ {ϕ3 = −ϕ3′ ; ϕ5 = −ϕ5′}

5 · u {u2 = −u2′ ; u3 = −u3′ ; u4 = −u4′ ; u5 = −u5′ ; u6 = −u6′}

6 · w {w2 = w2′ ; w3 = w3′ ; w4 = w4′ ; w5 = w5′ ; w6 = w6′ ; w7}

d = 13
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b) Řešeńı ODM se statickou kondenzaćı – antisymetrické zat́ıžeńı:

osa symetrie

f

F1 F1

1

2

3

4
5

6

1’

2’

3’

4’
5’

6’

7

8

u3

w3

ϕ3

u4

w4

u5

w5

ϕ5

u6

w6

u2

w2 f

ϕ7
u7

na ose antisymetrie:
ub = ub

wb = −wa

ϕa
ϕb = ϕa

ua
wa

F1

F1

a b

w = 0

d = 3 · ϕ {ϕ3 = ϕ3′ ; ϕ5 = ϕ5′ ; ϕ7}

6 · u {u2 = u2′ ; u3 = u3′ ; u4 = u4′ ; u5 = u5′ ; u6 = u6′ ; u7}

5 · w {w2 = −w2′ ; w3 = −w3′ ; w4 = −w4′ ; w5 = −w5′ ; w6 = −w6′}

d = 14
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c) Řešeńı ZDM – symetrické zat́ıžeńı:

u3

ϕ3

w5

ϕ5

u6

w6

osa symetrie

f

F1 F1

1

2

3

4
5

6

1’

2’

3’

4’
5’

6’

7

8

na ose symetrie:

wb = wa

ϕa
ϕb = −ϕa

wa

a b
ϕ = 0

u = 0

za předpokladu, že EA =∞⇒ ∆l = 0⇒ ua = −ub = 0

d = 2 · ϕ {ϕ3 = −ϕ3′ ; ϕ5 = −ϕ5′}

1 · u {u3 = u6 = −u6′ = −u3′}

1 · w {w5 = w6 = w6′ = w5′}

d = 4
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d) Řešeńı ZDM – antisymetrické zat́ıžeńı:

osa symetrie

f

F1 F1

1

2

3

4
5

6

1’

2’

3’

4’
5’

6’

7

8

u3

ϕ3

u4 u5

w5

ϕ5

u6

w6

u2

f

ϕ7
u7

na ose antisymetrie: ub = ua

wb = −wa

ϕa
ϕb = ϕa

ua
wa

a b

w = 0

d = 3 · ϕ {ϕ3 = ϕ3′ ; ϕ5 = ϕ5′ ; ϕ7}

3 · u {u2 = u7 = u2′ ; u3 = u6 = u6′ = u3′ ; u4 = u5 = u5′ = u4′}

1 · w {w5 = w6 = −w6′ = −w5′}

d = 7
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

4 Zjednodušená deformačńı metoda

Př́ıklad 4.1 Na zadané konstrukci vykreslete pr̊uběh vnitřńıch sil. K řešeńı využijte zjed-
nodušené deformačńı metody. Ohybová tuhost EI = 20000 kNm2.

4 222

10 kN/m
25 kN

1 2 3 4

Řešeńı: konstrukci je možné řešit dvěma zp̊usoby:
1. jako nosńık o třech poĺıch s t́ım, že neznámé budou natočeńı ϕ2 a ϕ3. Řešeńı následně povede
na soustavou dvou rovnic o dvou neznámých.

ϕ2

10 kN/m
25 kN

v-v v-v konzola

ϕ3

2. provedeme redukci převislého konce k bodu 3, a t́ım zjednoduš́ıme konstrukci na nosńık o
dvou poĺıch s jednou neznámou ϕ2. Tato varianta řešeńı je početně méně náročná, proto v ńı
budeme dále pokračovat.

Jediná neznámá je natočeńı ϕ2, proto řešeńı bude vycházet z momentové podmı́nky rovnováhy
ve styčńıku 2 .

ϕ2

25 kN

v-v v-k

20 kN

20 kNm

Sestav́ıme momentovou podmı́nku rovnováhy ve styčńıku 2 a pro úplnost i ve styčńıku 3 (ta
k výpočtu neznámé ϕ2 neńı nutná):

M21 M32M23 20 kNm

M21 +M23 = 0 M32 + 20 = 0
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

Z tabulek pro koncové momenty (kap. 6) a śıly vyjádř́ıme koncové momenty M21 a M23:

M21 = M21 + k21 · (ϕ1 + 2 · ϕ2 + 3 · w
l
2−wl

1

l12
)

M21 = 0 (moment od zat. na pevně upnutém prutu, viz tabulky kap. 6)

k = 2·EI
L
⇒ k21 = 2·20000

2
= 20000 kNm

ϕ1 = w2 = w1 = 0 ⇒ M21 = 0 + 20000 · (0 + 2 · ϕ2 + 3 · 0−0
2

)⇒M21 = 40000 · ϕ2

M23 = M23 + k23 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w
l
3−wl

2

l23
)

M23 = M
F (od zat́ıžeńı silou)

23 +M
M (od zat́ıžeńı momentem)

23

M
F

23 = F ·a·b
2·l223
· (b+ l23) = 25·2·4

2·62 · (4 + 6) = 27, 77 kNm

M
M

23 = M
2·l223
· (l223 − 3 · b2) = −20

2·22 · (2
2 − 3 · 02) = −10 kNm

M23 = 27, 77− 10 = 17, 77 kNm

k23 = 2·20000
6

= 6666, 66 kNm

w3 = w2 = 0 ⇒ M23 = 17, 778 + 6666, 66 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · 0−0
6

)

M23 = 17,778 + 10000 · ϕ2

Dosazeńım do momentové podmı́nky rovnováhy ve styčńıku źıskáme:

M21 +M23 = 0

40000 · ϕ2 + 17, 778 + 6666, 667 · ϕ2 = 0 ⇒ ϕ2 = −3,556 · 10−4 rad

Vypočtené natočeńı zpětně dosad́ıme do vyjádřeńı koncových moment̊u M21 a M23:

M21 = 40000 · (−3, 556 · 10−4) ⇒ M21 = −14,222 kNm

M23 = 17, 778 + 6666, 667 · (−3, 556 · 10−4) ⇒ M23 = 14,222 kNm

kontrola rovnováhy: − 14, 222 + 14, 222 = 0 X Splněno

Konstrukci si dále rozděĺıme na jednotlivé pruty, doplńıme spočtené hodnoty koncových mo-
ment̊u (červené) a označ́ıme hodnoty, které je nutné dopoč́ıtat (červené). Výpočet zbývaj́ıćıch
hodnot můžeme určit pomoćı ZDM – podle tabulek vyjádř́ıme koncové śıly, koncové momenty a
dosad́ıme vypoč́ıtané natočeńı ϕ2 (podmı́nkou je zavedeńı kladných směr̊u koncových sil shodně
s konvenćı pro ZDM), např.:

M21 = −14, 222 kNmM12 = −7, 111 kNm
1 2

Z12 Z21
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

M12 = M12 + k12 · (2 · ϕ1 + ϕ2 + 3 · w
l
2−wl

1

l12
)

ϕ1 = wl2 = wl1 = 0 ∧ k21 = k12 = 20000 kNm ⇒

⇒ M12 = 20000 · ϕ2

M12 = −7,111 kNm

Z12 = Z12 − k12
l12
· (3 · ϕ1 + 3 · ϕ2 + 6 · w

l
2−wl

1

l12
)

ϕ1 = wl2 = wl1 = 0 ⇒ Z12 = −20000
2
· 3 · ϕ2

Z12 = 10,667 kN

Dále můžeme dopoč́ıtat z podmı́nek rovnováhy bud’ koncové śıly nebo vnitřńı śıly:

V12

V21

1 2
7,111 kN 14,222 kN

1 	 : −14, 22− 7, 11− V21 · 2 = 0

V21 = −10,66 kN

↑ : V12 − V21 = 0

V12 = V21 = −10,66 kN

25 kN

V23

2 3

V32

20 kNmM23 = 14, 222 kN

2 	 : 14, 222− 20− 25 · 2− V32 · 6 = 0

V32 = −9,296 kN

↑ : V23 − 25− (−9, 296) = 0

V23 = 15,704 kN

Moment pod silou:

M = −20− V32 · 4 = −20 + 37, 186 = 17,186 kNm

Po vypočteńı koncových moment̊u a koncových sil je možné vykreslit pr̊uběh vnitřńıch sil.
Vykreslujeme vždy na celou konstrukci, ale je možné vykreslovat postupně na jednotlivých
prutech. (Upozorněńı: vnitřńı śıly se vykresluj́ı dle konvence pro vykreslováńı vnitřńıch sil).
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

25 kN
10 kN/m

20

-9,296

15,704

-10,6̄66
-20

17,186

-14,222

7,110

25 kN
10 kN/m

10,6̄66 kN 26,370 kN 29,296 kN

V
[kN]

M
[kNm]

Reakce

Zadáńı

Kontrola rovnováhy:

↑ : −10, 666 + 26, 370 + 29, 296− 25− 20 = 0 X Splněno
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Př́ıklad 4.2 Pomoćı ZDM určete a vykreslete všechny vnitřńı śıly (M, N, V), Uvažujte E =
30 GPa, tvar a plochu jednotlivých pr̊uřez̊u dle obrázku.

30 kN

15 kN

5 kN/m

3 1,5

2

40 kN

2

vodorovný prut

0,2

0,3

stojky – čtverec
o hraně 20 cm[m]

[m]

1

2 3

4

5

Řešeńı: Na konstrukci urč́ıme deformačńı neznámé a typy prut̊u. Uvažujeme nejmenš́ı možný
počet neznámých (redukce konzoly + statická kondenzace). Čárkovanou čarou jsou označena
spodńı vlákna.

30 kN

15 kN

5 kN/m

40 kN

ϕ2

45 kNm

k
-v

v
-k

v-k

1

2 3

4

u23

Finálńı počet neznámých je d = 2. Prvńı neznámou je ϕ2, neboli pootočeńı ve styčńıku 2 ,
druhou neznámou je patrový posun ug2 = ug3 = ug23. Se zachováńım znaménkové konvence dále
sestav́ıme podmı́nky rovnováhy:

M21

M23
2 ϕ2 : M21 +M23 = 0

15 kN

X21 X34

u23 : X21 +X34 + 15 = 0
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Koncové śıly a momenty jsou v globálńım souřadném systému. Dále je zapotřeb́ı sestavit vztahy
pro koncové śıly a momenty. Sestaveńı vztah̊u pro koncové momenty:

kij = 2·EI
L

Prut 1-2 (k-v)⇒ k21 =
2·30·106· 1

12
·0,24

4
= 2000

M21 = M21 + k21 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w
l
2−wl

1

L21
)

wl2 = ug2 ∧ wl1 = 0 ∧M21 = 0⇒M21 = 0 + 2000 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · u
g
2

4
)

M21 = 3000 · ϕ2 + 750 · ug
2

Prut 2-3 (v-k)⇒ k23 =
2·30·106· 1

12
·0,2·0,33

3
= 9000

M23 = M23 + k23 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w
l
3−wl

2

L23
)

M23 =
f ·L2

23

8
+ M

2·L2 · (L2 − 3 · b2)

M23 = 5·32
8

+ −45
2

= −16, 875

wl3 = 0 ∧ wl2 = 0⇒M23 = −16, 875 + 9000 · 1, 5 · ϕ2

M23 = −16,875 + 13500 · ϕ2

Sestaveńı vztah̊u pro koncové śıly:

Xg
21 = Z l

21 = Z
l

21 + k21
L21
· (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w

l
2−wl

1

L21
)

wl2 = ug2 ∧ wl1 = 0 ∧ k21 = 2000 ∧ Z l

21 = 0⇒ Xg
21 = 0 + 2000

4
· 1, 5 · ϕ2 + 2000

4
· 1,5·ug2

4

Xg
21 = 750 · ϕ2 + 187,5 · ug

2

Prut 3-4 (v-k)⇒ k34 =
2·30·106· 1

12
·0,24

4
= 2000

Xg
34 = Z l

34 = Z
l

34 + k34
l34
· (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w

l
3−wl

4

L34
)

Z
l

34 = −5·F
16

= −5·(−40)
16

= 12, 5

ϕ4 = 0 ∧ wl4 = 0 ∧ ug2 = ug3 = ug23 ⇒ Xg
34 = 12, 5 + 2000

4
· 1,5·ug3

4

Xg
34 = 12,5 + 187,5 · ug

3
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Dále dosad́ıme do sestavených podmı́nek rovnováhy:

3000 · ϕ2 + 750 · u23 + 13500 · ϕ2 − 16, 875 = 0

500 · ϕ2 + 187, 5 · u23 + 187, 5 · u23 − 12, 5 = −15

16500 · ϕ2 + 750 · u23 = 16, 875

750 · ϕ2 + 375 · u23 = −27, 500

16500 · ϕ2 + 750 · u23 = 16, 875

−1500 · ϕ2 − 750 · u23 = 55

15000 · ϕ2 = 71, 875

ϕ2 = 0,00479 rad

ug
23 = −0,0829 m

Dále je třeba dopoč́ıtat koncové momenty a śıly (dosazeńı s přesnými hodnotami ϕ2 a ug23):

M21 = −47,812 kNm

M23 = 47,812 kNm

X21
g = −11,953 kN

X34
g = −3,047 kN

Kontrola rovnováhy:

−47, 812 + 47, 812 = 0 (M21 +M23 = 0) X Splněno

−11, 953 − 3, 047 = −15 (Xg
21 +Xg

34 = −15) X Splněno

Dopočet vnitřńıch sil na prutech:

Prut 1-2:
pozn.: červeně hodnoty spoč́ıtané řešeńım deformačńı metody→ modré hodnoty, které se dopoč́ıtaj́ı
z podmı́nek rovnováhy nebo pomoćı vzorc̊u pro DM.

V12 = −11, 953kN1

2

M21 = 47, 812 kNm
X21 = 11, 953 kN
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

Z rovnováhy na prutu: V12 = −11,953 kN

Kontrola rovnováhy: 11, 953 · 4− 47, 812 = 0 X Splněno

Prut 2-3:

M23 = 47, 812 kNm

5 kN/m

45 kNm

V23 = 8, 437 kN
V32 = −6, 563 kN

2 3

3 	 : 47, 812− 45 + 5 · 32 · 1
2
− V23 · 3 = 0

V23 = 8,437 kN

↑: 8, 437− 5 · 3− V32 = 0

V32 = −6,563 kN

Prut 4-3:

40 kN

M43 = −92, 788 kNm

V43 = −43, 047 kN

3

4

X34 = 3, 047 kN

←: 3, 047 + 40 + V43 = 0

V43 = −43,047 kN

4 	 : 3, 047 · 4 + 40 · 2 +M43 = 0

M43 = −92,188 kNm

pozn.: moment M43 lze dopoč́ıtat i ze vztahu pro koncový moment; jak z rovnováhy, tak ze vzorce
muśı vyj́ıt stejný výsledek:

M43 = M43 + k43(1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w
l
3−wl

4

L43
)

M43 = 3
16
· F · L = 3

16
· (−40) · 4 = −30 kNm

k43 = 2000

wl3 = ug3 = ug23 ∧ ϕ4 = 0⇒M43 = −30 + 2000 · 1,5
4
· (−0, 0829)

M43 = −92,188 kNm
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Vykresleńı vnitřńıch sil:

Posouvaj́ıćı śıly: Přechodový pr̊uřez:

-43,047

-3,047

-30

-11,953

8,437

-6,6531,687

V [kN]
8, 437 : 5 = 1, 687 m

15 kN

11,953 kN

8,437 kN

N21 = −8, 437 kN

N23 = 3, 047 kN
2

Styčńık 2 ⇒ dopočet N z rovnováhy:

→: −15 + 11, 953 +N23 = 0

N23 = 3,047 kN

↑: −8, 437−N21 = 0

Normálové śıly: N21 = −8,437 kN

-36,653

3,047

-8,437

N [kN]

30 kN

N35 = 0

N34 = −36, 653 kN

3,047 kN

6,653 kN

3
N32 = 3, 047 kN

N35 = 0 (konzola)

→: 3, 047−N32 = 0

N32 = 3,047 kN

↑: −6, 653− 30−N34 = 0

N34 = −36,653 kN

Dopočet extrému prutu 2-3:

pozn.: přechodový pr̊uřez je 1,687 m od styč. 2 : 5 kN/m

45 kNm47,812 kNm

8,437 kN 6,653 kN

2 3
M ex = −47, 812 + 8, 437 · 1, 687− 5·1,6872

2

Mex = −40,694 kNm
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Ohybový moment:

92,188

6,094

-47,812

-47,812M [kNm]
-40,694 -45

Reakce: Dopočet prutu 4-3 pod silou:

15 kN

5 kN/m

40 kN

30 kN

36,653 kN

92,188 kNm

8,437 kN

11,953 kN 43,047 kN

M = 3, 047 · 2 = 6, 094 kNm

40 kN

3,047 kN

92,188 kNm

43,047 kNm

3

4

Kontrola:

↑: 8, 437 + 36, 653− 5 · 3− 30 = 0 X Splněno

→: −15 + 11, 953 + 43, 047− 40 = 0 X Splněno

4 	 : 15 · 4 + 5 · 3 · 1, 5 + 40 · 2− 30 · 1, 5− 8, 437 · 3− 92, 188 = 0, 001
.
= 0 X Splněno
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Př́ıklad 4.3 Na konstrukci zat́ıžené změnou teploty a předepsaným posunem podpory určete
pomoćı ZDM všechny vnitřńı śıly. E = 30 GPa; I = 4, 5 · 10−4 m4; h = 0, 3 m;
tref = 15 °C; αt = 12 · 10−6 K−1

(pozn.: tref je teplota, při které byla konstrukce postavena)

1 2

3 4 5

3 2

4

w3 = 5 mm

th = 30◦C td = −10◦C

1 2

3 4 5

v-k

v-v

k
-v

w24

ϕ2

část konstrukce, která se
pro ohyb a smyk chová
jako staticky určitá
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Jako prvńı sestav́ıme 2 podmı́nky rovnováhy:

M24

M21
2 ϕ2 : M21 +M24 = 0

2

4
Z43 Z45

Z21

w24 : Z21 + Z43 + Z45 = 0

Z45 = 0⇒ lze určit z podmı́nek rovnováhy na prutu 4-5.

Vliv změny teploty na konstrukci se dá rozdělit na dvě části:

1. Rovnoměrná změna teploty – změna teploty daná teplotou ve střednici

2. Nerovnoměrná změna teploty – změna teploty daná teplotńım spádem

−10◦C

30◦C

Máme zadánu teplotu tref = 15 °C.

1. Teplota ve střednici pro těžǐstě pr̊uřezu uprostřed výšky h:

∆ts = td+th
2
− tref ;

td – teplota dolńıch vláken

th – teplota horńıch vláken

tref – teplota, při které byl prvek zabudován

Rovnoměrná změna teploty se zanese do výpočtu jako posun jednoho či obou krajńıch styčńık̊u
prutu zat́ıženého změnou teploty střednice. Posun urč́ıme ze vztahu:

∆l = αt ·∆ts · l

αt – součinitel teplotńı roztažnosti
[
K−1

]

∆ts – změna teploty střednice

l – délka prutu zat́ıženého změnou teploty
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

2. Nerovnoměrná složka zat́ıžeńı změnou teploty, tzv. teplotńı spád, je rozd́ıl mezi teplotou
dolńıch a horńıch vláken ⇒ projev́ı se v M .

∆ts = −10+30
2
− 15 = −5 °C

nebo ∆ts = −25+15
2

= −5 °C (∆td = −10− 15 = −25 °C a ∆th = 30− 15 = 15 °C)

∆l42 = 12 · 10−6 · (−5) · 4 = −2, 4 · 10−4 m⇒ zkráceńı prutu

(pozn.: pro výpočet lze posunut́ı dané teplotńı změnou umı́stit jak do styčńıku 2 , tak do styčńıku
4 . Muśıme přitom dbát na orientaci daného posunu dle skutečnosti.)

1 2

3 4 5

∆l42 = 4, 2 · 10−4 m

Výpočet potřebných koncových sil a moment̊u:

M21 = M21 + k21 · (2 · ϕ2 + ϕ1 + 3 · w2−w1

l21
)

k21 = 2·EI
l21

= 2·30·106·4,5·10−4

3
= 9000

w2 = (w24 + ∆l24) (pozn.: připočteme vliv zkráceńı prutu)

M21 = ϕ1 = 0 = w1 = 0⇒M21 = 0 + 18000 · ϕ2 + 9000 · (w24 + 2, 4 · 10−4)

M21 = 18000 · ϕ2 + 9000 ·w24 + 2,16

M24 = M24 + k21 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w
l
2−wl

4

l24
)

k24 = 2·EI
l24

= 2·30·106·4,5·10−4

4
= 6750

M24 = −3
2
· EI · αt · ∆td−∆th

h

M24 = −3
2
· 30 · 106 · 4, 5 · 10−4 · 12 · 10−6 · −25−15

0,3
= 32, 4 kNm

M24 = 32,4 + 10125 · ϕ2

Z21 = Z21 + k21
l21
· (3 · ϕ1 + 3 · ϕ2 + 6 · w2−w1

l21
)

95



4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

Z21 = ϕ1 = w1 = 0 ∧ k21 = 9000 ∧ w2 = w24 + ∆l24 ⇒

⇒ Z21 = 9000 · ϕ2 + 6000 ·w24 + 1,44

Z43 = Z43 + k43
L43
· (1, 5 · ϕ3 + 1, 5 · w4−w3

L43
)

k43 = 2·EI
L43

= 9000 ∧ Z43 = 0 ∧ w4 = w24 ∧ w3 = 5 · 10−3 m ⇒

⇒ Z43 = 1500 ·w24 − 7,5

Dosazeńı koncových moment̊u a sil do podmı́nek rovnováhy:

18000 · ϕ2 + 9000 · w24 + 2, 16 + 32, 4 + 10125 · ϕ2 = 0

9000 · ϕ2 + 6000 · w24 + 1, 44 + 1500 · w24 − 7, 5 = 0

28125 · ϕ2 + 9000 · w24 = −34, 56

9000 · ϕ2 + 7500 · w24 = 6, 06

ϕ2 = −2,415 · 10−3 rad

w24 = 3,705 · 10−3 m

Dopočet koncových moment̊u a sil: Kontrola rovnováhy:

M21 = −7,953 kNm −7, 953 + 7, 953 = 0

M24 = 7,953 kNm (M21 +M23 = 0) ⇒ X Splněno

Z21 = 1,942 kN 1, 972− 1, 972 = 0

Z43 = −1,942 kN (Z21 + Z43 = 0) ⇒ X Splněno

Dopočet vnitřńıch sil na prutech:

1 2
M12 = 13, 779 kNm

V12 = 1, 942 kN

M21 = 7, 953 kNm

Z21 = 1, 942 kN

↑ : V12 − 1, 942 = 0

V12 = 1,942 kN

1 	 : M12 − 1, 942 · 3− 7, 953 = 0

M12 = 13,378 kNm
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

2

4

M24 = 7, 953 kNm

V42 = 1, 988 kN

V24 = 1, 988 kN

4 	 : 7, 953− V24 · 4 = 0

V24 = 1,988 kN

M34 = 5, 826 kNm

V34 = −1, 942 kN
Z43 = −1, 942 kN

3 4
3 � : M34 − 1, 942 · 3 = 0

M34 = 5,826 kNm

Vykresleńı vnitřńıch sil:

1,942

1,988

-1,942

V [kN]
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4 ZJEDNODUŠENÁ DEFORMAČNÍ METODA

7,953

5,826

M [kNm]

-7,953

-13,779

Normálová śıla se rozděĺı v poměru tuhosti v tahu-tlaku daných dvou prut̊u (∆l43 = ∆l45):

1) N43·l43
EA

= N45·l45
EA

⇒ pro stejné EA⇒ N43 = N45·l45
l43

2) N43 +N45 = V42

N45 · ( l45l43 + 1) = V42 ⇒ N45 = V42 · l43
l45+l43

N45 = 1, 988 · 3
5

= 1,193 kN

N43 = 1, 988 · 2
5

= 0,795 kN

2

1,942 kN

1,988 kN

1,942 kN

1,988 kN

N45N43

1,988 kN

4
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-1,988

-1,942

0,795

N [kN]

-1,193

Podporové reakce:

1,988 kN
13,779 kNm

1,942 kN

1,193 kN
5,826 kNm

0,795 kN

1,942 kN ∅

Kontrola reakćı pomoćı globálńıch podmı́nek rovnováhy:

↑: 1, 942− 1, 942 = 0 X splněno

→: 1, 988− 0, 795 + 1, 193 = 0 X splněno

3 � : 13, 779− 5, 826− 1, 988 · 4 = 0, 001 =̇ 0 X splněno
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Př́ıklad 4.4 Pomoćı zjednodušené deformačńı metody určete a vykreslete pr̊uběhy všech
vnitřńıch sil na rámové konstrukci. Konstrukce je zat́ıžena silovými účinky, rov-
noměrnou změnou teploty prutu 2-5 a natočeńım podpory 1 .
EI = 20000 kNm2, αt = 12 · 10−6 K−1, tref = 20 °C, ∆ts = 10− 20 = −10 °C,
∆l25 = ∆ts · αt · l25 = −10 · 12 · 10−6 · 3 = −3, 6 · 10−6 m ⇒ zkráceńı prutu!

1

2

3

4

5

620 kN

12
k
N

/m

ϕ1 = 0, 0025 rad

th = 10◦C td = 10◦C

4
4

3

1,
2

[m]

Typy prut̊u a neznámé (pozn.: provád́ıme redukci konzoly):

1

2

3

4

5

6

ϕ4
u24

k
-v

v
-k

k
-v

konzola

∆l25 = 3, 6 · 10−4 m

24 kNm

4
20 kN

Podmı́nky rovnováhy:

24 kNm

4

M43

M42 ϕ4 : M42 +M43 = −24
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2 4

X21 X43

X25

20 kN
u24 : X25 +X21 +X43 = 20

Sestaveńı koncových sil a moment̊u:

M42 = M42 + k42 · (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w4−w2

L42
)

k42 = 2·20000
4

= 10000 kNm

M42 = w4 = 0 ∧ w2 = −3, 6 · 10−4 ⇒ M42 = 15000 · ϕ4 + 3750 · (0− (−3, 6 · 10−4))

M42 = 15000 · ϕ4 + 1,35

M43 = M43 + k43 · (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w
l
4−wl

3

L34
)

k43 = 2·20000
4

= 10000 kNm

M43 = 0 ∧ wl4 = ug4 = u24 ⇒ M43 = 15000 · ϕ4 + 3750 · u24

Xg
25 = Z l

25 = Z
l

25 − k25
L25
· (1, 5ϕ5 + 1, 5 · w

l
5−wl

2

L25
)

k25 = 2·20000
3

= 40000
3

kNm

Z25 = ϕ5 = wl5 = 0 ∧ wl2 = ug2 = u24 ⇒ Xg
25 = 20000

9
· u24

Xg
21 = Z l

21 = Z21 + k21
L21
· (1, 5 · ϕ1 + 1, 5 · w

l
2−wl

1

L21
)

k21 = 2·20000
4

= 10000 kNm

Z21 = −(−3·f ·L
8

) = 18 kN

ϕ1 = −0, 0025 ∧ wl2 = u24 ∧ wl1 = 0 ⇒ Xg
21 = 18 + (−9,375) + 937,5 · u24

Xg
43 = Z l

43 = Z43 + k43
L43
· (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w

l
4−wl

3

L43
)

k43 = 10000 ∧ Z43 = wl3 = 0 ∧ ug4 = u24 ⇒ Xg
43 = 3750 · ϕ4 + 937,5 · u24

Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

M42 +M43 = −24

X25 +X21 +X43 = 20

(15000 · ϕ4 + 1, 35) + (15000 · ϕ4 + 3750 · u24) = −24

(20000
9
· u24) + (18 + (−9, 375) + 937, 5 · u24) + (3750 · ϕ4 + 937, 5 · u24) = 20

30000 · ϕ4 + 3750 · u24 = −25, 35

3750 · ϕ4 + 4097, 2 · u24 = 11, 375

ϕ4 = −1,346 · 10−3 rad

u24 = 4,008 · 10−3 m
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Dopočet koncových sil a moment̊u:

M42 = −18,84 kNm

M43 = −5,16 kNm

X25
g = 8,906 kN

X21
g = 12,382 kN

X43
g = −1,29 kN

Dopočet vnitřńıch sil na prutech:

1

2

Xg
21 = 12, 382 kN

V12 = −35, 618 kN

12
k
N

/m

M12 = 46, 472 kNm

x

→ : 12, 382− 12 · 4− V12 = 0

V12 = −35,618 kN

1 � : M12 + 12, 382 · 4− 12 · 4 · 2 = 0

M12 = 46,472 kNm

x = přechodový pr̊uřez ⇒ V = 0

V (x) = 12, 382− 12 · x = 0⇒ x = 1, 032 m

M ex = −12, 382 · 1, 032 + 12·1,0322

2

Mex = −6,388 kNm

2 4

V24 = −4, 71 kN V42 = −4, 71 kN

M42 = 18, 84 kNm
2 � : 18, 84 + V42 · 4 = 0

V42 = −4,71 kN

↑ : V24 − V42 = 0

V24 = −4,71 kN

2

5

M52 = −26, 72 kNm
V52 = −8, 906 kN

Xg
25 = 8, 906 kN

→ : −8, 906− V52 = 0

V52 = −8,906 kN

5 	 : M52 + 8, 906 · 3 = 0

M52 = −26,72 kNm
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4

3

M43 = 5, 16 kNm
X43 = 1, 29 kN

V34 = −1, 29 kN

→ : −1, 29− V34 = 0

V34 = −1,29 kN

(pozn.: alternativńı postup)

4 � : 5, 16 + V34 · 4 = 0

V34 = −1,29 kN

Vykresleńı pr̊uběh̊u vnitřńıch sil:

-8,906

12,382

-1,29

-35,618

20

-4,71

V [kN]

-26,72

-6,388

-18,84

-5,16
-24

46,472

M [kNm]
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2,053 -4,71

N [kN]

-2,737
21,29

∅

26,72 kNm

20 kN

1,29 kN

4,79 kN

46,472 kNm

2,053 kN

35,618 kN

2,737 kN

8,906 kN

Reakce

12
k
N

/m

Výpočet N21 a N25 rozděleńım śıly 4,71 kN z poměru tuhost́ı prut̊u, viz př́ıklad 4.3:

2

8,906 kN

12,382 kN

21,29 kN

4,71 kN

2,053 kN

2,737 kN

Kontrola rovnováhy:

4

20 kN

1,29 kN

4,79 kN

21,29 kN

4,79 kN

↑ : −2, 737− 2, 053 + 4, 79 = 0 ⇒ X Splněno

→ : −8, 906 + 35, 618 + 1, 29 + 20− 12 · 4 = 0

0, 001
.
= 0 ⇒ X Splněno
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1 	 : −26, 72 + 8, 906 · 7− 20 · 5, 2 + 4, 79 · 4+

4

24 kNm

5,16 kNm

18,84 kNm

+12 · 42

2
− 46, 472 = 0

0, 3
.
= 0 ⇒ X Splněno
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Př́ıklad 4.5 Na dané konstrukci určete všechny deformačńı neznámé pro řešeńı zjednodušenou
deformačńı metodou. Určete jejich nutný počet, pokud využijete symetrie kon-
strukce a symetrie jej́ıho zat́ıžeńı. Celá konstrukce je z materiálu o Youngově
modulu pružnosti E = 30 GPa a všechny pruty maj́ı pr̊uřez 0, 3× 0, 3 m.

30 kN

25 kN25 kN

5 kN/m

1 2

3 4 5 6 7

8 9 10

2 2 1,51,5

1,
5

1,
5

3

[m]

Řešeńı: Počet neznámých pro řešeńı ZDM bez symetrie:

1 2

3 4 5 6 7

8 9 10

ϕ8

ϕ4 ϕ5 ϕ6

ϕ9 ϕ10

u46

u810

w95

u8 = u9 = u10 = u810

u4 = u5 = u6 = u46

6× ϕ

2× u

1× w

d = 9
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Počet neznámých při zohledněńı symetrie a typy prut̊u:

1 2

3 4 5 6 7

8 9 10

ϕ8

ϕ4

w95

v
-v

v
-v

v
-v

v
-v

v
-v

v-v v-v
konzolakonzola

v-v v-v u810 = u46 = 0

ϕ9 = 0

ϕ5 = 0

ϕ4 = −ϕ6

ϕ8 = −ϕ10

2× ϕ

1× w

⇒ d = 3

Symbolické vyjádřeńı podmı́nek rovnováhy:

M84

M89
8

ϕ8 : M84 +M89 = 0

M41

M45
4

M48

5,625 kNm
ϕ4 : M48 +M45 +M41 = 5, 625

Z98 Z910

Z54 Z56

30 kN

9

5

w95 : Z54 + Z56 + Z98 + Z910 = 30

Z54 = Z56 ∧ Z98 = Z910

(vycháźı ze symetrie konstrukce a zat́ı̌zeńı)
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Sestaveńı vztah̊u pro koncové śıly a momenty:

M84 = M84 + k84 · (2 · ϕ8 + ϕ4 + 3 · w
l
8−wl

4

L84
)

k84 = 2·EI
L84

=
2·30·106· 1

12
·0,34

3
= 13500 kNm

wl8 = wl4 = M84 = 0 ⇒ M84 = 27000 · ϕ8 + 13500 · ϕ4

M89 = M89 + k89 · (2 · ϕ8 + ϕ9 + 3 · w9−w8

L89
)

k89 =
2·30·106· 1

12
·0,34

2
= 20250 kNm

ϕ9 = w8 = M89 = 0 ∧ w9 = w95 ⇒ M89 = 40500 · ϕ8 + 30375 ·w95

M45 = M45 + k45 · (2 · ϕ4 + ϕ5 + 3 · w5−w4

L45
)

M45 = f ·L2

12
= 5·22

12
= 20

12
= 1, 66 kNm

ϕ5 = w4 = 0 ∧ w5 = w95 ∧ k45 = k89 = 20250 kNm ⇒

⇒ M45 = 1,66 + 40500 · ϕ4 + 30375 ·w95

M48 = M48 + k48 · (2 · ϕ4 + ϕ8 + 3 · w
l
8−wl

4

L48
)

wl8 = wl4 = M48 = 0 ∧ k48 = k84 = 13500 kNm ⇒

⇒ M48 = 27000 · ϕ4 + 13500 · ϕ8

M41 = M41 + k41 · (2 · ϕ4 + ϕ1 + 3 · w
l
4−wl

1

L41
)

M41 = −(−FL
8

) = 25·3
8

= 9, 375 kNm

ϕ1 = wl4 = wl1 = 0 ∧ k41 = k48 = k84 = 13500 kNm ⇒

⇒ M41 = 9,375 + 27000 · ϕ4

Z98 = Z98 + k98
L98
· (3 · ϕ9 + 3 · ϕ8 + 6 · w9−w8

L98
)

ϕ9 = w8 = 0 ∧ w9 = w95 ∧ k98 = k89 = 20250 kNm ⇒

⇒ Z98 = 30375 · ϕ8 + 30375 ·w95

Z910 = Z98

Z54 = Z54 + k54
L54
· (3 · ϕ5 + 3ϕ4 + 6 · w5−w4

L54
)

Z54 = −f ·L
2

= −5·2
2

= −5 kN

ϕ5 = w4 = 0 ∧ w5 = w95 ∧ k54 = k45 = 20250 kNm ⇒

⇒ Z54 = −5 + 30375 · ϕ4 + 30375 ·w95

Z56 = Z54
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Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

27000 · ϕ8 + 13500 · ϕ4 + 40500 · ϕ8 + 30375 · w95 = 0

1, 66 + 40500 · ϕ4 + 30375 · w95 + 27000 · ϕ4 + 13500 · ϕ8 + 9, 375 + 27000 · ϕ4 = 5, 625

2 · (30375 · ϕ8 + 30375 · w95) + 2 · (−5 + 30375 · ϕ4 + 30375 · w95) = 30

67500 · ϕ8 + 13500 · ϕ4 + 30375 · w95 = 0

13500 · ϕ8 + 94500 · ϕ4 + 30375 · w95 = −5, 416

60750 · ϕ8 + 60750 · ϕ4 + 121500 · w95 = 40

ϕ8 = −1,976 · 10−4 rad, ϕ4 = −1,986 · 10−4 rad, w95 = 5,273 · 10−4 m

Dopočet koncových moment̊u a sil:

M84 = −8,015 kNm Z98 = 10,015 kN

M89 = 8,015 kNm Z910 = 10,015 kN

M45 = 9,641 kNm Z54 = 4,985 kN

M48 = −8,029 kNm Z56 = 4,985 kN

M41 = 4,013 kNm

Kontrola rovnováhy dle konvence pro ZDM (viz obrázky u vyjádřeńı podmı́nek rovnováhy):

Styčńık 8 : −8, 015 + 8, 015 = 0 ⇒ X Splněno

Styčńık 4 : 9, 641− 8, 029 + 4, 013 = 5, 625 ⇒ X Splněno

Styčńıky 9 a 5 : 10, 015 + 10, 015 + 4, 985 + 4, 985 = 30 ⇒ X Splněno

Dopočet momentu M14 ve vetknut́ı:

M14 = M14 + k14 · (2 · ϕ1 + ϕ4 + 3 · w
l
4−w1

L14
)

ϕ1 = wl4 = wl1 = 0 ∧ M14 = −M41 = −9, 375 kNm ∧ k14 = k41 = 13500 kNm ⇒

⇒ M14 = −9, 375 + 13500 · (−1, 986 · 10−4)

M14 = −12,056 kNm
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Dopočet vnitřńıch sil z rovnováhy na prutech:

M98 = 12, 015 kNmM89 = 8, 015 kNm
8 9

V89 = 10, 015 kN
Z98 = 10, 015 kN

8 	 : M98 + 8, 015− 10, 015 · 2 = 0

M98 = 12,015 kNm

↑ : V89 − 10, 015 = 0

V89 = 10,015 kN

M54 = 10, 329 kNmM45 = 9, 641 kNm

V45 = 14, 985 kN
Z54 = 4, 985 kN

4 5

5 kN/m

↑ : V45 − 5 · 2− 4, 985 = 0

V45 = 14,985 kN

5 	 : M54 + 9, 641− 5·22
2
− 4, 985 · 2 = 0

M54 = 10,329 kNm

25 kN

4

1

M41 = 4, 013 kNm

M14 = 12, 056 kNm

V41 = 9, 819 kN

V14 = −15, 181 kN

1 	 : 4, 013− 12, 056 + 25 · 1, 5− V41 · 3 = 0

V41 = 9,819 kN

→ : V41 − 25− V14 = 0

V14 = −15,181 kN

Moment pod silou:

−9, 819 · 1, 5 + 4, 013 = −10,714 kNm

4

M84 = 8, 015 kNm

M48 = 8, 029 kNm

V84 = −5, 348 kN

V48 = −5, 348 kN

8
4 	 : −8, 015− 8, 029− V84 · 3 = 0

V84 = −5,348 kN

→ : −V84 − V48 = 0

V48 = −5,348 kN
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Vykresleńı vnitřńıch sil pro celou konstrukci:

(pozn.: M a N jsou symetrické, V je antisymetrická.)

V [kN] Silové kontroly rovnováhy:

10,015

-10,015

5,348

-5,348

7,5

14,985

-9,819

15,181-15,181

-7,59,819

4,985

-4,985

-14,985

∅

8

10,015 kN

5,348 kN

5,348 kN

10,015 kN

9

30 kN

9,970 kN

5,348 kN5,348 kN

10,015 kN 10,015 kN

N [kN]

-10,015
-10,015 -9,970

-5,348 -5,348

15,167 15,167

-32,5 -32,5

∅∅
4

14,985 kN

15,167 kN

9,819 kN

32,5 kN

7,5 kN
5,348 kN

10,015 kN

5

9,970 kN

15,167 kN15,167 kN

4,985 kN 4,985 kN

⇒ Rovnováha sil je splněna.
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M [kN] Momentové kontroly rovnováhy:

-8,015 -8,015

12,015

8,015-8,015

10,329
10,741-10,741

12,056 -12,056

-8,0298,029
-5,625

-9,641-9,641
-5,625

4,013 -4,013

8,015 kNm
8

8,015 kNm

9
12,015 kNm12,015 kNm

9
12,015 kNm12,015 kNm

5

10,329 kNm10,329 kNm

4

8,029 kNm

9,641 kNm

4,013 kNm

5,625 kNm

Reakce a zat́ıžeńı

32,5 kN

15,181 kN
12,056 kNm

32,5 kN

15,181 kN

30 kN

25 kN25 kN

5 kN/m

Kontrola rovnováhy reakćı a zat́ıžeńı:

↑ : 32, 5 · 2− 30− 5 · 7 = 0 X

→ : 15, 181− 15, 181 = 0 X

1 	 : 12, 056 + 32, 5 · 4− 30 · 2−

−5 · 7 · 2− 12, 056 = 0 X

⇒ Rovnováha reakćı a zat. je splněna.
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

5 Obecná deformačńı metoda

Př́ıklad 5.1 Pomoćı deformačńı metody vyřešte vnitřńı śıly na př́ıhradové konstrukci. Kon-

strukce je zat́ıžena silou ve styčńıku a a rovnoměrnou změnou teploty prut̊u 3

a 4 . Všechny pruty jsou z materiálu o Youngově modulu pružnosti 300 MPa
a maj́ı pr̊uřez ve tvaru trubky (pozn.: jedná se o př́ıhradovou konstrukci – v
prutech vznikaj́ı pouze normálové śıly).

40 kN

a b

c

d

1

2

3

4

5

6
∆t4 = −5 ◦

C

∆t3
= −

5
◦ C

4

2
1

[m]

0,
10,01

αt = 12.10−6 K−1

a b

c

d

1

2

3

4

5

6

ua

wa

Řešeńı a počet neznámých:

wa = ?

ua = ?

⇒ d = 2
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

a

Zg
ac

40 kN Xg
ab

Xg
ad

Zg
ad Sestaveńı podmı́nek rovnováhy ve styčńıku a

Xg
ab +Xg

ad = 0 (odpov́ıdá ua)

Zg
ad + Zg

ac = 40 (odpov́ıdá wa)

Sestaveńı vztah̊u pro koncové śıly:

Prut 1 :

Xg
ab = X l

ab = Xab − nac · (ulb − ula)

nab = EA
Lab

= 300·106·(π·0,052−π·0,042)
4

= 212057, 504 Nm−1

Xab = ulb = 0 ∧ ula = uga ⇒ Xg
ab = 212057,504 · ug

a

Prut 2 :

a

c

2

uga

wga

w
l a

u
l a

α = −90◦

Zg
ac = X l

ac · sinα +�����
Z l · cosα (př́ıhradová kce ⇒ pouze X l)

(pozn.: bod a je v tabulkách levý styčńık)

sinα = sin (−90) = −1; cos (−90) = 0 ⇒

⇒ Zg
ac = −1 ·Xl

ac

Zg
ac = −(X

l

ac − nac · (ulc − ula))

nac = 300·106·π·(0,052−0,042)
3

= 282743, 34 Nm−1

ula = uga · cosα + wga · sinα = 0 + wga · (−1) = −wga
X l
ac = ulc = 0 ∧ ula = −wga ⇒

⇒ Zg
ac = 282743,339 ·wg

a
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Prut 3 ; ∆t:

a

d

wga

uga
−26, 565◦
u
l
a

w
la

3

sinα = − 1√
5
; cosα = 2√

5

ula = uga · 2√
5

+ wga · (−1
5
)

wla = −uga · (− 1√
5

+ wga · 2√
5
)

nad = 300·106·π·(0,052−0,042)

2·
√

5

nad = 189669, 998 Nm−1

Xg
ad = X l

ad · cosα

Xg
ad = 2√

5
· (Xad − nad · (uld − ula))

X
l

ad = EA · αt ·∆ts = 300 · 106 · 2, 827 · 10−3 · 12 · 10−6 · (−5) = −50, 886 kN

uld = 0 ⇒ Xg
ad =

2√
5
· (−50, 886− 189669, 998 · (−(uga · 2√

5
− wga · 1√

5
)))

Xg
ad = −45,514 + 151735,998 · ug

a − 75867,999 ·wg
a

Zg
ad = X l

ad · sinα

Zad = − 1√
5
· (−50, 886− 189669, 998 · (− 2√

5·wg
a
))

Zg
ad = 22,748− 75867,999 · ug

a + 37933,999 ·wg
a

Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

212057, 504 · uga − 45, 514 + 151735, 99 · uga − 75867, 999 · wga = 0

282749, 339 · wga + 32, 748 − 75867, 999 · wga + 37933, 999 · wga = 40

363793.498 · uga − 75867, 999 · wga = 45, 514

−75867, 999 · uga + 320677, 338 · wga = 17, 252

ug
a = 1,434 · 10−4 m; wg

a = 8,773 · 10−5 m

Dopočet výsledných koncových sil:

X l
cb = X

l

cb − ncb · (ulb − ulc)

X
l

cb = 300 · 10−6 · 2, 827 · 10−3 · 12 · 10−6 · (−5) = −50, 886 kN

ulb = ulc = 0 ⇒ Xl
cb = −50,886 kN
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Xab = 30,410 kN Xl
cb = −50,886 kN

Xl
ac = −24,804 kN Xl

cd = 0 kN

Xl
ad = −33,999 kN Xl

bd = 0 kN

(Xg
ad = −30,410 kN Zg

ad = 15,205 kN)

pozn.: X l
cd = X l

bd = 0 (neńı zde žádné zat́ı̌zeńı ani posun koncových bod̊u)

Kontrola rovnováhy:

30, 410− 30, 410 = 0 X Splněno

24, 804 + 15, 205 = 40, 009
.
= 40 kN X Splněno

Koncové śıly na prutech:

a b

1 30,410 kN30,410 kN

a

c

2

24,804 kN

24,804 kN

a

d

3

33,999 kN

33,999 kN
b

c

4

50,866 kN

50,866 kN
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Vykresleńı normálových sil na prutech:

N [kN]

-30,410

24,804
33,999

50,886

∅

∅

Výpočet reakćı:

d

Rdx

Rdz

S5 = 0

S3 = 33, 999 kN

S6 = 0

→ : −S3 · 2√
5

+Rdx = 0

Rdx = 30,410 kN

↑ : −S3 · 1√
5

+Rdz = 0

Rdz = 15,205 kN

S4 = 50, 886 kN
S6 = 0

S2 = 24, 804 kN

Rcz

Rcx

c
↑ : −50, 886 · 3

5
+Rcz − 24, 804 = 0

Rcz = 55,336 kN

→ : 50, 886 · 4
5
−Rcx = 0

Rcx = 40,779 kN

S5 = 0

Rbx

Rbz

S4 = 50, 886 kN

S1 = −30, 410 kN

b

↑ : 50, 886 · 3
5
−Rbz = 0

Rbz = 30,532 kN

→ : −50, 886 · 4
5
− (−30, 410) +Rbx = 0

Rbx = 10,299 kN
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Vykresleńı reakćı a zat́ıžeńı na konstrukci:

40 kN

55,336 kN
40,709 kN

30,532 kN

10,299 kN

15,205 kN

30,410 kN

Kontrola rovnováhy:

↑ : −40 + 55, 336 + 15, 205− 30, 532 = 0, 009
.
= 0 X Splněno

→ : −40, 709 + 30, 410 + 10, 299 = 0 X Splněno

a 	 : 40, 709 · 3 + 15, 205 · 4− 30, 410 · 2− 30, 532 · 4 = −0, 001
.
= 0 X Splněno
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Př́ıklad 5.2 Pomoćı obecné deformačńı metody určete vnitřńı śıly na konstrukci zat́ıžené
silovým zat́ıžeńım. Všechny pruty maj́ı Young̊uv modul pružnosti E = 30 GPa,
moment setrvačnosti k ose, kolem které jsou pruty namáhané ohybem, I =
1 · 10−3 m4 a plochu A = 4 · 10−3 m2.

20 kN

15 kN

4 kN

1

10
k
N

/m

2

3

4

56

1,5 1,5 1,5 1,5

4
1,

5

3 3

[m]

Řešeńı:

20 kN
4 kN 56

R6,z = 8 kN

R3,z = 12 kN

R3,x = 4 kN3

Staticky určitá část kce lze vyřešit předem:

3 	 : −4 · 1, 5 + 20 · 1, 5−R6,z · 3 = 0

R6,z = 8 kN

↑ : 8− 20 +R3,z = 0

R3,z = 12 kN

→ : 4−R3,x = 0

R3,x = 4 kN

(pozn.: na zbytek konstrukce aplikujeme pouze reakce!)

1

2

3

4

ϕ2

12 kN

4 kN

w3

u3
v-k

v
-v k-v

ϕ2 = ?

u3 = ?

w3 = ?

⇒ d = 3

(pozn.: modré reakce přeneseny z vrchńı části kce)
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M23

M21

2
M23 +M21 = 0 (pro ϕ2)

3
4 kN

X32

Xg
34

X32 +Xg
31 = 4 (pro u3)

3

12 kN

Z32

Zg
34

Z32 + Zg
34 = 12 (pro w3)

Sestaveńı koncových sil a moment̊u:

M23
2

X32

Z32
3

k23 = 2·30000
3

= 20000 kNm

n23 = 12000
3

= 40000 kNm−1

L23 = 3 m

M23 = M23 + k23 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w3−w2

L23
)

M23 = w2 = 0 ⇒ M23 = 30000 · ϕ2 + 10000 ·w3

X32 = X32 + n32 · (u3 − u2)

X32 = u2 = 0 ⇒ X32 = 40000 · u3

Z32 = Z32 + k32
L32
· (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w3−w2

L32
)

Z32 = w2 = 0 ⇒ Z32 = 10000 · ϕ2 + 10000
3
·w3

1

10
k
N

/m

2

ug1 w
l 1

wg1

u
l 1

α = −90◦

M21

sinα = −1

cosα = 0

k12 = 2·30000
4

= 15000 kNm

wl2 = ug2

M21 = M21 + k21 · (2 · ϕ2 + ϕ1 + 3 · w
l
2−wl

1

L21
)

M21 = −10·42
12

= −40
3
∧ ϕ1 = wl2 = wl1 = 0

M21 = −40
30

+ 30000 · ϕ2
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3

4

ug3

wg3

w
l
3

u
l
3

ug4

wg4
u
l
4

w
l
4

15 kN12
kN

9 kN

X
l
34

Z
l34

α = 53, 13◦

9 kN

L34 = 5 m

sinα = 4
5

cosα = 3
5

k34 = 2·30000
5

= 12000 kNm

n34 = 12000
5

= 24000 kNm−1

15 kN

FT
=

15
.si
nα

=
12

kN

F
N

=
15.cosα

=
9

kN

α

Xg
34 = X l

34 · cosα− Z l
34 · sinα; ul3 = ug3 · cosα + wg3 · sinα

Zg
34 = X l

34 · sinα + Z l
34 · cosα; wl3 = −ug3 · sinα + wg3 · cosα

X l
34 = X

l

34 − n34 · (ul4 − ul3)

X
l

34 = −12·2
5

= −24
5

; ul3 = 0, 6 · ug3 + 0, 8 · wg3
u4 = 0 ⇒ Xl

34 = −24
5

+ 24000 · (0,6 · ug
3 + 0,8 ·wg

3)

Z l
34 = Z

l

34 − k34
L34
· (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w

l
4−wl

3

L34
)

3

4

9 kN

Z
l34

9 kN

M43 = 8, 640 kN

M43 = −9··3·2
2·52 · (3 + 5) = −8, 640 kNm

4 	 : −8, 640 + 9 · 2 + Z
l

34 · 5 = 0

Z
l

34 = −1, 872 kN

Zl
34 = −1,872 + 720 · (−0,8 · ug

3 + 0,6 ·wg
3)
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Xg
34 = 0, 6 · (−24

5
+ 24000 · (0, 6 · ug3 + 0, 8 · wg3))− 0, 8 · (−1, 872 + 720 · (−0, 8 · ug3 + 0, 6 · wg3))

Xg
34 = −1,3824 + 9100,8 · ug

3 + 11174,4 ·wg
3

Zg
34 = 0, 8 · (−24

5
+ 24000 · (0, 6 · ug3 + 0, 8 · wg3)) + 0, 6 · (−1, 872 + 720(−0, 8 · ug3 + 0, 6 · wg3))

Zg
34 = −4,963 + 11174,4 · ug

3 + 15619,2 ·wg
3

Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

60000 · ϕ2 + 0 · ug3 + 10000 · wg3 = 40
3

0 · ϕ2 + 49100, 8 · ug3 + 11174, 4 · wg3 = 5, 382

10000 · ϕ2 + 11174, 4 · wg3 + 18952, 533 · wg3 = 16, 963

ϕ2 = 6,942 · 10−5 rad, ug
3 = −9,903 · 10−5 m, wg

3 = 9,168 · 10−4 m

Dopočet koncových moment̊u a sil:

M23 = 11,251 kNm Xg
34 = 7,961 kN

M21 = −11,251 kNm Zg
34 = 8,250 kN

X32 = −3,961 kN Xl
34 = 11,376 kN

Z32 = 3,750 kN Zl
34 = −1,419 kN

Kontrola:

11, 251− 11, 251 = 0 X Splněno

−3, 961 + 7, 961 = 4 X Splněno

3, 750 + 8, 250 = 12 X Splněno

Dopočet moment̊u ve vetknut́ı:

M12 = M12 + k12 · ()2ϕ1 + ϕ2 + 3 · w
l
2−wl

1

L21

M12 = −M21 = 40
3

; k12 = 15000 kNm

ϕ1 = wl2 = wl1 = 0 ⇒ M12 = 40
3

+ 15000 · ϕ2 = 14,375 kNm

M43 = M43 + k43 · (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w
l
4−wl

3

L43
)

M43 = −8, 640 + 12000 · (1,5
5
· (ug3 · 0, 8− w

g
3 · 0, 6))

M43 = −10,906 kNm

(pozn.: pro výpočet M43 viz výpočet Z
l

34)
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Dopočet vnitřńıch sil z rovnováhy na prutech:

1

10
k
N

/m

2

M12 = 14, 375 kNm

V12 = 20, 781 kN

M21 = 11, 251 kNm
V21 = −19, 219 kN

x

1 	 : −11, 251 + 14, 375− 10·42
2
− V21 · 4 = 0

V21 = −19,219 kN

→: −19, 219 + 4 · 10− V12 = 0

V12 = 20,781 kN

Přechodový pr̊uřez:

x = 19, 219 : 10 = 1, 922 m

M ex = −11, 251 + 19, 219 · 1, 922− 10·1,9222

2

Mex = 7,217 kNm

2 3

M23 = 11, 251 kNm

V23 = 3, 750 kN

Z32 = 3, 750 kN

X32 = 3, 961 kNX23 = 3, 961 kN

3

4

12
kN

9 kN

X
l
34

=
11
, 3

75
kN

Z
l34 =

1, 419
kN

9 kN

M43 = 10, 906 kN

X
l
43

=
−23

, 3
76

kN

V
43 =
−

7, 581
kN

↘ : 11, 376 + 12 +X l
43 = 0

Xl
43 = −23,376 kN

↗ : 1, 419− 9− V43 = 0

V43 = −7,581 kN

Moment pod silou:

Mpod silou = 1, 419 · 3 = 4, 257 kNm
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Vykresleńı vnitřńıch sil na celé konstrukci:

N [kN]

-12-4

-3,961

-11,376

-23,376

∅

V [kN]
8

-12
3,75

19,219

20,781

1,419

-7,581

1,419

M [kNm] -6

6

4,257

-10,906
-14,375

7,217

-11,251

12
-11,251
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Kontrola rovnováhy ve styčńıćıch 2 , 3 a 4
Reakce ve styčńıku 2 :

2

3,75 kN

3,961 kN

19,219 kN

R2z = 3, 75 kN

R2x = 15, 258 kN

↑ : −3, 750 +R2,z = 0

R2,z = 3,750 kN

→ : 19, 219− 3, 961−R2,x = 0

R2,x = 15,258 kN

3

12 kN

4 kN

1,419 kN

11,376 kN

3,961 kN

3,75 kN

↑ : 3, 750− 12− 1, 419 · 0, 6 + 11, 376 · 0, 8 = 0

X Splněno

→ : 3, 961 + 4− 1, 419 · 0, 8− 11, 376 · 0, 6 = 0

X Splněno

Reakce ve styčńıku 4 :

4

23,376 kN

7,581 kN

R4x = −7, 961 kN

R4z = 23, 249 kN

↑ : R4,z − 23, 376 · 0, 8− 7, 581 · 0, 6 = 0

R4,z = 23,249 kN

→ : R4,x − 7, 581 · 0, 8 + 23, 376 · 0, 6 = 0

R4,x = −7,961 kN
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Reakce:

20 kN

15 kN

4 kN

10
k
N

/m

15,258 kN

3,75 kN

8 kN

20,781 kN
14,375 kNm

7,961 kN

23,249 kN

10,906 kNm

∅

Kontrola:

1 	 : 14, 375 + 15, 258 · 4− 4 · 5, 5− 20 · 1, 5− 10·42
2
− 15 · 4, 8− 10, 906 + 23, 249 · 6 = −0, 005

−0, 005
.
= 0 X Splněno

↑ : 3, 750 + 8− 20− 15 + 23, 249 = 0, 001

0, 001
.
= 0 X Splněno

→ : 4 + 4 · 10− 15, 258− 20, 781− 7, 961 = 0 X Splněno

Nyńı provedeme kontrolu výpočtu redukčńı větou (viz kapitola 2). Stupeň statické určitosti
konstrukce je s = 3 · 3 − (2 · 3 + 2 + 4 + 1) = −4. Zvoĺıme vhodnou základńı soustavu a
zkontrolujeme přemı́stěńı v jedné z uvolněných vazeb. Vybereme např́ıklad pootočeńı v levé
podpoře ϕ1. Do výpočtu zahrneme vliv vnitřńıch sil určených při výpočtu obecnou deformačńı

metodou, tj. M a N .

1 · δ =

∫
M ·M
EI

dx+

∫
N ·N
EA

dx
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Základńı soustava:

1

1
6

1
8

1
6

1
8

ϕ1 = 0 ?

∅

1

M N

-1

-1
2

-1
2

∅

∅

∅

∅

∅

−1
6

1
8

5
24

1 · ϕ1 = 1
EIy
·

[
1
6
·

(
− 14, 375 ·

(
− 2 · −1

2

)
− 11, 251 ·

(
− 1− 2 · 1

2

))
· 4 + 1

3
·
(

1
8
· 10 · 42

)
·

·
(
− 1− 1

2

)
· 4 + 1

3
·
(
− 11, 251

)
·
(
− 1

2

)
· 3

]
+ 1

EA
·

[
− 3, 961 · 1

8
· 3− 11, 376·

· 5
24
· 3− 23, 376 · 5

24
· 2

]

ϕ1 = 4,585
30000

+ −18,335
120000

= 1, 528 · 10−4 − 1, 528 · 10−4 = 0 X Splněno

Pootočeńı ϕ1 = 0, výpočet je správně.
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Př́ıklad 5.3 Pomoćı obecné deformačńı metody určete a vykreslete vnitřńı śıly na zadané
konstrukci. Ohybová tuhost EI = 20000 kNm2, osová tuhost EA = 100000 kN,
koeficient teplotńı roztažnosti α = 12 ·10−6 K−1. Konstrukce je zat́ıžena změnou
teploty prutu 3-2 a přemı́stěńım podpor. Výška pr̊uřezu je h = 0, 3 m.

1 2

3

4

ϕ4 = 10′

44

4

w3 = 5 mm

th = −10◦C td = 40◦C

[m]

Řešeńı:

1

2

3

4

ϕ2

u2

w2

v-v

k-v

k
-v

Podmı́nky rovnováhy v symbolickém tvaru:

M23

M21
2 M21 +M23 = 0 (pro ϕ2)

2

X23

X21

X21 +X23 = 0 (pro u2)

Z23

2
Z21 Z21 + Z23 = 0 (pro w2)
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Sestaveńı koncových sil a moment̊u:

1 2

M21

Z21

X21

L21 = 4 m

k21 = 2·20000
L21

= 10000 kNm

n21 = 100000
L21

= 25000 kNm−1

M21 = M21 + k21 · (2 · ϕ2 + ϕ1 + 3 · w2−w1

L21
)

M21 = ϕ1 = 0 ∧ w1 = −0, 005 m ⇒ M21 = 20000 · ϕ2 + 7500 · (w2 − (−0, 005))

M21 = 37,5 + 20000 · ϕ2 + 7500 ·w2

Z21 = Z21 + k21
L21
· (3 · ϕ2 + 3 · ϕ1 + 6 · w2−w1

L21
)

Z21 = ϕ1 = 0 ∧ w1 = −0, 005 m ⇒ Z21 = 7500 · ϕ2 + 3750 ·w2 + 18,75

X21 = X21 + n21 · (u2 − u1)

X21 = u1 = 0 ⇒ X21 = 25000 · u2

ug w
lZ
l 2
3

X
l 2
3

wg

u
l

2

3 α = −90◦

th = −10◦C td = 40◦C

cosα = 0

sinα = −1

L23 = 4 m

k23 = 2·20000
4

= 10000 kNm

n23 = 100000
4

= 25000 kNm−1

M23 = M23 + k23 · (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w
l
2−wl

3

L23
)

M23 = −3
2
· 20000 · 12 · 10−6 · 50

0,3
= −60 kNm

wl2 = ugw = 0 ∧ wl3 = 0 ⇒ M23 = −60 + 15000 · ϕ2 + 3750 · ug
2

Zg
23 = X l

23 · (−1) + Z l
23 · 0 = −X l

23

Zg
23 = −(X23 + u23 · (ul2 − ul3))

X23 = −10000 · 12 · 10−6 · 15 = −18 kN

ul2 = −wg2 = 0 ∧ ul3 = 0 ⇒ Zg
23 = −(−18 + 25000 · (−wg2)) = 18 + 25000 ·wg

2
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Xg
23 = X l

23 · 0− Z l
23 · (−1) = Z l

23

Xg
23 = Z23 + k23

L23
· (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w

l
2−wl

3

L23
)

Z23 = −3·20000
2·4 · (12 · 10−6) · 50

0,3
= −15 kN

wl2 = ug2 ∧ wl3 = 0 ⇒ Xg
23 = −15 + 3750 · ϕ2 + 937,5 · ug

2

Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

37, 5 + 20000 · ϕ2 − 60 + 7500 · w2 + 15000 · ϕ2 + 3750 · w2 = 0

− 15 + 25000 · u2 + 3750 · ϕ2 + 937, 5 · ug2 = 0

18, 75 + 18 + 7500 · ϕ2 + 3750 · w2 + 25000 · ug2 = 0

35000 · ϕ2 + 3750 · u2 + 7500 · w2 = 22, 5

3750 · ϕ2 + 25937, 5 · u2 + 0 · w2 = 15

7500 · ϕ2 + 0 · u2 + 28750 · w2 = −36, 75

ϕ2 = 9,205 · 10−4 rad

u2 = 4,452 · 10−4 m

w2 = −1,518 · 10−3 m

Dosazeńı do vztah̊u pro koncové śıly a momenty:

M21 = 44,523 kNm Z23 = −19,960 kN

M23 = −44,523 kNm X21 = 11,131 kN

Z21 = 19,960 kN X23 = −11,131 kN

Kontrola rovnováhy:

44, 523 − 44, 523 = 0 ⇒ X Splněno

11, 131 − 11, 131 = 0 ⇒ X Splněno

19, 960 − 19, 960 = 0 ⇒ X Splněno

Dopočet M43:

k43 = 2·20000
4

= 10000 kNm

M43 = M43 + k43 · (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w4−w3

L43
)

M43 = 0 ∧ ϕ4 = −10′ = −2, 909 · 10−3 rad ⇒

⇒ M43 = 15000 · (−2, 909 · 10−3) = −43,635 kNm

X43 = 0 (prut neńı podélně zat́ı̌zen a je nulový vzájemný posun)
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Dopočet vnitřńıch sil z rovnováhy na prutech:

1 2

M21 = 44, 523 kNm

Z21 = 19, 960 kN

X21 = 11, 131 kN
M12 = 35, 317 kNm

N12 = 11, 131 kN

V12 = 19, 960 kN

1 	 : M12 + 44, 523− 19, 960 = 0 ⇒ M12 = 35,317 kNm

2

3

M23 = 44, 523 kNm
X23 = 11, 131 kN

Z23 = 19, 960 kN

V32 = −11, 131 kN

N32 = 19, 960 kN

Kontrola rovnováhy:

3 	 : 44, 523− 11, 131 · 4 = 0, 001
.
= 0 X

M43 = 43, 635 kNm
3 4

V34 = −10, 909 kN V43 = −10, 909 kN

3 	 : −43, 635− V43 · 4 = 0

V43 = −10,909 kN

Vykresleńı vnitřńıch sil:

N [kN] V [kN]

11,131

19,960

∅

19,960

-11,131

-10,909
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

M kNm

-35,317

-43,635

44,523

-44,523

→ : −11, 131 +R3,x = 0

R3,x = 11,131 kN

↑ : 19, 960 + 10, 909−R3,z = 0

R3,z = 30,869 kN

Reakce

35,317 kNm

19,960 kN

11,131 kN

43,635 kNm
∅

10,909 kN
R3,z = 30, 869 kN

R3,x = 11, 131 kN

Kontrola rovnováhy:

3 	 : −19, 960 · 4 + 35, 317 + 11, 131 · 4− 43, 635 + 10, 909 · 4 = 0, 002
.
= 0 X Splněno
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Př́ıklad 5.4 Symetrická konstrukce je zat́ıžena dle obrázku silovým zat́ıžeńım a přemı́stěńım
podpor. Při výpočtu obecnou deformačńı metodou využijte antisymetrie zat́ıžeńı.
E = 30 GPa, I = 1 · 10−3 m4, A = 0, 004 m2.

1 2 3

4 5 6

25 kN/m 25 kN/m

3 3 3 3

4

u3 = 3 mmu1 = 3 mm

[m]

Řešeńı:

1 2 3

4 5 6

ϕ4 ϕ6

u5

w5w4 w6

v-k k-v

v
-k

v-
v v-v

Bez využit́ı antisymetrie: S využit́ım antisymetrie:

2× ϕ =? ϕ4 = ϕ6 =?

3× w =? w4 = −w6 =?

1× u =? u5 =?

w5 = 0

d = 6 d = 3
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Podmı́nky rovnováhy v symbolickém tvaru:

4
M45

M41

4 � : M41 +M45 = 0 (pro ϕ4)

4
Z45

Z41

↑ : Z45 + Z41 = 0 (pro w4)

5

X52

X54 X56

← : X54 +X52 +X56 = 0 (pro u5)

Sestaveńı koncových sil na jednotlivých prutech:

M41
ug4 = 0

wg4

w
l

4

u l
4

X l
41

Z
l

41

1

4

25 kN/m

α = −53, 13◦

ug1 = 0, 003 m

L14 = 5 m

sinα = −0, 8

cosα = 0, 6

k41 = 2·30·106·1·10−3

5
= 12000 kNm

n41 = 30·106·0,004
5

= 24000 kNm−1
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Zat́ıžeńı je nutné přepoč́ıtat na délku prutu a rozložit do složky kolmé na prut a ve směru
prutu:

1

4

3

5

f=
15

kN
/m

α

15
f
T

f N

α
25·3

5
= 15 kNm−1

ft = 15 · sinα = 12 kNm−1

fn = 15 · cosα = 9 kNm−1

1

4

M41 X l
41

Z
l

41

f
T =

12 kN/m

f N
=

9
kN

/m

ug1 = 0, 003 m

M41 = M41 + k41 · (2 · ϕ4 + ϕ1 + 3 · w4−w1

L41
)

M41 = − (−9)·52
12

= 18, 75 kNm

wl4 = −��u
g
4 − 0, 8 + wg4 · 0, 6 = 0, 6 · 2g4

wl1 = −ug1 − 0, 8 +�
�wg1 · 0, 6 = −(−0, 003)− 0, 8 = −2, 4 · 10−3 m

ϕ1 = 0 ⇒ M41 = 18, 75 + 24000 · ϕ4 + 7200 · (0, 6 · wg4 + 2, 4 · 10−3)

M41 = 18,75 + 24000 · ϕ4 + 4320 ·wg
4 + 17,28

Zg
41 = X l

41 · (−0, 8) + Z l
41 · 0, 6

X l
41 = X

l

41 + u41 · (ul4 − ul1)

X
l

41 = −12·5
2

= −30 kN

ul4 = ��u
g
4 · 6 + wg4 · (−0, 8) = −0, 8 · wg4

ul1 = ug1 · 0, 6 +�
�wg1 · 0, 8 = −0, 003 · 0, 6 = −1, 8 · 10−3 m

Xl
41 = −30− 19200 ·wg

4 + 43,2
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Z l
41 = Z

l

41 + k41
L41
· (3 · ϕ4 + 3 · ϕ1 + 6 · w

l
4−wl

1

L41
)

Z
l

41 = − (−9)·5
2

= 22, 5 kNm

Z l
41 = 22, 5 + 7200 · ϕ4 + 2880 · (0, 6 · wg4 − 2, 4 · 10−3)

Zl
41 = 22,5 + 7200 · ϕ4 + 1728 ·wg

4 + 6,912

Zg
41 = −0, 8 · (−30− 19200 · wg4 + 43, 2) + 0, 6 · (22, 5 + 7200 · ϕ4 + 1728 · wg4 + 6, 912)

Zg
41 = 7,087 + 4320 · ϕ4 + 16396,8 ·w4

5

25 kN/m

4

M45

Z45

w4

u4

X54

L45 = 3 m

k45 = 2·30·10g ·1·10−3

3
= 20000 kNm

n45 = 30·106·0,004
3

= 40000 kNm−1

M45 = M45 + k45 · (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w5−w4

L45
)

M45 = −25·32
8

= −28, 125 kNm

w5 = 0 ⇒ M45 = −28,125 + 30000 · ϕ4 − 10000 ·w4

Z45 = Z45 − k45
L45
· (1, 5 · ϕ4 + 1, 5 · w5−w4

L45
)

Z45 = −−25·5·3
8

= 46, 875 kN

w5 = 0 ⇒ Z45 = 46,875− 10000 · ϕ4 + 10000
3
·w4

X54 = X54 + n51 · (u5 − u4)

X54 = u4 = 0 ⇒ X54 = 40000 · u5

5 6

25 kN/m

X56

L56 = 3 m

k56 = 20000 kNm

n56 = 40000 kNm−1

X56 = X56 − n56 · (u6 − u5)

X56 = 40000 · u5
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

2

5

Z l
52

α = −90◦

sinα = −1

cosα = 0

L52 = 4 m

k52 = 2·30·106·1·10−3

4
= 15000 kNm

n52 = 30·106·0,004
4

= 30000 kNm−1

Xg
52 = X l

52 · 0− Z l
52 · (−1) = Z l

52

Xg
52 = Z

l

52 + k52
L52
· (1, 5 · ϕ2 + 1, 5 · w

l
5−wl

2

L52
)

wl5 = −u5 · (−1) + wg5 · 0 = u5 ∧ Z52 = 0 ⇒

⇒ Xg
52 = Zg

52 = 1406,25 · ug
5

X l
52 =

�
��X
l

52 + n52 · (ul5 − ul2)

ul5 = −wg5 = 0 (pozn.: antisymetrie) ⇒

⇒ Xl
52 = 0

Dosazeńı do podmı́nek rovnováhy:

M41 +M45 = 0

Zg
41 + Zg

45 = 0

X54 +X52 +X56 = 0

(18, 75 + 24000 · ϕ4 + 4320 · w4 + 17, 28)− (28, 125 + 30000 · ϕ4 − 10000 · w4) = 0

(7, 087 + 4320 · ϕ4 + 16396, 800 · w4) + (46, 875− 10000 · ϕ4 + 10000
3
· w4) = 0

(1406, 25 · u5) + (40000 · u5) + (40000 · u5) = 0

54000 · ϕ4 − 5680 · w4 = −7, 905

−5680 · ϕ4 + 19730, 133 · w4 = −53, 96

ϕ4 = −4,476 · 10−4 rad

w4 = −2,864 · 10−3 m

91406, 250 · w5 = 0 ⇒ u5 = 0
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Dopočet koncových sil a moment̊u:

M45 = −12,916 kNm Xl
54 = 0

M41 = 12,916 kNm Xl
56 = 0

Z45 = 41,805 kN Xl
52 = 0

Zg
41 = −41,803 kN Xl

41 = 68,184 kN

Zl
41 = 21,241 kN

Kontrola rovnováhy:

−12, 916 + 12, 916 = 0 X Splněno

41, 805 − 41, 806 = 2 · 10−3 .
= 0 X Splněno

0 = 0 X Splněno

Dopočet vnǐrńıch sil na prutech:

1

4

M41 = 12, 916 kNm

X l
41 =

68, 184 kN

Z
l

41
=

21
, 2

41
kN

12 kN/m9
kN

/m

M14 = 19, 211 kNm

N
14 =

128, 184 kN

V 14
=
−2

3,
75

9
kN

x
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

↗ : 68, 184 + 15 · 5−N14 = 0

N14 = 128,184 kN

↘ : 21, 241− 9 · 5− V14 = 0

V14 = −23,759 kN

4 	 : 12, 916− 9 · 52

2
+ 23, 759 · 5−M14 = 0

M14 = 19,211 kNm

Výpočet extrému:

−23, 759 + 9 · x = 0 ⇒ x = 2, 640 m

Mex = 19, 211− 23, 759 · 2, 640 + 9·2,6402

2
= −12,150 kNm

5

25 kN/m

4

M45 = 12, 916 kNm

Z45 = 41, 805 kN

X54 = 0

V54 = 33, 195 kN

N45

x

Výpočet extrému momentu:

−41, 805 + 25 · x = 0 ⇒ x = 1, 672 m

Mex = 12, 961− 41, 805 · 1, 672 + 25·1,6722

2
= −21,99 kNm

↑ : −41, 805 + 25 · 3− V54 = 0 ⇒ V54 = 33,195 kN

→ : −N45 + 0 = ⇒ N45 = 0

2

5 Z52 = 0

V25

N25

M25

N52 = 0

→ : 0− V25 = 0

V25 = 0

↑ : 0−N25 = 0

N25 = 0

2 	 : −M25 − 0 · 0 = 0

M25 = 0
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Vykresleńı vnitřńıch sil na konstrukci:

N [kN]

68,184

128,184

-68,184

-128,184

∅

∅ ∅

V [kN]

∅

21,241

-23,759 -23,759

21,241

33,195

-41,805 -41,805
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

M [kNm]

-21,992

21,992

-12,976

12,150

-19,211

-12,150

12,976

19,211

-12,976

12,976

∅

Reakce:

4
41,805 kN

R4,x

21
,2

41
kN

68
,1

84
kN

↑ : 41, 805− 68, 184 · 0, 8 + 21, 241 · 0, 6 = 0

→ : R4,x − 21, 241 · 0, 8− 68, 184 · 0, 6 = 0

R4,x = 54,903 kN

12
8,

18
4

kN

23
,7

59
kN

R1,z

R1,x

↑ : −R1,z + 128, 184 · 0, 8 + 23, 759 · 0, 6 = 0

R1,z = 116,803 kN

→ : −R1,x − 23, 759 · 0, 8 + 123, 184 · 0, 6 = 0

R1,x = 57,903 kN
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5 OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

25 kN/m 25 kN/m

u3 = 3 mmu1 = 3 mm

57,903 kN 57,903 kN

57,903 kN

116,803 kN

19,211 kNm

57,903 kN

19,211 kNm

116,803 kN

Kontrola:

2 	 : −57, 903 · 2 · 4 + 116, 803 · 6 · 2− 19, 201 · 2− 25 · 6 · 3 · 2 = −0, 01
.
= 0 X Splněno

→ : 57, 903 · 2− 57, 903 · 2 = 0 X Splněno

↑ : 25 · 6− 116, 803− 25 · 6 + 116, 803 = 0 X Splněno
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∫
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b
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a
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M
a
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b

M
b
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·M

a
·M
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·l
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a
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·l
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·M

a
·(

2
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+
M
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)
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+
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+
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+
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+
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+
M

b
)] ·

l

M
a

M
a

M
a

M
b

M
a

M
a

M
a

M
b

M
b

M
a
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+
M
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)
·l

M
a

M
a

M
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b

M
a

M
a

M
a

M
b

M
b

M
c

2
°

M
b

2°

2 3
·M

c
·M

a
·l

1 3
·M
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·M

a
·l

1 3
·M

c
·(
M
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+
M

b
)
·l
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°
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°
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+
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°
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°
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DEFORMA�NÍ METODA � Celkové koncové momenty a síly

+zl,+wl

+xl,+ul

+φ

prut typu V�V

a b
X l Mab

Z l

X lMba

Z l
L

ab

ab

ba

ba

k=
2EI

L

Mab=Mab+k

(
2ϕa+ϕb+3

w`
b−w

`
a

L

)
Mba=Mba+k

(
ϕa+2ϕb+3

w`
b−w

`
a

L

)

Z`
ab=Z

`

ab−
k

L

(
3ϕa+3ϕb+6

w`
b−w

`
a

L

)
Z`
ba=Z

`

ba+
k

L

(
3ϕa+3ϕb+6

w`
b−w

`
a

L

)

X`
ab = X

`

ab − n(u`
b − u`

a) X`
ba = X

`

ba + n(u`
b − u`

a)

prut typu V�K

a b
X l Mab

Z l

X l

Z l
L

ab

ab

ba

ba

n=
EA

L

Mab=Mab+k

(
1, 5ϕa+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)
8

Z`
ab=Z

`

ab−
k

L

(
1, 5ϕa+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)
Z`
ba=Z

`

ba+
k

L

(
1, 5ϕa+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)

X`
ab = X

`

ab − n(u`
b − u`

a) X`
ba = X

`

ba + n(u`
b − u`

a)

prut typu K�V

baX l

Z l

X lMba

Z l
L

ab

ab

ba

ba

8 Mba=Mba+k

(
1, 5ϕb+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)

Z`
ab=Z

`

ab−
k

L

(
1, 5ϕb+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)
Z`
ba=Z

`

ba+
k

L

(
1, 5ϕb+1, 5

w`
b−w

`
a

L

)

X`
ab = X

`

ab − n(u`
b − u`

a) X`
ba = X

`

ba + n(u`
b − u`

a)

Transformace koncových sil

Zg

Xg

Xl

Zl α Xg = X`
cosα− Z`

sinα

Zg = X`
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