
Výpo£et vnit°ních sil na zadané konstrukci

25. £ervence 2010
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Obrázek 1: Schéma konstrukce.

Úkol: Vypo£ítejte reakce a vykreslete pr·b¥hy normálové síly N, posouvající síly V a ohybového
momentu M po celé konstrukci.

�e²ení:

• Zadanou konstrukci rozd¥líme na jednotlivé desky (viz. Obrázek 2). Po rozd¥lení konstrukce na
desky musíme provést kontrolu statické neur£itosti a to kv·li tomu, abychom zjistili, dá-li se tato
konstrukce v·bec spo£ítat.
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Obrázek 2: Jednotlivé desky a jejich reakce.

Ur£ení stupn¥ statické neur£itosti: sn = 5 · 3− 2 · 2− 3− 2 · 2− 4 = 0

• Výpo£et reakcí: Abychom mohli vypo£ítat reakce, musíme nejd°íve vypo£ítat vnit°ní reakce jed-
notlivých desek.

Za£neme po£ítat reakce Ax a Az: Vyjád°íme si momentovou podmínku okolo bodu a a bodu f .

� a : Dx · 12−Dz · 9 + F1 · 4, 5 = 0 (1)

� f : −Dx · 4−Dz · 9 + F2 · 2−
f1 · 9
2
· 3 = 0 (2)

Vyjád°ením jedné prom¥nné nap°. z rovnice (1) a dosazením této prom¥nné do rovnice (2) dosp¥jeme
k výsledku: Dx = - 9,375 kN a Dz = - 7,5 kN.

• Reakce Ax a Az vypo£teme díky vodorovné a svislé sou£tové podmínce rovnováhy z desky I.

→ : Ax +Dx = 0⇒ Ax = −Dx = 9, 375 kN (3)

↑ : Az +Dz − F1 = 0⇒ Az = −Dz + F1 = 17, 5 kN (4)

• Dále m·ºeme spo£ítat vnit°ní reakce F II
x a F II

z z desky II, které budeme pozd¥ji pot°ebovat k
výpo£tu reakcí Gx a Gz.

→ : F II
x −Dx + F2 = 0⇒ F II

x = Dx − F2 = −24, 375 kN (5)

↑ : F II
z −Dz −

10 · 9
2

= 0⇒ F II
z = Dz +

f1 · 9
2

= 37, 5 kN (6)
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Reakce Lx a Lz budeme po£ítat obdobn¥ jako reakce Ax a Az: Vyjád°íme si momentovou podmínku
okolo bodu f a bodu l.

� f : −Ix · 4 + Iz · 9 + F3 · 4, 5 +
f1 · 9
2
· 3 = 0 (7)

� l : Ix · 12 + Iz · 9− F4 · 10− f2 · 12 ·
12

2
= 0 (8)

Vyjád°ením jedné prom¥nné nap°. z rovnice (7) a dosazením této prom¥nné do rovnice (8) dosp¥jeme
k výsledku Ix = 78,75 kN a Iz = 15 kN.

• Reakce Lx a Lz vypo£teme díky vodorovné a svislé sou£tové podmínce rovnováhy z desky V .

→ : Lx + Ix − F4 − f2 · 12 = 0⇒ Lx = −Ix + F4 + f2 · 12 = 91, 65 kN (9)

↑ : Lz + Iz = 0⇒ Lz = −Iz = −15 kN (10)

• Pro výpo£et zbývajících reakcí Gx a Gz si budeme muset je²t¥ spo£ítat hodnoty F IV
x , F IV

x , které
vyplynou z vodorovné a svislé podmínky rovnováhy u desky IV .

→ : F IV
x − Ix = 0⇒ F IV

x = Ix = 78, 75 kN (11)

↑ : F IV
z − Iz −

10 · 9
2
− F3 = 0⇒ F IV

z = Iz +
f1 · 9
2

+ F3 = 70 kN (12)

• Výpo£et reakcí Gx a Gz a momentu Mg:

→ : Gx − F II
x − F IV

x = 0⇒ Gx = F II
x + F IV

x = 54, 375 kN (13)

↑ : Gz − F II
z − F IV

z = 0⇒ Gz = F II
z + F IV

z = 107, 5 kN (14)

� f : −Gx · 8−Mg = 0⇒Mg = −Gx · 8 = −435 kNm (15)

• Na záv¥r si správnost výsledk· zkontrolujeme sou£tovými podmínkami rovnováhy pro celou soustavu.

→ : Ax +Gx + Lx + F2 − F4 − f2 · 12 = 0 (16)

↑ : Az +Gz + Lz − F1 − F3 −
f1 · 9
2
· 2 = 0 (17)

Námi vypo£ítané reakce jsou správné, pokud ob¥ rovnice vyjdou rovny 0.

• Výpo£et vnit°ních sil pro levou £ást konstrukce:

Znaménková konvence: Vnit°ní síly za£neme po£ítat z levé strany, platí zde tedy, ºe normálová síla je
kladná, sm¥°uje-li ven z prutu a posouvající síla je kladná, pokud se díváme na stranu spodních vláken
a sm¥°uje svisle vzh·ru.

↓: Nab = −Az = −17, 5 kN (18)

Nba = Nab = −17, 5 kN (19)

←: Vab = −Ax = −9, 375 kN (20)

Vba = Vab = −9, 375 kN (21)
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• K dal²ímu výpo£tu pot°ebujeme sklopit normálové a posouvající síly:

tanφ =
4

9
=⇒ φ = 23, 96248897◦ (22)

ϕ

ϕ

ϕ

Nba

Vba

Nbc

Vbc

Obrázek 3: Sklopení sil.

↗: Nbc −Nba · sinφ− Vba · cosφ = 0 =⇒ Nbc = −15, 6744 kN (23)

↘: Vbc +Nba · cosφ− Vba · sinφ = 0 =⇒ Vbc = 12, 1842 kN (24)

Ncb = Nbc = −15, 6744 kN (25)

Vcb = Vbc = 12, 1842 kN (26)
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Obrázek 4: Sklopení síly F1.

↗: Ncd −Ncb − 10 · sinφ = 0 =⇒ Ncd = −11, 6130 kN (27)

↘: Vcd − Vcb + 10 · cosφ = 0 =⇒ Ncd = 3, 0461 kN (28)

Ndc = Ncd = −11, 6130 kN (29)

Vdc = Vcd = 3, 0461 kN (30)
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Obrázek 5: Sklopení síl ve vrcholu.

↘: Nde −Dx · cosφ+Dz · sinφ = 0 =⇒ Nde = −5, 5209 kN (31)

↙: Vde +Dx · sinφ+Dz · cosφ = 0 =⇒ Vde = 10, 6611 kN (32)
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Obrázek 6: Sklopení trojúhelníkového zatíºení.

f−
1 = f · cosφ =⇒ f−

1 = 9, 1381 kN/m (33)

fN = f · cosφ · sinφ =⇒ fN = 3, 7113 kN/m (34)

fV = f · cosφ · cosφ =⇒ fV = 8, 3505 kN/m (35)

L =
√

22 + 4, 52 = 4, 9244m (36)

↘: Ned −Nde +
fN
2 · L
2

= 0 =⇒ Ned = −10, 0899 kN (37)

↙: Ved − Vde +
fV
2 · L
2

= 0 =⇒ Ved = −0, 3808 kN (38)
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Obrázek 7: Sklopení síly F2.

↘: Nef −Ned + F2 · cosφ = 0 =⇒ Nef = −23, 7971 kN (39)

↙: Vef − Ved − F2 · sinφ = 0 =⇒ Vef = 5, 7113 kN (40)

↘: Nfe −Nef +
fN
2 · L
2

+
fN
2
· L = 0 =⇒ Nfe = −37, 5040 kN (41)

↙: Vfe − Vef +
fV
2 · L
2

+
fN
2
· L = 0 =⇒ Vfe = −25, 1296 kN (42)

• Výpo£et vnit°ních sil pro pravou £ást konstrukce:

↓: Nlk = −Lz = 15 kN (43)

Nkl = Nlk = 15 kN (44)

←: Vlk = −Lx = −91, 65 kN (45)

Vkl = −91, 65 + f2 · 8 = 12, 35 kN (46)
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Obrázek 8: Sklopení sil .

↖: Nkj −Nkl · sinφ+ Vkl · cosφ = 0 =⇒ Nkj = −5, 1935 kN (47)

↗: Vkj −Nkl · cosφ− Vkl · sinφ = 0 =⇒ Vkj = 18, 7230 kN (48)
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Obrázek 9: Sklopení spojitého zatíºení .

f−
2 = f · sinφ =⇒ f−

2 = 5, 2798 kN/m (49)

fN = f · sinφ · cosφ =⇒ fN = 4, 8247 kN/m (50)

fV = f · sinφ · sinφ =⇒ fV = 2, 1443 kN/m (51)

↖: Njk −Nkj + fN · L = 0 =⇒ Njk = −28, 9523 kN (52)

↗: Vjk − Vkj − fV · L = 0 =⇒ Vjk = 29, 2824 kN (53)
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Obrázek 10: Sklopení síly F4.

↖: Nji −Njk + F4 · cosφ = 0 =⇒ Nji = −42, 1112 kN (54)

↗: Vji − Vjk − F4 · sinφ = 0 =⇒ Vji = 35, 1308 kN (55)

↖: Nij −Nji + fN · L = 0 =⇒ Nij = −65, 8700 kN (56)

↗: Vij − Vji − fV · L = 0 =⇒ Vij = 45, 6902 kN (57)
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Obrázek 11: Sklopení sil ve vrcholu.
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Obrázek 12: Sklopení trojúhelníkového zatíºení.

↙: Nih + Ix · cosφ+ Iz · sinφ = 0 =⇒ Nih = −78, 0547 kN (58)

↖: Vih + Ix · sinφ− Iz · cosφ = 0 =⇒ Vih = −18, 2762 kN (59)

f−
1 = f · cosφ =⇒ f−

1 = 9, 1381 kN/m (60)

fN = f · cosφ · sinφ =⇒ fN = 3, 7113 kN/m (61)

fV = f · cosφ · cosφ =⇒ fV = 8, 3505 kN/m (62)

↙: Nhi −Nih +
fN
2 · L
2

= 0 =⇒ Nhi = −82, 6237 kN (63)

↖: Vhi − Vih −
fV
2 · L
2

= 0 =⇒ Vhi = −7, 9959 kN (64)
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Obrázek 13: Sklopení síly F3.

↙: Nhf −Nhi + F3 · sinφ = 0 =⇒ Nhf = −86, 6851 kN (65)

↖: Vhf − Vhi − F3 · cosφ = 0 =⇒ Vhf = 1, 1422 kN (66)

↙: Nfh −Nhf +
fN
2 · L
2

+
fN
2
· L = 0 =⇒ Nfh = −100, 3920 kN (67)

↖: Vfh − Vhf −
fV
2 · L
2
− fN

2
· L = 0 =⇒ Vfh = 31, 9831 kN (68)

8



Ve²keré p°ipomínky posílejte na adresu anicka@cml.fsv.cvut.cz!

Ngf = −Gz = −107, 5 kN (69)

Vgf = −Gx = −54, 375 kN (70)

Nfg = Ngf = −107, 5 kN (71)

Vfg = Vgf = −54, 375 kN (72)

• Výpo£et moment·:

Ma = 0 kNm (73)

Mb = −9, 375 · 8 = −75 kNm (74)

Mc = 17, 5 · 4, 5− 9, 375 · 10 = −15 kNm (75)

Md = 17, 5 · 9− 10 · 4, 5− 9, 375 · 12 = 0 kNm (76)

Me = 17, 5 · 13, 5− 10 · 9− 9, 375 · 10− 5 · 4, 5
2
· 1, 5 = 35, 625 kNm (77)

Mf = 17, 5 · 18− 9, 375 · 8− 10 · 13, 5 + 15 · 2− 10 · 9
2
· 3 = 0 kNm (78)

Mg = −435 kNm (79)

Mh = −15 · 13, 5 + 13 · 2 · 1− 13 · 10 · 5− 5 · 4, 5
2
· 1, 5 + 91, 65 · 10 = 73, 125 kNm (80)

Mi = −15 · 9 + 91, 65 · 12− 13 · 12 · 6− 14, 4 · 2 = 0 kNm (81)

Mj = 91, 65 · 10− 15 · 4, 5− 13 · 10 · 5 = 199 kNm (82)

Mk = 91, 65 · 8− 13 · 8 · 4 = 317, 2 kNm (83)

Ml = 0 kNm (84)

• Extrémy:

• Interval ⟨ d, e ⟩

f(x) =
8, 3505

2
−

8,3505
2

9, 85
· x (85)

V (x) =

∫
f(x)dx = −0, 4239

2
· x2 + 8, 3505

2
· x− 0, 3808 (86)

V (x) = 0⇒ −0, 4239

2
· x2 + 8, 3505

2
· x− 0, 3808 = 0 (87)

⇒ xmax = 0, 0916m

M(x) = −
∫

V (x) =
0, 21195

3
· x3 − 4, 17525

2
· x2 + 0, 3808 · x+ 35, 625 (88)

⇒Mmax = 35, 6424 kNm

• Interval ⟨ d, f ⟩

f(x) = 8, 3505− 8, 3505

9, 85
· x (89)

V (x) =

∫
f(x)dx = −0, 8478

2
· x2 + 8, 3505 · x− 25, 1296 (90)

V (x) = 0⇒ −0, 8478

2
· x2 + 8, 3505 · x− 25, 1296 = 0 (91)
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⇒ xmax = 3, 7069m

M(x) = −
∫

V (x) =
0, 4239

3
· x3 − 8, 3505

2
· x2 + 25, 1296 · x (92)

⇒Mmax = 42, 9777 kNm

• Interval ⟨ k, l ⟩

f(x) = 13 (93)

V (x) =

∫
f(x)dx = 13 · x− 91, 65 (94)

V (x) = 0⇒ 13 · x− 91, 65 = 0 (95)

⇒ xmax = 7, 05m

M(x) = −
∫

V (x) = −13

2
· x2 + 91, 65 · x (96)

⇒Mmax = 323, 0663 kNm

• Pr·b¥hy vnit°ních sil:
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Obrázek 14: Normálové síly.
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Obrázek 15: Posouvající síly.
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Obrázek 16: Ohybové momenty.
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