
Pr·°ezové charakteristiky

24. b°ezna 2012
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Obrázek 1: Schéma pr·°ezu

Úkol: Ur£ete hlavní centrální momenty setrva£nosti a vykreslete v m¥°ítku odpovídající elipsu setrva£-
nosti.

�e²ení:

• Nejprve si sloºený pr·ºez rozd¥líme na plochy, u kterých umíme ur£it lokální t¥ºi²t¥ a lokální mo-
menty setrva£nosti. V tomto kroku se sout°edíme na to, aby po£et ploch byl co nejmen²í, abychom
si zbyte£n¥ nep°id¥lávali práci. V tomto p°ípad¥ rozd¥líme p°·°ez na 5 ploch dle Obrázku 2a a to
na dva trojúhelníky, dva obdélníky a jeden obdélníkový vý°ez.

• Pro výpo£et t¥ºi²t¥ nejprve zavedeme pomocný sou°adný systém (modrý) a ur£íme lokální t¥ºi²t¥
jednotlivých ploch, viz Obrázek 2b. Sou°adnice lokálních t¥ºi²´ Ti[xi; yi] a velikosti jednotlivých
ploch zapí²eme do Tabulky 1.
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Obrázek 2: (a) Rozd¥lení pr·°ezu (b) T¥ºi²t¥.

xi [mm] yi [mm] Ai [mm2]
1 20 40 3200
2 20 90 600
3 60 50 900
4 70 20 2400
5 20 20 -800∑
i 6300

Tabulka 1: Sou°adnice lokálních t¥ºi²´ a velikost jednotlivých ploch.

Sou°adnice t¥ºi²t¥ sloºeného pr·ºezu získáme jako váºený pr·m¥r sou°adnic jednotlivých ploch:

xt =

∑5
i=1Ai · xi∑5

i=1Ai

= 44, 761 mm a yt =

∑5
i=1Ai · yi∑5

i=1Ai

= 41, 111 mm . (1)

• V dal²ím kroku spo£ítáme momenty setrva£nosti. Jejich výpo£et zahrnuje výpo£et moment· setr-
va£nosti díl£ích ploch k jejich lokálním t¥ºi²´ovým osám a opravu o Steiner·v dopln¥k v·£i t¥ºi²-
´ovým osám celého pr·ºezu. Momenty setrva£nosti k lokálním osám spo£ítáme podle tabulkových
vzorc· pro základní geometrické útvary. Steiner·v dopln¥k se pak spo£ítá jako sou£in plochy a druhé
mocniny vzdálenosti lokálních t¥ºi²´ových os od t¥ºi²´ových os celého pr·°ezu. Výpo£ty moment·
setrva£nosti jednotlivých ploch k centrálním osám (xc, yc) vypadají následovn¥:

I1x =
1

12
b1h

3
1 +A1(y1 − yt)2 =

1

12
· 40 · 803 + 3200 · (40− 41, 111)2 = 1, 710616 · 106 mm4 (2)

I1y =
1

12
b31h1 +A1(x1 − xt)2 =

1

12
· 403 · 80 + 3200 · (20− 44, 761)2 = 2, 388609 · 106 mm4 (3)

I2x =
1

36
b2h

3
2 +A2(y2 − yt)2 =

1

36
· 40 · 303 + 600 · (90− 41, 111)2 = 1, 464080 · 106 mm4 (4)

I2y =
1

48
b32h2 +A2(x2 − xt)2 =

1

48
· 403 · 30 + 600 · (20− 44, 761)2 = 0, 407864 · 106 mm4 (5)

I3x =
1

36
b3h

3
3 +A3(y3 − yt)2 =

1

36
· 60 · 303 + 900 · (50− 41, 111)2 = 0, 116112 · 106 mm4 (6)

I3y =
1

36
b33h3 +A3(x3 − xt)2 =

1

36
· 603 · 30 + 900 · (60− 44, 761)2 = 0, 389004 · 106 mm4 (7)

I4x =
1

12
b4h

3
4 +A4(y4 − yt)2 =

1

12
· 60 · 403 + 2400 · (20− 41, 111)2 = 1, 389618 · 106 mm4 (8)
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I4y =
1

12
b34h4 +A4(x4 − xt)2 =

1

12
· 603 · 40 + 2400 · (70− 44, 761)2 = 2, 248817 · 106 mm4 (9)

I5x = −( 1
12
b5h

3
5 +A5(y5 − yt)2) = −(

1

12
· 20 · 403 + 800 · (20− 41, 111)2) =

= −0, 463206 · 106 mm4 (10)

I5y = −( 1
12
b35h5 +A5(x5 − xt)2) = −(

1

12
· 203 · 40 + 800 · (20− 44, 761)2) =

= −0, 517152 · 106 mm4 (11)

Výsledné momenty setrva£nosti celého pr·°ezu získáme jako sou£et moment· setrva£nosti v²ech
ploch:

Ixc =
5∑

i=1

Iix = 4, 217216 · 106 mm4 a Iyc =
5∑

i=1

Iiy = 4, 917142 · 106 mm4 (12)

P°i výpo£tu moment· setrva£nosti máme na pam¥ti:

� Momenty setrva£nosti musí být vºdy kladné. Výjimkou je pouze situace, kdy od£ítáme
zápornou plochu jako vý°ez.

� Moment setrva£nosti k dané ose je tím v¥t²í, £ím v¥t²í £ást plochy pr·°ezu je od
dané osy vzdálená. Proto zkontrolujeme, zda nám vy²ly v¥t²í ty momenty, u kterých to na
první pohled o£ekáváme.

• Nyní p°ejdeme k výpo£tu devia£ního momentu setrva£nosti. Postup jeho výpo£tu je velmi podobný
výpo£tu p°edchozích moment· setrva£nosti: podle tabulkových vzorc· spo£ítáme devia£ní momenty
setrva£nosti jednotlivých ploch k jejich lokálním osám a poté tyto hodnoty opravíme o Steiner·v
dopln¥k. Výsledné hodnoty nakonec op¥t se£teme. Zatímco momenty setrva£nosti jsou kladné, de-
via£ní moment m·ºe nabývat záporných hodnot a proto je t°eba v¥novat znamínkám p°i výpo£tu
devia£ního momentu zvlá²tní pozornost. Znaménková konvence devia£ního momentu je vysv¥tlena
na Obrázcích 3a aº 3c.

II I

III IV

II I

III IV

II I

III IV
(a) Dxy = 0 (b) Dxy > 0 (c) Dxy < 0

Obrázek 3: Znaménková konvence devia£ního momentu.

Slovn¥ vyjád°eno:

� Devia£ní moment je kladný, pokud se p°eváºná £ast pr·°ezu nachází v prvním a
t°etím kvadrantu sou°adného systému.
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� Naopak je záporný, pokud se p°eváºná £ast pr·°ezu nachází v druhém a £tvrtém
kvadrantu sou°adného systému.

� Pokud je plocha pr·°ezu rovnom¥rn¥ rozmíst¥na do jednotlivých kvadrant·, de-
via£ní moment je nulový.

Konkrétní výpo£et devia£ních moment· pak vypadá následovn¥:

D1
xy = 0 +A1 · (x1 − xt) · (y1 − yt) = 0 + 3200 · (20− 44, 761) · (40− 41, 111) =

= 0, 088030 · 106 mm4 (13)

D2
xy = 0 +A2 · (x2 − xt) · (y2 − yt) = 0 + 600 · (20− 44, 761) · (90− 41, 111) =

= −0, 726324 · 106 mm4 (14)

D3
xy = − 1

72
b23h

2
3 +A3 · (x3 − xt) · (y3 − yt) = −

1

72
62 · 32 + 900 · (60− 44, 761) · (50− 41, 111) =

= 0, 076913 · 106 mm4 (15)

D4
xy = 0 +A4 · (x4 − xt) · (y4 − yt) = 0 + 2400 · (70− 44, 761) · (20− 41, 111) =

= −1, 278769 · 106 mm4 (16)

D5
xy = −(0 +A5 · (x5 − xt) · (y5 − yt)) = −(0 + 800 · (20− 44, 761) · (20− 41, 111)) =

= −0, 418183 · 106 mm4 (17)

Výsledné devia£ní momenty celého pr·°ezu získáme jako sou£et devia£ních moment· v²ech ploch:

Dxcyc =
5∑

i=1

Di
xy = −2, 258333 · 106 mm4 (18)

Úhel α0 (úhel mezi vodorovnou t¥ºi²´ovou osou a pooto£enou osou v kladném sm¥ru) :

tan ·2α0 =
2 ·Dxcyc

Iyc − Ixc

=⇒ 2α0 = 98, 80879◦ =⇒ α0 = 49, 40439◦ (19)

• Výpo£et Ix0 a Iy0 . Tímto výpo£tem dostaneme maximální a minimální moment setrva£nosti.

Ix0 = Ixc · cos2 α0 + Iyc · sin2 α0 −Dxcyc · sin 2α0 = 6, 852467 · 106 mm4 (20)

Iy0 = Ixc · sin2 α0 + Iyc · cos2 α0 +Dxcyc · sin 2α0 = 2, 281891 · 106 mm4 (21)

=⇒ Ix0 = Imax a Iy0 = Imin

• imax a imin (maximální a minimální polom¥r setrva£nosti):

imax =

√
Ix0

A
= 32, 980194 mm a imin =

√
Iy0
A

= 19, 031682 mm (22)
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• Na záv¥r se vykreslí elipsa setrva£nosti v m¥°ítku.

T
α0

yc

xc

y0
x0

Obrázek 4: Elipsa setrva£nosti.

Opravy :

• opraveny p°eklepy - rovnice £. 18: jednotky mm4 (na chyby upozornil Michal Netík)

• opraveny £íselné hodnoty ve výpo£tech - rovnice £. 10 (na chyby upozornil Vít¥zslav Lacina a
Martin Horák)
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