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Uvod

Pri statické a dynamické analyze stavebnich i jinych konstrukci se vychazi z matematickych modeli, jejichz
dilezitou soucasti jsou i rovnice popisujici pretvareni a porusovani prislusného materiadlu. Tyto rovnice jsou
zpravidla formulovany jako vztahy mezi napétim a deformaci a jejich nejjednodussi podobou je tzv. zobecnény
Hooketiv zakon, odpovidajici linearné pruznému modelu. Podle Hookeova zdkona jsou slozky napéti v daném
materidlovém bodé linearnimi funkcemi slozek deformace, pricemz konstantni koeficienty nasobici deformace maji
vyznam materidlovych tuhosti a v pfipadé izotropniho materidlu (tedy materidlu, ktery ma ve vSech smérech
stejné vlastnosti) je lze urcit na zakladé znalosti dvou parametrii, napt. Youngova modulu pruznosti a Poissonova
soucinitele. S linedrné pruznym modelem se posluchaci Stavebni fakulty CVUT v Praze seznamuji v pfedmétu
,Pruznost a pevnost® a pouzivaji jej pak v radé dalsich pfedmétii katedry mechaniky i v aplikacich na navrhovani
konstrukei. Pro svou jednoduchost je tento model také hojné uzivan v praxi.

Ve skutecnosti je ale vztah mezi napétim a deformaci linearni pouze, pokud neni pro dany material piekrocena
mez amérnosti, tj. pokud deformace a napéti ziistavaji dostateéné malé. Zadny reilny material se nechové jako
linedrné pruzny bez jakéhokoli omezeni. V zavislosti na konkrétnim typu materidlu dochézi diive ¢i pozdéji
k odchylkam od linearity a navic k rozdilnému chovani pii zatézovani a odtézovani. Zpiesnény popis takového
chovani vyzaduje tpravy pruzného modelu a zahrnuti nepruznych ucinkt, napf. uvazeni trvalych deformaci
v disledku plastickych pretvarnych procest nebo redukci tuhostnich koeficientti v disledku vzniku a rozvoje
trhlin a dutin. Navic se v nékterych piipadech vyrazné projevuje i vliv rychlosti zatézovani, pripadné doby, po
kterou je konstrukce zatiZena, takZe je tfeba pouzit model s ¢asovou zavislosti. U¢elem tohoto skripta je podat
prehled zédkladnich skupin modeld pro casové zavislé a nepruzné chovani materidlit s dirazem na materidly
vyznamné pro stavebni praxi, tedy zejména beton a ocel, pouzivané jako materialy nosnych konstrukci, a zeminy
¢i horniny jakozto prirodni materiadly vyskytujici se v podlozi staveb.

Vyklad je rozlozen do ctyt kapitol, které se tykaji jednotlivych vyznamnych tfid modelt. V prvni kapitole
se probira teorie linearni viskoelasticity (neboli vazkopruznosti), kterd predstavuje nejjednodussi rozsifeni
linedrni pruznosti postihujici ¢asové zavislé chovani. Viskoelastické modely jsou zakladem popisu dotvarovani
betonu pfi dlouhodobém zatiZeni. S ohledem na tento typ aplikaci je pozornost vénovana nejen zakladnim
viskoelastickym modelim, ale i modelim zahrnujicim vliv starnuti, tedy promény vlastnosti materidlu v cCase,
napf. v dusledku pokracujici hydratace cementové pasty.

Druha kapitola podava systematicky vyklad teorie plasticity, s jejimiz zaklady se studenti letmo seznédmili
jiz v predmétu ,,Pruznost a pevnost“. Vychozi predstavou je mechanismus plastického pokluzu v krystalické
miizce, ktery slouzi jako motivace pro sestrojeni rtznych typt modeli, od nejjednodussiho idedlné tuhoplas-
tického az po pruznoplasticky model s kinematickym a izotropnim zpevnénim. Pruznoplastické modely najdou
uplatnéni zejména pti popisu duktilnich materiald, jako jsou kovy nebo soudrzné zeminy, ale za urcitych podmi-
nek a pri jisté opatrnosti je lze pouzit i pro beton, nesoudrzné zeminy nebo horniny.

Viskoelastické i pruznoplastické modely jsou zalozeny na predpokladu, ze deformujici se téleso (konstrukce)
zustava spojité a lze je popsat v ramci teorie kontinua. Pokud dojde ke vzniku trhlin nebo jinych nespojitosti
(napf. usmyknuti podél kluznych ploch), je tfeba model vhodnym zpusobem upravit. Jednou moznosti je expli-
citni popis trhliny jako nespojitosti v poli posunuti, kterym se zabyva lomova mechanika. Jeji zdklady jsou
vysvétleny ve treti kapitole. Pro jednoduchost se vyklad omezuje na linearni lomovou mechaniku, ktera predpo-
klada, Ze materidl mezi trhlinami zistava linedrné pruzny. Takovy model by se hodil pro kiehké materialy, nebo
pro kvaziktehké materidly (jako je beton) za predpokladu, ze konstrukce a trhlina maji velké rozméry.

K popisu mnoha malych trhlin rozptylenych v uréitém objemu materidlu se spise nez lomova mechanika hodi
mechanika poskozeni, které je vénovana ¢tvrta kapitola. Vysvétluje se zde, jakym zpiusobem lze vzit v tivahu
vliv ristu mikrotrhlin na tuhost a pevnost materidlu, ktery z makroskopického hlediska stale povazujeme za
spojity. Rychly rozvoj poskozeni obvykle vede k tzv. zmékcéovani materidlu, tedy k poklesu napéti za rostouci
deformace. Dusledkem zmékéovani byva koncentrace nepruznych procesu do jisté zény o malé Sifce ve srovnani
s rozméry konstrukce. Proto se v navaznosti na modely poskozeni hovori i o lokalizaci nepruzné deformace
a ukazuje se, ze pri pouziti klasického pristupu tento jev neni popsan objektivné a numerické feseni ziskané
metodou konec¢nych prvki trpi patologickou zavislosti na velikosti pouzitych prvka. V jednoduchych piipadech
je mozno dosdhnout napravy specialni iipravou parametrid materidlového modelu v zavislosti na velikosti prvku,
coz je vysvétleno v zavéru kapitoly.

Skriptum také obsahuje dva dodatky, ve kterych jsou pfipomenuty zakladni poznatky o linearnich diferenci-
alnich rovnicich a o linearni teorii pruznosti. Pro usnadnéni orientace je skriptum vybaveno rejstiikem a konec
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kazdého ptikladu je vymezen znackou O, aby se vizualné oddélilo feSeni samotného prikladu od navazujiciho
textu.

Skriptum je koncipovano jako zakladni studijni podklad pro predmét , Pfetvafeni a porusovani materiala®,
ktery je jednim z povinnych predméti ve 4. ro¢niku obort Konstrukce a dopravni stavby a Materidlové inzenyrstvi
a zaroven je nabizen jako volitelny predmét pro dalsi obory. Nékteré partie jsou vSak probrany do vétsi hloubky,
takze zde mohou najit uzitecné informace i posluchaci magisterského studia, piipadné muize celé skriptum po-
slouzit jako uceleny prehled pro doktorandy a zdjemce z praxe. Dtliraz je kladen na vysvétleni zakladnich pojmu
a princip, teoreticky vyklad je ovSem doplnén mnozstvim fesenych prikladu a jednoduchymi ukdzkami aplikaci
pri analyze konstrukci, zejména prutovych. Autofi doufaji, Ze probudi alespon u nékterych ¢tenart zajem o dalsi
studium pokrocilych materialovych modelt a podniti snahu o jejich §irsi vyuziti v praxi. P¥ipominky, upozornéni
na chyby a naméty k vylepseni jsou vitany a lze je zaslat napf. na elektronickou adresu Milan.Jirasek@fsv.cvut.cz.
Opravy tiskovych chyb a dopliujici pfiklady budou uverejnovany na webovych strankach predmétu, které jsou
pristupné ze studentské ¢asti serveru katedry mechaniky na adrese https://mech.fsv.cvut.cz/student/ pod zkrat-
kou predmétu PPMA.

Praha, zari 2006 Milan Jirasek a Jan Zeman

Béhem dvou let byl ptvodni naklad skripta rozebran. Proto jsme pripravili dotisk, ve kterém je opraveno né-
kolik drobnych chyb. Zmény se tykaji obréazku 1.9a, tabulky 1.2, véty za rovnici (2.242) a rovnic (A.21)—(A.22)
v dodatku.

Praha, tijen 2008 Milan Jirasek a Jan Zeman

Po dalsich dvou letech vychazi druhy dotisk, ve kterém je opraveno pravidlo pro volbu nejkratsiho retardacniho
¢asu pii aproximaci funkce poddajnosti na str. 19-21.

Praha, ¢erven 2010 Milan Jirasek a Jan Zeman

Skriptum vychéazi ve 2. vydani, které je prakticky totozné s druhym dotiskem 1. vydani. Vedle né€kolika malych
preklepti je opraven posledni diagondlni prvek matice v rovnici (B.21). Uvitdme upozornéni na jakékoliv dalsi
chyby a doufame, ze skriptum bude i nadéle uzitecnym pomocnikem pii studiu modelt pro nepruzné chovani
materiald.

Praha, duben 2012 Milan Jirasek a Jan Zeman



Kapitola 1

Viskoelasticita

1.1 Konstitutivni vztahy pro jednoosou napjatost

1.1.1 Dotvarovani a funkce poddajnosti

Laboratorni zkousky i méfeni na skuteénych konstrukcich ukazuji, ze v fadé materidld dochazi pod vlivem
konstantniho napéti k postupnému narustu deformace. Tento jev oznacujeme jako dotvarovani. V materidlech,
které maji tendenci dotvarovat, dochazi pfi konstantni deformaci k samovolnému ubytku napéti, tedy k relazaci.
Dotvarovani a relaxace spolu tizce souviseji a jsou zptusobeny tim, ze deformacni procesy ve skutec¢nosti probihaji
s urcitym zpozdénim. Prislusné materidlové modely to mohou vzit v ivahu naptiklad tak, ze konstitutivni vztahy
(rovnice popisujici zvislost mezi napétim a deformaci) nejsou zapsany pro kazdy casovy okamzik zv14st, ale
zahrnuji i pfedchozi vyvoj napéti a deformace az po zkoumany ¢asovy okamzik, ve kterém druhou veli¢inu (tedy
deformaci nebo napéti) vyhodnocujeme.

Nejjednodussi teorii pouzitelnou pro popis ¢asové zavislého chovani materiald je linedrni viskoelasticita. Jejim
zédkladnim predpokladem je platnost principu superpozice, podle kterého lze tacinky jednotlivych zatézovacich
historii sé¢itat, a dokonce vytvaret jejich linedrni kombinace. Matematicky 1ze tento princip formulovat nasledu-
jicim zptisobem:

Boltzmannuv princip superpozice:

Predpokladejme, Ze pro dany material
e deformace ménici se v ¢ase podle funkce 1 (t) vede k vyvoji napéti popsanému funkei o4 (), a

e deformace ménici se v ¢ase podle funkce e5(t) vede k vyvoji napéti popsanému funkei oo(t).

Potom plati, ze

e deformace ménici se v ¢ase podle funkce ci21(t) 4 cae2(t), kde ¢1 a ¢3 jsou libovolné redlné konstanty, vede
k vyvoji napéti popsanému funkei cyo1 (t) + caoa(t).

Uvedené tvrzeni je rozsifenim principu superpozice znamého z teorie linearni pruznosti, ktery pracuje s hod-
notami napéti a deformace ve zvoleném c¢asovém okamziku. V teorii linearni viskoelasticity je tfeba brat v tvahu
celou historii napéti a deformace, popsanou funkcemi ¢asu. Princip superpozice samoziejmé neni zadnym uni-
verzalnim prirodnim zdkonem, ale zjednodusujicim predpokladem, ktery plati jen priblizné a jen za urcitych
podminek. Naptiklad pro tladeny beton jej lze spolehlivé pouzit v pfipadé, Ze napéti neprekrodi tiroven asi 50 %
pevnosti v tlaku. Pro vyssi Grovné napéti je tieba vzit v itvahu dalsi jevy, které vedou k naristu deformaci, jako
je rozvoj trhlin nebo plastické pretvareni pri viceosém tlaku. Kromé toho je pfi jakékoliv irovni napéti obvykle
nutné zahrnout do vypoctu vliv smrstovani. Teorii viskoelasticity tedy nesmime chapat jako zcela presny popis
reality, ale jako jeden z nastroji, které lze pouzit pfi popisu mechanického chovani urc¢itého typu materiali a
podle potieby je kombinovat s jinymi.

Pokud pfijmeme princip superpozice ve vyse uvedené podobé, mizeme ukazat, ze vlastnosti materidlu jsou
jednoznacné popséany jistou funkei J(¢,t'), zvanou funkce poddajnosti, pfipadné s ni tzce spjatou funkei R(¢,t'),
zvanou relazacni funkce.

UvaZujme specialni zat&Zzovaci proces — dotvarovaci zkousku, p¥i niZ na material az do okamziku ¢’ neptisobi
z4dné napéti a v case t’ zacne plisobit napéti o velikosti &, kterd pak ztstava v ¢ase konstantni. Z matematického
hlediska je historie napéti popsana funkci

o(t)=6H(t —t) (1.1)
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8 KAPITOLA 1. VISKOELASTICITA

kde H je Heavisidova funkce, danad predpisem

/0 pros<0
H(S)_{l pros >0 (1.2)

A7 do okamziku ¢’ je materidl nezatizen a jeho deformace je tudiz nulova.! V okamziku ' se napéti skokem
zvysi na hodnotu & a materidl na to zareaguje jistou okamzitou deformaci. Pokud by chovani materidlu bylo
casové nezavislé, deformace by se nadale pfi konstantnim napéti neménila. V dusledku jistych ¢asové zavislych
procesti probihajicich v mikrostruktufe materidlu vSak mutze dojit k dotvarovani, které se projevi postupnym
narustem deformace za konstatniho napéti. Na zakladé principu superpozice lze snadno oveérit, ze pokud funkci
e(t) popisujici vyvoj deformace v ¢ase vydélime hodnotou &, ziskdme funkci, kterd nezavisi na zvolené trovni
napéti a je tudiz jistou charakteristikou materidlu. Mizeme tedy napsat, Ze historie deformace odpovidajici
specialni historii napéti ve tvaru (1.1) je ddna vztahem

ety =aJ(t,1) (1.3)

kde J je jiz zminénéd funkce poddajnosti viskoelastického materidlu. Hodnotu J(¢,t") lze slovné popsat jako
deformaci v ¢ase t vyvolanou jednotkovym skokem napéti v ase t’, oviem pojem ,,jednotkové napéti“ samoziejmé
nelze brat doslova. Piesnéji feceno je J(t,t') podil mezi deformaci v ¢ase ¢ a velikosti napéti, které tuto deformaci
vyvolalo, ptisobiciho konstantni hodnotou od casu t'.

Pro linedrné pruzny material bez dasové zavislosti je p¥i dotvarovaci zkousce a% do okamziku ¢’ deformace
nulové a od okamziku ¢ je rovna 6/ FE, kde F je Youngtv modul pruznosti. Formalné 1ze takovy vyvoj deformace
popsat funkei e(t) = (6/FE)H(t —t'), takze funkce poddajnosti pro tento typ materialu je

J(t,t) = %H(t —t) (1.4)

Funkce poddajnosti mé tedy v linedrni viskoelasticité podobny vyznam jako prevracenad hodnota modulu pruz-
nosti pii ¢asové nezdvislém chovani materidlu. Tomu odpovidd i jeji jednotka, 1/Pa. Pro materidl s ¢asové
pusobici az od okamziku ¢’ nemuze mit vliv na deformaci v diivéjSich okamzicich. Tato zjevna skutecnost se
nékdy vzletné oznacuje jako princip kauzality.

Pokud se vlastnosti materidlu v ¢ase neméni, pak funkce poddajnosti zdvisi pouze na case t —t’, ktery uplynul
od pocatku pusobeni napéti do okamziku, v némz vyhodnocujeme deformaci. Pro takovy materiadl miazeme psat

J(t,t") = Jo(t —t') (1.5)

kde Jy je také funkce poddajnosti, ale chapana jako funkce pouze jedné proménné, a sice doby, po kterou na-
péti piisobilo. Rikdme potom, Ze se jedna o materidl bez starnuti. Typickym piikladem jsou polymery, pokud
neuvazujeme jejich pripadnou degradaci ve velmi dlouhém c¢asovém obdobi. Naproti tomu beton je ptrikladem
materidlu, jehoz vnitini struktura se v ¢ase vyrazné meéni vlivem chemickych procest, zejména hydratace ce-
mentu. V disledku toho se v ¢ase méni i mechanické vlastnosti materialu a deformace pri dotvarovani nezavisi
jen na dobé pusobeni napéti, ale také na stafi betonu (obvykle méfeném od okamziku, kdy tuhnouci betonové
smés zacne poprvé vykazovat znaky pevné latky). Jen pro dostateéné stary beton je mozno dalsi zmény jeho
vlastnosti zanedbat a pouzit funkci poddajnosti ve tvaru (1.5). Pocateéni stadia existence betonové konstrukce
je vsak tfeba analyzovat s uvazenim vlivu starnuti a pouzit obecnéjsi tvar funkce poddajnosti se zavislosti na
obou proménnych ¢ a t' zvlast. V takovém pripadé mluvime o materidlu se stdrnutim. Na rozdil od starnuti
lidského organismu, které se obvykle projevuje zhorSovanim jeho vlastnosti (pfinejmensim téch mechanickych),
dochazi u betonu naopak ke zlepSovani (nartistu tuhosti, tedy poklesu poddajnosti). Proto je tieba rozliSovat
starnuti betonu v tomto smyslu od jeho degradace vlivem rozkladnych procesti, vyvolanych napf. vyluhovanim
vapniku nebo chloridovou-siranovou korozi.

1.1.2 Maxwelluv a Kelvinuv model

Pro konkrétni material 1ze funkci poddajnosti urcit dotvarovaci zkouskou, tedy pokusem, pii kterém je vzorek
zatizen konstantni silou a zaznamenava se vyvoj deformace v ¢ase. Vyslednou kfivku je pak vhodné aproximovat
funkci vhodného tvaru s ur¢itym poctem parametri, které se vyladi tak, aby se docililo co nejlepsi shody mezi
modelem a experimentalnimi vysledky. Tvar takové funkce by se v nékterych pripadech dal odhadnout, ale obecné
je vhodné mit k dispozici funkce odvozené z jednoduchych reologickych schémat. Pro ilustraci si ukdazeme funkce
poddajnosti odpovidajici dvéma nejjednodussim schématim, vytvorenym sériovym nebo paralelnim zapojenim
pruziny (zachycujici pruzné=elastické vlastnosti materidlu) a tlumice (zachycujiciho vazké=viskézni chovani).?
Jednotlivé ¢lanky reologickych schémat jsou znazornény jako urcité makroskopické objekty (pruzina, tlumic, viz

1Znovu ptipominame, #e se zabyvame pouze popisem deformace zpiisobené viskoelastickym pretvafenim materialu a neuvazujeme
dalsi typy deformace, napt. od smrstovani nebo teplotnich zmén, které by bylo tfeba do obecného modelu zahrnout zvlast.

2Kombinaci viskéznich a elastickych élankt vzniké viskoelasticky model. Teorii viskoelasticity by bylo mozno ¢esky nazvat teorii
vazkopruznosti, ale tento termin zni dnes ponékud zastarale.
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Obrazek 1.1: Zékladni reologické ¢lanky: (a) pruzina, (b) tlumic.

obr. 1.1), ale celé schéma ve skute¢nosti popisuje chovani nekone¢né malého objemu materialu. Proto je tfeba sily
prendsené jednotlivymi ¢lanky interpretovat jako napéti a zmény délky téchto &lankt jako deformace.? Napéti
a deformaci v pruzném ¢lanku (pruzing) budeme nadéle znacit o a e, ve vazkém ¢lanku (tlumici) pak oy a ey.
V piipadé linedrniho modelu je chovani pruziny popsano Hookeovym zédkonem

0o =FEe. (1.6)

kde E je modul pruznosti, zatimco pro linearni vazky tlumi¢ je prenasené napéti timérné nikoli deformaci
samotné, ale jeji rychlosti. PiSeme tedy
Oy =1éy (1.7)

kde tecka nad e, oznacuje derivaci podle ¢asu a 7 je materidlovd konstanta zvana viskozita. Ze vztahu (1.7)
vyplyva, ze jednotkou viskozity je Pa-s.
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Obrazek 1.2: Maxwelltv model: (a) reologické schéma, (b) slozkovy obrazec, (c) funkce poddajnosti.

Priklad 1.1: Funkce poddajnosti pro Maxwelliv model

Reologické schéma vzniklé sériovym zapojenim pruziny a tlumice predstavuje tzv. Mazwelliv model (obr. 1.2a).
Pii sériovém zapojeni pfenaseji oba ¢lanky stejné napéti a celkova deformace je souctem dil¢ich deformaci
jednotlivych c¢lankt, které lze interpretovat jako pruznou a vazkou ¢ast deformace. To je formalné popsano
vztahy

o = 0oy = 0Oc (1.8)
E = Eetey (1.9)

které budeme kombinovat s rovnicemi (1.6)—(1.7), popisujicimi chovani jednotlivych reologickych ¢lanki. Vztah
(1.9) je patrny z reologického schématu na obr. 1.2a, zatimco vztahy (1.6)—(1.8) jsou ndzorné zachyceny slozkovym
obrazcem na obr. 1.2b.

Pii odvozeni funkce poddajnosti zatizime model od ¢asu ¢’ = 0 konstantnim napétim o(t) = &. Podle (1.8)
jsou tim okamzité urCena i napéti v jednotlivych ¢lancich a vyvoj dil¢ich deformaci stanovime podle rovnic
(1.6)—(1.7). Pro pruznou deformaci piseme jednoduse

oe(t) _ &

eelt) = ~2- = (1.10)

3Deformace odpovida zméné délky piislusného ¢lanku, ale pro jednoduchost se v reologickych schématech oznadeni deformace
pripisuje ke kété odpovidajici celkové délce ¢lanku.
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zatimco pro vazkou deformaci musime v Case integrovat rovnici
%
ev(t) = ——==— (1.11)
Ui
s konstantni pravou stranou. Integraci bychom obecné dostali
1%
ev(t)=—t+C (1.12)
Ui

kde C' je libovolné integracni konstanta, ale z poc¢étecni podminky e, (0) = 0 (nulova deformace vazkého ¢lanku
v okamziku, kdy zac¢ne pisobit napéti) uréime C' = 0. Se¢tenim dil¢ich deformaci ziskdme funkci popisujici vyvo]
celkové deformace

e(t) =eo(t) +ev(t) = o Et =0 <— + —> (1.13)

kterd ma skuteéné tvar &.Jo(t).

Uvédomte si, ze zkoumané reologické schéma odpovida materidlu bez starnuti, protoze vlastnosti materialu
dané konstantami E a 7 se v ¢ase neméni. Navic jsme jako ¢as poc¢atku piisobeni napéti volili pro jednoduchost
t' = 0, takZe se ve vysledku misto zavislosti na t — ¢’ objevila zavislost na t. Vyraz v zdvorkach na pravé strané
(1.13) zfejmé odpovida funkci poddajnosti Jo(t). Reseni jsme ale provedli az od ¢asu t = 0, zatimco pro zadporné
casy je deformace nulova. Funkci poddajnosti pro Maxwelliv model tedy zapiSeme jako

To(t) = (% + %) H(t) (1.14)

V case t = 0 ma tato funkce skok, ktery odpovida okamzitému nartstu deformace v disledku protazeni pruziny,
jakmile za¢ne pisobit napéti (obr. 1.2c). Pro ¢t > 0 funkce poddajnosti linedrné nartsta v case, coz odpovida
prispévku vazkého c¢lanku.
O

Vysledek predchazejiciho prikladu se samoziejmé dal snadno odhadnout, ale formalni matematicka analyza
naznagcila, jak postupovat v obecném pripadé. V nésledujicim piikladu se jiz neobejdeme bez Feseni diferencialni
rovnice. Pro pohodli ¢tenafe jsou v dodatku A zopakovany uZitecné zakladni informace o linearnich diferencial-
nich rovnicich s konstantnimi koeficienty.

n
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Obrazek 1.3: Kelvintiv model: (a) reologické schéma, (b) slozkovy obrazec, (c) funkce poddajnosti.

Priiklad 1.2: Funkce poddajnosti pro Kelviniv model

Reologické schéma vzniklé paralelnim zapojenim pruziny a tlumiée piedstavuje tzv. Kelviniv model (obr. 1.3a).
Pri paralelnim zapojeni jsou oba ¢lanky podrobeny stejné deformaci a celkové napéti je souctem prispévku
pruzného a vazkého clanku. To je formalné popsano vztahy

= £ = &y (1.15)
o = 0oetoy (1.16)



1.1. KONSTITUTIVNI VZTAHY PRO JEDNOOSOU NAPJATOST 11

které budeme opét kombinovat s rovnicemi (1.6)—(1.7). Stejné jako v pfedchazejicim ptikladu zatizime model
od ¢asu ¢’ = 0 konstantnim napétim o(t) = 6. Tentokrat tim vSak nejsou napéti v jednotlivych ¢lancich urcena,
pouze vime, Ze jejich soucet musi byt roven 6. Je tedy tfeba do (1.16) dosadit dil¢i napéti vyjadfend pomoci
deformace a pak vyvoj deformace vypocitat. Jelikoz o, je tmérné deformaci ¢, = ¢, zatimco oy, je Gmérné
rychlosti deformace €, = ¢, ma vysledna rovnice

Ee(t)+né(t) =06 (1.17)

diferencialni charakter. Je to linearni diferencialni rovnice 1. fadu s konstantnimi koeficienty a jeji obecné reseni
mé tvar (viz dodatek A)

G E
ty=—=+0C ——t 1.18
(0= 5+ Coxp (- 2t) (118)
Integra¢ni konstantu C' uréime z pocateéni podminky. Na pocatku pusobeni napéti, tedy v Case t = 0, je
deformace nulova. Po dosazeni (1.18) do podminky £(0) = 0 dostaneme C' = —5/E a po zpétném dosazeni do

(1.18) ziskdme finalni popis vyvoje deformace v Case:

=2 [1 ~ exp (—%t)] (1.19)

Funkce poddajnosti pro Kelviniiv model ma tedy tvar (obr. 1.3b)

Jol(t) = % [1 — exp <%t>] H(t) (1.20)

Jeji hodnota v ¢ase t = 0 je nulova, coz znamend, Ze tento model nema schopnost postihnout okamzitou deformaci
po skokovém zvyseni napéti. Tomu zabranuje vazky tlumic¢ primo ,napojeny* na celkovou deformaci, ve kterém by
pri skokovém naristu deformace vzniklo nekonec¢né napéti. Pruzny ¢lanek nema pii paralelnim zapojeni moznost
se deformovat nezavisle na vazkém, a proto vyvoj deformace musi ztistat spojity i v ptipadé nespojitosti ve vyvoji
napéti. Tésné po pocatku ptisobeni napéti je tedy deformace malé a jeji rychlost velka, takze napéti je prenaseno
hlavné vazkym ¢lankem. Postupné vSak dochéazi k narastu deformace a poklesu jeji rychlosti, pficemz napéti se
uvnitt modelu prerozdéluje a v pozdéjsich stadiich je prakticky veskeré napéti prenaseno pruznym clankem.

O

37 o
@@*ffﬁ «g\“}o &70
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0 1 2 3 0 1 3
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Obrazek 1.4: Funkce poddajnosti pro (a) Maxwellitv model, (b) Kelvintiv model, spolu s funkcemi poddajnosti
pruzného a vazkého clanku.

Je poucné zamyslet se nad rozdily v dotvarovani Maxwellova a Kelvinova modelu. Ptislusné funkce poddaj-
nosti (odpovidajici svym tvarem také vyvoji deformace) jsou graficky zndzornény na obr. 1.4, spolu s funkcemi
poddajnosti pro samotny pruzny ¢lanek a samotny vazky tlumic. V dusledku sériového zapojeni je funkce pod-
dajnosti pro Maxwelltiv model prostym souc¢tem funkci poddajnosti pro jednotlivé jeho ¢lanky, nebot deformace,
a tedy i poddajnosti, se pfi sériovém zapojeni s¢itaji (obr. 1.4a). Tento model je schopen postihnout okamzitou
deformaci, ale jeho nevyhodou je, Ze deformace v Case narustd konstantni rychlosti, coz by odpovidalo spise
chovani viskézni kapaliny nez pevné latky. Naproti tomu pro Kelvintiv model dochézi v pribéhu dotvarovani
k postupnému prerozdéleni napéti mezi obéma paralelné zapojenymi ¢lanky. Tomu odpovida také funkce pod-
dajnosti, ktera je na pocatku blizka funkci poddajnosti pro vazky tlumic¢ a pozdéji se asymptoticky blizi funkci
poddajnosti pro pruzny ¢ldnek (obr. 1.4b). Hranice mezi obéma etapami je pfiblizné v tom case, ve kterém maji
funkce poddajnosti pro oba dil¢i ¢lanky stejnou hodnotu. Touto Gvahou je motivovana definice tzv. retardacniho
éasu 7, pro ktery je poddajnost pruzného ¢lanku 1/F rovna poddajnosti vazkého tlumice 7 /1. Porovnanim obou
vyrazi ziskame

;_ (1.21)

n
E
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a vzorec (1.20) pro funkci poddajnosti Kelvinova modelu mtZeme pfepsat do tvaru

Jo(t) = % (1 - e—t/f) H(t) (1.22)

Snadno lze ovérit, ze podil viskozity 7 a modulu pruznosti £ ma skute¢né rozmér casu. Retardacni ¢as 7
tedy predstavuje vnitini charakteristicky ¢as modelu. Intuitivné je zfejmé, Ze procesy, které probéhnou za cas
mnohem krat$i nez 7, jsou z hlediska tohoto modelu témér okamzité a veskeré napéti je preneseno vazkym
¢lankem, protoze model ,nestihne“ napéti prerozdélit. Naproti tomu procesy trvajici mnohem déle nez 7 jsou
z hlediska modelu pomalé a dojde pfi nich k téméf Gplnému preneseni napéti na pruzny ¢lanek. Jinymi slovy,
pro rychlé procesy se Kelvintiv model chova skoro jako vazky tlumic¢ a pro pomalé skoro jako pruzina, pricemz
to, zda je proces rychly nebo pomaly, zavisi na porovnani délky jeho trvani s retarda¢nim casem 7 =7/FE.

Chovani Maxwellova modelu je pravé opacné: pro rychlé procesy se zdeformuje pouze pruzina a vazka de-
formace nemd cas se rozvinout, zatimco pro pomalé procesy vazka deformace naroste do velkych hodnot, proti
kterym je pruzna deformace zanedbatelna. Také zde je pomér 7 = n/F charakteristickym ¢asem (zvanym v této
souvislosti relazacni ¢as) a funkci poddajnosti (1.14) lze prepsat jako

1 t
Jo(t) == |1+ — | H(t 1.23
o) = 5 (1+ 1) #10) (1.23)
Nazorny vyznam relaxacniho ¢asu 7 je ziejmy z obr. 1.4a.

1.1.3 Integralni vztah mezi deformaci a napétim

Hlavni sila principu superpozice spoc¢iva v tom, ze diky nému mizeme na zakladé znalosti funkce poddajnosti
spocitat vyvoj deformace odpovidajici libovolné predepsané historii napéti. Zacneme nejprve specialnimi pripady
a postupné prejdeme k obecnému vyrazu. Samotna funkce poddajnosti J popisuje vyvoj deformace pti dotva-
rovaci zkousce, kdy se napéti v okamziku ¢’ skokové zvysi z nulové hodnoty na jistou hodnotu & a pak zistava
konstantni. Odpovidajici deformace v ¢ase t se vypocte jako e(t) = 6J(t,t'). Pokud se napéti v okamziku t;
zvysi z nuly na o, poté zistane konstantni do okamziku ¢y, ve kterém se zvysi na oz, a od tohoto okamziku
zustava konstantni, mizeme funkci popisujici historii napéti rozlozit na soucet dvou skokovych funkci a zapsat
ji jako

O'(t) = AO’lH(t*tl)‘i’AO’zH(t*tz) (124)
kde Aoy = 01 a Aoy = 05 — 01. JelikoZ napéti ménici se podle funkce Aoy H(t — t1) vyvola deformaci popsanou
funkci Aoq1J(t,t1) a napéti AoaH(t — t2) vyvold deformaci AcseJ(t,t2), mizeme podle principu superpozice
zapsat historii deformace odpovidajici historii napéti (1.24) jako

E(t) :AUlj(t,t1)+A02J(t,t2) (125)

Tuto tvahu pak lze indukci rozsirit na libovolny koneény pocet s¢itanci, takze pro napéti popsané funkeci

o(t) = Zn:AakH(t — ) (1.26)

k=1

odpovidajici vyvoj deformace vyjadiime jako
e(t) = Ao (t t) (1.27)
k=1

Graficky je tento postup zachycen na obr. 1.5a.

Podle vztaht (1.26)—(1.27) bychom mohli popsat pfipady, kdy se napéti méni skokem v koneéném poctu oka-
mzikd a mezi témito skoky ztstava konstantni. Zmensovanim délky intervali mezi sousednimi skoky a soucasnym
zmensovanim velikosti téchto skokt ziskdme aproximaci spojitého vyvoje napéti, viz obr. 1.5b. Pro spojité di-
ferencovatelnou funkci o(t) se ze sumy ve vzorci (1.27) limitnim pfechodem stane integrél a vztah pro vypocet
deformace zapiSeme jako .

e(t) = / J(t, t)e(t")dt’ (1.28)
to
kde ty oznacuje cas, do kterého bylo napéti nulové. Vsimnéte si, ze konecny pocet izolovanych casovych okamziki
tr byl nahrazen spojité se ménici integraéni proménnou t’ a konec¢né piiristky Aoy, v ¢asech ¢ byly nahrazeny
infinitezimalnimi piirtstky do = ¢(¢') dt’.

Vzorec (1.28) je pouzitelny nejen, pokud je funkce o(t) spojité diferencovatelnd, ale i pokud je aspon spojité a
po ¢astech spojité diferencovatelnd (tj. jeji derivace miize mit nespojitosti v koneéném poctu ¢asovych okamzik).
Pro ty okamziky, ve kterych se ¢asova derivace napéti ¢ méni skokem, muzeme jeji hodnotu dodefinovat libovolné
(napf. jako derivaci zleva nebo jako derivaci zprava), aniz by to mélo vliv na hodnotu integralu ve vzorci (1.28).
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Obrazek 1.5: Pouziti principu superpozice: (a) koneény pocet séitancti (Ao; > 0, Ao, < 0), (b) limitni pfechod
ke spojitym funkcim.

Jestlize se samo napéti méni skokem v koneéném poé¢tu ¢asovych okamziki, vyjadiime funkci o(t) jako soucet
spojité funkce a funkce tvaru (1.26). Podle principu superpozice pak piislusny vzorec pro vypocet deformace
ziskdme spojenim vzorct (1.27) a (1.28). Casto se stava, ze napéti se zméni skokem na pocatku zatézovani, v case
to, a to z nuly na o¢, a nadale se vyviji spojité. V tomto pripadé se deformace vypocte podle vzorce

e(t) = J(t, to) oo + /t J(t,t)e(t)dt’ (1.29)

to

Priklad 1.3: Vypocéet odezvy Kelvinova modelu primou integraci
Pro Kelvintv model s parametry E a n ur¢ime vyvoj deformace pfi zatizeni napétim, které se z nulové hodnoty
v Case 0 linedrné zvétsuje az na hodnotu & v Gase t1 a déle zlstava konstantni (obr. 1.6a). Takovou historii
napéti miazeme popsat funkci
[ at/tn pro0<t<t
o(t) = { 5 pro ty < ¢ (1.30)

Pfedpoklady o spojitosti jsou splnény, takze mtizeme pouzit vzorec (1.28). Za funkci poddajnosti J(t, t") dosadime

Jo(t — t'), kde funkce Jy je pro Kelviniiv model déna vztahem (1.22). Cas to poloZime roven nule a deformaci
v libovolném casovém okamziku ¢ mezi 0 a t; spocitame jako

e(t) = /Ot% [1 — exp (—t;t/)] %dt’ = Eitl [t—T—i—Texp (—é)} (1.31)

Pokud chceme vyjadiit deformaci v ¢ase t vétsim nez t1, je t¥eba vzit v ivahu, ze pro t’ > t; je 6(t') = 0. Integral
od nuly do t rozdélime na soucet integralit od nuly do #; a od t; do t. Pritom v druhém z téchto integrald se
integruje nulova funkce, takze cely integral je nulovy. Muazeme tedy psat

tiq t—¢\] & & T t—1t T t
t) = = |1- - —d==|1-—= — - —= 1.32
= [ g e (C0) =g - fee (<50 few (1))

Zduraznéme znovu, e vztah (1.31) popisuje vyvoj deformace pro ¢as t v intervalu [0,¢;] a vztah (1.32) plati
pro casy t vétsi nez t;. Vysledna funkce je graficky zobrazena na obr. 1.6b pro konkrétni hodnoty 6 = 1,5 MPa,
E=30GPa, 7=10s at; = 30s.

O
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Obrazek 1.6: (a) Predepsany vyvoj napéti a (b) odpovidajici vyvoj deformace pro Kelviniiv model.

Predchozi priklad by bylo mozno fesit také na zakladé rovnic popisujicich vztahy mezi napétim a deformaci
v jednotlivych ¢lancich Kelvinova modelu. Podobné jsme postupovali pfi odvozeni funkce poddajnosti pro tento
model. P¥ipomeiite si, Ze pfitom bylo tfeba fesit diferencialni rovnici (1.17), kterd vyjadiuje skutecnost, ze celkové
napéti je souctem napéti v pruziné Fe a napéti v tlumici ne. PTi dotvarovaci zkousce je napéti & na pravé strané
této rovnice konstantni a analytické feseni se ziskd snadno. Pro historii napéti popsanou po c¢astech linearni
funkei (1.30) 1ze analytické feSeni ziskat téz, ale postup je pracnéjsi. Integralni vztah (1.28) s funkei poddajnosti
odpovidajici Kelvinovu modelu vlastné popisuje feSeni zobecnéné rovnice (1.17) s ¢asové proménnou pravou
stranu o(t), vyhovujici jistym podminkdm spojitosti. Misto FeSeni diferencidlni rovnice ,staci“ vyhodnotit p¥i-
slusny integral. To je ovSem vyhoda pouze zdanliva, protoze pro slozité funkce o(t) sice diferencidlni rovnici neni
mozné vyfFesit analyticky, ale v takovych pfipadech se ndm ani nepodaii vyhodnotit analyticky integral v (1.28).
Misto presného feSeni pak nastupuji priblizné numerické metody a jak uvidime pozdéji, pfi feSeni rozsahlych
uloh je vyhodnéjsi pracovat s diferencialnim popisem. Jistou vyhodou integralniho popisu je moznost pracovat
s témét libovolnou funkei poddajnosti, zatimco diferencidlni rovnice tvaru (1.17) popisuje jen Kelvintiv model,
jehoz funkce poddajnosti mé tvar (1.20) s pouze dvéma volnymi parametry pouZitelnymi pro aproximaci skuteé-
ného chovani materialu. Tuto nevyhodu ale do zna¢né miry odstranime pfechodem k obecnéjsimu reologickému
schématu — Kelvinovu fetézci (viz ¢lanek 1.1.6).

1.1.4 Funkce poddajnosti pro beton

Obratme tedy pozornost k otézce, jak vypadaji funkce poddajnosti pro skuteéné materialy a do jaké miry jsou
blizké jednoduchym funkcim odpovidajicim Kelvinovu nebo Maxwellovu modelu. Odpovéd samoziejmé zavisi
na konkrétnim typu materialu. Z hlediska aplikaci ve stavebnictvi nas nejvice zajima dotvarovani betonu. Expe-
rimenty ukazuji, Ze deformace betonového vzorku se za konstantniho napéti vyznamné zvysSuje nejen v prvnich
sekundach a minutach po zatizeni, ale i pozdéji, a prestoze rychlost jejiho rtistu se samoziejmé snizuje, do-
tvarovani se nikdy Gplné nezastavi. Proto neni mozné cely vyvoj poddajnosti zachytit grafem funkce J(¢,t')
v prirozeném méritku. Pokud bychom na vodorovné ose vynesli cas napiiklad od pocatku zatizeni do 30 let,
cely pocateéni vyvoj v prubéhu prvnich dntd, tydnd a mésict by se scvrkl do malého, témér svislého tseku.
Pokud bychom naopak vynesli zietelné vyvoj v po¢atecnich hodinach a dnech, zbytek kiivky by se ,nevesel na
papir“. Proto je vyhodné pouzit semilogaritmické méfitko, tj. na vodorovnou ¢asovou osu vynaset logaritmus
doby zatizeni (rozdilu t —t') a svislou osu ponechat v ptirozeném métitku. Na obr. 1.7 je timto zptisobem vynesen
graf funkce poddajnosti pro beton zatizeny od stari ¢ = 28 dni. Jak je vidét, pro velmi kratké doby zatizeni
je prislusna kiivka téméf vodorovna a v limité pro ¢ — #'T se hodnota funkce poddajnosti blizi k jisté limité
J(t',t'), jejiz prevracend hodnota Eo = 1/J(t',t') je tzv. asymptoticky modul pruinosti. Bez této tvahy by bylo
tézké jednoznacéné definovat, co se rozumi okamzitou deformaci, resp. okamzitym modulem pruznosti, protoze
pri praktickém méfeni neni mozné zjistit hodnotu deformace presné v tomtéz okamziku, ve kterém je vzorek
zatiZzen (a ptisné vzato neni ani mozné zatizeni aplikovat skokem, bez jakékoliv ¢asové prodlevy).

V praxi se ale spise nez asymptoticky modul pruznosti pouziva tzv. konvencni modul pruznosti, ktery se
zjistuje jako pocéteéni sklon pracovniho diagramu uréeného testem, pii némz se napéti a deformace postupné
zvétsuji urcéitou zvolenou rychlosti. Naméfené hodnoty, ze kterych se konvencéni modul pruznosti urci, tudiz
zéviseji mimo jiné na rychlosti zatézovani a zahrnuji v sobé€ nejen okamzitou odezvu, ale i rané stadia dotva-
rovani.* Proto konvenéni modul pruznosti neodpovidé asymptotickému modulu 1/J(#,t'), ale spiSe hodnoté
1/J(t' 4+ At,t'), kde At je jista ¢asova prodleva, pfesné ovSem neurcend (v literatufe se uvadi napt. At = 0,01
dne). Naproti tomu asymptoticky modul pruznosti je definovin objektivné, pomoci asymptoty grafu funkce
poddajnosti v semilogaritmickém méritku. Jeho hodnota je blizka tzv. dynamickému modulu pruznosti, ktery se

4V této souvislosti pouzivame pojem ,dotvarovani“ v $irsim smyslu, tedy nikoli pouze jako samovolné zvySovani deformace za
konstantniho napéti, ale obecné jako projev viskoelastického chovani materialu.
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Obrazek 1.7: Funkce poddajnosti pro beton v semilogaritmickém meéritku.

urcuje z méfeni rychlosti siteni vin v materialu, tedy z procesu, pti kterém se deformace méni mnohem rychleji,
nez pii konvenéni statické zkousce. Dynamicky modul odpovidé prodlevé zhruba At = 10~7 dne.

Z obr. 1.7 je dale patrné, ze pro velmi dlouhé doby zatizeni se graf funkce poddajnosti v semilogaritmickém
méritku také blizi pfimce, tentokrat ale nikoli vodorovné. Vzhledem k tomu, Ze na vodorovné ose je vynesen
logaritmus ¢ —t/, znamend to, Ze pro pozdni staddia dotvarovani je funkce poddajnosti pfiblizné logaritmické. To
odpovida jiz zminéné skutecnosti, ze dotvarovani betonu se nikdy uplné nezastavi, ale jeho rychlost se postupné
snizuje.

Zatim jsme funkci poddajnosti J(t,t") zkoumali pro pevné zvolenou hodnotu t’, tedy pro dané staii betonu na
pocéatku dotvarovaci zkousky. Vzhledem k probihajicim chemickym procestim se mikrostruktura betonu (presnéji
fe¢eno mikrostruktura tvrdnouci cementové pasty, kterd tvori pojivo) v ¢ase méni, a proto poddajnost zavisi
nejen na dobé ¢t — ', po kterou napéti pisobilo, ale také na pocdateénim stari betonu, vyjaddfeném proménnou t'.
Podle zkrdcené verze modelu B8 (Bazant a Chern, 1985) lze funkci poddajnosti pro beton (po zanedbéni u¢inku
interakce mezi smrsfovanim a dotvarovanim) piiblizné popsat vztahem

ﬂum::é—+qgnp4f¢@“m+a)ufﬂf} (1.33)
0

do kterého se casy t a t' dosazuji ve dnech a uvazuje se t > t'. Parametry Ey, ¢s, ¥, m, o a n je vhodné urcit
tak, aby se teoreticka kiivka co nejvice blizila experimentalné zjisténé kiivce pro dany typ betonu. Jejich typické
hodnoty jsou ¥ = 0,3, m = 0,5, « = 0,001 a n = 0,1. Za hruby odhad parametru Fy, ktery zde predstavuje
asymptoticky modul pruznosti, lze vzit Ey = E25/0,6, kde Eag je konvenéni modul pruznosti daného betonu ve
stafi ¢’ = 28 dni, a parametr ¢, lze odhadnout jako gs = 11,4/ Fss. Vzorci (1.33) se v anglicky psané literatuie
fikd ,log-double-power law*.

Pri praktickém navrhovani betonovych konstrukci se ¢asto pracuje s pojmem soucinitel dotvarovdni. Tento
soucinitel je definovan jako pomér nartstu deformace zpusobeného dotvarovanim k pocateéni ,pruzné“ defor-
maci a je tudiz funkci jednak Casu ¢, ve kterém deformaci zptusobenou dotvarovanim vyhodnocujeme, jednak
stari betonu t’ na pocatku pusobeni napéti. Problém je ovSem v tom, ze pocatecni ,pruznd“ nebo ,okamzita“
deformace neni jednozna¢né definovana, stejné jako ,okamzity“ modul pruznosti (pokud za néj nepovazujeme
asymptoticky modul). Pokud je pro tento modul zvolena urc¢ita definice a je tudiz zndma jeho (na stafi zavisla)
hodnota E(t'), mizeme odpovidajici pruznou deformaci vyjadtit jako 6/E(t') a pfispévek dotvarovéni k defor-
maci v ¢ase t vypocteme jako rozdil celkové a pruzné deformace, tedy jako 6.J(¢,t') — 6 /E(t'). Odtud ziskdme
vyraz pro soucinitel dotvarovani

GI(t, ) — &/ E(t)

5T = B(t)J(tt) —1 (1.34)

Bt t') =

Naopak pokud je v normé dan vzorec pro soucinitel dotvarovani, odpovidajici funkci poddajnosti ziskdme jako

1+ ¢(t,t)

J(t,t') = B

(1.35)
Potize mohou nastat, pokud je v normé specifikovan soucinitel dotvarovani, ale neni jasné vymezeno, k jaké
definici modulu pruznosti F(t') se vaze. Proto je tieba postupovat obezietné a pokud mozno dévat prednost
funkci poddajnosti, ktera je definovana jednoznacné.

Pro nazornéjsi predstavu o tom, jak vyznamny mize byt vliv dotvarovani na deformaci betonové konstrukce,
jsou v tab. 1.1 uvedeny hodnoty soucinitele dotvarovani odpovidajiciho zkracené verzi modelu B3 s typickymi
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Tabulka 1.1: Hodnoty soudinitele dotvarovani ¢(t,t") pro rizna stafi betonu ¢’ a rtizné doby zatézovani ¢ — t'.

t—t t'=7dni t =28dni ¢ =1rok

15min =0 ~0 ~0

1 hod 0,084 0,060 0,024
1 den 0,315 0,229 0,093
1 mésic 0,647 0,474 0,194
1 rok 0,962 0,711 0,294
30 let 1,509 1,133 0,474

hodnotami parametrii, uvedenymi v textu za rovnici (1.33). Pfitom za okamzity modul pruznosti E(t') povazu-
jeme konvenéni modul, vypoéteny jako 1/J(t' 4+ At, '), kde At = 0,01 dne. Z tabulky je napfiklad patrné, Ze pro
beton zatizeny ve stari 28 dni naroste deformace v pribéhu 30 let na vice nez dvojnasobek okamzité deformace.

1.1.5 Numericky vypocet deformace pro dany vyvoj napéti

Pokud mé funkce poddajnosti tvar (1.33) nebo jesté slozitéjsi (jako je tomu tfeba u tGplné verze modelu B3),
neni zpravidla mozné integraci ve vzorci (1.28) provést analyticky a nezbyva, nez se uchylit k pfiblizné nume-
rické integraci. Pritom je mozné vyuzit postupd znamych z numerické matematiky, napt. lichobéznikového nebo
Simpsonova pravidla. Obvykle nds ovSem hodnota deformace (t) nezajima pouze pro jeden konkrétni okamzik
t, ale chceme popsat cely vyvoj deformace v urcitém intervalu [to, tmax]. Je tedy pfirozené v tomto intervalu
definovat okamziky tg, t1 = to+ Aty, to = t1+Ato, ...ty 1 =ty o+ Aty 1, tn = tp_1+ Al = tmax, kde casové
kroky At; se zpravidla postupné zvétsuji, a poéitat pak odpovidajici hodnoty deformace e(tg), £(t1), ... e(tn—1),
e(tn). Napiiklad podle nejjednodussiho obdélnikového pravidla vyjadiime deformaci v obecném okamziku ¢y
(kde k =1,2,...n) jako

k

th k
e(ty) = / T(trt) 6 () At~ Y J(te, timryn) 6(tim1ya) Aty = > I (e, tic1y2) [o(t:) — o(ti)]  (1.36)

to i=1 i=1

kde ti—1/2 = (tz —+ tifl)/Q.

Jak je vidét, pfi vypoctu hodnoty deformace v k-tém casovém kroku je tfeba k-krat vyhodnotit funkci
poddajnosti. Provedeme-li celkem n ¢asovych krokid, musime tuto funkci vyhodnotit 1+2+3+...4+n krat, tedy
n(n+1)/2 krat. Podet operaci roste s druhou mocninou poé¢tu ¢asovych kroki a imérné tomu se zvysuje i doba
vypoctu. Pii praktickych vypoctech se samoziejmé vyvoj napéti a deformace nevyhodnocuje v jediném bodé
konstrukee, ale ve velkém poc¢tu bodt rozmisténych po celé konstrukci (napf. pfi vypoctu metodou koneénych
prvki jde o Gaussovy integracni body vSech prvki, na které je konstrukce rozdélena). Navic je potfeba pro
kazdy sledovany bod ukladat v paméti pocitace hodnoty napéti ve vsech zvolenych ¢asovych okamzicich, protoze
podle (1.36) musime pii vypoctu (¢,) znat hodnoty o(t;) pro véechna i od 0 do n. Tim se také imérné poctu
¢asovych krokl zvysuji naroky na pamét pocitade. Proto je pfimé numerickd integrace vhodnéa jen pro relativné
malé tlohy (s malym poctem casovych krokt a malym poctem bodid v prostoru, ve kterych se zdvislost mezi
napétim a deformaci vyhodnocuje). Pro rozsédhlé vypocty je tfeba mit k dispozici efektivnéjsi postup.

Nevyhody numerického feseni zalozeného na piimé integraci lze odstranit prechodem k diferencialni formulaci,
tj. k popisu reologického modelu pomoci diferencialni rovnice. Piikladem je diferencialni rovnice

Be(t) + né(t) = o(t) (1.37)

odpovidajici Kelvinovu modelu. Oznaéme (Y numerickou aproximaci deformace e(t;) véase t;, 1 =10,1,2,...n.
Pokud pro jisty ¢as t;_; hodnotu (") jiz zndme (z predchoziho kroku fegeni), mtizeme hodnotu £(*) v case t;
vypocitat pribliznym feSenim rovnice (1.37) v intervalu [t;_1, ¢;]. P¥i pouziti klasickych metod bychom derivaci
¢ v rAmci tohoto intervalu aproximovali diferenéni nahradou (€ —e(=1) /At; a rovnici (1.37) zapsali napiiklad
v Case t;—1 (pak by §lo o Eulerovu dopfednou metodu) nebo v ¢ase t; (pak by Slo o Eulerovu zpétnou metodu).
Ze vzniklé linearni rovnice by se snadno vypoéitala hodnota deformace ¥ a celou proceduru by bylo mozno
opakovat pro nasledujici ¢asovy interval.

Naznaceny postup by byl vyhovujici, pokud se napéti v ¢ase méni pomérné ,divoce” a je tudiz tfeba po-
stupovat v kratkych éasovych krocich, aby byla proména napéti spravné zachycena. Casto se viak stava, Ze
napéti se méni i v ramci dlouhého ¢asového tiseku plynule a je tudiz mozné pouzit delsi kroky. Potom ale chyba
vznikla diferen¢ni nahradou nartsta a pro Eulerovu doprednou metodu by dokonce p¥i prekrocenti jisté kritické
hodnoty ¢asového kroku doslo ke ztraté numerické stability a vysledky by byly zcela nepouzitelné. Proto je
vhodné vyvinout alternativni numericky postup, ktery vychazi ze skutecnosti, ze pro konstantni pravou stranu
jsme rovnici (1.37) schopni Fesit analyticky. To jsme jiz pfedvedli pii odvozeni funkce poddajnosti pro Kelvintiv
model, viz rovnice (1.17) a jeji presné feseni (1.19). Pokud napéti v daném ¢asovém intervalu [t;_1, t;] konstantni
neni, nahradime pravou stranu rovnice (1.37) konstantou ¢(*~*/2) uréenou napiiklad zpriimérovanim hodnot na
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za¢atku a na konci tohoto intervalu, tedy jako o(*~%/2) = [o(t;) + o(t;_1)]/2, nebo vyhodnocenim napéti upro-
stied intervalu, tedy jako o(""1/2) = o (t;_15), kde t;_1 /o = (t; + t;—1)/2. Pak uz mfizeme takto zjednodusenou
diferencidlni rovnici vyfesit a po uplatnéni pocatecni podminky e(t;—1) = (=1 ziskame funkci popisujici vyvoj
deformace ve zkoumaném intervalu ve tvaru

: t—t;_ (i-1/2) t—ti
e(t) = eV exp (— 1) +Z I [1 — exp (— ! )} (1.38)
T

T

kde 7 = n/E. Dosazenim ¢t = t; vypo¢teme hodnotu deformace na konci daného ¢asového kroku a muzeme
postoupit ke kroku nasledujicimu. Cely algoritmus lze popsat vzorcem

5 (i-1/2)

e =gV 4+ (1-8) E

(1.39)
kde 8; = exp(—At;/T) je parametr zavisly na poméru ¢asového kroku At,; ku retarda¢nimu ¢asu 7.

Praveé odvozeny numericky postup je nejjednodussim prikladem tzv. exponencidlniho algoritmu a pri konstant-
nim napéti dava presné vysledky pro libovolné dlouhy casovy krok. V ¢lanku 1.1.8 se seznamime s vylepsenou
verzi tohoto algoritmu, kterd je pfesnd i pro napéti ménici se v ¢ase linedrné (tj. pro konstantni rychlost napéti).

Priklad 1.4: Pouziti exponencialniho algoritmu
Principy vypoctu viskoelastické odezvy pomoci exponencidlniho algoritmu budeme ilustrovat na pfiblizném
feseni prikladu 1.3. Pf¥ipomerime, ze uvazujeme Kelviniv ¢lanek s tuhosti £ = 30 GPa a retarda¢nim casem 7 =
10 s zatizeny v rozmezi od 0 do 30 s linedrné proménnym napétim nabyvajicim hodnot od 0 do 1,5 MPa a
v intervalu 30 az 90 s konstantnim napétim, viz téz obr. 1.6a na strané 14. Pro jednoduchost ru¢niho vypoctu
budeme volit pomérné hruby krok At = 30 s, ktery navic zustane v prubéhu celého vypoctu konstantni. Diky
tomu ma parametr 5; = 8 = exp(—At/7) = exp(—30/10) = 0,04979 pro vSechny kroky stejnou hodnotu.

Na pocatku zatézovani je hodnota deformace rovna nule ((®) = 0) a napéti o(*/2) = o(At/2) = 0,75 MPa
pusobici v ¢ase At/2 = 15 s mizeme uréit podle pfedpisu (1.30) nebo odecist z obr. 1.6a. V prvnim kroku
polozime i = 1 a podle (1.39) uré¢ime piibliznou hodnotu deformace v ¢ase t1 = At = 30 s jako

1/2) 0,75 MPa
M = 8 41— 3T —0,04979 . 21— = 9376.10° 1.4
€ B + (1 -75) 0,04979 - 0 4+ 0,950 30 GPa 3,76 - 10 (1.40)
Podobné postupujeme v dalsich dvou krocich, pfi¢emz za napéti o®/2) a ¢/2) v ¢asech 3At/2 = 45 s a
5At/2 =75 s dosazujeme 1,5 MPa:
(3/2) 1,5 MP
@ = g4 1-p)Z — 0,04979 - 23,76 - 100 + 0,95021-2—2 = 48 69. 10~ (1.41)
30 GPa
(5/2) 1,5 MP
@ = 3@ 41— pZ =0,04979 - 48,69 - 1076 + 0,950213’07(;});I =49,93.107° (1.42)

Na obr. 1.8 je vynesen priblizny casovy prubéh deformace vypocteny s krokem At = 30 s spolu s analytickym
fesenim odvozenym v piikladu 1.3. Jak je patrné, pfesny prubéh neni zachycen pfili§ vérné, a to predevsim
v pocatedni fazi, kdy se napéti o(t) meéni linedrné. To je zplsobeno volbou pitili§ dlouhého kroku At. Jeho
zkraceni na hodnotu rovnou retarda¢nimu ¢asu At = 10 s vede k podstatnému zlepseni vysledkt. Kone¢né volba
At = 0,37 = 3 s poskytuje priubéh, ktery je od presného feseni vizualné témér neodlisitelny. To ukazuje, Ze
i jednoduchy exponencialni algoritmus je schopen poskytnout dostateéné presné feseni pro ¢asové promeénné
zatizeni, je-li zvoleny krok reseni ,rozumné maly“ vzhledem k retardacnimu casu Kelvinova ¢lanku. K tomuto
tématu se jesté vratime v odstavci 1.1.8 pri diskusi vylepsené varianty algoritmu.
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Obrazek 1.8: Vyvoj deformace vypocteny pomoci exponencidlniho algoritmu s rtiznou délkou kroku.
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1.1.6 Kelvinuv retézec

Velkou vyhodou numerickych postupt zalozenych na feseni diferencialni rovnice popisujici urcity reologicky mo-
del je jejich tspornost ve srovnani s pfimym vyhodnocovanim integralniho vztahu (1.28). V kazdém casovém
kroku se totiz vychazi pouze z hodnot na zacatku tohoto kroku a pomoci jistych operaci se provede jejich aktu-
alizace, tj. vypocet odpovidajicich hodnot na konci kroku. Pocet potfebnych operaci je ve vSech krocich stejny,
takze délka vypoctu je imérnd pocétu ¢asovych kroki (a nikoli jeho druhé mocning, jak tomu bylo pro pfimou
integraci). Navic se v paméti pocitace uklddaji vzdy jen hodnoty ze (zatim) posledniho kroku a vSechny pfed-
chozi hodnoty je mozno ,zapomenout®*. Naroky na pamét tudiz viibec nezaviseji na poc¢tu provadénych kroki,
zatimco pfi pfimé integraci se zvysujl imérné poctu kroki. Je tedy zfejmé, ze pro rozsahlé inzenyrské aplikace
je jedinou rozumnou volbou postup vychazejici z diferencialni rovnice. Takovou rovnici jsme ale zatim odvo-
dili pouze pro Kelviniiv model a pokud bychom chtéli pomoci pfislusné funkce poddajnosti (1.22) aproximovat
skuteéné viskoelastické chovani betonu (i jinych materiéli), narazime na vyznamné omezeni.

J() (t — tl) 0,09 ) mo‘devl Bé

0,08 fmin = O i me = O o ot

=0, 07 /

= 0,06 /L

1/E & 0 S

~ 0,05
0,04 e
0,03=—

‘ ‘ 1041073107210~ 1 10! 10% 10® 10* 10°

103 1072 10! 1 10 10%2 10
t—t)/7 t —t' [den]
(a) (b)

Obrazek 1.9: (a) Funkce poddajnosti pro Kelvintv model, (b) funkce poddajnosti pro beton a jeji aproximace
Dirichletovou fadou.

Pfic¢ina problému pfi aproximaci skutecné funkce poddajnosti je nejlépe patrna z grafu této funkce v semilo-
garitmickém méfitku, viz obr. 1.7. Analogicky graf pro funkci poddajnosti Kelvinova modelu (1.22) je vynesen na
obr. 1.9a. Jak je vidét, funkéni hodnota se vyznamnym zptisobem méni pouze pro ¢asy t — t' fadoveé srovnatelné
s retarda¢nim ¢asem 7. Pro ¢ — ¢/ f4dové mensi nez 7 je hodnota Jy(t — t') prakticky nulové a pro t — ¢’ fadové
vétsi nez 7 je Jo(t — t') velmi blizké konstanté 1/E. Pomoci funkce (1.22) tedy neni mozno aproximovat funkci
typu (1.33), at uz zvolime parametry E a 7 jakkoli.

Jak uz bylo diive vysvétleno, retardac¢ni cas 7 hraje pro Kelvintiv model roli charakteristického ¢asu, ktery
zhruba vymezuje hranici mezi ,rychlymi“ a ,pomalymi“ procesy. Procesy, které probéhnou za casy kratsi nez
0,057 jsou z hlediska tohoto modelu prakticky okamzité, zatimco pro casy delsi nez 37 nejsou témétr vibec
aktivovany viskézni Gcinky. Ve skuteéném materialu probiha cela fada fyzikalnich procesi s rozdilnymi charak-
teristickymi casy. Proto je tfeba v realistickém modelu pouzit nékolik ¢lankt s rozdilnymi retardacnimi casy.
Kelvinovy ¢lanky nema smysl navzajem spojovat paralelné, protoze vysledek by byl ekvivalentni jedinému Kel-
vinovu ¢lanku (tuhosti pruzin a viskozity tlumic¢ti se pfi paralelnim zapojeni séitaji). Pfi sériovém zapojeni
nekolika Kelvinovych ¢lankt vznikne tzv. Kelvinuv tetézec, ktery predstavuje velmi uziteény reologicky mo-
del. Pokud navic u jednoho z ¢lanki fetézce odebereme tlumi¢ a ponechame jen pruzinu, odstranime hlavni
nedostatek jednoduchého Kelvinova modelu, a sice jeho neschopnost postihnout okamzitou deformaci.
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Obrazek 1.10: Kelvintiv fetézec: (a) reologické schéma, (b) slozkovy obrazec.
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Priklad 1.5: Funkce poddajnosti Kelvinova retézce

Kelvintiv fetézec znazornény na obr. 1.10a se skldda z jedné pruziny o tuhosti Ey a M Kelvinovych jednotek
popsanych tuhostmi F; a viskozitami 7;, j = 1,2,... M. Vzhledem k sériovému zapojeni jednotek je celkova
deformace fetézce

e(t) = Zgj(t) =eo(t) +e1(t) +ea(t) + ... +en(t) (1.43)

souctem deformaci jednotlivych ¢asti. Jak je ziejmé ze slozkového obrazce 1.10b, kazda jednotka prendsi stejné
celkové napéti o(t). Podminky rovnovahy je tedy mozné zapsat pro kazdou jednotku zvlast ve tvaru

o(t) = 00.e(t), o(t) =0je(t)+0j.(t), j=1,2,...,.M (1.44)

Diléi napéti pfendsend pruzinou a tlumicem v j-té jednotce se vypoctou ze vztahti (1.6)—(1.7), kam za e, a &y
dosazujeme deformaci j-té jednotky ¢; a jeji rychlost €;. Po uplatnéni vztaht 0. = Eje; a 05, = n;¢; v (1.44)
dostaneme soustavu navzajem nezavislych rovnic

E()E()(t) :O’(t), Ej&'j(ﬁ)—f—njéj(ﬁ) :O’(t), j: 1,2,...,M (1.45)

Vypocétem vyvoje jednotlivych diléich deformaci €; z téchto rovnic a jejich dosazenim zpét do (1.43) lze ziskat
odezvu celého Fetézce na libovolny zatézovaci program o (t).

Nyni pfistoupime k odvozeni funkce poddajnosti a zatizime model od ¢asu 0 konstantnim napétim o(t) = 7.
Rovnice (1.45) pfejdou na

Egeo(t) =6,  Eje;(t) +n;e(t) =6, j=1,2,...M (1.46)

Konstantni hodnota deformace pruziny e¢(t) = 6/ Ey vyplyva piimo z prvni rovnice (1.46), zatimco pro zbyvajici
jednotky je tfeba fesit diferencidlni rovnice podobného tvaru jako (1.17), jejichZ obecné feSeni

G E;
gj(t) = =+ Cjexp (——Jt) (1.47)
! E; nj
mé podobny tvar jako (1.18). Integraéni konstanty C; = —6/E; se snadno uréi z podminek nulovych pocateénich

deformaci jednotlivych ¢lankii. Sectenim deformaci vSech jednotek podle (1.43) ziskédvame ¢asovy pribéh celkové
deformace Tetézce

~ M .
e(t) = Eio +;E% (1 fe*t/ﬁ‘) (1.48)

kde 7; = n;/E; jsou retardac¢ni ¢asy. Funkce poddajnosti pro Kelvintiv fetézec

Jo(t) = ELO+ZELj(1—e—t/W) H(t) (1.49)

j=1

je tedy sou¢tem funkci poddajnosti jednotlivych ¢lanki, jak je vidét pfi porovnani (1.49) s (1.20).
O

Na pravé strané rovnice (1.49) se objevila fada obsahujici ¢leny exponencidlniho typu, kterd se v matematické
literatufe oznacuje jako Dirichletova Tada, pripadné Pronyho tada. Pomoci takové fady lze aproximovat funkci
poddajnosti tak, aby bylo docileno dobré shody v Sirokém pésmu ¢ast ¢t — t, které se mohou lisit 0 mnoho fadu.
Pri koneéném poctu ¢lenu fady vSak vzdy zbyde oblast velmi kratkych ¢asti a oblast velmi dlouhych casti, ve
kterych je aproximacni funkce témér konstantni. Kazdy z Kelvinovych ¢lankt ma totiz svij retardacni ¢as ; a pro
t —t’ fadové mensi nez min 7; (resp. faddové vétsi nez max 7;) bude pfislusny proces celym modelem vniman jako
okamzity (resp. jako nekoneéné pomaly). Nicméné z praktického hlediska je mozné se s timto omezenim snadno
vyrovnat. Vzdy je tfeba vymezit ur¢ity minimalni a maximalni ¢as tmin a tmax, kKteré jsou pro dané konkrétni cely
zajimavé, a Kelvintv fetézec pak zkonstruovat tak, aby funkce poddajnosti byla dobre aproximovana v oblasti
mezi témito Casy. Napiiklad se mizeme rozhodnout, Ze nas zajima postupny narust deformaci a prihybt na dané
konstrukci po dobu jeji zivotnosti az do tax = 100 let, ale zatizeni se méni plynule a vypocet budeme provadét
s pocatec¢nim krokem 1 den, takze staci polozit ¢y = 1 den. V jiném pripadé zase provedeme detailni analyzu
ranych stadii vystavby s krokem t,,;, = 6 minut, ale vypocet nebudeme provadét v intervalu delSim nez ty,x = 6
meésici. Jakmile jsou ¢asy tmin @ tmax zvoleny, je tieba pokryt rozpéti mezi nimi pomoci vhodné zvolenych
retardacnich ¢ast 7, 7o, ... Tas. Pritom je zbytecné volit tyto Casy prili§ blizko sebe a na druhou stranu pfi
velkych rozdilech by pro uréité éasy t—t’ byla aproximace funkce poddajnosti zatiZena velkou chybou. Doporucuje
se volit retardacni ¢asy v geometrické posloupnosti s kvocientem 10, tj. 70 = 107, 73 = 1007, 77 = 10M=1 7,
a pro nejmensi a nejveétsi z nich splnit podminky 71 < 3tnin a 7ar > 0,5 tmax. Jakmile jsou retardacni casy
zvoleny, je tfeba urcit tuhostni konstanty Fi, Es, ... Ejr pro odpovidajici Kelvinovy ¢lanky, a také konstantu
FEy, charakterizujici samostatnou pruzinu predrazenou pred tyto ¢lanky. Pokud je nejmensi retardacni ¢as 7
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velmi kratky (zlomek sekundy), je Ey téméf rovno asymptotickému modulu pruznosti a vystihuje okamzitou
tuhost v pravém slova smyslu. Jestlize vSak retardacni casy zacinaji az od vyssich hodnot, zahrnuje poddajnost
pruziny 1/Ej nejen okamzité cinky, ale i tu ¢4st dotvarovani, ke které dojde za ¢as kratsi nez asi 0,37;.

Priklad 1.6: Aproximace funkce poddajnosti Dirichletovou fadou
Pii uréeni parametrt Dirichletovy fady vyjdeme ze skutec¢nosti, ze pfi pevné danych M retardac¢nich casech 7;
zavisi hodnota funkce poddajnosti dané rovnici (1.49) linearné na M + 1 poddajnostech ¢lankt fetézce 1/E);.
Proto miizeme k urceni téchto poddajnosti pouzit linearni metodu nejmensich ¢tverci, zaloZenou na minimalizaci
souctu ¢tverctt rozdilét mezi cilovou funkei poddajnosti J(t,¢') a jejim rozvojem do Dirichletovy fady JP(¢,t).
Rozdily funkénich hodnot se vyhodnocuji v N zvolenych porovnavacich ¢asech t;. Volba téchto ¢ast obecné
zavisi na zpiisobu zadani funkce poddajnosti J(¢,t’). V pfipadé, kdy je funkce poddajnosti uréena experimentalné,
odpovidaji tyto ¢asy okamzikim méfeni funkce poddajnosti. Vysledky méfeni jsou nutné zatizeny urcéitou chybou,
a proto by pocet porovnavacich ¢ast N mél byt podstatné vétsi nez pocet urcovanych koeficienti M + 1, jinak
by mohly nékteré poddajnosti vyjit zaporné a funkce poddajnosti by vykazovala oscilace. V pripadé, zZe je funkce
poddajnosti ddna analytickym pfedpisem (napiiklad zkrdcenym modelem B3 piedstavenym v odstavci 1.1.4) se
volba téchto casti fidi podobnymi pravidly jako u retardac¢nich ¢ast 7;. Pocet porovnavacich ¢ast /N nesmi byt
mensi neZ pocet nezndmych M + 1, jinak by urceni koeficienttt 1/FE; nebylo jednoznac¢né.

Odvodime nejprve obecny postup a pak predvedeme jeho pouziti pro konkrétni pripad. Pro zjednoduseni
zapisu zavedeme pomocné funkce

_J1 proj =0
a;(t) = { 1—e /% proj=1,2,....M (1.50)

abychom mohli Dirichletovu fadu pouzitou pro aproximaci funkce poddajnosti pro ¢t > t’ zapsat jako

M M
TPt =co+ > ¢ (1 - e_(t_t/)/”) =3 cjay(t) (1.51)
7=0

j=1

kde koeficienty ¢; maji vyznam poddajnosti jednotlivych ¢lankt Kelvinova fetézce 1/E;. Retardaéni ¢asy 7; jsou
pevné zvoleny a nasim cilem je najit hodnoty ¢; tak, aby byl rozdil mezi skuteénou funkei poddajnosti J(¢,¢') a
jeji aproximaci JP(¢,t') co nejmensi. Zavedeme proto funkci

2

N M
F(C(),C1,...C]u) :Z ZCjaj(tk)—J(tk,t/) (1.52)

k=1 \ j=0

jejiz hodnota je mirou rozdilu mezi funkcemi JP(¢,¢') a J(t,t'), a pro pevné zvolené ' budeme hledat hodnoty
¢j, které tuto funkci minimalizuji. Je vidét, Ze F' je kvadratickou funkci proménnych c;, a proto podminky jejich
nulovych parcidlnich derivaci podle ¢; vedou na soustavu linearnich rovnic. Po tpravach mizeme vyslednou
soustavu zapsat jako

M
> Ajjej =b;, i=0,1,2,...M (1.53)
=0

kde

N N
Ay =Y ailti)ay(te), b=y J(tk, t)u(tr) (1.54)
k=1

k=1

Matice soustavy linearnich rovnic (1.53) skladajici se z koeficientt A;; je symetricka (A;; = A;;) a d& se pomérné
snadno ukéazat, ze pro N > M je i pozitivné definitni, tedy nutné regularni. Proto m4 soustava (1.53) jednoznacéné
feSeni, jimz jsou hledané poddajnosti c;.

Odvozeny obecny postup predvedeme na prikladu aproximace funkce poddajnosti zkracené verze modelu B3,
viz rovnice (1.33) na strané 15. Budeme uvazovat beton t¥idy C 30/37, pro ktery je podle Prochézky a kol. (2003)
stfedni hodnota modulu pruznosti Ess = 28 GPa. To nam umoznuje odhadnout zakladni parametry modelu

_ Eos

28
Ey= =23 = 22 GPa=46,67 GPa, g¢s

114 114
06 06 N N

Pa~! =0,4071 GPa™! 1.
T 58 GPa 0,4071 GPa (1.55)

/v

Ostatni parametry jsou rovny doporu¢enym hodnotdm uvedenym v odstavci 1.1.4 za rovnici (1.33). Stafi betonu
v okamziku zadatku plisobeni zatizeni je uvazovéano jako t’ = 28 dni. Stejné jako v diskusi pfedchazejici tomuto
prikladu budeme uvazovat dvé varianty vypoctu: jednak podrobnéjsi pro Casovy horizont ¢y, = 6 mésici =
180 dni s krokem t,;; = 6 min = 0,004 dne, jednak dlouhodobéjsi analyzu s krokem t,,;, = 1 den provadénou
az do doby zivotnosti tmax = 100 let = 36500 dni. JelikoZ tmax a tmin Se v obou ptipadech lisi o méné nez pét
Fadul, stacl pét retardacnich ¢astt (M = 5), které se pochopitelné pro obé varianty lisi, viz tab. 1.2. Poslednim
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Tabulka 1.2: Parametry Dirichletovych fad aproximujicich zjednoduseny model B3 na dvou riznych intervalech.

tmin = 6 min, tpax = 6 mésict | tymin = 1 den, . = 100 let

j | E; [GPa] 7; [den] E; [GPa] 7; [den]
0| 29,956 X 24,078 X

1] 312,99 102 188,38 2-10°
2 | 264,92 107! 160,37 210!
3| 216,44 100 131, 89 2102
4| 173,42 10! 106,41 2103
5 107,12 102 66,610 2104

krokem pred vlastnim vypocétem je volba porovnavacich cast ¢;. V nasem pripadé volime minimalni pocet, tj.
N = M + 1 = 6, pficemz prvni a posledni Cas uvazujeme stejny jako prislusné retardacni casy, tj. t1 = 7
a ty = 7ar. Mezilehlé Gasy volime tak, aby tvofily geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = V/tn/t1 =
\5/7'5/7'1 = \B/W: 6,31

Parametry E; uréené popsanym postupem zaloZenym na metodé nejmensich ¢tvercti jsou uvedeny v tab. 1.2.
Jak je zfejmé, nejednd se v zadném ptipadé o materidlové vlastnosti, jejich hodnota silné zavisi na zvolenych
retardacnich casech. Dale tyto vysledky ilustruji, jak se hodnota tuhosti pruzného ¢lanku Fj se zmensujicim se
retarda¢nim ¢asem 7y blizi asymptotickému modulu pruznosti, ktery je tomto pfipadé roven 46,7 GPa. Porovnani
prabéhd ,presné“ funkce poddajnosti a jeji aproximace Dirichletovou fadou je vyneseno v semilogaritmickém
méfitku na obr. 1.9b, str. 18. Jak je vidét, v rdmci ¢asového intervalu [tmin, tmax] je aproximace Dirichletovou
fadou v obou pfipadech téméf nerozlisitelna od ptivodni funkce J(¢,t"). Kvalita aproximace mimo tento interval
ale velmi rychle klesa. Toto omezeni je nutné mit na paméti pti provadéni praktickych vypocti.
O

1.1.7 Vliv starnuti

A7 dosud jsme parametry Kelvinova Fetézce povazovali za konstanty a vysledna funkce poddajnosti pak zavisela
pouze na dobé t — t’, kterd ub&hla od pocatku dotvarovaci zkousky. Stafi betonu ¢’ na pocatku této zkousky
jsme mlcky chépali jako pevné dané a pracovali jsme vlastné s funkci Jo(t — ¢'). Jestlize chceme skutecné
postihnout starnuti a jeho vliv na viskoelastické vlastnosti, musime pripustit, ze tuhosti a viskozity jednotlivych
¢lankt se mohou v ¢ase ménit. Tato proména odpovida postupnému vyvoji mikrostruktury materialu, napt.
hydrataci cementové pasty. Zda se celkem prirozené prejit ke starnoucimu Kelvinovu fetézci a uvazovat tuhosti
E; a viskozity n; = 7;E; jako funkce stafi betonu ¢'. Pfi sestavovani zédkladnich rovnic a konstrukei piislusné
Dirichletovy tady je vSak tieba jisté obezietnosti.

UvaZujme nejprve pruzinu, jejiz tuhost se méni v Case a je popséna rostouci funkci E(t). Zdalo by se, ze
odpovidajici vztah mezi napétim a deformaci lze zapsat jednoduse jako o(t) = E(t)e(t). To by ovSem mimo
jiné znamenalo, Zze pii konstantni nenulové deformaci vzrastd napéti tmérné rostoucimu modulu pruznosti.
Nartist tuhosti je ale zptisoben zménami v mikrostruktufte, které si lze v pfipadé betonu zjednodusené predstavit
jako vytvareni novych vrstvicek hydratac¢nich produktd. Podstatné je si uvédomit, ze pokud je material jiz
zdeformovan, nova vrstvicka se vytvorl v deformované mikrostrukture a v okamziku svého vzniku neprenasi
zadné napéti. Zvysenad tuhost se tedy projevi jenom pii zméné deformace, kterd nové vytvorenou vrstvicku
zaktivuje a vyvola v ni napéti imérné nikoli celkové deformaci, ale jen jejimu ptirtistku od okamziku vytvotreni
nové vrstvicky. Po prechodu k nekoneéné malym prirtustkiim odpovidajicim spojitému vyvoji tuhosti, napéti a
deformace muzeme pro starnouci pruzinu zapsat prislusny konstitutivni vztah v rychlostnim tvaru

(1) = B(t)&(t) (1.56)

a celkovd hodnota napéti se pak vypocte integraci této rovnice.

Pokud chceme starnouci Kelviniv ¢lanek popsat diferencidlni rovnici, nemiizeme jednoduse secist napéti
v pruziné a tlumici, jako jsme to udélali v ptipadé nestdrnouciho materidlu (v rovnici by se totiz objevil integral,
ktery vznikne pii vyjadieni napéti v pruziné integraci jeho rychlosti dané vztahem (1.56)). Misto toho ale mizeme
secist rychlosti téchto napéti. V piipadé starnouciho materidlu se samoziejmé bude ménit i viskozita, kterou
popiSeme funkci 7(t). Napéti ve viskéznim ¢lanku je ddno vztahem o(t) = n(t) £(t) a jeho derivaci dostaneme
a(t) =n(t)e(t) +n(t) £(t). V téchto vztazich je ovSem t¥eba o chépat jako ¢ast napéti oy, prendsenou tlumicem,
zatimco v rovnici (1.56) bylo o vlastné napéti o, prenidSené pruzinou. Pfi paralelnim zapojeni do Kelvinova
modelu se obé ¢asti napéti s¢itaji (zatimco deformace obou ¢lank jsou stejné) a pro celkovou rychlost napéti
0 = 0. + 0 mizeme psat

o(t) = [E@t) +n()] £(t) +n(t) £(t) (1.57)

Pokud je vyvoj napéti v ¢ase predepsén, predstavuje (1.57) diferencidlni rovnici 2. ¥f4du pro vypocet odpovida-
jiciho vyvoje deformace.
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Priklad 1.7: Funkce poddajnosti pro starnouci Kelvinuv model
Pro zjednoduseni zapisu oznac¢ime D(t) = E(t) + n(t) a rovnici (1.57) prepiSeme jako

D(t)(t) +n(t)£(t) = o(t) (1.58)

Pri dotvarovaci zkousce je az do jistého okamziku ¢’ napéti nulové a od tohoto okamziku je rovno konstanté &.
Prot # t’ je tudiz ¢asova derivace napéti ¢ (¢) nulova, ale pro ¢t = ¢’ tato derivace (v klasickém smyslu) neexistuje.
Rovnici (1.58) budeme tedy fesit az pro ¢asy vétsi nez t/, ale situaci v ¢ase t = ¢/ musime popsat pomoci vhodnych
pocatecnich podminek. Jak je znamo, pro diferencialni rovnici 2. fadu potiebujeme dvé pocatecni podminky, a
sice pro nezndmou funkci a jeji prvni derivaci. V nasem pfipadé to znamend, ze musime pfedepsat deformaci e(t')
a rychlost deformace £(t') chapané jako hodnoty tésné po aplikaci napéti . Pro Kelvintiv model se deformace
ani pii skokové zméné napéti nemize zménit skokem, takze mame £(¢') = 0. Naproti tomu rychlost deformace
musi skocit na nenulovou hodnotu, aby se ve viskéznim ¢lanku aktivovalo napéti &. Pfipomenme, ze v Kelvinové
modelu je na po¢atku dotvarovaci zkousky veskeré napéti piendseno viskéznim ¢lankem. Ze vztahu 6 = n(t') £(¢')
snadno ziskdme poéate¢ni rychlost deformace (') = 6 /n(t’).

Zatim jsme ukézali, Ze pfi odvozovani funkce poddajnosti je tieba fesit rovnici (1.58) s nulovou pravou stranou
a s pocateénimi podminkami €(t') = 0 a £(t') = &/n(t'). Pro obecné funkce D(t) a n(t) by analytické FeSeni
nebylo mozné. Pokud ale pfedpoklddéme, ze pomér 7 = n(t)/D(t) ztstava konstantni, prejde FeSend rovnice na
rovnici s konstantnimi koeficienty

E(t) +TE(t) = 0 (1.59)

jejiz obecné feseni méa podle dodatku A tvar
e(t) = C1 4 Cye /T (1.60)

7 pocatecnich podminek pak ur¢ime integracni konstanty

G o= (1.61)
Cy = ni;) et/ (1.62)

Po dosazeni zpét do (1.60) bychom ziskali funkci popisujici vyvoj deformace v pribéhu dotvarovaci zkousky.
Déle uplatnime vztah 7/n(t') = 1/D(t') a po vydéleni deformace napétim ¢ dostaneme funkci poddajnosti

1 — e (t—t)/T

J(t,t) = D)

H(t—t) (1.63)

O

Porovnanim (1.63) s (1.22) zjistime, Ze funkce poddajnosti pro starnouci Kelviniv model mé formalné stejny
tvar jako v pfipadé bez starnuti. Je vSak tieba si uvédomit, ze ¢asové proménny parametr D(¢') neni pfimo roven
tuhosti starnouci pruziny Kelvinova modelu F(t'), ale souvisi s ni a s ¢asovou derivaci viskozity podle vztahu
D(t) = E(t) + n(t), resp. E(t) = D(t) —n(t) = D(t) — 7D(¢).

Pro starnouci Kelvinuv fetézec slozeny z M sériové zapojenych Kelvinovych ¢lankt a navic starnouci pruziny
o tuhosti Dy(t) se funkce poddajnosti ziskd se¢tenim funkci poddajnosti jednotlivych ¢lanki:

M /
1 1— e (t=t)/75

Jt,t)=| =——— —— | Hit -t 1.64

)= | 5o *; 5 (t—t) (1.64)

Suma na pravé strané (1.64) je zobecnénim Dirichletovy fady s uvazenim starnuti a lze jej pouZit pro aproximaci
experimentalné urcené funkce poddajnosti pro starnouci material.

1.1.8 Exponencialni algoritmus pro starnouci Kelvinuv fetézec

Vysledky ziskané v predchozim odstavci ukazuji, Ze vliv starnuti se na tvaru funkce poddajnosti projevi ,jen“
nahrazenim konstant E; ¢asové zavislymi parametry D;(t'). Toto zdanlivé formalni rozsifeni ma ale zdsadni
dopad na analytické uréeni odezvy tohoto modelu. Casova zavislost parametrit D;(#') totiz velmi komplikuje
moznost Feseni prislusnych diferencialnich rovnic v uzavieném tvaru, a to i pro nejjednodussi zatézovaci programy.
Proto je uzitecné vhodné rozsitit exponencialni algoritmus, s jehoz nejjednodussi variantou jsme se seznamili
v ¢lanku 1.1.5, na piipad Kelvinova fetézce, sklddajiciho se ze starnouci pruziny a M starnoucich Kelvinovych
¢lank.

Stejné jako v piipadé nestdrnouciho materidlu v ¢asovém intervalu [to,tmax] vymezime okamziky t;, i =
1,2,...,n, ve kterych budeme uréovat hodnotu deformace (¢) pro dany pritbéh napéti o(t). Casové kroky mezi
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jednotlivymi okamziky jsou At; = t; — t;_1. Zékladem pro odvozeni zobecnéného exponencidlniho algoritmu je
diferencialni rovnice (1.58), upravené pfi popisu chovani j-tého ¢lanku starnouciho Kelvinova fetézce do tvaru

Dj(t)€;(t) +n;(t) €(t) = o(t) (1.65)

Resen{ této rovnice komplikuje skutecnost, ze D;, n; a o jsou ¢asové z4vislé funkce. Proto budeme predpokladat,
7e se jejich hodnota v rdmci jednoho vypocetniho kroku v ¢asovém intervalu [t;_1,¢;] pFili§ neméni, takze se
nedopustime zasadni chyby, nahradime-li je konstantami:

O'(tz) — O'(tifl) - AO'(Z)
ti—ticn At

Dj(t) ~ Dj(ti—1ys) = DS i) = 7 Dj(t) = DYV, o(t) = (1.66)
Pozvolna se ménici hodnoty materialovych parametrii jsou tedy priblizné nahrazeny konstantnimi hodnotami
odpovidajicimi stfedu daného intervalu a ¢asova derivace napéti je nahrazena konecnou diferenci s krokem At;.
Poznamenejme, Ze pro nestarnouci material by prijata zjednoduseni nevnasela do feseni zadnou chybu v ptipadé,
7e by prtiibéh napéti o(t) byl na uvazovaném intervalu linearni. To ukazuje, Ze miizeme ocekavat zvyseni presnosti
vzhledem k zdkladni varianté algoritmu z odstavce 1.1.5, ktera byla pfesna jen pro konstantni napéti.

Pfijeti pfibliznych ndhrad (1.66) ndm umoziuje prepsat rovnici (1.65) do ponékud jednodussiho tvaru

Ao

gi(t) + 7 €5(t) = W

(1.67)

Reseni pro ptipad nulové pravé strany mame uz k dispozici diky analogii s rovnici (1.59) a jejim fesenfm (1.60).
Jako partikularni feseni 1ze v tomto pripadé pouzit vhodné zvolenou linearni funkci proménné t. Obecné feseni
rovnice (1.67) je tedy

t— ti—l Aa(i)
gj(t) =C1 4 Carexp (— P ) + AL DD (t—ti—1) (1.68)
v
Integrac¢ni konstanty C; a C5 ur¢ime na zakladé znalosti hodnoty deformace 5?71) a jeji rychlosti é§i71) na

pocatku zkoumaného intervalu. Tyto veli¢iny predstavuji v prvnim vypocetnim kroku pocatecni podminky a
v dalsich krocich odpovidaji situaci na konci pfedchéazejiciho kroku. Pro pohodli si nejprve ptripravime derivaci
obecného feseni

. Cz t— ti,1 AO'(Z)
gj(t) = ——exp ( : > 1) (1.69)
75 Tj AtiDj
a pak uz mizeme vyhodnotit (1.68) a (1.69) pro ¢t = t;_1 a dosadit do ,,po¢atecénich® podminek:
. (4) . Ao () .
) -1 Co Ao -1 _ 1jAco (i—1)
Ei(tim1) =&} e —— 4 ————— =& = (Cy= ——7>= —7j&; (1.70)
J J T AtiD;l_1/2) J AtiD;l_1/2) =5
i i i i A
Ej(ti_1) = €§- b Cy+Cy = E;- b = ()= E;- b + Tjé( n__T2% (1.71)

J AtiDyel/z)

Po dosazeni odvozenych vyrazii pro C; a Cz do (1.68) a (1.69) dostaneme funkce popisujici vyvoj deformace
a jeji rychlosti v ramci daného ¢asového intervalu a vyhodnocenim téchto funkci pro ¢ = ¢; ziskdme hodnoty
na konci tohoto intervalu, které se pak pouziji jako poc¢ateéni podminky v navazujicim kroku. Zavedeme-li pro
zjednoduseni pomocné konstanty

een(-5) W =g () a7
¥ K3
miizeme vysledné vzorce pro deformaci a jeji rychlost na konci kroku zapsat jako

(0 W0, 128

(2 1) -(2— J (2

& = Big A A (1.73)

At;D;
. - N G O
Ey) _ ES} D4 Ati/\y)é;l D4 FJ@AU(Z) (1.74)

Tyto vzorce plati i pro pruzny clanek, ktery mtzeme povazovat za limitni pfipad Kelvinova ¢lanku s nulovou
viskozitou 19, tedy s nulovym retarda¢nim ¢asem 7y. V limité pro 7o — 07 dostaneme podle (1.72) ﬁ((,i) =0a
AW = o.

Celkova deformace fetézce je souc¢tem deformaci jednotlivych komponent véetné pruzného ¢lanku:

N () _ N~ G- T () <G 1) 1 1A
D) _ i) i—1 i) (-1 j ;
el = E € = E €5 + At E )\]— €; + W‘F E —-i/2) Ao (1.75)
i=0 =0 j=1 Dy D;

j=1
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Predchozi vztah mtze byt prepsan do kompaktniho tvaru

. . o Ac®
£ = -1 4 Az() 4 27 (1.76)
£
kde
_ Mo
AFD = At; Y AP (1.77)
j=1
predstavuje priristek deformace za konstantniho napéti (tedy vliv ,¢istého“ dotvarovani) a
M @\
) 1 -
E'=| =5+, — 15 (1.78)
i—1/2 i—1/2
D((, /2) P DJ( /2)

ma vyznam efektivniho modulu celého fetézce v i-tém kroku.

Zatim jsme si pro jednoduchost predstavovali, ze je dan vyvoj napéti a vyhodnocujeme odpovidajici vy-
voj deformace. Casto se vsak setkdme i s obracenou tilohou, kdy mame vyhodnotit vyvoj napéti zpiisobeny
predepsanym vyvojem deformace. Vztah (1.76) lze interpretovat jako navod pro vypocet priristku deformace
Ae® = () — c(=1) 4 pFiristkem napéti Ac(® a vzhledem k jeho linedrnimu charakteru neni problém jej
invertovat a prepsat jako

A — T ( Al _ Agu)) (1.79)

Exponencialni algoritmus tedy prevadi chovani casové zavislého Kelvinova fetézce na posloupnost linedrné pruz-

nych problému s tuhosti E(l), ktera se v jednotlivych krocich méni. Pravé odvozeny algoritmus je numericky
narocnéjsi nez jeho zakladni varianta z ¢lanku 1.1.5. Tato komplikace je ale bohaté vyvazena podstatnym zvy-
Senim presnosti metody a hlavné moznosti aplikace na materidl s ¢asové proménnymi vlastnostmi.

Chovéni jednotlivych ¢lanku fetézce v prubéhu feseného kroku se ¥idi pomérem délky kroku At; ku retardac-
nimu ¢asu 7;. Pokud plati At;/7; < 0,01, pak ze vztahu (1.72) vyplyvé, ze hodnota vyrazu 1 — A;Z) je prakticky
nulovd a ve vzorci (1.78) tento ¢len do celkové poddajnosti prakticky nepfispivd (chové se jako téméf tuhy
¢lanek). Naopak v pfipadé, kdy At;/7; > 100, se 1 — \; blizi jedné a piisludny ¢lanek se chovd jako pruzina.

Tyto zavéry piimo ovliviiuji vhodnou volbu kroku pfi numerickém vypoctu. Stejné jako v pripadé zakladni
varianty je i pro zobecnény exponencialni algoritmus vypocetni naro¢nost tmérna poctu casovych kroki. Protoze
se ale pfi vySetfovani ¢asové zavislého chovani betonovych konstrukci pohybujeme v ¢asovych intervalech o délce
radové desitek let, vedla by volba konstantniho ¢asového kroku v prubéhu celé analyzy na velmi zdlouhavy
vypocet. Jak bylo totiz vidét v prikladu 1.4, pro ziskani dostatecné presnych vysledku je tfeba volit ¢asovy krok
alespon tfikrat mensi, nez je retardacni ¢as Kelvinova ¢lanku. Tento odhad mtzeme konzervativné pouzit i pro
vylepsenou variantu algoritmu, ktera je o fad presnéjsi.

Uvédomme si, ze jednotlivé clanky fetézce vykazuji viskoelastické chovani jen pro délky krokt zhruba srov-
natelné s jejich retarda¢nim casem, a ze retardacni Casy jsou voleny ve tvaru geometrické posloupnosti. Toto
pozorovani ndm poskytuje navod pro volbu délky integrac¢niho kroku. Budeme tedy zvétSovat ¢asovy krok At;
podle geometrické posloupnosti tak, aby po ur¢itém poctu zvétseni (napfiklad po tfech) krok narostl o jeden
4d. Pokud tedy vypocet zacneme s krokem At;, dalsi kroky volime jako At;y; = /10 At;. Touto jednodu-
chou volbou mame zajistén logaritmicky nartst vypocetni néroc¢nosti algoritmu vzhledem k délce ¢asového
intervalu [to, tmax] DIl zachovani rozumné presnosti vysledkt. To umoziuje pouziti takového algoritmu pii feSent
rozséhlych inzenyrskych tuloh.

1.1.9 Relaxace a Maxwelluv retézec

P1i popisu zakladnich viskoelastickych vlastnosti materialu jsme se zatim soustfedili na funkci poddajnosti, ktera
charakterizuje dotvarovani za konstantniho napéti. Pfislusny laboratorni test 1ze totiz provést pomérné snadno a
vétsina experimentalnich dat pro beton je vztazena pravé k tomuto typu zatézovani. Z teoretického hlediska vsak
pozornost zasluhuje také relaxacni proces probihajici za konstantni deformace. PTi relazacni zkousce je materialu
v Case t' vnucena jist4d deformace £ a nadéle je udrZzovana na konstantni hodnoté. Priibéh deformace je tedy
popséan funkci e(t) = £H (t—t'). Podle principu superpozice je odpovidajici priibéh napéti imérny zvolené hodnoté
deformace, takze jej mtizeme popsat funkci o(t) = éR(t,t'), kde R je relazacni funkce, kterd charakterizuje ¢asové
zavislou tuhost materidlu a je v jistém smyslu inverzni k funkci poddajnosti. Pro linedarné pruzny material bez
starnuti by relaxa¢ni funkce byla rovna modulu pruznosti, presnéji fe¢eno by platilo R(t,t') = EH(t — t'),
zatimco funkce poddajnosti by méla tvar J(¢,t") = (1/E)H(t—t"). V obecném pifipadé ovSem neni R(t,t') rovno
prevracené hodnoté J(t,t'), jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 1.8: Relaxaéni funkce pro Maxwellav model
Pripomenme, ze Maxwelliv model vznika sériovym zapojenim pruziny a tlumice, viz obr. 1.2a. P1i jeho zatizeni
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predepsanym ¢asovym pribéhem deformace &(t) neni pfedem zndmo, jak se budou vyvijet dil¢i deformace e, a
ey v jednotlivych ¢lancich, musi vSak byt splnéna podminka kompatibility

ge(t) +ev(t) =(t) (1.80)

Jelikoz oba ¢lanky pii sériovém zapojeni piendseji stejné napéti o(t) (viz obr. 1.2b), pokusime se pomoci néj
vyjadrit jednotlivé dil¢i deformace. To neni zadny problém pro pruzny clanek, ve kterém je deformace timérna
napéti. Pro viskézni tlumic ale plati pfimé imérnost mezi napétim a rychlosti deformace. Proto musime nejprve
prepsat rovnici (1.80) do rychlostniho tvaru

Ee(t) +&v(t) = £(1) (1.81)
a teprve pak se nam podaii dosadit €.(t) = 6(t)/E a &,(t) = o(t)/n a odvodit tak diferencidlni rovnici

1. 1 .
Ea(t) + Ea(t) =£(t) (1.82)

kterou lze obecné pouzit pro vypocet napéti vyvolaného predepsanym ¢asovym vyvojem deformace.
Pii urceni relaxa¢ni funkce zatizime model od ¢asu 0 konstantni deformaci £(t) = £. Rychlost deformace £(t)
je tedy pro ¢asy t > 0 nulova a rovnice (1.82) se zjednodusi na

1 1
Ed(t) + Ea(t) =0 (1.83)
Jeji obecné feseni je
o(t) = Ce Pt/n = Ce=t/7 (1.84)

kde 7 = n/F je relaxacni ¢as, jiz zminény v odstavci 1.1.2. Pro uréeni integracni konstanty C' potfebujeme
vhodnou pocatecni podminku. V daném piipadé by nebylo spravné polozit poc¢atecni napéti rovno nule. V cCase
0 se totiz deformace méni skokem a jeji derivace neni v klasickém smyslu definovani. Rovnice (1.83) tudiz
popisuje az spojity vyvoj pro ¢asy t > 0, zatimco pocatecni skok deformace i napéti musime vzit v tivahu zv1ast.
Pti skokové zmeéné celkové deformace € musi dojit ke stejné skokové zméné pruzné deformace e,, protoze skokova
zména vazké deformace €, by vyvolala v tlumici nekone¢né napéti. Pruzna deformace na pocatku spojitého vyvoje
tedy mé hodnotu £ a v pruziné je napéti F¢, které pouzijeme v po¢ateéni podmince o(0) = Fé. Z této podminky
ur¢ime integracni konstantu C' = E¢ a po dosazeni do (1.84) zjistime, Ze pii relaxacni zkousce Maxwellova
modelu je vyvoj napéti v ¢ase popsan funkci

o(t)y=Eée /™ (1.85)
Relaxacni funkce pro Maxwelliv model ma tedy tvar
Ro(t) = Ee /TH(t) (1.86)

ktery se podstatné lisi od prevracené hodnoty funkce

1 t 1 t
ty=|=+—-|Ht) == (1+— ) H(t 1.
a) = (5+ 5 e =5 (1+1) #0) (1.87)
coz je funkce poddajnosti Maxwellova modelu (1.14) odvozena v piikladu 1.1. V ¢ase t = 0 ovSem plati Ro(0) =
E =1/Jo(0).
O

Na zakladé principu superpozice muzeme sestrojit integralni vzorec pro vypocet vyvoje napéti odpovidajicitho
danému vyvoji deformace. Postup je podobny jako v ¢lanku 1.1.3, jen si napéti a deformace vyméni role a funkce
poddajnosti je nahrazena relaxa¢ni funkci. Vyjdeme z jednoduchého pripadu, kdy je deformace popsana funkci

e(t) = Zn: AepH(t — t) (1.88)
k=1

tj. méni se skokem v casech ti,1s,...%, a mezi témito Casy zlstava beze zmény. Podle principu superpozice
(rozsiteného indukei na koneény pocet ¢lentt) je odpovidajici vivoj napéti popsan funkci

O’(t) = iAEkR(t,ﬁk) (1.89)
k=1

Pro spojité diferencovatelnou funkci £(t) pak limitnim pfechodem ziskdme integralni vyraz pro vypocet napéti
ve tvaru

o(t) = /t R(t,t")e(t")dt/ (1.90)

to
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Tento vzorec je vlastné inverzi vzorce (1.28). Jestlize se v ¢ase tog deformace zméni skokem z nulové hodnoty na
o a dale je jeji priubéh spojity a alespon po ¢astech spojité diferencovatelny, je tieba (1.90) nahradit obecnéjsim
vzorcem .
a(t) = R(t,to) €o +/ R(t,t")e(t') dt’ (1.91)
to
ktery predstavuje inverzni podobu vzorce (1.29). Ke skoku na pocétku zatézovani dochazi mimo jiné tehdy,
jestlize predepiseme takovy vyvoj deformace, ktery odpovida dotvarovani za konstantniho napéti & od okamziku
to. Deformace je pak popséna funkei e(t) = 6.J (¢, to) a napéti funkci o(t) = 6 H(t — o). Po dosazeni do (1.91) a
vydéleni obou stran konstantou & dostaneme jistou identitu, ktera popisuje vztah mezi relaxacni funkci a funkeci
poddajnosti. Abychom v8ak zabrénili nedorozumeéni, pfepiSeme nejprve formélné rovnici (1.91) tak, ze symbol ¢
nahradime symbolem s a symbol ¢ nahradime symbolem ¢. Vysledn4 identita pak mé tvar

J(to, to)R(s, to) + / R(s, 12 10)

dt =1 1.92
) " (1.92)

a je platna pro vSechna s > ty. Ve specidlnim pfipadé s = ty integral zmizi a dospéjeme k jednoduchému
algebraickému vztahu
J(to,to)R(to, to) = 1 (1.93)

ktery vyjadiuje skutecnost, ze okamzita poddajnost je prevracenou hodnotou okamzité tuhosti.
Priklad 1.9: Vztah mezi relaxaéni funkci a funkci poddajnosti

Platnost identity (1.92) ovéfime pro Maxwelltiv ¢lanek. Funkce poddajnosti a dotvarovani pro tento model
nestarnouciho materialu jsou dany vzorci (1.23) a (1.86):

T(tto) = Jolt—to) = % (1 + tTt(’) H(t - to) (1.94)
R(t,to) = Ro(t—1to) = Eexp (—t — to) H(t—to) (1.95)

Zagneme s prvnim ¢lenem na levé strané rovnosti (1.92). Dostédvame

) H(to — to) - Eexp (—S Tto) H(s — to) = exp (—S — to) (1.96)

T

to — to
T

1
J(t(),t()) . R(S,to) = E (1 +

kde jsme v poslednim kroku vyuzili skute¢nosti, ze s > to, takze H(s —tp) = 1. Obdobné pro druhy ¢len na levé
strané vyrazu (1.92) plati, diky nerovnostem s >t > to,

s 0J(t, o) s s—t 1 *1 s—t
t) ————=dt = E ———— | H(s—t)- —H({ —ty)dt = — — dt =
/to R(s,t) 5t /to exp = (s —1t) ) ( 0) /to = exp .

()] () tam

Se¢tenim vysledkt (1.96) a (1.97) ovéfime, Ze skuteéné plati (1.92).
O

V ¢élanku 1.1.6 jsme ukdzali, Ze k aproximaci funkce poddajnosti se hodi Dirichletova fada tvaru (1.49), kterou
je mozno interpretovat jako funkci poddajnosti Kelvinova fetézce, vzniklého sériovym zapojenim Kelvinovych
¢lanki o riznych retarda¢nich ¢asech. V ¢lanku 1.1.7 jsme pak sestrojili zobecnéni ve tvaru (1.64), vhodné pro
modely se starnutim. V obdobném duchu je mozné aproximovat relaxac¢ni funkci jinak zapsanou Dirichletovou
fadou, ktera odpovida relaxacni funkci Mazwellova Tetézce, vzniklého paralelnim zapojenim Maxwellovych ¢lankt
o ruznych relaxacnich ¢asech. Pfi paralelnim zapojeni se s¢itaji napéti a tedy i tuhosti, a proto je relaxac¢ni funkce
Maxwellova Fetézce sou¢tem relaxacnich funkei jeho ¢lanki. Tvar relaxacni funkce pro Maxwellttv model (1.86)
byl odvozen v piikladu 1.8. Uvézime-li tedy M paralelné zapojenych Maxwellovych ¢lankd s tuhostmi E; a
relaxacnimi ¢asy 7;, j = 1,2,... M, mizeme vyslednou relaxacni funkeci takového fetézce zapsat jako

M
Ro(t) = Z Eje /7 | H(t) (1.98)

kde vyraz v zavorkach predstavuje zminénou Dirichletovu fadu. Pro modely se starnutim se hodi zobecnéni ve
tvaru

M
Rt.t)= D Ej(¢)e "=/ | H(t—1) (1.99)
j=1



1.1. KONSTITUTIVNI VZTAHY PRO JEDNOOSOU NAPJATOST 27

I pro tento typ modelu by bylo mozno vyvinout prislusny exponencialni algoritmus pro numericky vypocet napéti
odpovidajictho danému vyvoji deformace nebo pro feseni opac¢né tlohy.

Pro beton jsou zpravidla k dispozici vysledky dotvarovaci zkousky spise nez zkousky relaxacni, a navrzené
modely také vétsinou formuluji analytické vyjadieni funkce poddajnosti spise nez relaxacni funkce. Pokud po-
tfebujeme pro danou funkci poddajnosti spocitat odpovidajici relaxac¢ni funkci, mizeme to provést numericky
na zékladé obecného vztahu (1.92). Pro ,rucni“ vypocty se hodi ptiblizny vzorec, ktery navrhli Bazant a Kim
(1979):

0,992 0,115

J (tm, t')
; t’ _ B ? —1 kd At=1d tm
R(t.t) J(tt) (= At) {J(fatm) } ) -

ot

. (1.100)

1.1.10 Upraveny efektivni modul (AAEM)

V predchozich ¢lancich jsme ukézali, ze vyvoj deformace nebo napéti v daném bodé télesa z viskoelastického
materidlu lze pro obecné zatizeni predepsanou historii napéti nebo deformace analyzovat napiiklad na zakladé
aproximace funkce poddajnosti nebo relaxac¢ni funkce Dirichletovou fadou, s naslednym pfibliznym numerickym
fesenim odpovidajicich diferencialnich rovnic pomoci exponencialniho algoritmu. Pritom se celé sledované obdobi
rozdéli na malé ¢asové kroky, takze pri vypoc¢tu deformace nebo napéti na konci tohoto obdobi je tfeba provést
pomérné velké mnozstvi pocetnich operaci. To samoziejmé neni problém, pokud se vypocet provadi na pocitaci.
Nicméné pro feseni praktickych tloh je zadouci mit k dispozici metodu, kterd umozni ziskat priblizny odhad
vysledného stavu v jediném kroku a jednoduchym zpiisobem, avsak stale s pfijatelnou chybou. Takovy postup je
vhodny zejména pii kombinaci s feSenim prutovych konstrukei metodami stavebni mechaniky, ¢imz se budeme
zabyvat podrobnéji v ¢lanku 1.2. Nejprve je vsak tfeba odvodit postup pouzitelny pro jeden materidlovy bod.

Vyjdeme-li ze znalosti funkce poddajnosti, jsme schopni pfesné popsat chovani materidlu pfi zatizeni kon-
stantnim (v ¢ase neménnym) napétim. Takovy typ naméhani je vSak velmi specificky a ve své ¢isté podobé se
vyskytuje velmi vzécné (prakticky jen pfi laboratornich testech). Podobné zname-li jen relaxaéni funkci, mi-
Zeme presné popsat pouze chovani pfi zatizeni konstantni deformaci, coz je také velmi specificky ptripad. Jestlize
vS8ak zname zaroven funkci poddajnosti i relaxacni funkci a vyuzijeme vhodnym zptisobem principu superpozice,
ziskdme presné reseni pro obecnéjsi pripady, které jsou lineadrni kombinaci dotvarovani a relaxace.

P1i dotvarovani je ¢asovy pribéh deformace jistym nasobkem funkce poddajnosti, zatimco pfi relaxaci je
deformace jistym nasobkem Heavisidovy funkce. Uvazujme tedy historii deformace, ktera je linedrni kombinaci
téchto funkci, zapsanou ve tvaru

e(t)=aH(t—t)+ BJ(t,t) (1.101)

kde o a § jsou libovolné konstanty (« je bezrozmérné, S mé rozmér napéti). Odpovidajici historie napéti je
popsana funkci

o(t) = aR(t,t") + BH(t —t') (1.102)
Nyni si predstavme, Ze misto podrobného vyvoje deformace v ¢ase jsou znamy jen jeji hodnoty €1 a o = &1 + Ae
v jistych ¢asech ¢; a t3. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze ¢ < t; < t3, a pro jednoduchost
zavedeme zkracené oznaceni J; = J(t1,t'), Jo = J(t2,t'), R1 = R(t1,t") a Ra = R(t2,t"). ZapiSeme-li (1.101) pro
casy t1 a to, ziskdme dvé podminky

g1 = a+pBJ; (1.103)
g2 = Oé+ﬂ<]2 (1104)

ze kterych mizeme urcit odpovidajici hodnoty koeficient

o _Nh
Jo — J1
Ae

B = =7 (1.106)

Ae (1.105)

a = &1

Timto zptisobem sestrojime funkei ve tvaru (1.101), jejiz graf pfesné prochézi dvéma zvolenymi body. Obecné
se takova funkce samozirejmé muze vyrazné lisit od skutecného vyvoje deformace, ale v tlohach, kde se zatizeni
od ¢asu t' do ¢asu ty nijak dramaticky neméni a pouze dochézi k postupnému pierozdélovani vnitinich sil
v konstrukei, byva tato aproximace dostatetnd. Po dosazeni (1.105)—(1.106) do rovnice (1.102) zapsané pro ¢as
t1 ziskdme pro napéti o1 = o(t1) odhad

1—RyJ

o1 =aRy +f = Riey + ———LAc (1.107)

Jo — 1
Podobné dosazenim (1.105)—(1.106) do rovnice (1.102) zapsané pro ¢as to a odectenim vyrazu pro o; podle
predchozi rovnice ziskdme pro pfiristek napéti Ao = o(t2) — o(t1) odhad

(Ry — R1)J1

Ao = Oz(Rg — Rl) = (RQ — R1)€1 — J2 — Jl

Ae = (RQ — R1)€1 + E"Ae (1108)
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Prvni ¢len, (Re — Ry)e1, vyjadfuje zménu napéti pfi nulové zméné deformace Ae, tedy v dusledku relaxace.
Uvédomte si, ze relaxac¢ni funkce R je klesajici, takze Ry — R; < 0 a napéti se pfi relaxaci snizuje. Druhy ¢len
vyjadfuje zménu napéti v dusledku zmény deformace a prislusnad konstanta imérnosti

Ry — Ry)Jy

E' = ( 1.109
J2 . Jl ( )

je upraveny efektivni modul (v anglictiné ,age-adjusted effective modulus“, tedy efektivni modul upraveny podle
Stari).

Pri praktickych vypoctech je vhodné volit t; jako ¢’ + At, kde At je mald ¢asova prodleva odpovidajici
definici konvenéniho modulu pruznosti, a dale volit t5 jako obecny c¢as t, ve kterém chceme urcit hodnotu napéti.
V takovém piipadé miizeme misto J; psat 1/FE a misto R; psat E, kde E je okamzity modul pruznosti pro beton
o stafi t’, a dale misto Jo a Ro psét jen J a R. Vyraz (1.109) pro upraveny efektivni modul se pak zjednodusi na

1
E”f(E_R)EfE*RfE*R (1.110)
.1 T EBI-1 ¢ :

E

kde jsme vyuzili skuteénosti, Ze EJ — 1 = ¢ = soucinitel dotvarovéni, viz vztah (1.34). Vyznamné se zjednodusi
také vztah pro napéti o1, protoze bude R;J; = 1 a druhy ¢len v (1.107) zcela odpadue, takze ziskdme jednoduchy
Hooketv zékon

01 :E&'l (1.111)

popisujici ,,okamzitou“ odezvu materiadlu (pfesnéji feceno tu ¢ast odezvy, kterd probéhne v krétkém intervalu
At). Inverzi vztahu (1.108) ziskdme vyraz pro pfirtstek deformace

EF—-R Ao Ao
Ae = —E// g1 ﬁ — ¢51 + ﬁ (1112)
V této rovnici prvni ¢len, ¢ &1, vyjadiuje prirustek deformace pii dotvarovani za konstantniho napéti, zatimco
druhy ¢len, Ao/E", vyjadfuje zménu deformace zptsobenou zménou napéti mezi casy t’ a t.

P1i odvozeni jsme pro prehlednost pouzili zjednodusSeny zapis, ale je tfeba si uvédomit, na kterych ¢asech
jednotlivé veli¢iny zéviseji. Pro jistotu jesté prepiSeme (1.110)—(1.112) s explicitnim vyznacenim ¢asovych pro-
ménnych:

E(t1) — R(t, t1)

E'(t,t1) = St (1.113)
— 91

S= Ta (1.114)

Ae = qb(t,tl)sl—i—% (1.115)

Pritom o1 = o(t1), €1 = €(t1) a Ae = &(t) — (t1).

Vztah (1.115) je zakladem metody upraveného efektivniho modulu (AAEM). Je tfeba zdlraznit, Ze se jednéa
o vztah ptiblizny, ktery dava piesné vysledky jen pro procesy, které jsou linedrni kombinaci dotvarovani a
relaxace. Cim vice se skuteény pfetvarny proces odchyluje od tohoto pfedpokladu, tim vice narfistd chyba
metody. Uvédomte si, ze zazraky se nedéji a pfesny integralni vyraz pro priristek deformace

Ae = ¢(t7t1)% + /tt J(t,t") o) dt’ (1.116)

nelze v obecném pripadé nahradit algebraickym vyrazem (1.115). O velikosti chyby si udéldme predstavu pomoci
konkrétniho ptikladu.

Priklad 1.10: Metoda AAEM pro materialovy bod
Pouziti metody AAEM predvedeme pro Maxwelliv ¢lanek s parametry ' = 30 GPa a 7 = 10 s, zatizeny ¢asové
proménnym napétim s prubéhem zobrazenym na obr. 1.11a.

Nejprve pripomenme diive odvozené vztahy pro funkci poddajnosti a relaxa¢ni funkci podle Maxwellova
modelu:

" 4
T(t, 1) = % <1+t Tt > R(t, 1) = Eexp (t Tt > (1.117)

Pro zjednoduSeni zdpisu jsme vynechali H (¢t — t’), protoze pti dosazovani konkrétnich hodnot v tomto pfikladu
bude vzdy t > t’. Z funkce poddajnosti a relaxacni funkce mizeme odvodit vyrazy pro konvenéni modul pruznosti

E{l)=E (1.118)
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Obrazek 1.11: Pouziti metody AAEM na Maxwelliv ¢lanek. (a) zatéZovaci program, (b) odezva materidlového
bodu.

soucinitel dotvarovani

, . , t—t' t—t
ot t)=E)J(tt)—1= 1+ 1= (1.119)
T T
a upraveny efektivni modul
E(t') — R(t,t) 1—exp[—(t—1t)/7] Er t—t
E"(t,t) = ’ =F = 1-— — 1.12
&) o(t,t") (t—t)/T t—t P T (1.120)

Vsimnéte si, ze okamzity modul pruznosti E(t') pro nestarnouci Maxwellitv model je ¢asové nezavisly a odpovida
tuhosti pruzného ¢lanku FE.

Pravé odvozené vztahy nam poskytuji vsechny informace pro urcéeni odezvy materidlového bodu pomoci
metody AAEM. Za vychozi ¢as t; zvolime cas 0, ve kterém se napéti zméni skokem z nuly na o; = 0,5 MPa a
zptisobi poc¢ateéni deformaci, kterou podle (1.114) vypocteme jako e = o1 /E = 0,5 MPa/30 GPa = 16,67-1075.
Podle zdkladni rovnice metody AAEM (1.115) zapiSeme priristek deformace od ¢asu ¢; do obecného c¢asu
t >t =0 jako

Ao(t) t t Ao(t)
E”(,O)irE Er 1—et/7
Zbyvé dosadit konkrétni hodnoty £ = 16,67 -107%, E = 30 GPa a 7 = 10 s a vyjadiit Ao (t). Podle obr. 1.11a

se v intervalu [0, 30 s] napéti méni linedrné a jeho priristek je popsan funkei Ao (t) = 1,5 MPa-¢/30 s, takze po
dosazeni do (1.121) dostaneme

Ac(t) = 6(t,0) 1 + (1.121)

0,1667 - 1076 - ¢2

_ —6
Ac(t) = 1,667 107° -1 4+ ———— 75—,

0<t<30 (1.122)
kde se uvazuje Cas t vyjadreny v sekundach. Od ¢asu ¢t = 30 s je napéti konstantni a jeho prirtstek z pocatecni
hodnoty o7 je 1,5 MPa, takze po dosazeni do (1.121) dostaneme

5-1076.¢

— —6
AE(t)—1,667~10 -t + m,

30<¢ (1.123)
Vypoctena aproximace vyvoje deformace je vynesena na obr. 1.11b spolu s pfesnym vyvojem deformace ur-
¢enym piimou integraci podle (1.116). Shoda je uspokojiva. Napiiklad v ¢ase 90 s je pfesnd hodnota deformace
591,7 - 1076 a piiblizna hodnota vypoétend metodou AAEM je 616,7- 1075, coz odpovidé relativni chybé 4,2%,
akceptovatelné z hlediska typické presnosti inZzenyrskych vypoctia. Hlavni vyhodou metody AAEM je ale skutec-
nost, ze hledanou hodnotu deformace muzeme odhadnout pro libovolny ¢as pfimo, bez nutnosti priristkového
feseni.
O

1.2 Analyza viskoelastickych prutovych konstrukci

1.2.1 Zakladni rovnice pro viskoelasticky prut

V celém c¢lanku 1.1 jsme se zabyvali analyzou viskoelastického chovani na trovni tzv. materidlového bodu,
tj. nekonecné malého elementarniho kvadru. Navic jsme se zatim omezili na pripad jednoosé napjatosti, pii
které je napjatost charakterizovana jedinou nenulovou slozkou napéti o. Nyni postoupime na troven konstrukece,
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ale prozatim se budeme sousttedit na prutové konstrukce naméahané ohybem, pripadné kombinaci ohybu a tahu-
tlaku. Prestoze ohyb je zpravidla doprovazen smykem, vliv smykové deformace zanedbame, takze nase analyza
bude zalozena na klasické Navierové-Bernoullioveé hypotéze, podle které vSechny prifezy prutu ztistavaji rovinné
a kolmé na deformovanou stiednici.

Zacneme struénym pripomenutim zakladnich vztaht pouzivanych pii analyze prutt za pfedpokladu linearné
pruzného chovani materialu. Pracujeme v lokalni soustavé soutadnic zvolené tak, Zze osa x prochazi stfednici
prutu a osy y a z jsou na ni kolmé. Navic predpokladame, ze y a z jsou hlavni centralni osy prifezu, a ze
dochézi k ohybu pouze kolem jedné z téchto os, konkrétné kolem osy y, takze nosnik se prohyba v roviné xz.
7 ptredpokladu o zachovani rovinnosti prifezu vyplyva, ze podélny posun u libovolného bodu o souradnicich
(2,9, 2) lze vyjadrit jako

u(z,y,2) = us(z) + ¢(z)2 (1.124)
kde us je podélny posun bodu na stfednici (tj. tézisté prifezu) a ¢ je pootoceni prufezu kolem osy y. Z pred-
pokladu o zachovani kolmosti prifezu na deformovanou stfednici plyne vztah p(x) = —w'(x), kde w je funkce

popisujici prithyb prutu (tj. pfiény posun ve sméru osy z) a ¢arka oznacuje derivaci podle . Vztah (1.124) tedy
milZzeme piepsat jako

u(z,y,z) = us(z) —w'(r)z (1.125)
Uplatnénim znamé geometrické rovnice
e(z,y,2) = % =ul(z) —w'(z)z = es(x) + K(x)2 (1.126)

zjistime, Ze normalova deformace € je po prufezu rozdélena linedrné. Pritom jsme zavedli oznaceni s = u’, pro
relativni protazeni stiednice a k = —w'”’ pro kfivost. Tyto dvé veli¢iny charakterizuji deformaci na trovni ele-
mentarniho segmentu prutu, omezeného dvéma nekonecné blizkymi prirezy. Proto jsou funkci pouze soutadnice
2, méfené podél osy prutu.

V zajmu strucnosti nadale neuvadime souradnici y v seznamu argumentt, protoze za danych predpokladu
(ohyb kolem hlavni centralni osy y) jsou napéti i deformace na soutfadnici y nezévislé. Pro linedrné pruzny
material se normalové napéti ptisobici kolmo na prifez snadno vypocte z Hookeova zdkona

o(x,z) = Ee(x,z) = Eeg(x) + Er(x)z (1.127)
Integraci napéti po prifezu ziskame normalovou silu
N(z) = / o(z,z)dydz = / [Ees(x) + Er(x)z] dydz =
A A

= Ess(ac)/A dydz—i—Eﬁ(Jj)/Azdydz:E’Ass(ac) (1.128)

a integraci sou¢inu napéti a souradnice z (ktera hraje roli ramene vzhledem k ose y) ziskdme ohybovy moment

M(z) = /Aza(z,z)dydz:/AZ[EES(:E)qLEn(x)z] dydz =
= Ess(ac)/Azdydz—l—EFa(x)/Az dydz = ET k(x) (1.129)

Pfi odvozeni jsme vzali v avahu, Ze [, dydz = A = obsah priifezové plochy, [, zdydz = S = staticky moment
prifezové plochy k tézistové ose y, ktery je roven nule, a f A 22dy dz = I = moment setrvacnosti prifezové plochy
k ose y. Normélova sila N je tedy imeérna relativnimu protazeni stfednice €5 a prislusnou konstantou imérnosti
je normalova tuhost prufezu FA, zatimco ohybovy moment M je timérny kiivosti x a konstantou timeérnosti je
zde ohybova tuhost prifezu E1.

Zbyva jesté zminit rovnice rovnovahy. Ze dvou silovych a jedné momentové podminky rovnovahy elementar-

niho segmentu plynou Schwedlerovy véty

—N'(z) = fy(2) (1.130)
—Q'(z) = fulw) (1.131)
M'(z) = Qz) (1.132)

ve kterych ) je posouvajici sila a funkce fy a f, popisuji intenzitu spojitého zatizZeni pusobiciho ve sméru
stfednice a kolmo na ni. Zderivovanim (1.132) a dosazenim za @’ podle (1.131) vylouéime posouvajici silu a
ziskame rovnici

~M"(z) = f,(x) (1.133)

popisujici pfimo vztah ohybového momentu a zatizeni.
Pokud od nejjednodussiho, linearné pruzného modelu materialu prejdeme k linedrni viskoelasticité, ztistanou
rovnice (1.124)—(1.126) a rovnice (1.130)—(1.133) beze zmény, ale je tieba zobecnit vztahy mezi vnitinimi silami
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(M a N) a deformacnimi veli¢inami (5 a k). Hooketv zdkon pouzity v (1.127) bude nahrazen integralnim vzorcem
pro vypocet napéti ve tvaru (1.90) nebo (1.91). VSechny funkce charakterizujici stav prutu nyni musime chapat
nejen jako funkce prostorovych souradnic, ale také jako funkce Casu ¢. Prozatim predpokladéame spojity vyvoj
deformace, pro ktery se odpovidajici vyvoj napéti spo¢ita podle vztahu (1.90), tedy jako

o(z,z,t) = /t R(t,t")é(z, 2, ¢") dt’ (1.134)

to

t t
R(t,t')s’s(ac,t’)dt’—i—z/ R(t, t")i(z, t")dt’
t() tO

Je ztejmé, Ze i zde bude napéti rozloZzeno po priifezu linearné, ale bude se ménit v case. Integraci napéti po
prifezu ziskame normaéalovou silu

N(z,t) = / (J:zt)dydz—// (t,t")és(z, ') dt’ dydz+/ R(t,t")zk(z,t")dt’ dydz =
t t
’ t ’ t
/ dydz/ (t,t")és(z, ') dt’ + /zdydz/ R(t,t")f(z,t") dt’ :A/ R(t,t")és(x, t') dt’ (1.135)

to to
Porovnanim s (1.90) zjistime, Ze normélova sila N se z relativniho protazeni stfednice £5 vypocte stejnym
zpusobem jako napéti o z deformace ¢, jen je vysledek pfenasoben geometrickou konstantou A charakterizujici
prurez. Podobné Ize pro ohybovy moment odvodit vzorec

¢ ¢
M(z,t) = / zo(x,z,t)dydz = / / R(t,t")zés(x, t') dt' dy dz + / / R(t,t")2%F (2, t') dt dydz =
A A Jtg A Jtg

t t t

= / zdy dz/ R(t,t)és(z, t") dt’ +/ 22 dy dz/ R(t,t)ik(x, t")dt = I/ R(t, t")i(x, t') At (1.136)

A to A to to
To znamena, Ze i ohybovy moment M se z kfivosti k vypocte stejnym zpusobem jako napéti o z deformace ¢,
jen je vysledek prenasoben geometrickou konstantou 1.

Je ovSem dulezité si uvédomit, ze vyse uvedené odvozeni bylo zalozeno na nevysloveném pfedpokladu homo-
genniho materialu, tj. materiadlu, ktery ma ve vsech bodech stejné vlastnosti. Jen diky tomu jsme mohli relaxac¢ni
funkei R(t,t") povazovat za nezéwislou na prostorovych soufadnicich a tudiz ji vytknout za integral pfes prﬁfezo—
Takovy prlpad nastane mimo jiné tehdy, kdyz je nosnik vybetonovan postupne a jednotlivé vrstvy maji rizné
stafi. ,,Spolecny ¢as“ ¢ je pak jen pro jednu vrstvu (obvykle tu nejstarsi) skute¢nym stafim, zatimco pro ostatni
je tieba jej upravit, ¢imz se zméni vyjadieni relaxacni funkce. Ale dokonce ani pii jednordzové betonazi celého
nosniku neni predpoklad materidlové homogenity splnén, pokud je nosnik vyztuzen. Ocelova vyztuz je totiz zcela
jinym materialem, pro ktery predpoklad linearné viskoelastického chovani neni vhodny. V predpinaci vyztuzi za
vysokého napéti dochazi také k relaxaci, ale v klasické pasivni vyztuzi je tento efekt zanedbatelny. Lze proto
predpokladat, Ze ocelova v§ztuz se chova linedrné pruzné,® a vysledné vnitini sily ziskat seétenim piispévki
betonové a ocelové ¢asti prifezu.

Zatim jsme pro jednoduchost predpokladali spojity vyvoj deformace. Pokud se na pocatku zatézovani, tedy
v Case tp, deformace zméni skokem, lze prislusné vzorce pro vypocet normalové sily a ohybového momentu
odvodit podobnym zptsobem, ale na zakladé obecnéjstho vztahu mezi napétim a deformaci (1.91). Uvedeme jiz
jen vysledné vztahy

N(z,t) = AR(t,to)es(z,to) + A tR(t,t’)s's(x,t’)dt’ (1.137)
M(z,t) = IR(t,to)/ﬁ(x,to)—l—[/tR(t,t')f%(x,t’)dt’ (1.138)

ve kterych piibyly prvni ¢leny, zahrnujici vliv pocéteéniho protazeni stfednice es(z,tp) a poc¢ateéni kiivosti
k(z,to). Vidime, Ze jde opét o vzorce formalné shodné se vzorcem (1.91) pro vypocet vyvoje napéti pro dany
vyvoj deformace. Této analogie vyuzijeme k sestrojeni inverznich vztahii, které budou analogické vztahu (1.29),
ale objevi se v nich také prevracené hodnoty geometrickych konstant A a [. Ziskame tak vzorce pro vypocet
deformacnich veli¢in 5 a x ze vnitinich sil N a M ve tvaru

es(z,t) = %J(t,to)N(x,to)wL%/ttJ(tt) (z,t') dt’ (1.139)
w(x,t) = %J(t,tO)M(z,to)Jr%/ttj(t,t’)M(x,t')dt' (1.140)

5Po piekrocdeni jistého mezniho napéti dochazi v oceli k trvalym deformacim, coz lze popsat pomoci pruznoplastickych model,
které budou predstaveny v pristi kapitole.
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kde tecka nad N a M oznacuje parcialni derivaci vzhledem k ¢asové proménné.

Vidime, ze vztah mezi vyvojem normalové sily a relativniho protazeni stfednice, nebo mezi vyvojem ohy-
bového momentu a kiivosti, je velmi podobny vztahu mezi vyvojem napéti a deformace. Podobné vztahy se
objevi i na drovni konstrukce, kde popisuji napf. souvislost mezi vyvojem sily a prihybu. Jestlize jsou takové
vztahy zapsédny pomoci slozitych rovnic typu (1.137)—(1.140), neni analogie mezi nimi na prvni pohled patrné a
veskera dalsi odvozeni vyuzivajici téchto vztahu jsou formalné slozita. Proto zavedeme jednodussi zapis pomoci
tzv. relaxa¢niho operatoru a operatoru poddajnosti. Tyto pojmy se mohou zdat prilis abstraktni, ale pfi feseni
slozitéjsich tloh ocenime tispornost a prehlednost zjednoduseného zapisu.

Operatorem se obecné rozumi zobrazeni, které dané funkci (vzoru) pfifadi podle ur¢itého pravidla jinou funkei
(obraz). Jednoduchym piikladem je operétor, ktery dané funkci ptifadi jeji derivaci (coz je opét funkce). Obrazem
funkce sinx je pak funkce cosx, zatimco obrazem 2 je 322. V tomto piikladu se jednalo o funkce proménné
x, ale podobné mizeme pracovat i s funkcemi ¢asové proménné ¢. Rovnice (1.29) dava névod, jak z funkce
o(t) popisujici ¢asovy prubéh napéti vypocitat funkci e(¢) popisujici ¢asovy pribéh deformace, a proto ji lze
povazovat za definici jistého operdtoru zobrazujiciho o(t) na £(t), kterému budeme tikat operdtor poddajnosti a
znacit ho symbolem 7. Rovnici (1.29) pak pfepiSseme jednoduse jako

e(t) = Jlo(t)] (1.141)

Argument operatoru, tedy v daném piipadé funkci o(t), piSeme do hranatych zdvorek, abychom zduraznili, ze
se jedna o operator a ne o obyc¢ejnou funkci. Zavedeme také tzv. relazacni operdtor R, ktery funkci popisujici
¢asovy pribéh deformace zobrazuje na funkci popisujici odpovidajici ¢asovy pribéh napéti. Rovnici (1.91) tedy
prepiseme jako

o(t) = Rle(t)] (1.142)
Jak je vidét, operatory J a R jsou navzdjem inverzni, c¢ehoz budeme vyuzivat pti ipravach rovnic. Dilezité také
je, Ze oba operatory jsou linedrni, takze pro libovolné funkce o1(t), o2(t), £1(¢) a e2(t) a pro libovolné redlné
konstanty c; a co plati

j[clal(t) + CQO’Q(t)] = Clj[dl(ﬁ)] + CQJ[UQ(t)] (1.143)
R[ClEl(ﬁ) + CQEQ(t)] = 017?,[61(0] + CQR[EQ(t)] (1.144)
To 1ze snadno ovéfit prepsanim téchto vztahti v explicitni podobé podle (1.29) a (1.91). Koeficienty ¢; a co
nesméji zaviset na case, ale mohou to byt nejen konstanty, nybrz i funkce jiné proménné nez ¢, napiiklad

prostorové soutfadnice x. Indukei se uvedené vztahy rozsiri na libovolny pocet s¢itanct a limitnim pfechodem se
odvodi zaménnost operatoru J a integrace vzhledem k jiné proménné nez ¢, popsané vzorcem

b b
J [/ o(x,t) dx] = / Jlo(x,t)] dz (1.145)
a a
Zaménit 1ze také poradi aplikace operatoru J a derivace podle jiné proménné nez t, takze lze psat napft.

J [%} - %j[a(z,t)] (1.146)

Stejna pravidla plati i pro relaxacni operator R.

Dale je dobré si uvédomit, ze aplikaci relaxa¢niho operatoru na Heavisideovu funkci ziskdme relaxacni funkci,
zatimco aplikaci operatoru poddajnosti na Heavisideovu funkci ziskame funkci poddajnosti, coz se formalné
zapise jako

R[H(t—1t")] = R(t1t) (1.147)
JHE-t) = J(t) (1.148)

Pro uplnost jesté zminime témér evidentni skuteCnost, ze operatory J a R zobrazuji nulovou funkci opét na
nulovou funkci (tj. jestlize je deformace trvale nulova, zistava nulové i napéti a naopak).
S vyuzitim zdkladnich vlastnosti linedrnich operatorii snadno odvodime rovnici (1.137). Stac¢i napsat

N(z,t) = /AU(CE,Z,t)dydz/AR[e(x,z,t)]dydzR[/As(z,z,t)dydz} =

R {/ es(x,t)dydz +/ zk(z,t) dy dz] = R[Aes(x,t)] = AR[es(z, 1)) (1.149)
A A

Zcela analogicky se odvodi rovnice (1.138) a vysledek lze zapsat jako

M(z,t) = IR[k(z,1)] (1.150)

Vyhodou oproti pitvodnimu odvozeni s explicitnim vypisovanim integrali v ¢ase (pfedvedenému napt. v (1.136))
je velmi kompaktni zapis a zaroven naprostd obecnost, protoze nemusime rozliSovat, zda funkce, na kterou
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relaxacni operator aplikujeme, je spojita, nebo se v nékterych ¢asovych okamzicich méni skokem. Dale muzeme
vztahy (1.149)—(1.150) pohodlné invertovat, nebot stac¢i na obé strany aplikovat relaxacni operator J a uvazit,
ze slozenim J a R ziskdme identitu. Inverzni vztahy tedy maji tvar

() = %J[N(x,t)]:j[N(z’t)] (1.151)
p(at) = %j[M(x,t)]j[@] (1.152)

Ted uz mizeme skutecéné prejit k analyze konstrukei.

1.2.2 Dotvarovani a relaxace homogenni konstrukce

Zacneme jednoduchym prikladem staticky urcitého nosniku zatizeného konstantnim zatizenim. Pti jeho feSeni se
zdmérné vyhneme pouziti operatori J a R, aby byl vyklad srozumitelny i pro ¢tenéafe, kterym tento formalismus
pripadéa prili§ abstraktni. Operatorovy zapis ale vyuZijeme pozdéji pti zobecnéni vysledki.

f
AR
1z,w L 1

(b) M(z, 1)

i
(c) M(z)

il

Obrézek 1.12: (a) Prosty nosnik zatizeny rovnomérné, (b) pribéh skuteénych ohybovych momenti, (c) priabéh
virtualnich ohybovych momentd od jednotkové sily uprostfed rozpéti.

Priklad 1.11: Prosty nosnik

Na prosty nosnik o rozpéti L zacne v Case ty pusobit rovnomérné spojité zatizeni o intenzité f , ktera se déle
v Case neméni (obr. 1.12a). To mize odpovidat napf. vlastni tize, kterou nosnik zacne pfendset po odbednéni.
Intenzita zatiZeni je v tomto piipadé popsdna funkei f,(x,t) = fH (t — tp). Odpovidajici pribéh ohybovych
momentil se snadno vypoc¢te z podminek rovnovahy, pfesné fec¢eno z diferencidlni rovnice (1.133) a statickych
okrajovych podminek M (0,t) =0 a M(L,t) = 0. ReSenim je funkce

M(z,t) = 2 fa(L — ) H(t — to) (1.153)

To znamené, Ze v Case ty se momenty skokem zméni z nuly na znamé rozdéleni kvadratické po délce nosniku
(obr. 1.12b), které pak zlistava v ¢ase konstantni. Ze vztahu (1.140) uré¢ime vyvoj kiivosti, pficemz dosazujeme
M(z,to) = 3 fz(L — x) a M(z,t') = 0 pro libovolné ¢’ > ty. Vyslednd kfivost

(e, 1) = }(t o) fac( )= Z—fIx(L—x)J(t,to) (1.154)

je tedy po délce nosniku také rozdélena kvadraticky a v Case se méni imérné funkci poddajnosti. Podobnym
zpusobem budou v ¢ase nartistat i pruhyby. Napfiklad maximalni prihyb uprostfed nosniku se s vyuzitim
principu virtualnich sil vypocte jako

w(g,t) :/OLM(x)m(x,t)dx:/OLM(J:)Q—J?IJ;(L—J;)J(t,tO)dx:—Jtto / M(2)a(L —2)dz (1.155)

kde M (z) jsou virtualni ohybové momenty vyvolané svislou jednotkovou silou ptisobici uprostied nosniku, vy-
kreslené na obr. 1.12¢). Konkrétné je M(z) = x/2 pro0 <z < L/2a M(x) = (L—x)/2 pro L/2 < x < L, takze
hodnota posledniho integralu na pravé strané (1.155) je 5L%/192. Dosadime-li také vyjadieni funkce poddajnosti
pomoci konvenéniho modulu pruznosti a souéinitele dotvarovani podle (1.35), miizeme (1.155) pfepsat jako

w (g t) = %E{fo)l[l + ¢(t, to)] = wo[l + ¢(t, t0)] (1.156)
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Veli¢ina wy mé vyznam pocatecniho priuhybu po aplikaci zatizeni v Case tg a spocita se podle klasického vzorec pro
pruhyb rovnomérné zatizeného prostého nosniku s tim, ze jako modul pruznosti se pouzije konvenéni modul E(tg).
Prihyb ale v ¢ase nartistd a jeho prirtstek od casu tg do ¢asu t je roven pocatecnimu prithybu vynasobenému
o(t,to). Prihyb tedy nartistd naprosto stejnym zptisobem jako deformace p¥i dotvarovaci zkousce. To je logické,
protoze jestlize se ohybové momenty neméni v case, bude v case konstantni také napéti v libovolném bodé
nosniku, takze v kazdém bodé probiha ¢isté dotvarovani (ovSem na rtuznych hladindch napéti).

O

Vysledek predchoziho prikladu lze zobecnit. Jestlize na staticky urcitou konstrukci ptisobi v ¢ase neménné
silové zatizeni, ztstavaji také vnitini sily konstantni, protoze jsou jednoznacné urceny silovym zatizenim na
zékladé podminek rovnovahy. V dtsledku toho je i napéti v kazdém bodé konstrukce v ¢ase neménné a na
celé konstrukei probihd dotvarovani. Vypodéteme-li prithyb v libovolném bodé (pfipadné pootoceni libovolného
priifezu) podle obvyklého postupu za predpokladu linedrné pruzného chovéni materialu s konvenénim modulem
pruznosti E(ty), ziskdme poc¢ateéni hodnotu prithybu (pfipadné pootoceni) tésné po aplikaci zatizeni. V obecném
Case t > tg se pak prihyb (nebo pootoceni) vypocte prendsobenim pocatecéni hodnoty faktorem 1+ ¢(t, ¢g), kde ¢
je soucinitel dotvarovani pro dany material. Pro jistotu znovu pfipomenme, Ze to vSe plati pouze za predpokladu
homogenni konstrukce. Navic jsme mlcky predpokladali, Ze nedochézi ke zméné teploty ani ke smrstovani. Tyto
ucinky by sice pro staticky urc¢itou konstrukci neovlivnily rozdéleni vnitinich sil, ale mély by vliv na deformace
(a navic nerovnomérné smrstovani by mohlo zpusobit i prerozdéleni napéti v ramci prifezu).

Uvahy, které jsme pravé popsali slovné, se daji elegantné zapsat s vyuzitim operatorové symboliky. P¥i
vypoctu zvolené slozky premisténi § (tedy prithybu nebo pootoceni daného pritfezu) nejprve sestrojime virtudlni
ohybové momenty M () vyvolané jednotkovou silou nebo jednotkovym momentem s piisobistém v priifezu, jehoz
premisténi poc¢itdme. Podle principu virtudlnich sil a s vyuzitim (1.152) se pak ¢asovy vyvoj pfemisténi ¢ spocte

jako )
5(t)=/0 M(w)m(m,t)dx:/o M(x)jl[TM(x’t)] da (1.157)

Tento vztah plati pro libovolny vyvoj skuteénych ohybovych momentt M (z,t). JestliZe je v ¢ase to konstrukce
nardz zatizena a déle se zatizeni v ¢ase neméni, 1ze psat M (x,t) = M (z)H(t — to) a pro premisténi s vyuzitim
(1.143) a (1.148) dostavame

5@:A<W@ﬂM@HW%MMA__M@M@ﬂmdmzéﬂﬂgﬂﬁwﬂm@ (1.158)

Posledni integral zjevné odpovida pfemisténi vypoctenému pro dané zatizeni za predpokladu linearné pruzného
chovani materidlu s jednotkovou hodnotou modulu pruznosti. Takto vypoctené veli¢iny budeme nadéle znacit
vlnovkou nad pfislusnym symbolem. Vysledek tedy zapiSeme jako

1+ ¢(ta t())

5(t) = 0J(t,to) =0 o)

= 0o [1 4 ¢(t, to)] (1.159)

kde dp = & /E(to) je poc¢atecni hodnota pfemisténi tésné po aplikaci zatizeni. Odvozeni plati nejen pro prosty
nosnik, ale pro jakoukoliv staticky urcitou prutovou konstrukci, jen je tfeba integrdl od nuly do L nahradit
souCtem integralil pres jednotlivé pruty.

Ukézali jsme, Ze na homogenni staticky urcité konstrukci namahané v ¢ase neménnym silovym zatizenim
odpovida vyvoj prihybt a pootoceni v ¢ase funkci poddajnosti daného materialu. Tento zavér zustava v platnosti
i pro staticky neurcité prutové konstrukce, dikaz je vSak treba ponékud modifikovat. Za¢neme pfipomenutim
diferencialni rovnice ohybové ¢ary, znamé z teorie pruznosti. Pro linearné pruzny material dostaneme spojenim
geometrické rovnice k(xz) = —w” (x), vztahu mezi momentem a kiivosti (1.129) a podminky rovnovahy (1.133)
diferencialni rovnici 4. fadu

EIw'Y (z) = f,(x) (1.160)

kde horni index IV oznacuje ¢tvrtou derivaci podle x. K této rovnici patii ¢tyii okrajové podminky, popisujici
ulozeni a zatizeni koncovych prifezi. Jejich konkrétni podoba zavisi na typu nosniku.

Pro linedrné viskoelasticky material je tfeba (1.129) nahradit obecnéjsim vztahem mezi momentem a kiivosti
(1.150). Piislusné rovnice ohybové ¢ary pak ziska tvar

(IR[w" (,1)])" = fa(x,t) (1.161)

coz lze s vyuzitim vlastnosti relaxa¢niho operédtoru (a za predpokladu, ze nosnik ma konstantni priitez, tedy ze
I je nezéavislé na x) prepsat jako
IR[wW!Y (x,1)] = f.(x,t) (1.162)

Pokud zatizeni pisobi od ¢asu ty a zistava konstantni, bude na pravé strané f,(x)H (t —to) a aplikaci operatoru
poddajnosti J prevedeme (1.162) na

' (2,1) = Tf () H(t — to)] = f,(2) (¢, to) (1.163)
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Odtud je jiz zfejmé, ze feSeni ma tvar
w(z,t) = w(x)J(t, to) (1.164)

kde @(z) je feSeni rovnice

1" (z) = f,(x) (1.165)

tedy rovnice (1.160) s jednotkovou hodnotou modulu pruznosti F, samozfejmé s uvazenim piislusnych okrajovych
podminek.

A~
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Obrézek 1.13: (a) Staticky neurcity nosnik zatiZeny rovnomérné, (b) ohybova ¢ara, (¢) pribéh ohybovych mo-
mentt

Priklad 1.12: Staticky neurcity nosnik, silové zatiZeni

Nosnik vlevo vetknuty a vpravo prosté podepfeny je od Casu tg zatiZzen rovnomérnym spojitym zatizenim o in-
tenzité f (obr. 1.13a). Nejprve predvedeme FeSeni za pfedpokladu linedrné pruzného chovéni materidlu. Obecné
feSeni diferencialni rovnice (1.160) s konstantni pravou stranou f,(z) = f ma tvar

Fo4
w(z) = 2@2}

+ 011}3 + CQ$2 + O3z + Cy (1.166)
kde C1, Co, C3 a Oy jsou integra¢ni konstanty. Danému podepieni odpovidaji okrajové podminky®
w(0)=0, w(0)=0, w(L)=0, w'(L)=0 (1.167)

ze kterych po dosazeni obecného Feseni (1.166) vypocteme

5 fL 3 fL?
Ci=——="— Co = —"— Cs3=0 Cy=0 1.168
1 48 EI7 2 48 EI ; 3 ) 4 ( )
Prithyb je tedy popsan funkci
f 4 3 2 2
w(x) = BBl (2z* — 5La® + 3L%2?) (1.169)
graficky znazornénou na obr. 1.13b. Odpovidajici pribéh ohybovych momenti
M(x) = —FIw" (z) = —g (42° — 5Lz + L?) (1.170)

je vynesen na obr. 1.13c.
Nyni piejdeme k viskoelastickému chovani materialu. Jak jsme ukazali, prihybova funkce ma v tomto pfipadé
tvar (1.164), kde w odpovida pruznému feseni s jednotkovym modulem pruznosti. Prithyb je tedy popséan funkci

w(x,t) = % (22" — 5La® + 3L%2?) J(t, to) (1.171)

krivost funkci

k(z,t) = —w”(z,t) = fé (42z* — 5Lx + L?) J(t,to) (1.172)

SPrvni tfi okrajové podminky jsou geometrické a popisuji vazby, které zabranuji svislému posunu a pootoceni levého konce a
svislému posunu pravého konce. Posledni podminka je statickd a vyjadifuje skutecnost, Zze ohybovy moment je na pravém konci
nulovy. Jelikoz M = EIx = —EIw”, mizeme misto M (L) = 0 psat w”’ (L) = 0.
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a odpovidajici priubéh ohybovych momentt je

M(x,t) = IR[k()] = fg (42® — 5Lz + L?) H(t — to) (1.173)
Je vidét, Ze i viskoelastické FeSeni splituje okrajové podminky (1.167) v libovolném ¢ase t. Je zde ovSem tieba jisté
obezfetnosti. Geometrické okrajové podminky (prvni t¥i1) maji samoziejmé stejny tvar pro pruzny i viskoelasticky
model. Statickd okrajova podminka (¢tvrtd) vSak pochédzi z predepsané hodnoty ohybového momentu na pravém
konci nosniku. Pokud ji chceme zapsat pomoci prihybové funkce, pouzijeme v pripadé pruzného materialu vztah
w'(L) = —M(L)/EI, zatimco v piipadé viskoelastického materidlu je tieba psat w”(L,t) = —J[M(L,t)/1].
Pokud ztstava ohybovy moment trvale nulovy, plyne z toho v obou pripadech, Ze i druhé derivace prithybu musi
byt trvale nulova. Pokud by vSak na pravém konci ptisobil osamély moment, bylo by treba pfi zapisu statické
podminky pomoci druhé derivace prithybu provést prislusnou transformaci s vyuzitim operatoru poddajnosti.
O

Zatim jsme se zabyvali pouze silovym zatizenim, navic neménnym v c¢ase. Ukazali jsme, ze na homogenni kon-
strukei pod takovym zatizenim dochdazi k ¢istému dotvarovani. Konstrukce vsak mize byt zatizena i nesilovymi
ucinky, napt. zménou teploty nebo predepsanymi premisténimi podpor.
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Obrézek 1.14: (a) Staticky neurcity nosnik zatizeny posunem podpory, (b) ohybova ¢ara, (c) pribéh ohybovych
moment.

Priklad 1.13: Staticky neurcity nosnik, zatiZeni posunem podpory
Na nosniku vlevo vetknutém a vpravo prosté podepfeném dojde v case ty k nadhlému svislému posunu pravé
podpory o W; poté tento posun zistava konstantni (obr. 1.14a). To je popséno okrajovymi podminkami

w(0,t) =0, w'(0,t)=0, w(L,t)=wH(t—1y), w'(L,t)=0 (1.174)

které maji byt splnény pro kazdy casovy okamzik ¢. Silové zatizeni je nulové, takZe zakladni rovnici (1.162)
popisujici viskoelasticky nosnik mizeme prepsat jako

IR[w!Y (x,t)] = 0 (1.175)
a po vydéleni momentem setrvacnosti a aplikaci operatoru poddajnosti dostaneme
w!V (z,t) =0 (1.176)
Obecnym fesenim je tedy kubicka funkce dana predpisem
w(z,t) = Cy(t)x® + Co(t)a® + C3(t)x + Cu(t) (1.177)

ve kterém pripoustime, ze integracni ,konstanty“ mohou byt funkci ¢asu. Po dosazeni do okrajovych podminek
(1.174) zjistime, Ze do Casu t( jsou integracni konstanty nulové a od ¢asu ¢y jsou rovny hodnotam, které odpovidaji
pruznému feSeni. Vyslednd prihybova funkce (graficky zndzornéna na obr. 1.14b) je

w

w(x,t) = 513

(3La* — 2%) H(t — to) (1.178)

a odpovidajici vyvoj ohybovych momentii (vyneseny na obr. 1.14c) uré¢ime podle vztahu

3w 3w

M(a,) = IR[s(z,1)] = —IRw" (@,8)] = === (L = )RIH(t ~ to)] = “2- (¢ — L)R(t.to) (1.179)
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Vidime tedy, ze v okamziku tg, kdy dojde k nahlému posunu podpory, se prihyby skokem zvysi a dale ztistavaji
konstantni, zatimco ohybové momenty se také skokem zvysi, ale poté plynule klesaji timérné relaxac¢ni funkci
daného materialu. Ve vsech bodech nosniku je od ¢asu ty deformace konstantni, takze dochazi k relaxaci napéti.
Na rozdil od konstantniho silového zatizeni, které vede pro homogenni konstrukci k ¢istému dotvarovani, zptisobi
nesilové zatizeni predepsanym posunem podpory ¢istou relaxaci.
O

Podobna situace jako pri zatizeni premisténim podpor nastava i pri teplotnich zménach. Nahla zména teploty
ve staticky neurcité konstrukci vyvola vznik vnitinich sil, které se pak zmensuji vlivem probihajici relaxace napéti
za konstantni deformace.

Pokud by deformace prutu nebyla nijak omezena, nerovnomérnéd zména teploty po vysce prufezu by vedla
ke zméné kiivosti, kterou lze vyjadrit jako

AT, — AT,
h

kde a7 je koeficient teplotni roztaznosti, ATy a AT}, jsou zmény teploty dolnich a hornich vldken a h je vyska
priifezu (tj. vzdalenost mezi dolnimi a hornimi vldkny). Obecné by se £ mohlo ménit po délce nosniku i v ¢ase,
takze by bylo funkei « a t (obvykle se vSak teplotni zmény podél prutu uvazuji jako konstantni). Celkova kiivost
se vypocte jako soucet prispévki od teploty a od ohybového momentu, tedy pro pruzny material jako

KT aT (1180)

M(x
k(z) = kr(x) + E(I) (1.181)
a pro viskoelasticky material jako
M(z,t)
k(z,t) = kr(x,t) + T —7 (1.182)
Inverzi tohoto vztahu mtzeme vyjadrit ohybovy moment
M(z,t) = IR[k(z,t) — kr(z,t)] = —IRW" (2,t) + kr(z,1)] (1.183)

V nepfitomnosti silového zatizeni ziskdme dosazenim (1.183) do podminky rovnovahy —M" (x,t) = 0 po vydéleni
momentem setrvacnosti a aplikaci operatoru poddajnosti rovnici

w!V (x,t) + &Y (x,t) = 0 (1.184)

Jeji integraci a uplatnénim okrajovych podminek pak dospéjeme k prithybové funkci w(x,t). Je ziejmé, ze
vysledek neni ovlivnén konkrétnimi viskoelastickymi vlastnostmi materidlu a pro kazdy casovy okamzik ¢ je
mozné vypocitat prihybovou funkci zvlast, nezavisle na predchozi historii. Specidlné pokud se teplota zméni
skokem a pak zlstane konstantni, prihybova funkce se také zméni skokem a pak ztstane konstantni. Ve vSech
bodech nosniku tedy bude probihat relaxace napéti za konstantni deformace. Vyvoj ohybovych momentt v case
se spo¢itd dosazenim do (1.183). Pokud je prihyb popsan funkei w(z)H (t —to) a kiivost od zmény teploty funkci
kr(z)H (t — to), dostaneme

M(z,t) = —I(w" (z) + rr(x))R(t, to) = M(z)R(t, to) (1.185)

kde M (z) jsou ohybové momenty od teplotni zmény vypoc¢tené pro pruzny nosnik s jednotkovym modulem
pruznosti.

1.2.3 Deformacni metoda

V predchazejicim ¢lanku jsme analyzovali jednotlivé dil¢i pfipady, napf. staticky urcitou konstrukei, staticky
neurcitou konstrukci se silovym zatizenim, predepsanym premisténim podpor nebo zménou teploty. Ziskané
vysledky lze zobecnit do jednoduché, ale velmi uzitecné poucky:
Pii analyze homogenni konstrukce zustavaji v platnosti vSechny vzorce odvozené pro linearné
pruzny material, pokud nasobeni modulem pruZnosti nahradime aplikaci relaxa¢niho operatoru
a déleni modulem pruzZnosti nahradime aplikaci operatoru poddajnosti. Vztahy, ve kterych se modul
pruznosti nevyskytuje, zistavaji beze zmény.

Konkrétné to znamend, 7e napf. pro oboustranné vetknuty nosnik pod rovnomérnym silovym zatizenim
o intenzité f miizeme zndmé vzorce pro momentovou reakci v levé podpofe a pro maximalni prihyb

fr? frt
My = —, = 1.1
T2 YT 384EI (1.186)
odvozené podle teorie pruznosti snadno zobecnit na vzorce
A A £ 4
for? for] _Ti0]
Mp(t) = , t) = = 1.1
=773 W) =T |\ e 3841 (1.187)
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platné pro viskoelasticky material. Podobné v pfipadé nerovnomérné zmény teploty o AT, v dolnich vldknech a
AT}, v hornich vldknech se momentovéa reakce v levé podpofe pro pruzny material vypocte jako

ATy — AT,
My, = ElaT% (1.188)
a pro viskoelasticky material tento vzorec zobecnime na
ATy(t) — ATy(t RI[ATy(t) — ATy (t
Ma(t) = R |Tar a() - MO _ po, RIATal )h W) (1.189)

Diky této analogii neni obtizné odvodit postup pro TfeSeni staticky neurcitych prutovych konstrukci defor-
macni metodou. V zdjmu strucnosti se omezime na zjednodusenou deformac¢ni metodu, ktera zanedbava zmény
délky strednice zptisobené normalovymi silami, tj. povazuje normalovou tuhost prirezu za nekonec¢nou. Prechod
k obecné deformac¢ni metodé by byl zcela pfimocary.

Jak je znamo z pfedmeétu Stavebni mechanika, pri feseni staticky neurcitého nosniku deformac¢ni metodou jsou
zékladnimi nezndmymi pootoceni sty¢énikt a zakladnimi rovnicemi momentové podminky rovnovahy stycniki.
Momentovou podminku rovnovahy obecného stycniku a lze formalné zapsat jako

> Moy, = M, (1.190)
b

kde M, je predepsany vnéjsi moment ptisobici na styénik a (¢asto byva nulovy), My, je koncovy moment na
konci prutu ab priléhajicim ke sty¢niku a a soucet na levé strané se provadi pfes vSechny stycniky b spojené
s danym sty¢nikem a nékterym prutem. Podminky rovnovéhy (1.190) je vSak tieba vyjadiit pomoci zékladnich
nezndmych, tj. styénikovych pootoceni ¢1, @2, atd. K tomu slouzi vztahy mezi koncovymi momenty a pootocenimi
koncovych sty¢niki, které maji obecny tvar

El

My, = MO+ Lb 2 (200 + ©1) (1.191)
El,

My, = M+ T 2 (pa + 2¢3) (1.192)

ab

Pritom Mé,{ ) a Mé({ ) jsou koncové momenty od daného prutového zatizeni (uréené jako reakce na oboustranné
vetknutém nosniku vyvolané danym zatizenim), kq, = 2FE I,/ Lap je ohybova tuhost prutu ab a ¢, a ¢, jsou
pootoceni levého a pravého konce prutu (shodné s pootocenimi ptislusnych stycnikt, ke kterym je prut tuhym
zpusobem pfipojen). Napiiklad pro prut zatiZeny rovnomeérnym silovym zatiZenim se moment M (f ) vyjadii
podle vzorce (1.186). Pro jednoduchost prozatim uvazujeme pouze silové zatiZeni a do vypoétu nezahrnujerne
vliv teplotnich zmén ani predepsanych premisténi podpor.

Vzorce (1.191)—(1.192) plati pro prut p¥ipojeny na obou koncich ke styéniku tuhym zptisobem. V piipadé
tuhého pripojeni levého konce a kloubového ptripojeni pravého konce mluvime o pfipojeni typu ,,vetknuti-kloub*,
zkracené VK. Na zdkladé podminky nulového momentu v kloubu (M, = 0) pak miZzeme nezndmou ¢, vyjadrit
v zavislosti na danych veli¢inach a na neznamém pootoceni ¢, jako

o — 7%% N %‘};Méf) (1.193)
a po dosazeni do (1.191) ziskdme modifikovanou rovnici, kterou pfepiseme do tvaru
Ma = 81— 3080+ 2% (29, = S0 ) = PV 4 2, (1194
Pritom
PVE = g - g (1.195)

2
je momentova reakce od daného silového zatizeni na nosniku vlevo vetknutém a vpravo prosté podepreném.
Napiiklad pro rovnomérné zatizen o intenzité f je M) = f12/12a M) = — f12/12, takze MDVE = fr2/8.
Podobné pro prut pripojeny vlevo kloubové a vpravo tuhym zplusobem, tedy pro pfipojeni typu ,,kloub—vetknutl
(KV), dostaneme

1 Lab =)
. = ——p— M 1.196
. 3EI,
My, = MéZ)KV L—bb% (1.197)
_ _ 1
DR = gD 2D (1.198)

ba ba 9
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Po dosazeni koncovych momentt vyjadienych podle rovnic (1.191)—(1.192), ptipadné (1.194) nebo (1.197), do
podminek rovnovahy (1.190) ziskdme soustavu linedrnich rovnic pro nezndma sty¢nikova pootoceni. Znamé ¢leny
zavislé na prutovém zatizeni pritom pfevedeme na pravou stranu. Vyslednou soustavu rovnic lze v maticovém
tvaru zapsat jako

Ku=f (1.199)

kde K je matice tuhosti konstrukce, u je vektor” neznamych styénikovych pootoceni a f je vektor silového
zatizeni.

f=8kNm!
RN
(a) & TTTTTTEEEEEEE prEEmEmmmmmmmmmm—— A

@ ®

@ L12 =5m | L23 =6m |
31 kNm
(b)
M, 90 kNm -
22,17 kNmy—

Obrazek 1.15: (a) Spojity nosnik o dvou polich, (b) pribéh ohybovych momentt pro pruzny material.

Priklad 1.14: Spojity nosnik o dvou polich, pruzny material

Pro ilustraci predvedeme Teseni spojitého nosniku o dvou polich, zatizeného po celé délce rovnomérnym zatizenim
o intenzité f podle obr. 1.15a, za predpokladu linedrné pruzného chovani materidlu s ohybovou tuhosti ET
konstantni po celé délce nosniku. P1i vypoc¢tu deformacéni metodou bychom mohli zavést tfi zakladni neznamé,
©1, P2 a 3, a oba pruty uvazovat jako pripojené zptsobem ,vetknuti-vetknuti“. Jednodussi vsak je uvazovat
prut 1-2 jako kloubové pripojeny ke sty¢niku 1 a prut 2-3 jako kloubové pfipojeny ke stycniku 3, protoze pak
stacl zavést jedinou zdkladni neznamou 5. Odpovidajici rovnici bude momentova podminka rovnovahy sty¢éniku
2 ve tvaru

My + M2z =0 (1.200)
do které dosadime podle (1.197) a (1.194)
. 3EI fL3,  3EI
My = MPEV 220, = S 3BT (1.201)
Lio 8 Lo

M. = M. 1.202
23 23 + L23 2 8 L23 ©2 ( )

Po dosazeni do (1.200) a pfevedeni znamgch ¢lent na pravou stranu ziskdme zakladni rovnici deformaéni metody

3EI 3EI f (L3, — L)

—+ — | g = —————— =~ 1.203
( Lis  Log ) 8 ( )
V tomto jednoduchém pripadé ma matice tuhosti jediny prvek, stejné jako vektor zatizeni. Pootoceni styc¢niku
2 se vypocte jako

f(L%z — L3;) Li3Lo3 _ f
8 3BEI(Li+ Lo 24EI

Zpétnym dosazenim do (1.201)—(1.202) pak ziskdme koncové momenty

w2 = (L12 — La2s) L12Los (1.204)

fL2, 3EI f
M21 — —f 12 —+ —p2 = *i (L?Q + L§3 - L12L23) (1205)
8 Lo 8
fL2. 3EI f
My — JL3s S e = ! (L3, + L2; — Li2La3) (1.206)
8 Los 8

Jejich absolutni hodnota odpovidd momentu nad prostfedni podporou, pficemz u koncového momentu Ms; se
shoduje i znaménko s ohybovym momentem chapanym jako vnitini sila. Zaporné znaménko ukazuje, ze jsou
tazena horni vldkna. Vysledny priibéh ohybovych momentt je pro konkrétni hodnoty f =8kNm™!, Lip=5m
a L3 = 6 m vykreslen na obr. 1.15b.

O

7V daném kontextu pod pojmem ,vektor“ rozumime sloupcovou matici.
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Pro viskoelasticky material ztistava volba zakladnich neznamych a zakladnich rovnic beze zmény, ale vztahy
mezi koncovymi momenty a sty¢nikovymi pootocenimi je tfeba nélezitym zptisobem zobecnit. V duchu obecného
pravidla formulovaného na zac¢atku tohoto ¢lanku pfepiseme (1.191)—(1.192) pro viskoelasticky material jako

M) = MO+ R | T 200) + (1) (1.207)
Minlt) = L0+ R T a0+ 26000)| (1.208)
Tyto vzorce se tykaly pfipojeni typu VV, zatimco pro pripojeni typu VK plati
Mal) = MEVE0 4R T2 00) (1.200)
Mpo(t) = 0 ) (1.210)
a pro pripojeni typu KV plati
Map(t) = 0 (1.211)
My(t) = MI*V()+R PLI": @b(t)} (1.212)

Pfitom koncové momenty od silového zatizeni M ébf), Mé({ ), atd. se pocitaji zcela stejnym zptisobem jako pro
pruzny material, protoze prislusné vzorce (napf. prvni vztah v (1.186)) neobsahuji modul pruznosti. Vyznadcili
jsme pouze, ze pro ¢asové proménné zatizeni jsou tyto momenty také funkci casu.

Po dosazeni do podminek rovnovahy a prevedeni znamych ¢lenti na pravou stranu dostaneme zakladni rovnice
deformac¢ni metody ve tvaru

R [Ku(t)} = £(t) (1.213)

kde K je matice tuhosti sestavena za predpokladu jednotkové hodnoty modulu pruznosti. Toto jednoduché
zobecnéni rovnic (1.199) ale plati pouze v piipadé, Ze relaxaéni operator R je tentyz pro vSechny pruty dané
konstrukce, jinymi slovy pro homogenni konstrukci (vyrobenou z materidlu, ktery ma ve vSech bodech stejné
vlastnosti). Pokud jsou jednotlivé pruty homogenni, ale navzdjem rozdilné (napf. jsou z betonu riizného staii),
je tfeba ve vzorcich (1.207)—(1.212) pro rtzné pruty uvazovat rizné operatory Rq, a vysledny tvar zékladnich
operatoru poddajnosti a vynasobeni zleva inverzni matici ke K lze vektor sty¢nikovych premisténi lze vyjadrit
jako

u(t) =K 'J [f(t)] =K 'EJ [£(t)] (1.214)

Pii posledni tGpravé jsme vyuzili skuteénost, 7e K = K/F, takze K~! = EK~!. Pfi v§poétu styénikovych
pootoceni tedy staci dané silové zatizeni ztransformovat pomoci operatoru poddajnosti vynasobeného pevné
zvolenym modulem pruznosti (napf. konvenénim modulem na poéatku zatézovani) a z takto ztransformovaného
¢asového prubéhu zatizeni pak sty¢nikova pootoceni vypocitat obvyklym postupem pro pruzny material. Po
zpétném dosazeni do (1.207)—(1.212) relaxacéni operdtor R slozeny s operatorem poddajnosti J da identitu
a vysledné koncové momenty v libovolném ¢ase budou zaviset pouze na okamzité hodnoté zatizeni v tomto
case. Totéz pak plati i pro vnitini sily, napf. ohybové momenty, které lze jednoznac¢né vypocitat z koncovych
momentd a prutového zatizeni. Specialné pokud silové zatizeni zacne nahle ptisobit v Case ¢y a nadéle zistane
konstantni, budou v ¢ase neménné i vnitini sily, zatimco styénikova pootoceni (a také prithyby) budou nartstat
v disledku dotvarovani timérné funkci poddajnosti J(¢,tp). Pro libovolnou slozku pfemisténi § (posun nebo
pootoceni libovolné zvoleného priifezu) bude tedy opét platit vztah (1.159), ktery jsme pivodné odvodili pro
staticky urcité homogenni konstrukce.

Priklad 1.15: Spojity nosnik o dvou polich, viskoelasticky material

Ukazeme, jak ziskané poznatky aplikovat pfi feSeni spojitého nosniku z prikladu 1.14, tentokrat ovSem za pred-
pokladu viskoelastického chovani materidlu. Pro pruzny nosnik méla zakladni rovnice deformac¢ni metody tvar
(1.203), pficemz vyraz v zavorkach na levé strané predstavoval jediny prvek matice pruzné tuhosti K. V pfipadé
linearné viskoelastického materidlu nasobeni modulem pruznosti nahradime aplikaci relaxa¢niho operatoru a

(1.203) prepiseme jako

31 3l f (L3, — L3

R [(— + —) gﬁz(t):| = MH@ — to) (1.215)
L1z Log 8

kde tg oznacuje stari betonu, ve kterém zacalo ptisobit spojité zatizeni o intenzité f . Rovnice (1.215) je konkrétni
podobou obecné rovnice (1.213), pficemz vyraz na levé strané v kulatych zavorkach predstavuje jediny prvek
matice K. Obecné feseni (1.214) pak v naSem piipadé nabyvé konkrétni podoby

f (L3, - L3,)
8

3] 3l i
H(t — to)] - L(Lu — Log)L1aLazJ(t, to) = B2 J(t o)  (1.216)

-1
Mﬂ(@*g)j =247
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kde

P2 = %(Lm — Lo3)L12Los (1.217)
odpovidd pruznému feSeni za predpokladu jednotkového modulu pruznosti, jak snadno ovéfime porovnanim
s (1.204). Stejné jako pootoceni @o, i kazdé jiné pootoceni nebo prihyb budou nartstat v ¢ase imérné tomu, jak
nartsta funkce poddajnosti J. Ohybové momenty se v ¢ase ménit nebudou a jejich rozlozeni po délce nosniku
bude presné odpovidat pruznému feseni.

O

Zduraznéme ovsem jesté jednou, Ze tvrzeni uvedend na konci predchoziho prikladu plati pouze pro homogenni
konstrukce. Na staticky neurcité konstrukci slozené z betonovych ¢asti o rtizném stari dochéazi i pii konstantnim
zatizeni k prerozdélovani vnitfnich sil v disledku nestejného dotvarovani jednotlivych c¢asti. Podobné takové
prerozdélovani probihé i v piipadé, ze na zatizené konstrukci dojde ke zméné statického schématu, napt. k pridani
nékterych vazeb.

V mostnim stavitelstvi se nékdy spojité nosniky sestavuji z prefabrikovanych dild, které se na podpory nejprve
osadi jako série prostych nosnikt a teprve nasledné se sousedni dily spoji tak, aby styky prenasely ohybové
momenty. Pokud by se material choval jako linedrné pruzny, byla by statickd analyza jednoduché. Pro zatizeni
pusobici v okamziku zmonolitnéni by se vnitini sily vypocetly na jednotlivych prostych nosnicich a pro prirtstky
zatizeni od tohoto okamziku na spojitém nosniku; vysledné vnitini sily by se pak ziskaly sectenim obou prispévki.
Ve specidlnim ptipadé, kdy se zatizeni od okamziku zmonolitnéni neméni, ztstavaji momenty nad podporami
pokracuje dotvarovani od zatizeni, které zacalo ptisobit pred touto zménou, ale dotvarovani jiz neprobiha volné,
protoze styky zabranuji vzajemnému otaceni spojenych prifezi.

f f
IEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEN
Zf T 4 A
(a) é v . @@ . ®
12 Lo 23 |

gf @ ®
) Lo

Obrézek 1.16: Konstrukce se zménou statického schématu, ptisobici (a) od ¢asu ¢; do ¢asu to jako dva prosté
nosniky, (b) od ¢asu t2 jako spojity nosnik. Vyneseny jsou téz pribéhy ohybovych momenti odpovidajici jed-
notlivym schématim.

Priklad 1.16: Spojity nosnik vznikly spojenim dvou prostych nosniku

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dva betonové nosniky stejného stari a stejného prifezu, zatizené od casu
t1 rovnomeérnym spojitym zatizenim o intenzité f (obr. 1.16a). V ¢ase to > t1 je provedeno zmonolitnéni a vznika
spojity nosnik o dvou polich (obr. 1.16b). Ukolem je popsat vyvoj ohybovych momentii v Ease.

Nejprve obvyklym zptisobem ocislujeme podpory 1, 2 a 3 a zkoumané nosniky oznacime jako pruty 1-2 a 2-3.
Koncové momenty Mis a Ms; jsou v libovolném c¢ase nulové, zatimco koncové momenty Moy a Mg jsou nulové
jen do okamziku to. Zaroven se az do tohoto okamziku mohou koncové prutrezy jednotlivych pruti otacet volné
a nezavisle na sobé, takze nad podporou 2 musime rozliSovat mezi pootocenim ¢9; koncového prutrezu prutu 1-2
a pootocenim o3 koncového prifezu prutu 2-3. V case ty dojde ke zmonolitnéni styku a od tohoto okamziku
museji byt prirustky téchto pootoceni stejné. Pfitom piislusné koncové momenty mohou nabjvat nenulovych
hodnot, ale museji spliiovat podminku rovnovahy Ms; + Maz = 0.

Abychom ziskali popis platny v libovolném ¢ase, budeme uvazovat pro prut 1-2 pfipojeni typu KV a pro prut
2-3 ptipojeni typu VK, ovSem s tim, ze na prutu 1-2 za ¢, dosazujeme @21 a na prutu 2-3 za ¢, dosazujeme
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23. Vztahy mezi koncovymi momenty a pootocenimi koncovych prifezi tedy zapiSeme podle (1.212) a (1.209)
jako

Moy (t) = —fLS%QH(t —t)+R |:§—1I2(p21(t):| (1.218)
Mgg(t) = f%gsH(t — tl) +R |:L3—213(pg3(t):| (1.219)

Pro Casy t mezi t1 a to je ale May(t) = 0 a Mas(t) = 0, takze vztahy (1.218)—(1.219) mtZeme vyuzit k vypoctu
pootoceni

Ly | fL%, fL3, -
_ H(t — — = 1.22
p21(t) a7 | g HE—t) 5qg O (G1) = ¢ d(t 1) (1.220)
Log fL%3 _ fL%S -5
wzg(t) 37 j 3 H(t tl) == oA J(t,tl) == gﬁzgj(t,tl) (1221)
kde R .
. fLY, . fL3g
Y21 = 247 ’ P23 = o4l (1-222)

jsou pootoceni na koncich prostych nosnika vypoctena pro pruzny material s jednotkovym modulem pruznosti.
Po zmonolitnéni uz nejsou momenty Ms; a Mas nulové, museji pouze spliiovat podminku rovnovahy

Moy (t) + Maz(t) =0 (1.223)

Dosazenim podle (1.218)—(1.219) ziskdme po tipravé rovnici

F(r2 2
R [3—19021(15)} LR {3—%23(1:)} _ S h) (1.224)
Lo Lo 8
Vsimnéte si, ze pokud bychom poloZili pa; = @23 = 3, dostali bychom rovnici (1.215) popisujici spojity nosnik.
V nasem ptipadeé se ale hodnoty 21 a @3 v Case ts 1isi, jen jejich prirtistky od tohoto casu jsou stejné. Zavedeme
proto jedinou nezndmou Ay, predstavujici spoleény prirtstek a pro ¢ > ¢y popiSeme pootoceni nové spojenych
koncovych priifezti funkcemi jako

ea1(t) = par(ta) + Apa(t) = @1 (ta, t1) + Apa(t) (1.225)
@23(t) = p23(t2) + Apa(t) = PasJ(ta, t1) + Aga(t) (1.226)

Pritom jsme vyuzili skutecnosti, ze v Case t mizeme hodnoty @1 (t2) a @a3(t2) uréit podle (1.220)—(1.221).

Dfive nez dosadime do podminky rovnovahy (1.224), je tfeba si uvédomit, ze se v této podmince na funkce
21(t) a pa3(t) aplikuje relaxacni operdtor a vysledek zavisi na celém ¢asovém pribéhu va1(t) a a3(t) od éasu
t1, zatimco vztahy (1.225)—(1.226) plati pouze od ¢asu to. Priibéh mezi ¢asy t; a ts je jiz zndmy a podle (1.220)—
(1.221) je popséan funkcemi a1 (t) = @21 (t,11) a wa3(t) = P23 J(t, t1). Abychom ziskali univerzalné platny popis
napf. pro o1, vynasobime funkéni predpis (1.220) platny v intervalu [t1, t2) funkei 1 — H (t —t2) a funkéni pfedpis
(1.225) platny v intervalu [ta, 00) funkel H (¢t —t2) a vysledky secteme. Funkce 1 — H(t — t2) mé totiz pro ¢t < o
hodnotu 1 a pro ¢t > ¢2 hodnotu 0, zatimco u funkce H(t —t2) je tomu naopak. Univerzalné platné vyjadieni ma
tedy tvar®

P21(t) = ParJ (¢, t1) [ = H(t — t2)] + [Pa1J (t2, t1) + D2 ()] H(t — t2) = Ga1[J (¢, t1) — Ja(t, t2,t1)] + Apa(t)
(1.227)
kde jsme zavedli novou funkci

Ja(t,to, tr) = [J(t,t1) — J(ta, t1)] H(t — to) (1.228)

ktera bude hrat v dalsich tvahach vyznamnou roli a pomize zjednodusit zapis. Zcela analogicky se odvodi
vyjadfeni pro pootoceni o3 ve tvaru

23(t) = Gas[J(t, t1) — Ja(t,t2,t1)] + Apa(t) (1.229)

Po dosazeni (1.227) a (1.229) do (1.224), pfevedeni zndmych ¢leni na pravou stranu a drobné tipravé dosta-
neme

31 31 F (L2, — L2 31 _ 31
R [(— + —> Acpg(t)] = 7“ is = L) H(t—t) — <—<p21 + —9023) R[J(t, t1) — Ja(t, t2,t1)] (1.230)
Liz  Las 8 L2 Los

8Vsimnéte si, ze pii posledni tipravé v (1.227) vypoustime nasobeni A (t) faktorem H(t—t2) jako zbyteéné, protoze nas zajimaji
pouze hodnoty Az (t) pro t > to, zatimco pro t < ta tuto funkei definujeme jako nulovou.
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Prava strana této rovnice vypada velmi komplikované, ale ve skutecnosti ji lze vyrazné zjednodusit. Staci si
vzpomenout, ze veliéiny P91 a Pz byly definovény vzorci (1.222), takze

8L 8L _ 3l fL3, 31 L3,  f(L3,—L3,)
Lo 2 T TP T Ty 241 Lo 241 8

(1.231)
To znamend, %e na pravé strané (1.230) ma vyraz v kulatych zdvorkach pied R stejnou hodnotu jako zlomek
nésobici H(t — t1). Déle si uvédomime, ze
RI[J(t,t1) — Ja(t,ta,t1)] = R[J(t, t1)] — R[Ja(t,to,t1)] = H(t — t1) — R [Ja(t, ta, t1)] (1.232)
S vyuzitim téchto pomocnych tvah nakonec (1.230) zjednodusime na
31 31 (L3, — L}
K K— + —> Aso2<t>] R I g sty ) (1.233)
Lis  Los 8

Je pozoruhodné, Ze tato rovnice mé stejnou strukturu jako rovnice (1.215) popisujici viskoelasticky spojity nosnik,
jen je Heavisidova funkce na pravé strané nahrazena funkci R [Ja(t, t2,t1)], k jejimuz ndzornému vyznamu se
jesté dostaneme. Zatim vsak pokracujeme v feseni ptrikladu. Pripomenme si, Ze hledanou neznamou je funkce
Aps(t). Pokud na obé strany rovnice (1.233) aplikujeme operator 7, vydélime vyrazem v kulatych zévorkach a
vyuzijeme vztahu (1.217), dostaneme

f (L%, — L3;)
31 31
8 —++—
(le Lo3 )
Asi neptekvapi, ze FeSeni mé opét podobny tvar jako pro viskoelasticky spojity nosnik, viz (1.216), jen je funkce
poddajnosti J nahrazena funkci Ja. Po dosazeni do (1.227) a (1.218) nakonec dospéjeme k

Apo(t) R[Ja(t t2,t1)] = % (L12 — Laog) LiaLag JA(t, t2, t1) = @2 Ja(t, ta, t1)

pa1(t) = @arJ(t,t1) + (P2 — Pa1)Ja(t, ta, 1) (1.234)
3I(By — & f
Moy (t) = MR[JA(LQ,Q)] - g (L1aLog — L2y — L23) R[JA(t, 12, 11)] (1.235)
12

Tim je popsan vyvoj momentu prenaseného prurezem nad stfedni podporou.
O

Postup pri feSeni pravé skonceného prikladu vypada slozité, ale koneény vysledek je pozoruhodné jednoduchy.
To vynikne zejména, pokud si uvédomime, ze koeficient nésobici funkci R[Ja (¢, t2,t1)] na pravé strané (1.235)
presné odpovida koncovému momentu M1 vypoctenému na spojitém nosniku za pfedpokladu pruzného chovani
materidlu v piikladu 1.14, viz vzorec (1.205). Bezrozmérna funkce R[Ja (¢, t2,t1)] tedy popisuje, jaka ¢ast tohoto
momentu bude prendsena v Case t na konstrukcei, kterd nejprve od c¢asu t; fungovala jako dva prosté nosniky a
teprve v Case to doslo ke zméné statického schématu na spojity nosnik. Jelikoz tato funkce popisuje prerozdélovani
vnitrnich sil v disledku zmény statického schématu, budeme ji fikat prerozdélovaci funkce a zavedeme pro ni
zv14stni oznaceni Ha. Vzhledem k tomu, ze funkce Ja definovand v (1.228) je jako funkce ¢asu ¢ spojitd, muzeme
relaxa¢ni operator aplikovat podle jednodussiho vzorce (1.90) a psat

t t
Ha(t ta,t) = R[JA(t,tQ,tl)]:/ R(t,t’)JA(t’,tz,tl)dt’:/ R(t, t)J(t' 1) H(t — to)dt’ =
t1 t1
t
= R(t,t")J (¢, t;) dt’ (1.236)
to

Pfi interpretaci je dulezité si uvédomit, jaky je vlastné nazorny vyznam funkce Ja. Ta je podle své definice
(1.228) zavisl4 na tfech proménnych ¢, to a t1, pticemz se predpoklada to > t1. Pro ¢t < to je Ja(t,t2,t1) =0 a
pro t > to je Ja(t,t2,t1) rozdilem mezi J(t,t1) a J(t2,t1). To je graficky znézornéno na obr. 1.17a. Pro pevné
zvolené t; a to tedy Ja jako funkce t vyjadiuje, o kolik se od ¢asu ¢, do ¢asu t zvysila hodnota funkce poddajnosti
odpovidajici poc¢atku dotvarovani v case t1.

JelikoZ pro t <t je funkce Ja(t, t2,t1) nulové, bude pro takové hodnoty ¢ nulové i jeji transformace pomoci
relaxacniho operétoru, tedy funkce Ha(t,t2,t1). Pro ¢asy t > t2 hodnota funkce Ha (t,t2,t1) spojité nartistd a
jeji ndzorny vyznam je patrny z obr. 1.17b. Jestlize v Case t; zatizime material napétim &, které ponechame az do
Casu to konstantni, dochazi k dotvarovani a vyvoj deformace je popsan funkci 6J(¢,t1). V Case ty zamezime dalsi
zméné deformace, takze deformace zustavéa od tohoto ¢asu na konstantni hodnoté &J(te, t1) a napéti v disledku
relaxace plynule klesd z pivodni hodnoty &, pficemz jeho ubytek je popsan funkci 6 Ha (¢, to, t1).

Zobecnénim provedenych tvah se dostavame k pravidlim pro vyvoj ruznych veli¢in v pripad€é, Ze na ho-
mogenni konstrukci od ¢asu ¢; pisobi konstantni zatizeni a v Case ta dojde ke zméné statického schématu.
Nejprve se zaméiime na veli¢iny, které maji charakter pfemisténi (tedy posunt nebo pootoceni). Uz vime, ze
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< GJa(ts, ta,t1) . 7 GHA(t3,t2,t1)

G5J(t, t1)

GJ(t1,t1)

0 t1 to t3 t 0 i to t3 t

(a) (b)

Obrazek 1.17: Nazorny vyznam (a) funkce Ja (¢, t2,t1), (b) funkce Ha(t,t2,11).

pokud nedochézi ke zméné statického schématu, lze vyvoj libovolné slozky premisténi § v Case popsat funkci
8(t) = 0 J(t,t1), kde & je hodnota této slozky premisténi vypoctena pro dané zatizeni za predpokladu pruzného
chovani konstrukce s jednotkovym modulem pruznosti. V obecnéjsim pripadé oznacime jesté AS rozdil mezi pre-
misténim vypocétenym na konstrukci po zméné statického schématu a pred touto zménou, opét za predpokladu
linedrné pruzného chovani s jednotkovym modulem pruznosti. Casovy priibéh skuteéného piemisténi § je pak
popsan funkci

6(t) =0 J(t,t1) + A Ja(t, ta, t1) (1.237)

Thned vidime, Ze vyvoj pootoceni o v piikladu 1.16 dany vzorcem (1.234) tomuto obecnému pravidlu skuteéné
odpovida, protoze po; predstavuje hodnotu a1 vypoctenou na prostém nosniku, tedy pied zménou statického
schématu, a ¢y predstavuje hodnotu p2; vypocétenou na spojitém nosniku, tedy po zméné statického schématu,
v obou pfipadech za pfedpokladu linearné pruzného chovani s jednotkovym modulem pruznosti. Stejnym obec-
nym pravidlem se ¥idi vyvoj vSech veli¢in geometrického charakteru, tedy nejen premisténi, ale i deformaci, napf-.
kiivosti.

Ponékud jinym vzorcem je tfeba popsat vyvoj veli¢in, které maji charakter vnitinich sil nebo reakeci. Hodnoty
takovych veli¢in na pruzné homogenni konstrukci nezaviseji na konkrétni hodnoté modulu pruznosti. P¥i popisu
Casového vyvoje jisté statické veli¢iny S (coz mize byt napi. ohybovy moment ve zvoleném prifezu, nebo
i posouvajici sila ¢i nékterd reakce) budeme pracovat jednak s jeji hodnotou S vypoétenou za predpokladu
pruzného chovéani na konstrukci pred zménou statického schématu, jednak se zménou AS, které predstavuje
rozdil mezi hodnotami této veli¢iny vypoctenymi po zméné statického schématu a ptred ni. V pfipadé homogenni
viskoelastické konstrukce zatizené od ¢asu t; se zménou statického schématu v Case to je Casovy vyvoj veli¢iny
S popsan funkcei

S(t) = SH(t —t1) + AS Ha(t, t2, 1) (1.238)

V piipadé momentu M, v pifkladu 1.16 byla hodnota M, pred zménou statického schématu nulové, protoze §lo
o moment v krajnim priufezu prostého nosniku. Pfirtastek AMsy; pak odpovidal momentu v prifezu nad stfedni
podporou na spojitém nosniku. Je tedy vidét, ze podle obecného vzorce (1.238) bychom skutecné dospéli ke
stejnému vysledku jako v piikladu 1.16, tedy ke vzorci (1.235).

1.2.4 Silova metoda

Pro zajimavost jesté ukadzeme, jak by se postupovalo pii feseni staticky neurcité prutové konstrukce z viskoelas-
tického materialu silovou metodou. Zakladni myslenku nejlépe vylozime pomoci jednoduchého prikladu.

Priklad 1.17: Staticky neurcity nosnik, silova metoda

Nosnik vlevo vetknuty a vpravo prosté podeptreny je od ¢asu ty zatizen rovnomérnym spojitym zatizenim o inten-
zité f (obr. 1.18a). Nejprve predvedeme Feseni za predpokladu linedrné pruzného chovani materidlu. Pfi feSeni
silovou metodou zvolime jako zakladni soustavu prosty nosnik a zavedeme staticky neurcitou veli¢inu X7, ktera
odpovidd momentové reakci v levé podpote ptivodniho nosniku (obr. 1.18b). Od daného zatiZeni vzniknou na
zékladni soustavé (prostém nosniku) ohybové momenty popsané funkei (obr. 1.18c¢)

Mi(z) = Lfa(L — ) (1.239)
a od jednotkové staticky neurcité veli¢iny (tj. od X7 = 1) vzniknou momenty (obr. 1.18d)
My(z) =~ —1 (1.240)
L
Vysledné momenty na ptivodnim staticky neurcitém nosniku jsou tedy

M (z) = Mi(x) + X1 M (z) (1.241)
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Obrazek 1.18: (a) Staticky neurcity nosnik, (b) zakladni soustava (prosty nosnik) s vyznacenim staticky neurcité
veli¢iny, (¢) ohybové momenty na zékladni soustavé od predepsaného zatiZeni, (d) ohybové momenty na zékladni
soustavé od jednotkové staticky neurcité veli¢iny.

a odpovidajici kfivosti se vyjadii jako
M(z)  M(x) M (z)
= = X1 ——= 1.242
@) = "gp EI YET (1242)

Staticky neurcitou veli¢inu X; vypocitame z pretvarné podminky

/L M (2)k(z)dz = 0 (1.243)
0

kterd vyjadifuje skutecnost, ze pootoceni levého koncového prifezu je nulové. Po dosazeni z (1.242) do (1.243)
dospé&jeme k linearni rovnici

01 + 611 X1 =0 (1.244)
kde
. _ .
M, () My (x) fL?
1) = de = — 1.24
1 /0 El YV (1.245)
bR () L
S1 = i) g = 1.246
1 /0 EI ' 3EI (1.246)
Odtud snadno spocitame R
o fL?
X;=-—2 =L 1.247
1 o1 S ( )
a po dosazeni zpét do (1.241) ziskdme vysledny pribéh momentt
. . 1, fL? f
M(x) = Mi(x) + X1 My(2) = 3 fa(L — ) + f? (% - 1) g [5La — 422 — L] (1.248)

Pokud je ovSem materidl linedrné viskoelasticky, musime upravit postup pii vypoctu kiivosti z momentii
a misto jednoduchého vztahu k(z) = M (x)/EI pouzit integralni vzorec (1.140), ktery lze pomoci operatoru
poddajnosti J symbolicky zapsat jako

1
Kz, t) = Fj[M(x,t)] (1.249)
Po dosazeni do pfetvarné podminky fOL M (z)r(x,t) dz = 0 dostaneme

JRGEALP
0 I

=0 (1.250)

Diky tomu, ze moment M; od jednotkové staticky neurcité veli¢iny neni funkci ¢asu, miiZzeme tuto podminku
s vyuzitim vlastnosti operatoru poddajnosti prepsat jako

g| [ et o] o (1251)
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coz se po aplikaci relaxacniho operatoru R inverzniho k 7 a vydéleni modulem pruznosti zjednodusi na

E My (2)M (1) B
/0 4= (1.252)

To je ovSem velmi podobnd podminka jako pro pruzny materidl, jen je skute¢ny moment M (z) obecné funkci
¢asu a misto (1.241) ho vyjadiime jako

M (x,t) = Mg(z,t) + X1(t) M () (1.253)

Uvazili jsme zde, Ze staticky neurcitd veli¢ina X; se mize ménit v ¢ase. Po dosazeni (1.253) do (1.252) dostaneme
zakladni rovnici silové metody ve tvaru

61f(t) + 511X1(t) =0 (1.254)
kde P _
(Slf(t) = / W dx (1.255)
0

a 11 je déno stejnym vzorcem (1.246) jako pii analyze podle pruznosti. Vidime tedy, ze hodnota staticky
neurcité veli¢iny X se v libovolném case t vypocte jako X1 (t) = —d1¢(t)/d11 a zévisi pouze na zatiZeni v tomto
case. Specialné pokud na nosnik pisobi konstantni zatizeni od Casu tg, je i staticky neurcitd veli¢ina v case
neménna a stejné tak i veskeré vnitini sily. Tim jsme potvrdili jedno z obecnych pravidel odvozenych pii vykladu
deformaéni metody. Napiiklad v konkrétnim piipadé nosniku na obr. 1.18a je dy¢(t) = —(fL?/24E1) - H(t — to)
a X1(t) = (fL*/8) - H(t — to).

O

1.3 Konstitutivni vztahy pro viceosou napjatost

Pfi feseni plosnych a prostorovych konstrukci samoziejmé nevystacime s modely pro jednoosou napjatost a je
tfeba provést jejich vhodné zobecnéni. Pfipomenme, Ze pro izotropni linedrné pruzny material je vztah mezi
napétim a deformaci popsan zobecnénym Hookeovym zdkonem, ktery je podrobné diskutovan v dodatku B.
Pruzné vlastnosti materialu jsou dany Youngovym modulem pruznosti £ a Poissonovym soucinitelem v, pfipadné
jinou dvojici nezavislych parametri, napf. objemovym modulem pruznosti K a modulem pruznosti ve smyku
G. V pripadé izotropniho materidlu lze od sebe oddélit zmény objemové a tvarové, pricemz objemové zmeény
jsou charakterizovany stfednim napétim a objemovou deformaci, zatimco tvarové zmény jsou charakterizovany
deviatorickymi slozkami napéti a deformace. Podrobnosti lze opét nalézt v dodatku B.

Jaky je presny charakter casové zavislych viskéznich deformaci za obecné napjatosti je stile predmétem
zkouméani. Nékteré studie naznacuji, ze viskézni pretvareni je prevazné deviatorické a k objemovym zménam
prilis nepfispiva, ale je zde také rozdil mezi tzv. kratkodobym a dlouhodobym dotvarovanim a zatim nebyl
prijat vSeobecné uznavany jednotny model. V zasadé by bylo mozno nahradit smykovy a objemovy modul
pruznosti dvéma riznymi relaxa¢nimi operatory, pripadné jejich prevracené hodnoty dvéma rdznymi operatory
poddajnosti. V praktickych vypoctech se ale pro jednoduchost predpokladé, ze ptfi dotvarovaci zkousce za viceosé
napjatosti zustava pomeér jednotlivych slozek deformace beze zmény. V zobecnéném Hookeové zdkonu nebo
jeho inverzni formé tedy povazujeme Poissontv soucinitel za konstantu, Youngtv modul pruznosti nahradime
relaxa¢nim operdtorem a jeho prevracenou hodnotu operatorem poddajnosti. Napiiklad klasickd rovnice (B.5)
pro vypocet deformace €, v pruzném materidlu za viceosé napjatosti se pro viskoelasticky materidl prepise jako

g2(t) = T [o2(t) —voy(t) —vo:(t)] = T [o2(t)] — vT [oy(t)] — vT [0-(t)] (1.256)
a rovnice (B.8) pro vypodet smykové deformace se piepise jako
Yoy (t) = 2(1 + )T [Ty (1)] (1.257)
V maticové podobé pak misto (B.12) miizeme psat
e(t) = Ce J [o(t)] (1.258)

kde C, je matice pruzné poddajnosti vyhodnocen4 pro jednotkovy modul pruznosti, je to tedy matice bezroz-
mérnych koeficientti zavislych pouze na Poissonové souciniteli. Konkrétné jde o matici nasledujici za zlomkem
1/E v rovnici (B.11). Inverzi (1.258) pak dostaneme

o(t) = D, R [e(t)] (1.259)

kde D, = Cg ! je matice pruzné tuhosti (B.14) vyhodnocen4 pro jednotkovy modul pruznosti.



Kapitola 2

Plasticita

2.1 Konstitutivni vztahy pro jednoosou napjatost

2.1.1 Fyzikalni motivace

Teorie plasticity se zabyva popisem pfetvarnych procesu, pii kterych dochazi ke vzniku trvalych deformaci. Ty-
pickym ptikladem je pokluz podél krystalografickych rovin v idealnich krystalech. Jak znamo, v krystalickych
latkach (mezi néz patii za obvyklych podminek napiiklad kovy) jsou atomy uspofadany do pravidelné miizky,
jejiz zékladni bunka se v prostoru periodicky opakuje. V krystalické mfizce lze identifikovat roviny, ve kterych
lezi velké mnozstvi pravidelné usporadanych atomi, a v ramci téchto rovin pak najdeme koneény pocet krysta-
lografickych smérta. Pokud se vSechny atomy po jedné strané jisté krystalografické roviny posunou rovnobézné
s touto rovinou v nékterém z krystalografickych sméri o vzdalenost odpovidajici rozestupu mezi atomy v pii-
slusném sméru, je vysledkem opét pravidelné usporadani, které je lokdlné k nerozeznani od pivodniho. To je
zjednodusenym zpisobem predvedeno na obr. 2.1, ktery ukazuje pouze dvourozmérnou miizku.

—e

(a) (b) () (d)

Obrézek 2.1: Deformace krystalické miizky: (a) vychozi stav, (b) pruznd deformace, (c) pruzna deformace a
deformace plastickym pokluzem, (d) trvald deformace po odtizeni.

Obrazek 2.2: Plasticky pokluz podél krystalografickych rovin a ekvivalentni smykova deformace .

Pokud k takovym posuntim dojde v celé fadé navzajem rovnobéznych rovin, z hlediska celého krystalu
naziraného jako spojité téleso jde o deformaci smykem, viz obr. 2.2. Vhodna kombinace plastického pokluzu
podél rovin dvou rtiznych smért, pripadné kombinace plastického pokluzu a pootoceni celého krystalu jako
tuhého celku, vede k pretvareni, které z makroskopického hlediska odpovida protahovani krystalu v jistém
sméru a zkracovani ve sméru na néj kolmém, viz obr. 2.3b. Spole¢nym rysem vSech pfetvarnych mechanismi
zalozenych na plastickém pokluzu je zachovani objemu. Plastické pretvarné procesy tohoto druhu tedy vedou
pouze ke zméné tvaru télesa.

Nejjednodussi popis plastického pretvareni krystalti mtze byt zalozen na tzv. Schmidové zdkonu, podle kte-
rého k pokluzu dojde v okamziku, kdy je na nékteré krystalografické roviné v nékterém krystalografickém sméru
dosazeno kritické hodnoty smykového napéti. Jestlize zavedeme lokalni souradnicové osy n a m tak, ze osa n je
kolmé na krystalografickou rovinu a osa m je rovnobézné se smérem pokluzu (viz obr. 2.3a), je podle Schmidova
zédkona rozhodujici hodnota smykového napéti 7,,,,. Pokud zname slozky napéti vici pevné zvolené globalni
soustavé soufadnic x, y, z, mizeme pro dané osy n a m napéti 7,, spocitat pomoci obvyklé transformace.
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Obrazek 2.3: (a) Potencidlni kluzny systém a veli¢iny objevujici se ve Schmidové zakonu, (b) ilustrace toho,
jak plasticky pokluz kombinovany s tuhym pootocenim vede z makroskopického hlediska k protazeni ve sméru
pusobici sily a zkraceni v pricném sméru.

Napriklad ve specidlnim pripadé jednoosé napjatosti ve sméru osy = bude

Tom = OxMgMy = 0y COS @ COSY (2.1)

kde ¢ je thel mezi osami x a n a v je tthel mezi osami = a m, takze n, = cos ¢ je x-ova soutradnice jednotkového
vektoru kolmého na rovinu pokluzu a m,, = cos) je z-ové soufadnice jednotkového vektoru ve sméru pokluzu (pfi
vhodné volbé orientace téchto vektorit). Pro danou troveni ptisobictho napéti o, muzeme vyhodnotit smykova
napéti 7,,, odpovidajici riznym volbam os n a m. Pritom ale kazda volba n musi odpovidat jedné z krysta-
lografickych rovin a kazda volba m musi odpovidat jednomu z krystalografickych smért v ramci dané roviny,
takze prislusnych dvojic n a m je jen kone¢ny pocet. Kazda takova dvojice predstavuje mozny kluzny systém.
Pro dany krystal jsou jednotlivé kluzné systémy pevné dané, ale konkrétni hodnoty faktoru n, a m, zaviseji na
natoceni krystalické miizky vzhledem k ose x, jinymi slovy na tom, ve kterém sméru na krystal piisobi napéti.

Ze Schmidova zakona vychazeji nejruznéjsi modely pro popis plastického pretvareni krystali, které nachéazeji
uplatnéni pfi detailnim zkoumani materidlu na trovni jeho mikrostruktury. V praktickych aplikacich na rovni
konstrukci se vsak s dokonale usporadanym monokrystalem setkdme jen stézi. Pti ochlazovani tekutého materialu
zacne krystalizace na celé fadé mist a z pocatecnich krystaliza¢nich zarodki se vyvinou jednotliva zrna. Kazdé
zrno je krystalem s jinou orientaci krystalické mtizky nez v okolnich zrnech, takze vznika tzv. polykrystal,
ve kterém jiz na makroskopické tirovni zadné preferované sméry nerozezname. Proto se teorie plasticity muze
inspirovat predstavou plastického pokluzu v krystalické miizce, ale skutecné pretvareni je slozitéjsi a hraji v ném
roli i jiné mechanismy. Navic se teorie plasticity pouziva i pro materidly bez krystalické struktury. Je tudiz
uzitecné mit zakladni predstavu o experimentalné zjisténych pracovnich diagramech pro rizné materialy.

Na obr. 2.4 je ukazka pracovnich diagrami pro jednoosé namahani nékolika skupin materiald. V§imnéte si,
ze v jednotlivych grafech jsou pouzita velmi rozdilnd meéritka. Na obr. 2.4a jsou vysledky jednoosych tahovych
zkousek pro rizné druhy oceli a nékteré dalsi kovy. Relativni protazeni vynasend na vodorovné ose nabyvaji
hodnot az do 0,5, jde tedy o skutecné velké deformace. Proto jsou poc¢atecni vétve vSech pracovnich diagramu
témér svislé. Ve skutecnosti i v pocatecnim stadiu zatézovani se vzorky deformuji, ale pouze pruzné. Hodnoty
pruzné deformace jsou maximalné nékolik promile a v daném méfitku nejsou vibec patrné. Tim spi§ vynikne
rozdil mezi pocateéni pruznou odezvou a pozdéjsim pruznoplastickym chovanim, pti kterém vznikaji skutecné
velké plastické deformace. Drive ¢i pozdéji vSak ve vSech pripadech dojde k poruseni vzorku. Materidly majici
schopnost se vyrazné deformovat a pritom stale prenaset napéti se nazyvaji tazné, v opa¢ném piipadé rikdme, ze
jsou kfehké. Pevnosti rozumime nejvétsi napéti, které je material schopen pti daném typu namahani (napf. tahem,
tlakem, nebo smykem) pfenést. Z graf na obr. 2.4ab je mimo jiné vidét, Ze v ramci urcité skupiny pt¥ibuznych
materiali maji vyssi taznost obvykle materialy s nizsi pevnosti, i kdyz se samozifejmé najdou vyjimky. Na obr.
2.4b jsou vysledky jednoosych tahovych zkousek pro rizné typy polymert. Relativni protazeni zde také nabyvaji
vysokych hodnot az do 0,2, ale protoZe jsou tyto materidly mnohem poddajnéjsi nez kovy (maji nizsi modul
pruznosti), jsou poéateéni pruzné ¢asti pracovnich diagramu jasné patrné.

Pro kovy i polymery je velmi zfetelné oddélena pocatecni pruzné odezva od pozdéjsi pruznoplastické, béhem
které deformace vyrazné narustaji, zatimco napéti roste jen zvolna, pfipadné zustava témér konstantni a pred
porusenim v nékterych pripadech mirné klesa. Velmi odlisné je chovani betonu, znazornéné pomoci vysledki
jednoosé tahové a tlakové zkousky na obr. 2.4cd. V tahu je odezva linedrné pruzna az témér po vrchol pra-
covniho diagramu a nasleduje zprvu velmi prudky a pozdéji pozvolnéjsi pokles napéti za vzrustajici deformace.
V tlaku jsou odchylky od linearity ve vzestupné ¢asti pracovniho diagramu vyraznéjsi a prechod do sestupné
¢asti plynulejsi, nicméné i zde je pokles napéti po vycerpani pevnosti zietelny. Za povsimnuti stoji i fadovy
rozdil mezi tahovou a tlakovou pevnosti. V porovnani s kovy a polymery je beton pochopitelné mnohem kiehci
a hodnoty relativniho protazeni se pohybuji v fadu tisicin.
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Obrézek 2.4: Pracovni diagramy pro jednosou napjatost: (a) kovy, (b) polymery, (¢) beton v tahu, (d) beton
v tlaku.

2.1.2 Idealné tuhoplasticky model

Predstavu o zakladnich mechanismech plastického pfetvareni a znalost pracovnich diagramt typickych pruzno-
plastickych materialt vyuzijeme jako inspiraci pro vyvoj jednoduchych modeli pro jednoosou napjatost, které
pozdéji zobecnime. Zakladnim stavebnim kamenem takovych modelu je idediné plasticky clanek, ktery je nékdy
spojovan se jmény Tresca nebo Saint-Vénant. Tento clanek postihuje tu ¢ast deformace, kterad je zpusobena
plastickym pokluzem a pfi odtiZeni (odstranéni napéti) tudiz nemizi. Zékladnim parametrem ideélné plastického
clanku je mez kluzu g, tj. napéti, pii kterém dochézi k jeho plastickému pfetvareni. Dokud na ¢lanek ptisobi
napéti mensi nez og, zustava zablokovany a nedeformuje se. Pfi dosazeni napéti oy je aktivovan plasticky pre-
tvarny proces a deformace neomezené nartista za konstatniho napéti. To znamena, Ze idealné plasticky ¢lanek
nemiize prenést napéti prekracujici mez kluzu. Pti poklesu napéti se plastické pretvareni zastavi a deformace se
dale neméni. Jeji hodnota ted jiz neni nulové, ale zlstava rovna hodnoté dosazené v prubéhu predchézejiciho
plastického pretvareni.

00

0o

(b)

Obrazek 2.5: (a) Idedlné plasticky ¢lanek, (b—c) pracovni diagramy idealné tuhoplastického modelu.

V reologickych schématech bude idealné plasticky c¢lanek predstavovan symbolem zobrazujicim dvé rovno-
bézné vrstvy, které mohou vici sobé klouzat, ale kladou tomu jisty odpor; viz obr. 2.5a. Situace je podobna jako
pri vzajemné interakci dvou téles stykajicich se podél kluzné roviny a pritlacovanych k sobé konstantni silou.
K vyvozeni vzajemného posunu v teéném sméru je tieba prekonat treci silu, kterd v této analogii odpovida mezi
kluzu. Pouzijeme-li idedlné plasticky clanek jako jediny prvek reologického schématu, ziskdme idedlne tuhoplas-
ticky model. Jeho pracovni diagram je zachycen na obr. 2.5b. Dokud napéti ztustava pod mezi kluzu, deformace
se neméni a model se chova jako dokonale tuhy. Pfi dosazeni meze kluzu naopak deformace volné nartusté za
konstatniho napéti a model se chova jako idealné plasticky. Tuhému chovani odpovidaji svislé ¢asti pracovniho
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diagramu, idealné plastickému pak jeho vodorovné casti.

Slovné popsané vlastnosti idealné tuhoplastického modelu nyni prevedeme do fec¢i matematickych rovnic.
V prvni fadé je tfeba si uvédomit, Zze pracovni diagram se sklada z vodorovnych a svislych segmentt, a proto
nelze napéti charakterizovat jako jednoznac¢nou funkci deformace, ani deformaci jako jednoznac¢nou funkei napéti.
7 dané hodnoty napéti nelze odvodit odpovidajici hodnotu deformace, je vSak mozné alespon ¢astecné urcit, jak
vypada rychlost deformace. Pokud je totiz napéti pod mezi kluzu, zistava deformace konstantni a jeji rychlost
(derivace podle ¢asu) je proto nulovéi. Pokud je napéti na mezi kluzu, mizZe byt rychlost deformace nenulova,
ale pfi kladném napéti nesmi byt zaporna. Napéti prekracujici mez kluzu pak neni ptipustné. Uvazujeme-li tedy
pouze nam&hani tahem (nezdporné hodnoty napéti), muzeme zdkladni pravidla popsat takto:

oc<og = £=0 (2.2)
oc=09 — >0
o >0y = nepfipustné (2.4)

Chovani modelu je zde popsano pomoci nékolika pravidel, z nichz se v dané konkrétni situaci uplatni vzdy
pouze jedno. Pfi analyze slozitéjSich modeli je vSak vyhodné tato pravidla zapsat v ekvivalentnim tvaru pomoci
podminek, které jsou splnény v libovolné situaci vsechny zaroven. Snadno lze ovérit, ze tomu vyhovuji podminky

c—00<0, £>0, (0—00)é=0 (2.5)

Skutecné, prvni z téchto podminek vyluc¢uje prekroc¢eni meze kluzu, druhé zajistuje, Ze p¥i plastickém pretvareni
(tj. pti napéti na mezi kluzu) je rychlost deformace nezédpornd, a kone¢né ze tieti vyplyva, ze pfi napéti pod mezi
kluzu je rychlost deformace nulova. Dilezité je, Ze ackoliv napt. druha podminka méa klicovy vyznam v rezimu
plastického pretvareni, je splnéna i v rezimu tuhého chovani, a naopak tfeti podminka ma klicovy vyznam
v rezimu tuhého chovani, ale je splnéna i v rezimu plastického pretvareni.

Zatim jsme mlcky predpokladali, Ze napéti je nezaporné, resp. ze pii zdporném napéti nedochazi k plastickému
pretvafeni. Pokud chapeme napéti v nasem jednorozmérném modelu jako normalové, znamenalo by to, ze se
material plasticky pretvari pouze v tahu, zatimco v tlaku zistava tuhy. Pro typické materialy vykazujici plastické
deformace (napi. kovy) vSak k plastickym deformacim dochézi i p¥i tlakovém namahéni. Navic je vzhledem
k fyzikalni podstaté plastického pretvareni vhodné interpretovat napéti i deformaci spise jako smykové slozky, a
pak je zfejmé, Ze v oboru kladnych i zdpornych hodnot by se model mél chovat ,symetricky*. Pracovni diagram
ideadlné tuhoplastického materiadlu se stejnou mezi kluzu v oblasti kladného i zaporného napéti je zachycen na
obr. 2.5¢. Ptislusné zobecnéni pravidel (2.2)—(2.4) by vypadalo nasledovné:

0 < —0p = nepripustné
oc=—09 — <0
—gp<o<oy — =0

© 00 g O

~— — Y ~— ~—

oc=09 — >0

N~ —~ —~ —

o >0y = nepfipustné (2.10
Tato pravidla mizeme opét zapsat ve tvaru podobném (2.5), ovSem po ur¢itych upravach. Prvni podminku,
kterd vylucuje nepfipustné hodnoty napéti, je t¥eba zobecnit na |o| — o9 < 0. Druhd podminka zabezpecuje,
aby byl pfi plastickém pretvareni nartust deformace ,souhlasné orientovan“ s pusobicim napétim. Pfi kladném
napéti na mezi kluzu tedy musi byt rychlost deformace nezaporna a pfi zaporném napéti na mezi kluzu musi
byt nekladna. Jinymi slovy, pokud je rychlost deformace nenulové, musi mit stejné znaménko jako napéti. To
lze vyjadrit vztahem

¢ = Asgno (2.11)

doplnénym podminkou A > 0. Nové zavedeny symbol A\ oznacuje tzv. plasticky ndasobitel a A je jeho rychlost. Pro
nas jednoduchy model je samoziejmeé A= |€], tj. rychlost plastického ndsobitele je vlastné rychlost deformace
vyznam, jeho prirustek je vSak vzdy nezaporny a néjakym zpusobem vyjadiuje miru prirtstku plastické de-
formace. Rovnice (2.11) vlastné vyjadfuje rozklad piirtistku (plastické) deformace na soucdin ,orientovaného
sméru®, ktery je uréen znaménkem napéti, a velikosti, ktera odpovida prirtstku plastického nasobitele a pro
idealné tuhoplasticky model ztstava neurcena.

Po nahrazeni rychlosti deformace € rychlosti plastického néasobitele A (a napéti jeho absolutni hodnotou)
popisuji podminky (2.5) v kombinaci s (2.11) obecnéjsi piipad, kdy plastické pretvafeni miize nastat p¥i kladném
i zdporném napéti. Zavedeme-li navic tzv. funkci plasticity

7o) = lo] - 0o (2.12)
mizeme vyslednou upravenou podobu podminek (2.5) zapsat ve tvaru

flo) <0, A>0, Af(o)=0 (2.13)
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Tabulka 2.1: Matematicky popis idealné tuhoplastického modelu pro jednoosou napjatost.

definice funkce plasticity flo)=lo| =00
podminka plastické pfipustnosti  f(o) <0

zékon plastického pretvareni g=A\ sgno, A>0
podminka komplementarity M(e)=0

Zdanlivé se jedna o zbytecné komplikovany popis pomérné jednoduchého modelu. Pozdéji se vSak ukaze, ze tzv.
zatéZovaci-odtéZovact podminky (2.13) hraji v teorii plasticity velice dileZitou roli a po drobné tpravé (pridani
dalsich slozek napéti mezi argumenty funkce plasticity) ztistavaji v platnosti i pro obecné modely pro trojosou
napjatost. S formélné podobnymi podminkami se navic setkdme i v lomové mechanice (kapitola 3) a v mechanice
poskozeni (kapitola 4).

Zakladni rovnice a nerovnosti popisujici idealné tuhoplasticky model jsou shrnuty v tabulce 2.1. V prvnim
rfadku tabulky je jen definice funkce plasticity, kterda umoziiuje prehlednéjsi zapis samotnych rovnic. Ve druhém
fadku je prvni ze zatéZovacich-odtéZovacich podminek (2.13), kterd se v samostatné podobé nazyva podminka
plastické pripustnosti. Tato podminka vylucuje hodnoty napéti, které jsou za hranici meze kluzu a tudiz nemohou
byt danym materidlem pfeneseny. Pokud je splnéna v ostrém smyslu, tj. pokud

flo) <0 (2.14)

pak nedochézi k plastickému pretvareni a material se chova jako tuhy. K plastickému pretvareni mtize dochéazet
pouze, pokud je splnéna rovnost

f(le) =0 (2.15)

ktera predstavuje tzv. podminku plasticity. Ve tfetim fadku tabulky 2.1 je uvedeno pravidlo popisujici proces
plastického pretvafeni. Toto pravidlo je pfepisem vztahu (2.11) a s nim souvisejici podminky A>0a predstavuje
tzv. zakon plastického pretvdrent, jenz urcuje, ve kterém orientovaném sméru naristé za daného napéti plasticka
deformace. Konecné ve ¢tvrtém fadku tabulky je posledni podminka z (2.13), které se ¥ikd podminka komple-
mentarity, protoze vyjadiuje skutecnost, ze pripady A>0a f(o) < 0 se navzajem vylucuji (jsou tedy dopliikové
= komplementarni). Jak bylo jiz zminéno, A > 0 odpovida plastickému pretvéreni a f (o) < 0 odpovida tuhému
chovani modelu.

Podobné jako pro viskoelastické modely, zkoumané v predchozi kapitole, se i pro plastické modely budeme
zabyvat zakladni otazkou, jak urcit vyvoj napéti odpovidajici predepsanému vyvoji deformace. Pro idealné
tuhoplasticky model je takovou tlohu mozné fesit na zakladé jednoduchych pravidel:

e jestlize deformace roste, napéti je na kladné mezi kluzu,
e jestlize deformace klesa (tj. jeji Gasova derivace je zdpornd), napéti je na zdporné mezi kluzu,

e a jestlize deformace zustava konstantni, napéti nelze jednoznac¢né urcit, pouze vime, Ze jeho hodnota je
mezi zapornou a kladnou mezi kluzu.

Formalné lze tato pravidla odvodit ze zakladnich rovnic pro idealné tuhoplasticky model uvedenych v tab. 2.1.

Priklad 2.1: Odezva idealné tuhoplastického modelu

Ukolem je pro vyvoj deformace popsanj grafem na obr. 2.6a ur¢it odezvu idealné tuhoplastického modelu cha-
rakterizovaného mezi kluzu o9 = 200 MPa a sestrojit odpovidajici pracovni diagram (zavislost mezi napé&tim
a deformaci). V pocéteénim intervalu od ¢asu 0 do ¢asu t; deformace vzrusta, jeji ¢asova derivace je kladnd
a napéti musi byt rovno 200 MPa. Jestlize napéti interpretujeme jako normalové, tato faze odezvy odpovida
plastickému pretvareni v tahu. Od casu t; do Casu to deformace klesa, jeji casova derivace je zaporna a napéti
musi byt rovno -200 MPa. Dochézi pritom k plastickému pretvareni v tlaku. VSimnéte si, ze v Case t; se napéti
skokem zméni z 200 MPa na -200 MPa, viz obr. 2.6b. Od casu t2 do Casu t3 je deformace konstantni a plasticky
¢lanek zustava zablokovan, pricemz napéti v ném muze byt kdekoliv mezi -200 MPa a 200 MPa. V této fazi tedy
vyvoj napéti neni jednoznac¢né urcen, coz je v grafu na obr. 2.4b schématicky znazornéno Sedou oblasti. Pracovni
diagram je zachycen na obr. 2.6c.

Na rozdil od predchozi kapitoly zde ¢as hraje jen pomocnou roli a konkrétni hodnoty casovych okamziki
t1, t2 a t3 nemaji na vysledny pracovni diagram zadny vliv. Neni ani dilezité, jestli napf. v intervalu (¢, t2)
deformace vzrusta v zavislosti na case linearné, kvadraticky nebo jakkoli jinak. Podstatné je pouze skutecnost,
ze deformace v celém tomto intervalu monoténné vzrusta, tj. ze jeji prirustky jsou kladné. Misto skute¢ného ¢asu
bychom tedy mohli pouzit jakoukoli jinou veli¢inu parametrizujici cely zatézovaci program. V dané souvislosti
zatézovacim programem rozumime predepsany vyvoj deformace, jindy to mize byt predepsany vyvoj napéti.

O
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Obrazek 2.6: (a) Predepsany vyvoj deformace, (b) odpovidajici vivoj napéti, (c) odpovidajici pracovni diagram
idealné tuhoplastického modelu.

Idealné tuhoplasticky model je velmi jednoduchy, ale jeho nevyhodou je pravé nejednoznacnost odezvy pri
predepsaném vyvoji deformace. Pokud bychom misto vyvoje deformace predepsali vyvoj napéti, situace by byla
jesté horsi. Pfi dosazeni meze kluzu by byl odpovidajici vyvoj deformace nejednoznaény a po jejim prekroceni

vvvvv

vvvvvv

2.1.3 Idealné pruzZnoplasticky model

Nejjednodussi model, predstaveny v predchozim ¢lanku, povazuje za jediny zdroj deformace plastické pretvarné
procesy. Ve skutecnosti vSak v materidlu dochéazi také k pruznému pretvareni, a to i pfi nizké trovni pisobiciho
napéti. Celkova deformace tedy vznika slozenim pfispévkt pruzné a plastické deformace, pricemz pruzna defor-
mace ma vratny charakter, tj. vymizi po odstranéni pusobiciho napéti, zatimco plastickd deformace je trvala
(nevratna).

Predstavme si prut konstantniho prirezu, ktery ma v pocateénim nezatizeném stavu délku Ly. Pod ptisobenim
podélného zatizeni (vyvozujicitho v prutu stav jednoosého tahu) se prut protdhne na délku L a po odtiZeni se
jeho délka zmensi na L. Rozdil mezi Ly a L, je zptisoben trvalou deformaci; pokud by se material deformoval
pouze pruznym zpisobem, bylo by L, = Lg. Obvyklou inZenyrskou mirou deformace je relativni protazeni,
definované jako rozdil nové a ptvodni délky vydéleny pivodni délkou. Takto definovanou deformacni veli¢inu
budeme oznacovat pismenem e. Pti vyhodnoceni celkové deformace v zatizeném stavu samoziejmé dosazujeme
za novou délku L a za ptuvodni Ly, takze

- (2.16)

Po odtizeni pruzna ¢ast deformace zmizi a ziistane jen ¢ast plasticka, jejiz inzenyrskou miru

L,—Ly L,
_ 2P _1 2.1
€p Lo Lo (2.17)

vypocteme dosazenim L, za novou délku a Ly za plvodni. Pozor je vSak tieba dat pii vyhodnocovani pruzné
deformace €.. Ta se ziska porovnanim délky L v zatizeném stavu s délkou L, v odtizeném stavu, je tedy

L-L, L
a LP _LP

£o ~1 (2.18)
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Jelikoz pomér L/Lg je soucinem poméru L/L, a L,/Lg, mezi celkovou deformaci a jeji pruznou a plastickou
casti plati vztah

L L L
1=—22 - 1=Q+e)(l+ep) —1=¢c+ep+cecp (2.19)

T I, T ILyL

Vidime tedy, ze obecné je vztah mezi celkovou deformaci a jeji pruznou a plastickou ¢asti pomérné komplikovany.
Situace se vsak zjednodusi, pokud se omezime na malé deformace, tj. na pfipady, kdy . < 1 a £, < 1. Soucin
ec€p Pak lze zanedbat a celkovou deformaci ¢ lze vyjadrit jako soucet pruzné deformace e, a plastické deformace
€p. Ziskdvame tzv. aditivni rozklad deformace na pruznou a plastickou ¢ast,

€=¢c+¢p (2.20)

ktery se pozdé&ji snadno zobecni i na piipad viceosé napjatosti, viz (2.142). Na stavebnich konstrukcich vétsinou
velké deformace nepripoustime a vyse uvedeny predpoklad malych deformaci je opravnény. Je vsak tfeba mit na
paméti, ze v jinych aplika¢nich oblastech, napt. pfi popisu tvareni kov1, je tfeba pracovat s velkymi deformacemi
a matematicky popis rozkladu deformace na pruznou a plastickou ¢ast je pak podstatné slozitéjsi, zejména pii
viceosé napjatosti.

g
0
E o0 E
g g
HJ\/\/\/ — 1
€e €p 0 €

—09

(b)

Obrazek 2.7: (a) Idedlné pruznoplasticky model, (b) odpovidajici pracovni diagram.

Aditivni (tj. sou¢tovy) tvar rozkladu deformace (2.20) naznacuje, ze v prislusném modelu by mély byt ¢lanky
odpovidajici pruznému a plastickému pretvafeni zapojeny sériové (za sebou). Tak dospivame k idedlné pruzno-
plastickému modelu, ktery vznikne sériovym zapojenim linedrni pruziny a idealné plastického ¢lanku; viz obr.
2.7a. Pti sériovém zapojeni je napéti v obou ¢lancich stejné a odpovida celkovému napéti ¢ prendsenému mate-
ridlem v daném bodé. Konstitutivni vztah pro pruzny c¢lanek tedy zapiseme jako

o= Ee, (2.21)

kde E je tuhost pruziny, kterd pro tento model odpovidd Youngovu modulu pruznosti materiadlu. Vsimnéte si, ze
v Hookeové zakonu (2.21) se objevuje celkové napéti o, ale jen pruzna ¢ast deformace e.. Pro idealné plastickou
¢ast modelu pouzijeme stejny popis jako v ¢lanku 2.1.2; jen je tfeba celkovou deformaci € nahradit jeji plastickou
¢asti ep. Cela soustava rovnic (a nerovnosti) popisujicich idealné pruznoplasticky model je uvedena v tab. 2.2.

Tabulka 2.2: Matematicky popis idedlné pruznoplastického modelu pro jednoosou napjatost.

rozklad deformace E=¢€e+¢&p
Hookeuv zédkon o= Fe,

definice funkce plasticity f(o)=lo| =00
podminka plastické pripustnosti f(o) <0

zakon plastického pretvareni €p = )\sgn o, A>0
podminka komplementarity M(e)=0

Priklad 2.2: Odezva idealné pruznoplastického modelu
Pro idedlné pruznoplasticky model charakterizovany modulem pruznosti £ = 200 GPa a mezi kluzu o9 =
200 MPa urc¢ime vyvoj napéti odpovidajici predepsanému vyvoji deformace podle obr. 2.8a.

V prvni fazi daného zatézovaciho programu se idedlné pruznoplasticky model chovéa jako pruzina s modulem
pruznosti E. Dokud totiz je napéti prenasené idealné plastickym c¢lankem mensi nez mez kluzu, zstava tento
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Obrézek 2.8: (a) Predepsany vyvoj deformace, (b) odpovidajici vyvoj plastické deformace, (c) odpovidajici vyvoj
napéti, (d) odpovidajici pracovni diagram idedlné pruznoplastického modelu.

¢ldnek neaktivni a cely model se chova jako linedrné pruzny. Jinymi slovy, plati e, =0, ¢ = ¢ a 0 = Fe, = Ee.
Mezni pruzna deformace, kterd omezuje oblast linedrniho chovani modelu, je uréena pomérem meze kluzu a
modulu pruznosti, ktery budeme v dalsim textu oznacovat jako

oo 200 MPa

2 103 2.22
E 200 GPa ( )

Eo =
V pocateénim intervalu [0, 5] s se tedy model chové jako linearné pruzny, hodnota deformace v pruzném ¢lanku
€ je rovna celkové deformaci € a plastickd deformace ¢}, zlistava nulova. V case t = 5 s je celkové napéti rovno
o(5 s) = op = 200 MPa a plastickd deformace (5 s) = 0. Tento stav oznacujeme v grafech vynesenjch na obr.
2.8 symbolem A.

Jakmile hodnota deformace prestoupi mezni elastickou hodnotu ey, dojde k aktivaci idedlné plastického
¢lanku. Protoze v obou ¢lancich modelu je stejné napéti o a idealné plasticky ¢lanek prenese pouze napéti
odpovidajici mezi kluzu o(, musi zistat deformace v elastickém ¢lanku rovna €¢. Zbyla ¢ast deformace € — ¢ pak
odpovida deformaci idealné plastického ¢lanku. V intervalu [5,10] s se tedy nijak neméni stav pruzného ¢lanku,
veskera zména deformace se odehrava v plastickém ¢lanku a model se chova plasticky. V ¢ase t = 10 s, ktery je
oznacen na obr. 2.8 jako B, je tedy celkové napéti rovno (10 s) = g9 = 200 MPa, elastickd deformace £,(10 s)
je stale rovna g( a plastickd deformace je

ep(108) = £(10 s) — €0(10 ) =259 — g9 = g9 = 1073 (2.23)

V case t = 10 s dochézi ke zméné charakteru zatézovaciho procesu. Zatimco v intervalu [0, 10] s deformace
rostla (dochédzelo k protahovani), v rozmezi 10-20 s naopak klesa (dochézi ke zkracovani). V okamziku, kdy zacne
deformace klesat, dojde ke zkraceni pruziny a tim padem i k poklesu napéti o a k deaktivaci idealné plastického
¢lanku. Hodnota plastické deformace se nadale neméni a pokles celkové deformace se projevi zkracenim pruziny
€e. Formalné vyvoj pruzné deformace a napéti popiseme vztahy

colt) = e(t)—ep(10s) = 20 (4 - 2%0) Ep— (3 - %) (2.24)

t

o(t) = Eeo(t) =00 (3 - 5) (2.25)

K aktivaci idedlné plastického ¢lanku v tlaku dojde v okamziku, kdy napéti nabude hodnoty —og. Odpovidajici
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¢as ur¢ime z posledni rovnice:
t
—0‘020’0-(3—3) = t=20s (2.26)

Odpovidajici hodnota elastické deformace je £,(20 s) = —e(. V ¢asovém intervalu [10, 20] s se model chova jako
linearné pruzny. Na rozdil od pocatec¢ni faze zatézovaciho programu ale model vykazuje nenulovou pocatecni
deformaci e, kterd se projevi ve vztahu mezi napétim a deformaci (napf. v ¢ase t = 15 s je celkova defor-
mace nulova, hodnota napéti je ale —oy). Proto toto chovani oznacujeme jako pruzné odtizeni. Konci pruzného
odtézovani odpovida na obr. 2.8 znacka C.

V case t = 20 s se opét aktivuje idedlné plasticky ¢lanek a deformace v elastickém c¢lanku e, zistava v pribéhu
dalsiho tlakového zatézovani rovna —eg. Vyvoj plastické deformace je popsan funkei

ep(t) = e(t) — ee(20 s) = 2¢g - <2 - %0> +eo=¢0- <5 - %) , (2.27)
Na konci tohoto intervalu, v ¢ase t = 30 s odpovidajicim bodu D, je hodnota plastické deformace £,(30 s) = —&p.
Hodnota napéti o zistava v casovém rozmezi 20-30 s na zaporné mezi kluzu —oqg. Jedna se tedy opét o fazi
plastického pretvareni, tentokrat v tlaku.

V case t = 30 s dochézi znovu ke zméné znaménka rychlosti deformace a z tlakového namahani prechazime
postupné do tahového. Stejné jako v ¢ase ¢t = 10 s i v tomto pfipadé dojde k ,,vypnuti“ idealné plastického ¢lenu
a tedy k ,zapnuti“ pruziny. Probiha elastické odtézovani, pti kterém je vyvoj pruzné deformace a napéti popsan
funkcemi

t

colt) = e(t) — (30 s) = 250 - (4 + lio) +eo=co- <7+ 3) (2.28)

o) = Ese(t)ao.<7+§> (2.29)

Dosazenim do posledniho vztahu vidime, 7e v ¢ase t = 40 s bude hodnota napéti o(40 s) = oy, elastické
odtézovani tedy trva do konce uvazovaného zatézovaciho programu, oznaceného jako stav E.
O

Praveé skonceny priklad jsme Tesili spise intuitivné, z nadzoru, aby ¢tenar ziskal zakladni pfedstavu o chovani
pruznoplastického modelu. Nyni provedeme formalni matematicky rozbor, ktery povede k obecnému navodu, jak
analyzovat odezvu daného modelu. Pfedevsim je tfeba pfesné vymezit, v jakém smyslu budeme pouzivat pojmy
stav a proces. Pojem stav se tyka okamzitych hodnot riznych veli¢in, napt. deformace nebo napéti, zatimco pojem
proces se tykd zmén (piirtstki, rychlosti) probihajicich v jistém ¢asovém intervalu. Proces pochopitelné zac¢ina
v jistém stavu a tento stav se béhem procesu postupné méni. Pfi rozboru chovani pruznoplastického materidlu
pak rozlisujeme mezi pruznymi a plastickymi stavy a také mezi pruznymi a plastickymi procesy. V predchézejicim
prikladu byl pfetvéarny proces pruzny v intervalech [0, 5], [10,20] a [30,40]s a plasticky v intervalech [5,10] a
[20, 30]s. Stavy oznacené A, B, C, D a E byly vSechny plastické, ale napf. stav v ¢ase 15s byl pruzny.

Zda je stav pruzny nebo plasticky pozname podle okamzité hodnoty funkce plasticity. V pruzném stavu
je funkce plasticity zapornd, tj. spliiuje podminku (2.14), zatimco v plastickém stavu je nulovd, tj. spliluje
podminku plasticity (2.15). Pti klasifikaci pfetvarnych procest se fidime tim, zda se plastickd deformace méni,
nebo zlstava konstantni. Plasticky proces je charakterizovan kladnou hodnotou rychlosti plastického nasobitele,
zatimco nulova hodnota této rychlosti odpovida pruznému procesu. Pokud se hodnota napéti méni spojité
(nedochdzi k ndhlym skoktim), zistdva pii procesu vychdzejicim z pruzného stavu hodnota funkce plasticity
aspont v ramci kratkého casového intervalu zdporna a podle podminky komplementarity A f(o) = 0 musi byt
A = 0, takze prislusny pretvarny proces je pruzny. Proces vychézejici z plastického stavu muze byt plasticky,
pokud funkce plasticity ziustava rovna nule a plasticky nasobitel A se zvétSuje, ale muze se také stat, ze hodnota
funkce plasticity poklesne, takze material se dostane do pruzného stavu a prislusny proces odpovida pruznému
odtézovani za konstantni plastické deformace.

Dosavadni vysledky rozboru jsou shrnuty v levé ¢asti tabulky 2.3. Pfipad pruzného procesu vychéazejiciho
7z pruzného stavu ozna¢ime pismenem E (elasticky), pruzné odtizeni z plastického stavu oznaéime P—E (vychozi

Tabulka 2.3: Klasifikace stavii a procest pro idealné pruznoplasticky model.

pripad | f(o) stav A proces f gsgno vztah mezi 6 a €
E <0  pruzny =0 pruzny libovolné libovolné & = E<

P—E | =0 plasticky =0 pruzny <0 <0 o= FE¢

P =0 plasticky >0 plasticky | =0 >0 c=20
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stav plasticky, proces elasticky), a plastické pfetvafeni oznac¢ime jako pfipad P. Pravé ¢asti tabulky 2.3 se budou
tykat dalsi avahy.

Typ pretvarného procesu (pruzny/plasticky) jsme zatim schopni posoudit jen, pokud zndme rychlost (resp.
pririistek) plastického nasobitele. Ten vSak v praktickych tlohdch neni pfimo piedepsan. Misto toho obvykle
zndme hodnoty vSech veli¢in v urcitém stavu a dale rychlost nebo prirtustek celkové deformace. Neni pritom
predem znamo, jak se tento prirtstek rozlozi na pruznou a plastickou ¢ast. Pokud je vychozi stav pruzny, bude
i proces pruzny (alespoii dokud hodnota funkce plasticity nedosdhne nuly) a pfiristek plastické deformace bude
nulovy. Vztah mezi piirastky napéti a deformace pak bude dan Hookeovym zdkonem, protoze nebude rozdil
mezi piiristkem celkové a pruzné deformace. Pro pruzny proces (pfipad E) tedy mtizeme psat

&= E¢ (2.30)

Naproti tomu pokud je vychozi stav plasticky, mize dojit k plastickému pfetvareni (pt¥ipad P), nebo k pruznému
odtézovani (pfipad P—E). Otdzka zni, podle jakého kritéria zjistime, ktery z téchto piipadii nastéava. Z nazoru
je zfejmé, Ze pokud je napéti na mezi kluzu v tahu, vedou kladné prirustky deformace k plastickému pretvareni
a zaporné k pruznému odtézovani, zatimco pri napéti na mezi kluzu v tlaku je tomu naopak. Ukézeme, ze toto
kritérium lze odvodit také formalni analjzou. Vyznamnou roli pfitom bude hrat ¢asova derivace funkce plasticity,
pro kterou nejprve odvodime vhodné vyjadreni.

Derivujeme-li funkei plasticity definovanou predpisem (2.12) podle ¢asu, je tieba uplatnit vzorec pro derivaci
slozené funkce, nebot f je funkci napéti o a o je funkci ¢asu t. Mame tedy

j_Yle) _ df(0) dott)
de do dt

= (sgno) ¢ (2.31)

Pfitom jsme vyuzili skute¢nosti, ze derivaci funkce |o| podle o je funkce sgno, coz plati pro vSechna o # 0.
Pripad ¢ = 0 ale mtizeme vyloucit, protoze provadime analyzu procesi vychazejicich z plastického stavu, ve
kterém muze byt o rovno pouze o9 nebo —oy. Podle ¢asu miizeme snadno zderivovat i rozklad deformace (2.20)
a Hooketv zakon (2.21). Spojenim obou rovnic a uplatnénim zakona plastického teceni (2.11) dostaneme vyraz
pro rychlost napéti

6 =FEé, = E(é —¢,) = E(¢ — Asgno) (2.32)

a po jeho dosazeni do (2.31) zjistime, zZe
f=(sgno) ¢ = (sgno) E(¢ — Asgno) = E(ésgno — \) (2.33)

Pii tipravé jsme vyuzili toho, Ze sgno je bud 1 nebo —1 a proto (sgno)? = 1 (stale vylu¢ujeme piipad o = 0).

Po pripravnych tvahach mizeme pristoupit k odvozeni vyse ohlaseného kritéria pro procesy vychazejici
z plastického stavu. Pfedpoklddejme nejprve, ze dochézi k pruznému odtézovani (nastava pripad P—E). Pak je
A=0az (2.32) plyne 6 = E¢. Jelikoz vychozi hodnota funkce plasticity je nulova, musi byt jeji derivace zdporna
nebo v krajnim pripadé nulové, jinak by se funkce plasticity vzapéti dostala do nepfipustné oblasti kladnych
hodnot. Predpoklad pruzného odtézovani je tedy opravnény pouze, pokud f = E(ésgno — )\) = FEésgno je
nekladné. Jelikoz F je kladna konstanta, mtzeme tuto podminku prepsat jako

ésgno <0 (2.34)

Nyni pfedpokléddejme, Zze dochazi k plastickému pietvafeni (pfipad P). Potom musi funkce plasticity zlistavat
nulova a jeji casova derivace je tudiz také nulova. Tato tvaha vede k tzv. podmince plastické konzistence

f=E(Esgno—X\) =0 (2.35)
z niz muzeme snadno vypocitat rychlost plastického nasobitele
A =ésgno (2.36)
Toto Teseni je ale pripustné pouze, pokud A>0, tedy pokud
gsgno >0 (2.37)
Je-li tomu tak, mizeme (2.36) dosadit do (2.32) a ziskat tak vyraz pro rychlost napéti
6=E(E—Asgno)=E(E—¢£)=0 (2.38)

Jak bylo mozno oc¢ekévat, pro dany model ztstava v priabéhu plastického pretvareni napéti konstantni (na mezi
kluzu).

Hlavni vysledky provedené analyzy jsou shrnuty v pravé c¢asti tabulky 2.3. Piipad pruzného odtézovani
z plastického stavu (P—E) nastava, pokud plati (2.34), a pfipad plastického pretvafeni (P) nastédva, pokud plati
(2.37). Porovnénim zjistime, ze obé podminky se navzajem dopliiuji v tom smyslu, Ze je vZdy splnéna aspori jedna
z nich, a navic obé zaroven jsou splnény pouze ve specidlnim pfipadé, kdy € = 0, tj. kdy deformace ztstava beze
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zmény a tudiz se neméni ani napéti. Jde o tzv. neutralni pripad, ktery je na hranici mezi pruznym odtézovanim
a plastickym pretvarenim. Neutralni pripad by bylo mozné povazovat jak za pripad P, tak i za pripad P—E,
ale protoze pfi ném nedochazi k nartstu plastickych deformaci, ve formalni klasifikaci jej ptritadime k pripadu
P—E. Proto je v tabulce 2.3 neostra nerovnost (2.37) nahrazena ostrou.

Provedend analyza muze pusobit dojmem formélniho cvi¢eni vedouciho zbytecné slozitou cestou ke zcela
predvidatelnym vysledkim. Jeji uzitecnost docenime az po rozsifeni na pruznoplasticky model se zpevnénim a
zejména po zobecnéni na viceosou napjatost. Ukaze se totiz, ze logickéd struktura celého postupu ztstane beze
zmény, jen se vhodnym zpusobem zobecni dosazované vztahy. Vysledné kritérium zatézovani a prirtustkovy vztah
mezi napétim a deformaci pak uz nebudou v zadném prfipadé trivialni.

2.1.4 Tuhoplasticky model s linearnim kinematickym zpevnénim

Zatim jsme pracovali s jednoduchym pruznoplastickym modelem, ve kterém jsou zakladni ¢lanky, tedy pruzina
a plasticky ¢lanek, zapojeny sériové, tedy za sebou (obr. 2.7a). Tento zptusob zapojeni je v souladu s aditivnim
rozkladem deformace na pruznou a plastickou ¢ast. Je ale zajimavé prozkoumat, k jakému modelu by vedlo
paralelni zapojeni podle obr. 2.9a. Pokud oba ¢lanky zapojime vedle sebe, bude v nich stejnd deformace a celkové
napéti bude souctem dilé¢ich napéti v obou ¢lancich. Vysledny pracovni diagram tedy muzeme sestrojit tak, ze
pracovni diagramy pro pruzny a idedlné plasticky ¢lanek nakreslime do spole¢ného grafu a pro jednotlivé trovné
deformace s¢itame pfislusna napéti. Tento postup je predveden na obr. 2.9b a vede k vyslednému pracovnimu
diagramu vynesenému silnou carou. Pro nulovou deformaci se napéti pohybuje kdekoli pod mezi kluzu plastického
¢lanku a pokud deformace vzrusta, napéti roste linearné podle vztahu

o=o00+ He (2.39)

Konstantu charakterizujici tuhost pruziny jsme oznacili H misto E, protoze pri tomto zapojeni nema fyzikalni
vyznam modulu pruznosti.

o
_ o0 _
. . o0 Plasticky ¢lanek
————] H ——

?Y\fziﬂa
. /VH/

1

(b)

Obrézek 2.9: (a) Tuhoplasticky model s kinematickym zpevnénim, (b) sestrojeni pracovniho diagramu pro pa-
ralelni zapojeni pruziny a plastického ¢lanku.

Svisla vétev pracovniho diagramu odpovida tuhému chovani, sikmé vétev pak plastickému pietvafeni za
rostouciho napéti. Znamena to, ze jde o tuhoplasticky model, ale na rozdil od idealné tuhoplastického modelu ze
¢lanku 2.1.2 klade material pti plastickém pretvareni stale vétsi odpor, dochazi tedy k jeho zpevriovdni. Prislusny
model charakterizujeme jako tuhoplasticky model se zpevnénim. Pfesnéji feCeno hovorime o linedrnim zpevnéni,
protoze prirustek napéti je tmeérny prirustku deformace. Za zvySeni celkového napéti o ve srovnani s mezi kluzu
plastického ¢lanku oy je zodpovédné napéti v paralelné pripojené pruzing,

op = He (2.40)

kterému se v této souvislosti Fika zpétné napéti (anglicky ,back stress*, odtud index b). Pfivlastek ,zpétné“
souvisi s tim, Ze toto dil¢i napéti se po odtiZeni (tj. po odstranéni celkového napéti o plisobiciho na model) snazi
plasticky ¢lanek posunout zpatky, proti sméru ptivodniho pohybu. P¥i monoténnim plastickém pretvareni tedy
zpétné napéti zvysuje odpor materidlu, ale pokud dojde k odtizeni a posléze k zatiZeni s opac¢nou orientaci (napi.
k pfechodu z tahu do tlaku), zpétné napéti zprvu ,pomdha“ deformovat plasticky ¢lanek v opa¢ném smyslu a
tim vlastné snizuje odpor materidlu. Tuhostni konstanta H se nazyva modul zpevnéni nebo plasticky modul,
protoze jeji hodnota ovlivituje ,rychlost® zpeviiovani. Anglicky vyraz pro zpevnéni je ,hardening“, odtud volba
pismene H.

Priklad 2.3: Odezva tuhoplastického modelu se zpevnénim

Rozdil mezi chovanim chovéani tuhoplastického modelu se zpevnénim a bez néj budeme ilustrovat na stejném
zatézovacim programu jako v piikladu 2.1, nyni ovéem s konkrétni hodnotou deformace ¢; = 2- 1072 a casy
t1 = 10s, t3 = 30s a t3 = 40s. Mez kluzu budeme uvazovat hodnotu oo = 200 MPa a modul zpevnéni H = 40 GPa.
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Obrazek 2.10: (a) Predepsany vyvoj deformace, (b) odpovidajici vivoj napéti, (c) odpovidajici pracovni diagram
tuhoplastického modelu se zpevnénim.

Vlastni vypocet zacneme na ¢asovém intervalu 0 s < t < 10 s. Jelikoz na tomto ¢asovém intervalu je rychlost
deformace kladné, napéti v idedlné plastickém ¢ldnku je na mezi kluzu o a celkové napéti se ¥idi vztahem (2.39),
takZe jeho vyvoj v ¢ase je popsan funkei!

t
o(t) =09+ H -(t) = 200 MPa + 40 GPa - = (200 4 8t) MPa (2.41)
1
V case t = 10 s se zméni znaménko rychlosti deformace €. Proto dochézi ke skokové zméné napéti v idedlné
plastickém ¢lanku ze o9 na —og. Napéti v pruzném ¢lanku se fidi celkovou deformaci a proto zadnou nespojitost
nevykazuje. V intervalu 10 s < ¢ < 30 s je vyvoj napéti popsan funkei

o(t) = —og + H - £(t) = —200 MPa + 40 GPa - (4 - é) -107% = (—40 — 8¢) MPa (2.42)

Pokles hodnoty napéti v ¢ase ¢ = 10 s mizeme vypoéitat podle rovnic (2.41) a (2.42) jako 280 — (—120) =
400 MPa = 20y.

V posledni ¢asti zatézovaciho programu ziistéava rychlost deformace nulové (deformace je konstantni) a napéti
v idedlné plastickém ¢lanku mutze nabyvat libovolnych hodnot v rozmezi od —og do 0. Nejednoznacnost v odezvé
modelu neni paralelnim pfipojenim pruzného ¢lanku odstranéna. Hodnota zpétného napéti je v tomto pripadé
op, = H - (—e1) =40 GPa- (—2-1073) = —80 MPa, proto je Sediva oblast v obrazku obr. 2.10b o tuto hodnotu
posunuta vzhledem k odezvé idedlné plastického ¢lanku zobrazené na obr. 2.6b. Na zavér ptrikladu zobrazime
chovani modelu pracovnim diagramem na obr. 2.10c.
O

Pro modely se zpevnénim dochézi v pribéhu plastického pretvareni ke zméné napéti potfebného k tomu, aby
pokracoval plasticky pokluz. Takové napéti budeme oznacovat za okamzitou mez kluzu, zatimco materidlovou
konstantu, ktera charakterizuje napéti potiebné k zahajeni plastického pokluzu v materialu dosud nedotéeném
plastickymi procesy, budeme oznacovat za pocatecni mez kluzu. Pocateéni mez kluzu zpravidla odpovida kon-
stanté oy charakterizujici mez kluzu idealné plastického ¢lanku, ktery je zakomponovan do modelu se zpevnénim.
Predchézejici priklad ukazuje, ze v modelu vzniklém paralelnim spojenim pruziny a plastického ¢lanku se napf.
pri tahovém namahani okamzita mez kluzu v tahu zvysuje, ale po zméné namahani z tahového na tlakové zacne
plastické pretvareni na nizsi arovni tlakového napéti, nez jaka by odpovidala poc¢ateéni mezi kluzu —og, takze se
vlastné okamzitd mez kluzu v tlaku snizila (v absolutni hodnoté). Pro uvazovany model je dokonce mozné Fici,
ze vede-li predchézejici plastické pretvareni k vysledné (plastické) deformaci €, je okamzitd mez kluzu v tahu

1Pro jednoduchost pracujeme s ¢asem t jako by $lo o bezrozmérnou veli¢inu (konkrétni hodnotu je t¥eba dosadit v sekundéch).
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0o + He a okamzitd mez kluzu v tlaku —o¢ + He, takze jejich rozdil je vzdy roven 20¢ a zlstava konstantni.
Jinymi slovy, zvysSeni meze kluzu v tahu je doprovéazeno stejné velkym snizenim meze kluzu v tlaku a naopak.
Takovému zpevnéni se ik kinematické. Model vznikly paralelnim zapojenim linedrni pruziny a idealné plastic-
kého ¢lanku je tedy tuhoplasticky model s linedrnim kinematickym zpevnénim. Tento model umoznuje alespon
priblizné popsat zmény meze kluzu v priubéhu plastického pretvareni, ale zanedbava pruznou ¢ast deformace a
proto napéti neni jednoznac¢né urceno, pokud se plastické pretvareni zastavi a model se chova jako tuhy. Zpev-
néni a zaroven i pruznou deformaci lze popsat, jestlize k tuhoplastickému modelu se zpevnénim pridame sériové
zapojenou pruzinu.

2.1.5 Pruznoplasticky model s linearnim kinematickym zpevnénim

Uvazujme model zachyceny na obr. 2.11a, ktery obsahuje dvé pruziny o tuhostech F a H a plasticky ¢lanek s mezi
kluzu oy. Odpovidajici pracovni diagram muzeme opét sestrojit vhodnou kombinaci jiz znamych pracovnich
diagramt jednodussich modelti. Jde vlastné o sériové spojeni pruziny o tuhosti E a tuhoplastického modelu
s linearnim kinematickym zpevnénim, charakterizovaného pocateéni mezi kluzu oy a modulem zpevnéni H.
Vzhledem k zapojeni ,za sebou® je v obou dil¢ich modelech stejné napéti a jejich deformace se sc¢itaji. Pokud
tedy nakreslime prislusné pracovni diagramy do stejného grafu, sc¢itame pii konstrukci vysledného pracovniho
diagramu hodnoty deformace na riznych zvolenych trovnich napéti. Vysledkem je diagram na obr. 2.11b, ktery
obsahuje sikmé vétve o dvou riznych sklonech. Na pocatku zatézovani, dokud napéti neprestoupi pocatecni mez
kluzu o, ztustava plasticky ¢lanek zablokovan a deformuje se pouze pruzina o tuhosti F. To odpovida linedrné
pruznému chovani materialu a F hraje roli modulu pruznosti. Po dosazeni napéti og nastava v plastickém c¢lanku
pokluz, ale aby tento pokluz pokracoval, je tfeba prekonavat také stale se zvysSujici zpétné napéti o}, vznikajici
v deformujici se pruziné o tuhosti H. Pfi plastickém pretvareni tedy dochézi ke zpeviiovani materidlu. Zpétné
napéti vsak na rozdil od tuhoplastického modelu zavisi nikoli na celkové deformaci, nybrz jen na jeji plastické
casti. Model je mozno charakterizovat jako pruznoplasticky s linearnim kinematickym zpevnénim.
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Obrézek 2.11: (a) Pruznoplasticky model s kinematickym zpevnénim, (b) sestrojeni odpovidajictho pracovniho
diagramu.

Vsimnéte si, ze pro H = 0 bychom jako zvlastni pripad dostali idealné pruznoplasticky model, pro ktery
byly zakladni rovnice odvozeny v ¢lanku 2.1.3. Jejich vhodnym zobecnénim ziskdme popis pruznoplastického
modelu se zpevnénim. Rozklad deformace a Hooketv zakon pro pruznou c¢ast modelu ziustavaji beze zmény.
Pozmeénit je vSak tfeba funkci plasticity. Napéti, jehoz absolutni hodnota se porovnava s konstantou oy, je
napéti prenasené plastickym clankem. Pro model bez zpevnéni je toto napéti rovno celkovému napéti o, ale
pro model se zpevnénim je to rozdil mezi celkovym napétim o a zpétnym napétim o1, (napétim prendsenym
pruzinou paralelné pfipojenou k plastickému ¢lanku). Zpétné napéti ovSem neni materidlovd konstanta, nybrz
vnitini proménna charakterizujici okamzity stav materialu, ktera se mize v prubéhu pretvareni postupné ménit.
Proto funkci plasticity napiseme jako funkci dvou proménnych

flo,ob) = o —opb| — 00 (2.43)

Po této modifikaci skutecné zaporna hodnota funkce plasticity indikuje pruzny stav a nulova hodnota plasticky
stav. Je vsak jesté tfeba zakladni rovnice doplnit o pravidlo, podle kterého se ur¢i hodnota zpétného napéti. Pro
dany model jde o jednoduchy vztah

op = Hep (2.44)

predstavujici tzv. zdkon plastického zpevnéni. Také v zdkonu plastického pretvareni je nutné vzit v avahu, ze
napéti pfenasené plastickym ¢lankem neni o, ale 0 — oy,. Rovnici (2.11) tedy prepiSeme jako

ép = Asgn (0 — o) (2.45)

Souhrnny prehled zminénych zékladnich rovnic je uveden v tabulce 2.4.
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Tabulka 2.4: Matematicky popis pruznoplastického modelu s linedrnim kinematickym zpevnénim (pro jednoosou
napjatost).

rozklad deformace E=¢ce+¢&p
Hooketuv zakon o= Fe,
definice funkce plasticity flo,on) =lo —op| — 00

podminka plastické pfipustnosti  f(o,01) <0

zékon plastického pietvéareni ¢, =Asgn (o —op), A>0
podminka komplementarity M(o,05) =0
zékon plastického zpevnéni o, = Hep

Tabulka 2.5: Klasifikace stavii a procest pro pruznoplasticky model s linearnim kinematickym zpevnénim.

ptipad | f(o,0p) stav A proces f esgn(oc —op) vztah mezi g aé
E <0 pruzny =0 pruzny libovolné libovolné o= F¢

P—E | =0 plasticky =0 pruzny <0 <0 o= E¢

P =0 plasticky >0 plasticky | =0 >0 o= Eepe

Nyni provedeme analyzu zakladnich rovnic, jejimz cilem je jednak stanovit kritéria pro rozliseni mezi pripady
E, P-E a P, jednak odvodit pfimé vztahy mezi piirtstky napéti a deformace (ve kterych se jiz neobjevuji
priristky plastické deformace). Postup je velmi podobny jako v ¢lanku 2.1.3 p¥i analyze idedlné pruznoplastického
modelu. Zakladni pfipady jsou uvedeny v tabulce 2.5. Hodnota funkce plasticity urcuje, zda je okamzity stav
pruzny nebo plasticky. Proces vychézejici z pruzného stavu muze byt jediné pruzny (E), plastickd deformace
se pfi ném neméni a vztah mezi prirtstky napéti a deformace je dan Hookeovym zakonem. Pokud je material
v plastickém stavu, mize pokracovat plastické pretvafeni (P), nebo miize dojit k pruznému odtizeni (P—E). Opét
je uzitecné vyjadrit casovou derivaci funkce plasticity v zavislosti na rychlosti deformace a rychlosti plastického
nasobitele. Tentokrat je funkce plasticity ddna predpisem (2.43) a jeji diferenciaci dostaneme

f=sgn(oc—op) (6 —0p) (2.46)

Pro idedlné pruznoplasticky model jsme rychlost napéti vyjadrili vztahem (2.32). Pro model s kinematickym
zpevnénim dospéjeme podobnym postupem ke vztahu

6 = Féo = E(é —é,) = E[¢ — Asgn (0 — op)] (2.47)
Rychlost zpétného napéti )
op = Hé, = HAsgn (o — op) (2.48)
odvodime diferenciaci (2.44) a uplatnénim (2.45). Nakonec dosazenim (2.47) a (2.48) zpét do (2.46) sestrojime
finalni vyraz pro ¢asovou derivaci funkce plasticity:

f=sgn(o—op) {E[e — Asgn (o —op)] — HAsgn (o — O’b)} = Eésgn (o —op,) — (B + H)A (2.49)

V piipadé pruzného odtizeni (P—E) je A = 0 a toto Feseni je piipustné, pokud f = FEésgn (o — op) je nekladné,
tedy pokud €sgn (o — op) < 0. V pfipadé plastického pretvareni (P) je f = 0 a z této podminky plastické
konzistence na zakladé (2.49) vypocteme

A= mmosen (0 —ob) (2.50)

Reseni je pfipustné, pokud je vysledek nezédporny. Jelikoz E i H jsou kladné konstanty, znamené tato podminka,
Ze ésgn (o — op) > 0, coz je pravé doplitkovy piipad k podmince odvozené pro pruzné odtézovani. Dosazenim
(2.50) do (2.47) ziskdme vztah mezi rychlostmi napéti a deformace:
E EH
£ =
E+H E+H

d:E[é—}\sgn(U—ab)]:E(é— € =FEepé (2.51)
P1i plastickém pretvareni jsou tedy prirtstky napéti imérné prirtistkiim deformace, pricemz prislusnou konstan-
tou imérnosti je

EH
E+H

Eep = (252)
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Tato konstanta je smérnici té sikmé vétve pracovniho diagramu, kterd odpovida plastické odezvé, viz obr. 2.11b.
Jde o tzv. pruznoplasticky modul, ktery hraje pfi plastickém pretvareni roli te¢né (okamzité) tuhosti. PovSimnéte
si rozdilu mezi pojmy

e plasticky modul (modul zpevnéni) H = pomér mezi ptirtistky napéti a plastické deformace,

e a pruznoplasticky modul Ee, = pomér mezi piirtistky napéti a celkové deformace.

Priklad 2.4: Odezva pruznoplastického modelu s kinematickym zpevnénim
Chovani pruznoplastického modelu s kinematickym zpevnénim si pfiblizime pomoci vypoctu jeho odezvy na
zatézovaci program pouzity v prikladu 2.2 a znovu vyneseny na obr. 2.12a. Poc¢atecni mez kluzu je oy = 200 MPa,
modul pruznosti £ = 200 GPa a modul zpevnéni H = 50 GPa.

Na pocatku zatézovaciho procesu je napéti nulové a material se nachazi v pruzném stavu. Probiha tedy
pruzné pretvareni popsané Hookeovym zdkonem o = Ee az do okamziku, kdy napéti o dosdhne pocatecni meze
kluzu og. K tomu dojde pti deformaci ¢4 = 0/ FE = 200 MPa/200 GPa = 1073 v &ase t = 5s. Odpovidajici stav

je v grafech na obr. 2.12 oznacen A. Plastickd deformace ES a zpétné napéti a{)‘ jsou zatim stale nulové, napéti

o4 =200 MPa je na mezi kluzu.
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Obrazek 2.12: (a) Predepsany vyvoj deformace, (b) odpovidajici vivoj napéti, (c) odpovidajici pracovni diagram
pruznoplastického modelu s kinematickym zpevnénim.

Mezi stavy A a B se deformace nadéle zvétsuje, plati tedy €sgn(c — op) > 0 a dochdzi k plastickému
pretvareni, pfi kterém je konstantou tmérnosti mezi priristky napéti a prirtistky deformace pruznoplasticky
modul

FH 200 GPa- 50 GPa
o _ — 40 GP 2.53
= B+ H 200 GPa+ 50 GPa & (2.53)

Prirtstek deformace mezi stavy A a B je AcAB = 1073, odpovidajici piiriistek napéti je tedy AcAB =
EepAcAP = 40 GPa - 1072 = 40 MPa a celkové napéti ve stavu B je of = 04 + Ac?B = 240 MPa. Podle
(2.50) mizeme také vypocitat prirtstek plastického nésobitele

aas - _E 200 GPa

— " AAB — = .107%.1=08-10"3 2.54
Ea gl o - o) = g s apa Y 0.8-10 (2.54)

ktery zaroven predstavuje ptirustek plastické deformace, protoze AESB = AMBsgn (0 —o0p,) = 0,8-1073. Vychozi
plastickd deformace ve stavu A byla nulova, takze plastickd deformace ve stavu B je 55 = Asl‘;‘B =0,8-1073.
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Odpovidajici zpétné napéti se podle (2.44) uréi jako o = Hsz)3 =50 GPa- 0,8 1072 = 40 MPa a lze ovéfit, ze
je skute¢né splnéna podminka plasticity o? = oo + O’E.

Stavu B je dosazeno v c¢ase t = 10s, kdy se zméni znaménko rychlosti deformace a tim i znaménko vyrazu
¢sgn (0 — oy,). Podle kritérii v tabulce 2.5 nastava pruzné odtézovani z plastického stavu. Plastické pretvareni se
zastavi a vztah mezi priristky napéti a deformace je popsan Hookeovym zakonem az do okamziku, kdy funkce
plasticity nabyde znovu nulové hodnoty. Z podminky |o? + EAeBC — Uf| — oo = 0 ur¢ime odpovidajici ptirtstek
(v tomto piipadé zaporny) deformace AcBY = —20¢/E = —2 - 200 MPa/200 GPa = —2- 1073, po kterém se
ocitneme ve stavu C s hodnotami deformace ¢ = 8 + AeBC = 0 a napéti 0¢ = o8 + EAeB¢ = —160 MPa.
Plasticka deformace ani zpétné napéti se pfi pruzném procesu nezmeéni, takze je sg = sf a O’S = O’E .

Mezi stavy C a D ma rychlost deformace zadporné znaménko a rozdil o — oy, také, takze podle kritérii
v tabulce 2.5 probihé plastické pretvafeni. Piirtistek deformace je Ac®P = —2.1073, odpovidajici pirtistek
napéti spocitdme jako Ac“? = Eo,Ac®P = 40 GPa- (—2-107%) = —80 MPa, piirtistek plastického nasobitele
jako
ALCD 200 GPa

e“Psgn (o —op,) = (-2-107*) - (-1)=1,6-10"3 (2.55)

AN = =
200 GPa + 50 GPa

" E+H

a pifriistek plastické deformace jako AeS” = AX“Psgn (0 — o) = 1,6 - 1072 - (=1) = —1,6 - 10~3. Snadno pak
miizeme aktualizovat hodnoty napéti o = ¢¢ + Ac®P = —160 MPa + (—80 MPa) = —240 MPa, plastické
deformace 55 = sg + AESD =0,8-1072—1,6-10"3 = —0,8- 1072 a zpétného napéti 05 = Hsg = 50 GPa -
(—0,8-1073) = —40 MPa.

Ve stavu D pak rychlost deformace opét zméni znaménko a nastane pruzné odtézovani, pretvareni bude
pruzné az do stavu E, pfirtistek napéti se spocita jako AcPF = EAePF = 200 GPa-2- 1073 = 400 MPa a
visledné napéti je o = o + AcPF = —240 MPa+400 MPa = 160 MPa. Plastick4 deformace ani zp&tné napéti
se béhem pruzného procesu nezmeéni. Shodou okolnosti je ve finadlnim stavu E opét splnéna podminka plasticity,
protoze o — o = 160 MPa — (—40 MPa) = 200 MPa = 0. Kdyby se deformace déle zvysovala, zacalo by ve
stavu E znovu plastické pretvareni.

O

Je pou¢né porovnat chovéani idealné tuhoplastického modelu (TPI), idedlné pruznoplastického modelu (PPI),
tuhoplastického modelu se zpevnénim (TPZ) a pruznoplastického modelu se zpevnénim (PPZ) z hlediska jedno-
znacnosti odezvy na zatézovaci program, ktery miize byt dan bud predepsanym vyvojem deformace, nebo prede-
psanym vyvojem napéti. Pro libovolné predepsany vyvoj deformace je odpovidajici priabéh napéti jednoznacné
urcen jen pro pruznoplastické modely, tedy PPI nebo PPZ, zatimco pro tuhoplastické modely je v intervalech
s konstantni deformaci napéti neurcené (jen omezené podminkou plastické pripustnosti). Predepiseme-li vyvo]
napéti, je vyvoj deformace pro modely bez zpevnéni, tedy TPI a PPI, jednoznacné urcen pouze v tuhém ¢i pruz-
ném rezimu a pri dosazeni meze kluzu se jednoznacnost ztraci, navic pri prekroceni meze kluzu neexistuje zadné
pripustné reseni. Naproti tomu modely se zpevnénim, tedy TPZ a PPZ, davaji jednoznacny vyvoj deformace i
po prekroceni meze kluzu, samoziejmé jen dokud neni vycCerpana pevnost materialu, tj. dokud se pfi zpevio-
véani nedosdhne maximalni hodnoty napéti, kterou dany material prenese. Celkové tedy lze Fici, Ze z hlediska
jednoznacnosti vztahti mezi napétim a deformaci mé nejpriznivéjsi vlastnosti model PPZ, tj. pruznoplasticky se
zpevnénim.

2.1.6 Pruznoplasticky model s izotropnim zpevnénim

V predchazejicich dvou c¢lancich jsme se zabyvali kinematickym zpevnénim, které 1ze nazorné motivovat pred-
stavou pruziny paralelné pfipojené k idealné plastickému ¢lanku. Takovy model automaticky vede k tomu, ze pti
tahovém naméahani se mez kluzu v tahu zvysuje, ale v tlaku snizuje, a pri tlakovém namahani je tomu naopak.
Dochazi tedy k tzv. Bauschingerovu efektu, ktery lze skutecné pro nékteré materidly experimentalné pozorovat.
Presto je nékdy vhodnéjsi pouzit pro zpevnéni jiny model, zalozeny na predpokladu, ze pii plastickém pretvareni
se zaroven zvysSuje mez kluzu v tahu i v tlaku. Takové zpevnéni se pak nazyva izotropni.

Pro izotropni zpevnéni je té€zké najit nazorny mechanicky model vznikly kombinaci elementarnich clank,
jako jsou pruziny a idealné plastické ¢lanky. Nezbyva, nez si predstavit zobecnénou podobu plastického ¢lanku,
ve kterém odpor proti pokluzu v pribéhu plastického pretvareni vzrista. Pro takovy ¢lanek pouzijeme symbol
zachyceny na obr. 2.13a. Nevyplnéné trojuhelnicky zde zjednodusené predstavuji prekazky vuci plastickému
pokluzu, které se teprve postupné vytvareji. Pro krystalické materidly je lze interpretovat napt. jako pruseciky

oo, H E oo, H

Obrazek 2.13: (a) Plasticky ¢ldnek s izotropnim zpevnénim, (b) pruznoplasticky model s izotropnim zpevnénim.
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dislokaci, které se sifi v ruznych rovinach a navzajem se ve svém pohybu omezuji, pricemz hustota takovych
pruseciki vzrista v zavislosti na celkové zméné plastické deformace. Ditilezité je, ze na zpevinovani ma vliv
velikost jednotlivych prirastka plastické deformace, ale nikoli jejich znaménko. V pribéhu plastického pretvareni
v materialu dochazi k nevratnym zménam, takze okamzitou mez kluzu nelze vztahnout jen k okamzité hodnoté
plastické deformace. Jestlize totiz material plasticky zdeformujeme nejprve v tahu a pak v tlaku tak, aby vysledna
plastickd deformace byla nulova, vysledny stav materiadlu se lisi od pocatecniho, prestoze hodnota plastické
deformace je stejna jako pred deformac¢nim procesem.

Abychom vzali v tivahu vliv plastickych pretvarnych procest, zavedeme novou vnit¥ni proménnou, tzv. ku-
mulovanou plastickou deformaci k, ktera vznikne poscitanim absolutnich hodnot jednotlivych ptirustka plastické
deformace. Rozdélime-li celou historii zatéZovani na nekonecné malé kroky, muzeme infinitezimélni piirtstek s
zapsat jako

dr = |dep| (2.56)

a po vydéleni odpovidajicim infinitezimalni pfirtstkem ¢asu dt¢ ziskdme vztah mezi rychlosti (Gasovou derivaci)
vnitini proménné  a rychlosti (¢asovou derivaci) plastické deformace ve tvaru

f= |ép] (2.57)

V pocateénim nedeformovaném stavu poloZime vychozi hodnotu x rovnu nule a jeji vyvoj v prubéhu plastického
pretvafeni pak ziskdme integraci rovnice (2.57). Formélné to lze zapsat jako

k() = /0 &,()] dt’ (2.58)

Je ziejmé, ze kumulovana plasticka deformace £ béhem pruzného procesu ziistava konstantni, protoze €, je rovno
nule, a béhem plastického procesu vzriistd, protoze absolutni hodnota €, je kladna. Pokud dochézi k pretvaieni
pouze v tahu, odpovid4 hodnota x plastické deformaci €, zatimco pfi vyhradné tlakovém pfetvareni odpovida
—ep. Pii stiidavém namahani tahem i tlakem nese x informaci o celkové mife plastickych zmén, které v ma-
terialu probéhly. Je pak prirozené postulovat, ze okamzitd hodnota meze kluzu oy je funkci okamzité hodnoty
kumulované plastické deformace k. Specialné pokud polozime

oy =09+ Hk (2.59)

ziskdme model s linearni zavislosti meze kluzu na kumulované plastické deformaci.
Okamzita mez kluzu oy predstavuje absolutni hodnotu napéti, kterym je tfeba pisobit na zpevnény plasticky
¢lanek, aby v ném doslo k pokluzu. Funkci plasticity tedy zapiSeme jako

flo,0v) =lo| — oy (2.60)

Uvedenim oy mezi argumenty funkce plasticity f zdrazinujeme, ze tato veli¢ina neni konstantnim parametrem
(jako je tfeba og), ale proménnou, jejiz hodnota se béhem pretvafeni materidlu méni. Rovnice typu (2.59)
predstavuje ndvod, jak okamzitou mez kluzu vypoditat, je to tedy zdkon zpevnéni. V konkrétnim piipadé (2.59)
je tento zakon linearni a ziskavame pruznoplasticky model s linedrnim izotropnim zpevnénim. Zakladni rovnice
popisujici tento model jsou shrnuty v tabulce 2.6.

Podobné jako pro modely predstavené v predchazejicich dvou ¢lancich, i pro model s izotropnim zpevnénim lze
provést rozbor zakladnich pripadi a odvodit jednak kritéria pro rozliSeni mezi pruznym odtizenim a plastickym
pretvarenim, jednak vztah mezi prirtistky napéti a deformace. Vzhledem k tomu, ze postup je zcela analogicky
jako pro jiz znamé modely, nebudeme jej podrobné opakovat a soustiedime se jen na nejzajimavéjsi pripad
plastického pretvéreni (P). V tomto pfipadé musi byt splnéna podminka konzistence f = 0 a na jejim zékladé

Tabulka 2.6: Matematicky popis pruznoplastického modelu s linedrnim izotropnim zpevnénim (pro jednoosou
napjatost).

rozklad deformace E=¢cetep
Hooketiv zédkon o= Fe,

definice funkce plasticity flo,oy) =|o| — oy
podminka plastické pFipustnosti flo,ov) <0

zékon plastického pretvareni Ep = A sgno, A>0
podminka komplementarity A (o,0v) =0

definice kumulované plastické deformace £ = |&p)]

zakon plastického zpevnéni oy =09+ Hk
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miizeme najit vztah mezi rychlosti plastického nasobitele a rychlosti celkové deformace. Nejprve je ovSsem treba
vyjadrit ¢asovou derivaci funkce plasticity

f=(sgno) o — oy = (sgno)E(é —ép) — Hi: = (sgno)E(¢ — Asgno) — H\ = Eé¢sgno — (E+ H)A  (2.61)

7 podminky f = 0 pak plyne
E

E+H

a po dosazeni do vyrazu pro ¢asovou derivaci napéti dostaneme

é (2.62)

A = (sgno)

EH

= E+—H €= Eepé (263)

o= E(¢ — \sgno)
Vysledek je stejny jako v (2.51) a Eep, je opét pruznoplasticky modul dany pfedpisem (2.52). Pokud tedy v mo-
delech s kinematickym a izotropnim zpevnénim pouzijeme stejny modul zpevnéni H, bude vysledny vztah mezi
prirustky napéti a deformace zcela stejny. Rozdil mezi obéma modely je jen v tom, pfi jaké hodnoté napéti zacne
plastické pretvareni po prechodu z tahu do tlaku nebo naopak.

Priklad 2.5: Odezva pruznoplastického modelu s izotropnim zpevnénim
Rozbor chovani pruznoplastického modelu s izotropnim zpevnénim si opét pfedvedeme pro zatézovaci program
s predepsanym vyvojem deformace podle obr. 2.14a, ktery byl jiz pouzit v piikladech 2.2 a 2.4. Parametry
modelu, tj. modul pruznosti £ = 200 GPa, mez kluzu oy = 200 MPa a modul zpevnéni H = 50 MPa, ztstavaji
stejné jako v prikladu 2.4, kde jsme analyzovali model s kinematickym zpevnénim.
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Obrézek 2.14: (a) Pfedepsany vyvoj deformace, (b) odpovidajici vyvoj napéti, (c) odpovidajici pracovni diagram
pruznoplastického s izotropnim zpevnénim.

P1i monoténnim zatéZzovani az do stavu B se modely s kinematickym i izotropnim zpevnénim chovaji stejné:
do stavu A dochazi k pruznému pretvareni a mezi stavy A a B probiha plastické pretvareni s pruznoplastickym
modulem FE,, = 40 MPa. Stav B je charakterizovan hodnotami deformace ¢® = 2-1073, napéti o = 240 MPa a
plastické deformace sf = 0,8-103. Pro model s izotropnim zpevnénim je§té potiebujeme kumulovanou plastickou
deformaci x2, ktera je rovna plastické deformaci sf , protoze plastické pretvareni zatim probihalo pouze v tahu.
Ze zakona zpevnéni se urci okamzita mez kluzu a{? = 09 + Hxk® = 200 GPa+ 50 GPa-0,8- 1073 = 240 MPa,
ktera je pochopitelné rovna napéti o?, jelikoz az do stavu B dochézi k plastickému piretvafeni v tahu.
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Ve stavu B za¢ne pruzné odtézovani a je tfeba urcit (zaporny) piirtstek deformace AcB¢ | na jehoz konci zaéne
plastické pretvareni v tlaku. Béhem pruzného procesu je vztah mezi prirtistky napéti a deformace dan Hookeovym
zdkonem, takze miizeme do podminky plasticity 0¢ = —o§ dosadit 0 = o8 + EAeBY. Navic se okamzit4 mez
kluzu oy v prubéhu pruzného pretvareni neméni, protoze i kumulovand plasticka deformace x zistava konstantni.
Polozime tedy 0 = of a vypocteme AcBY = — (08 +-0P)/E = —(240 MPa+ 240 MPa)/200 GPa = —2,4-1075.
Stav C, ve kterém zacne plastické pfetvareni v tlaku, tedy nastane pozdéji nez pro model s kinematickym
zpevnénim, konkrétné v ase t = 22 s, viz obr. 2.14a. Odpovidajici napéti je 0¢ = —240 MPa a plasticka
deformace i jeji kumulovana hodnota jsou stejné jako ve stavu B, tedy ¢ = sg =0,8-1073.

Prechodu ze stavu C do stavu D, ve kterém deformace dosahne extrémni hodnoty, odpovida pfiristek defor-

mace Ae“P = —1,6-10~3. Odpovidajici p¥irtistky dalsich veli¢in vypocteme jako

AcP = E,Ac“P =40 GPa- (~1,6-107%) = —64 MPa (2.64)
200 GPa

ANCP = AP = (~1)- ~1,6-107%) =1,28-1073 2.65
Geno) g7 = Y 350 GPat 50 GPal © =1 (2.69)
AeSP = AXP(sgno) =—1,28-107° (2.66)
AkCP = |AeSP|=1,28-10"7 (2.67)
a jejich pfi¢tenim k hodnotam ve stavu C dostaneme hodnoty ve stavu D, konkrétné o = —304 MPa, 55 =

—0,48 - 1073 a kP = 2,08 - 1073. Jak je vidét, plastickd deformace e, se pii pietvafeni v tlaku zmensila, ale
kumulovana plasticka deformace x se zvétsila. Okamzitd mez kluzu o) = og + Hx? = 304 MPa pochopitelné
odpovidéa absolutni hodnoté napéti, protoze stav D je stale jesté plasticky. Dalsi piiriistek deformace AePF =
2-1073 v8ak méa opac¢né znaménko nez mezi stavy C a D a nastava pruzné odtéZovani. Na konci celého zatézovaciho
procesu ve stavu E bude material pfendset napéti o = 0P + EAePF = —304 MPa+200 GPa-2-1073 = 96 MPa,
které je mensi nez okamzitd mez kluzu o = ol = 304 MPa, takze jde o pruzny stav.

Cely pracovni diagram je vynesen na obr. 2.14c, ktery mizeme porovnat s obr. 2.12c, kde je pracovni diagram
pro stejny zatézovaci program, ale pro model s kinematickym zpevnénim.

O

2.2 Plasticka analyza prutovych konstrukci

Zatim jsme se zabyvali tuhoplastickymi a pruznoplastickymi modely popisujicimi vztah mezi napétim a de-
formaci. Pracovali jsme tedy na trovni materidlového bodu, resp. elementarniho kvadru o nekonecné malém
objemu, vynatého ze zkoumaného télesa. V inzenyrskych aplikacich nas ovSem zajimé pfedevsim chovani celé
konstrukce. Prozatim se omezime na takové konstrukce, ve kterych vznika ve vSech bodech jednoosa napjatost.
Takovy piipad nastava zejména pro piihradové konstrukce, jejichz pruty jsou namahény pouze osovymi (nor-
malovymi) silami, které v jednotlivych priifezech vyvodi normélové napéti rovnomérné rozlozené po prifezu.
Za jednoosou napjatost ale mizeme povazovat i stav v nosnicich nebo ramovych konstrukcich, namahanych
ohybovymi momenty a pripadné i norméalovymi silami, pokud zanedbame vliv smykového napéti zptisobeného
posouvajicimi silami. Za ohybu ovSsem norméalové napéti neni po prifezu rozloZzeno rovnomeérné.

Prihradovym konstrukcim bude vénovan c¢lanek 2.2.1 a objevi se také v prikladech c¢lanku 2.2.3, zatimco
nosniky a ramy se budou zkoumat v ¢lanku 2.2.4. Chovani materidlu budeme v obou pripadech povazovat za
idealné pruznoplastické.

2.2.1 Prihradové konstrukce

Pro jednoduchost se omezime pouze na pruty konstantniho prifezu. Uvazujme prut o poc¢atecni délce L s pri-
fezem o obsahu A. Tyto geometrické charakteristiky poslouzi pii transformaci mezi veli¢inami popisujicimi stav
materidlového bodu, tedy deformaci (relativnim protazenim) £ a napétim o, a veli¢inami popisujicimi stav celého
prutu, tedy celkovym (absolutnim) protazenim

AL = Le (2.68)

a osovou (normalovou) silou

N = Ao (2.69)

Pracovni diagram celého prutu (graf zévislosti normalové sily N na celkovém protazeni AL) se tedy lisi od
pracovniho diagramu materidlu (grafu zavislosti norméalového napéti o na pomérné deformaci ) pouze méritkem
na jednotlivych osach, viz obr. 2.15. V pruzné ¢asti odpovida sklon tohoto diagramu pruzné tuhosti prutu EA/L
a plastické pretvareni zacne, pokud normdélova sila dostoupi hodnoty Ny = Aoy, které budeme fikat mezni
plasticka sila. Samoziejmé muze dojit také k plastickému pretvareni v tlaku, pokud v prutu ptsobi norméalova
sila. N = —Ny. Podminku plastické pripustnosti pro osové naméhany prut tedy mizeme zapsat jako

IN| < No (2.70)
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Obrazek 2.15: Pracovni diagram pro idedlné pruznoplasticky materidl na tirovni (a) materidlového bodu, (b) ta-
zeného prutu.

a podminku plasticity jako
IN| = Ny (2.71)

Nyni prikro¢ime k analyze piithradovych konstrukei za obvyklého predpokladu, Ze jejich pruty jsou namahany
pouze osovymi (tj. normalovymi) silami. Namisto bézné uvazovaného pruzného chovani materialu ale pouzijeme
idedlné pruznoplasticky model.

Priklad 2.6: Staticky urcita pirihradova konstrukce

Zkouméame piihradovy nosnik zatiZeny podle obr. 2.16a. Uloha je staticky urcita, takze pro danou silu F lze
osové sily jednoznacné urcit z podminek rovnovahy béznym postupem znamym ze stavebni mechaniky. Osové
sily zptisobené jednotkovou silou F' jsou pripsany k jednotlivym prut@im na obr. 2.16b.

F 1
Y 0O Yy -89 -4/9 ¢

3 o[ A G P2
| |

-1/3

= 8/9 4/9 0 &— =

(a) (b) (c)

Obrazek 2.16: Staticky urcitd piihradova konstrukee: (a) statické schéma a zatizeni, (b) osové sily od jednotkového
zatiZeni, (c) mechanismus plastického kolapsu.

Pro jednoduchost predpokladame, ze vSechny pruty maji stejny prifez a jsou vyrobeny ze stejného materialu,
maji tedy i stejnou hodnotu mezni plastické sily Ny. Dokud jsou vSechny osové sily v absolutni hodnoté mensi nez
Ny, cela konstrukce se chova linedrné pruzné, takze prihyby se zvétsuji tmérné zatézujici sile F'. Do plastického
stavu se jako prvni dostane prut s nejvétsi absolutni hodnotou osové sily, tedy leva diagonala, ve které je osova
sila N = —(10/9) - F, a to v okamziku, kdy piisobici sila F' dosdhne hodnoty Fy = 0,9N,.

Vztahy mezi osovymi silami a zatizenim vyplynuly z podminek rovnovahy a pfi jejich odvozeni nebyly pou-
zity zadné predpoklady o chovani materialu. Podminky rovnovahy museji byt splnény i v pribéhu plastického
pretvareni. Osova sila v nejvice namahaném prutu ale nesmi v absolutni hodnoté prekroc¢it mezni plastickou silu,
takze konstrukce nemiize prenést vétsi silu nez Fj.

O

V prikladu doslo k vycerpani tinosnosti konstrukce v okamziku, kdy osova sila v nejvice namahaném prutu
dosahla mezni plastické hodnoty. Konstrukce pak uz nebyla schopna prenést dalsi prirtistky zatizeni, prestoze
vSechny pruty az na jeden byly stale v pruzném stavu a osové sily by v nich jesté mohly rist. Takové chovani
je charakteristické pro staticky urcité konstrukce, pro které prechod jediného prutu do plastického stavu vede
ke vzniku pohyblivého mechanismu (obr. 2.16¢) a tedy ke kolapsu konstrukce. Protazeni zplastizovaného prutu
miize neomezené narustat za konstantni osové sily, pficemz protazeni nebo stlaceni ostatnich prut ztustava
konstantni a tudiz se prislusné osové sily také neméni. Konstrukce proto nemize prenést vyssi zatizeni nez to,
které vedlo k plastifikaci prvniho prutu.

Situace je podstatné odlisna pro staticky neurcité konstrukce, na kterych i po plastifikaci jednoho prutu
mohou zbylé pruty, které jsou stale v pruzném stavu, prenaset priristky zatizeni.

Priklad 2.7: Staticky neurcita pfihradova konstrukce — prirustkova analyza
Aby bylo mozno feseni staticky neurcité konstrukce pohodlné sledovat, pfedvedeme si je pro velmi jednoduchy
pripad: zavés skladajici se ze tii prutd pripojenych ke spole¢nému styéniku, na ktery pusobi svisld sila, viz
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Obrézek 2.17: Staticky neur¢ity zdvés: (a) statické schéma, (b) mechanismus plastického kolapsu.

obr. 2.17a. Sestrojime globalni pracovni diagram, tj. graf zavislosti mezi silou F' a posunem jejiho pusobisté.
Opét predpokladame, ze vSechny pruty maji stejnou prifezovou plochu A a stejné materidlové vlastnosti (modul
pruznosti £ a mez kluzu o¢). Pruty o¢islujeme podle obr. 2.17a a jejich délky Ly = 3L, Ly = 2,4L a L3 = 4L
vypocteme podle Pythagorovy véty.

V pocatecéni fazi zatézovani jsou vSechny pruty v pruzném stavu a miZeme pouzit obvyklé metody feSeni
linedrné pruznych staticky neurcitych konstrukci, napi. deformacni metodu. Jejim zdkladem jsou podminky
rovnovahy nepodepieného stycéniku, zapsané nejprve pomoci norméalovych sil jako

0,6N; —0,8N3 = 0 (2.72)
0,8N1 + N2 +0,6N3 = F (2.73)
Jde o dvé rovnice o tfech neznamych, takze norméalové sily nelze jednoznacné urcit jen z podminek rovnovahy.

Proto s vyuzitim geometrickych rovnic a zobecnénych materidlovych rovnic vyjadiime normalové sily v zavislosti
na posunech nepodepreného styéniku v a w, zndzornénych na obr. 2.17b:

EA EA

1 I 1 3L (O,GU + 0,8’LU) ( 7 )
EA EA

2 L, 2~ 240" (2.75)
EA EA

Po dosazeni do (2.72)—(2.73) ziskdme dvé rovnice o dvou nezndmych u a w, které je mozno upravit do tvaru

0,28u+ 0,040 = 0 (2.77)
0,0du+0,72w = FL/EA (2.78)

Jejich feseni u = —0,2FL/EA a w = 1,4FL/EA pak dosadime zpét do (2.74)—(2.76) a tim dostaneme vztahy
mezi normalovymi silami a zatizenim:

N, = 0,333F, Ny = 0,583F, N3 = 0,250F (2.79)

Dokud pro vSechny normaélové sily plati |N;| < Ny, odezva konstrukce je linedrné pruzné a prithyb w nartsta
ameérné pusobici sile F'. Je zfejmé, ze mezni plastické hodnoty dosahne jako prvni normalova sila v prutu 2, a
to pii zatizeni silou F4 = Ny/0,583 = 1,714Ny. Odpovidajici stav A je meznim elastickym stavem konstrukce.
Normalové sily v tomto stavu nabyvaji hodnot

N =0,333F4 = 0,571N, N = 0,583F4 = Ny, Nt = 0,250F4 = 0,429N, (2.80)

Pri dalsim nartustu zatézujici sily F' probiha v prutu 2 plastické pretvareni a normalova sila Ny zistava
konstantni, jeji prirustek ANs je tedy nulovy. Z hlediska prirtastka se tedy konstrukce chova, jako by prut 2 byl
vytazen. Pruty 1 a 3 vSak zatim zistavaji pruzné a pro prirtstky normélovych sil AN; a ANj stale plati vztahy
(2.74) a (2.76), ve kterych je ovSem ti¥eba nahradit posuny u a w jejich pfirustky Au a Aw. Po dosazeni do
rovnic rovnovahy (2.72)—(2.73) zapsanych pro pfirtistky normalovych sil a zatiZeni ziskdme rovnice

0,28Au + 0,04Aw = 0 (2.81)
0,04Au+0,3033Aw = AFL/EA (2.82)

ze kterych vypoéteme Au = —048AFL/FA a Aw = 3,36AFL/FEA. Po zpétném dosazeni do vyrazii pro
prirtstky normalovych sil dostaneme AN; = 0,.8AF a AN3 = 0,6AF. Tyto vztahy mezi prirustky plati az do
okamziku, kdy se prut 1 nebo 3 ocitne v plastickém stavu. K tomu dojde pii pfirtistku zatizeni AFAB = 0,536.Ny,
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Obrazek 2.18: Staticky neurdity zavés: (a) pracovni diagram, (b) vyvoj normalovych sil v zévislosti na svislém
posunu.

kdy normélova sila N = N{* +0,8AF48 dosdhne mezni plastické hodnoty Ny, zatimco v prutu 3 je normalova
sila NP = N{* +0,6AFAB = 0,75N, stale v pruzné oblasti.

Prestoze v prutu 3 by jesté normalova sila mohla riist, konstrukce uz vétsi zatizeni neprenese, protoze zbyvajici
pruty jsou jiz v plastickém stavu a vznikd pohyblivy mechanismus, ktery vede ke kolapsu. Mluvime o meznim
plastickém stavu konstrukce, ktery nastava pti zatizeni silou

Fy=FB = FA 4+ AFA8 = 1,714N, + 0,536 Ny = 2,25N, (2.83)

V meznim plastickém stavu mutze prihyb w volné nartstat pri konstantni drovni zatizeni, ¢emuz odpovida
vodorovna c¢ast pracovniho diagramu na obr. 2.18a. Pii sestrojeni pracovniho diagramu jsme vyuzili toho, ze
ve stavu A ma svisly posun hodnotu w? = 1,4FAL/FA = 24NgL/EA a ve stavu B méa hodnotu w? =
wA +336AFAPL/EA = 4,2NoL/EA. Zavislost mezi norméalovymi silami a zatizenim je vynesena na obr. 2.18b.
O

Postup pouzity v predchazejicim prikladu je ukazkou prirustkové pruznoplastické analjzy, pii které na kon-
strukci postupné pridavame vhodné prirtistky zatizeni, volené tak, aby k pfechodu jednotlivych prutt z pruzného
do plastického stavu dochéazelo vzdy jen na konci nékterého pfirastku. V ramci kazdého prirtstku se méni osové
sily pouze v téch prutech, které jesté neptesly do plastického stavu. Pro jiz zplastizované pruty ztstavaji osové
sily konstantni, tj. prirastky osovych sil jsou nulové. Proto muzeme pfi analjze daného prirustku zplastizované
pruty myslené odstranit a provést vypocet pro upravenou konstrukci, skladajici se pouze z prutt chovajicich
se dosud pruzné. Vypocet se provede béznymi metodami mechaniky staticky neurcitych pruznych konstrukei.
Na zakladé znalosti osovych sil na zacatku vypocetniho kroku a vztahu mezi priristky osovych sil a prirtistkem
zatizeni zjistime, ktery dosud pruzny prut jako prvni dosdhne plastického stavu a pro jakou konkrétni hodnotu
prirastku zatizeni. Pak tento prut vyradime a pro zbytek konstrukce analjzu opakujeme, az dojde ke vzniku
pohyblivého mechanismu a zatizeni nelze dale zvysovat.

Prirtstkova analyza je obecnou metodou, kterou lze pouzit nejen pro idealné pruznoplasticky material, ale
také pro material se zpevnénim, dokonce i nelinedrnim (pak je ale tfeba v jednotlivych pfirtistcich iterovat).
Pokud je ale material idedlné pruznoplasticky a zajima nas pouze mezni plasticky stav konstrukce, tj. stav,
ve kterém je dosazeno maximéalni mozné trovné zatizeni a tinosnost konstrukce je zcela vycerpana, lze misto
postupného Feseni po jednotlivych prirtstcich hledat pfimo vysledny mezni stav. VySetfovani mezniho plastického
stavu se provadi metodami mezni plastické analyzy, jejichz teoretickym zakladem je princip maxima plastické
disipace. Dfive nez tento princip vysvétlime, predvedeme si jednoduchou ukazku mezni analyzy, vychéazejici
z odhadu vysledného mechanismu plastického kolapsu.

Priklad 2.8: Staticky neurcita prihradova konstrukce — mezni analyza

Vratme se k zdvésu na obr. 2.17a, ktery jsme v predchozim piikladu 2.7 fesili prirtistkovou metodou. Je to
jednou staticky neurcita konstrukce a pohyblivy mechanismus z ni vznikne vytfazenim dvou pruti. V meznim
plastickém stavu konstrukce tedy museji byt dva pruty zplastizovany. Vime-li, Ze to budou pruty 1 a 2, je snadné
urc¢it odpovidajici hodnotu zatizeni vedouci ke kolapsu. I v meznim plastickém stavu totiz museji byt splnény
podminky rovnovahy (2.72)—(2.73). D4 se ¢ekat, ze pruty 1 a 2 budou tazené, takze norméalové sily v téchto
prutech budou rovny mezni plastické sile Ny s kladnym znaménkem. Po dosazeni Ny = Ny a No = Ny do
(2.72)—(2.73) zbydou jen dvé neznamé, N3 a F, které z téchto rovnic mizeme snadno vypoéitat:

0,6Ng —0,8N3 =0 — N3 = 0,75Ng (2.84)
0,8No + No + 0,6N; = F — F = 225N, (2.85)

Vidime, ze jsme prakticky bez jakékoli namahy ziskali mezni hodnotu sily F, ke které jsme se v ptikladu 2.7
dostali az po opakovaném feseni deformac¢ni metodou. Navic jsme ziskali i hodnotu sily N3 v prutu, o kterém
jsme predpokladali, ze ztistava pruzny. Jelikoz je N3 = 0,75Ny < Ny, je nas predpoklad potvrzen.

O



2.2. PLASTICKA ANALYZA PRUTOVYCH KONSTRUKCI 69

V pfikladu jsme ukazali, Ze pokud znadme (nebo spravné odhadneme) mechanismus kolapsu, tj. vime, které
pruty prejdou do plastického stavu, mtizeme odpovidajici mezni zatizeni vypocitat pouze z podminek rovnovahy,
prestoze konstrukce je ptivodné staticky neurcita. Jestlize ale vyjdeme z nespravného predpokladu, vypoctené
zatizeni zdanlivé vedouci ke zhrouceni konstrukce se bude od skutecné mezni hodnoty lisit. Pomoci principu
maxima plastické disipace lze odvodit dvé varianty zéakladni véty mezni analyzy, které umozni vyuzit i vysledky
vypoctu zalozeného na ne zcela spravném odhadu skute¢ného mechanismu kolapsu. Konkrétné podle tzv. statické
véty mezni analyzy je zatiZeni vypoctené statickou metodou pro jakoukoli (ne nutné spravnou) volbu zplastizo-
vanych prutt vzdy mensi nebo rovno skuteénému meznimu zatizeni. Vysledek takového vypoctu je tedy dolnim
odhadem mezniho zatizeni. Navic tzv. kinematickd véta mezni analyzy vede k alternativnimu postupu vypoctu,
jehoz vysledek je vzdy vétsi nebo roven skutecnému meznimu zatizeni, poskytuje tedy jeho horni odhad. Tato
predbézna informace snad ve ¢tenari probudi zajem o pochopeni zminéného principu, ktery by se jinak na prvni
pohled mohl jevit jako zbytecna teoreticka hricka.

2.2.2 Princip maxima plastické disipace

Abychom si usnadnili obecnou formulaci principu maxima plastické disipace, ktera bude snadno rozsifitelna i
na pripady viceosé napjatosti, zavedeme jiz nyni prislusny formalismus, byt se pro jednoosou napjatost muze
zdat ponékud samoucelny. Za¢neme na trovni materialového bodu. Jiz vime, Ze napéti o je plasticky pripustné,
pokud jeho absolutni hodnota nepiekracuje mez kluzu, tj. pokud je |o| < 0. Tuto podminku lze formélné zapsat
také ve tvaru f(o) <0, kde f je funkce plasticity. Mnozinu vSech plasticky pfipustnych stavii napéti oznac¢ime

Sep = {0 | f(o) <0} (2.86)

Indexy e a p pfipominaji, Ze tato mnozina obsahuje stavy elastické (pruzné), pro které f(o) < 0, i stavy
plastické, pro které f(o) = 0. Mnozina S.p, je plasticky pripustnd oblast v prostoru napéti.> Body vné této
oblasti odpovidaji hodnotam napéti, které danym materidlem nemohou byt pfeneseny a proto jsou povazovany
za plasticky nepfipustné. V pfipadé jednoosé napjatosti staci napéti charakterizovat jedinou slozkou a plasticky
pripustnou oblasti je uzavieny interval

Sep = [—0’(),0'()] (287)

Jak uvidime pozdéji, pro viceosou napjatost se budou plasticky pripustné oblasti znazornovat ve vicerozmérnych
prostorech a jejich tvar bude zaviset na konkrétnim typu funkce plasticity vhodné pro dany material.

Nyni miizeme provést jednoduchou tvahu, ktera vede pfimo k formulaci principu maxima plastické disipace
pro jednoosou napjatost. Pfedpokladejme, ze pro dany materidlovy bod a dany okamzik zname skute¢nou hod-
notu napéti o a skute¢nou rychlost plastické deformace &,,. Dale budeme pracovat s pomocnou hodnotou napéti
c*, kterou mizeme zvolit do jisté miry libovolné, ale tak, aby byla plasticky pripustna. Podstatou principu
maxima plastické disipace je porovnédni soucinti o€, a 0*¢p. Podle znaménka £, miizeme rozlisit t¥i zékladni
pripady:

1. Pokud je é, > 0, dochazi k plastickému pretvafeni v tahu a napéti o musi byt na kladné mezi kluzu, tedy
o = 0¢. Formalné to plyne ze zédkona plastického pretvareni, podminky komplementarity a definice funkce
plasticity, viz tab. 2.2. Pro libovolné plasticky pripustné napéti ¢* plati ¢* < oy = ¢ a po vynasobeni
kladnou hodnotou &, zlistane smysl této nerovnosti zachovan, takze dostaneme

o"ép < oép (2.88)

2. V pripadé €, < 0 dochézi k plastickému pietvareni v tlaku a napéti o musi byt na zdporné mezi kluzu, tedy
o = —oy. Pro libovolné plasticky pfipustné napéti o* musi byt ¢* > —oy = ¢ a po vynasobeni zapornou
hodnotou ¢, se smysl této nerovnosti obrati, takze dostaneme opét (2.88). Tato nerovnost je tedy splnéna,
at uz je rychlost plastické deformace kladné nebo zaporna.

3. V pripadé £, = 0 sice mezi o a o* neplati zadny obecny vztah, ale nerovnost (2.88) je stéle splnéna, protoze
na obou stranach jsou nuly.

Vidime tedy, Ze nerovnost (2.88) plati zcela univerzalné, samoziejmé za vyse uvedenych predpokladi, ze o je

skute¢né napéti, €, je skutecnd rychlost plastické deformace a o™ je libovolné plasticky pripustné napéti. Jelikoz

skuteéné napéti o je také jednim z plasticky pripustnych, mizeme vysledek rozboru shrnout konstatovanim,

ze ze vSech plasticky pfipustnych napéti o* dava skuteéné napéti o soucinu o<, maximalni hodnotu. To je
matematicky zapsano jako

ax o'ép, = o€ 2.89

o b?ip g &p =0%p (2.89)

Tato rovnice jiz vlastné predstavuje princip maxima plastické disipace, ale pro pochopeni fyzikdlni podstaty je

jesté treba vysvétlit ndzorny vyznam soucinu napéti a rychlosti plastické deformace. Pozor, nasledujici tuvahy

2Pro jednoosou napjatost je stav napéti charakterizovan jedinou hodnotou a prostor napéti je tedy jednorozmérny (je to v podstaté
mnozina vSech realnych ¢isel). Pro obecnou trojosou napjatost pujde o prostor Sestirozmérny.
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plati pro jednoosou napjatost a idealné pruznoplasticky model. Pro trojosou napjatost, pfipadné pro modely se
zpevnénim, by bylo tfeba néktera tvrzeni mirné upravit.

Pripomenme, Ze pokud na elementarni objem materidlu dV piusobi jednoosé napéti o a jeho deformace ve
sméru pusobicitho napéti se zvysi o infinitezimalni prirtstek de, vykona napéti praci o de dV, takze vykonana
prace vztazend na jednotku objemu je ode. Jestlize je prirtstek deformace pruzny, pfispé€je prace vykonana
napétim ke zvyseni potencialni energie pruzné deformace. Jestlize je ale prirtstek deformace plasticky, zstava
potencidlni energie pruzné deformace beze zmény a vykonand préace je disipovana (rozptylena) v plastickych
pfetvarnych procesech. Proto souéin o de, odpovida pfiriistku disipované energie (na jednotku objemu). Po vy-
déleni infinitezimalnim pfirdstkem casu dt, béhem kterého k prirtistku deformace de doslo, dostaneme disipac¢ni
vykon (stru¢né disipaci) D = odep/dt = o€y, vztazeny na jednotku objemu. Vidime tedy, ze soucin napéti
a rychlosti plastické deformace odpovida hustoté plastické disipace v daném materidlovém bodé. Pti vypoctu
hustoty plastické disipace staci znat rychlost plastické deformace, protoze odpovidajici hodnota napéti je touto
rychlosti jiz jednoznaéné uréena (o = g pro é, > 0 a 0 = —ogg pro €, < 0). Misto D = o€, tedy mizeme psat
D = o0¢|ép|, pficemz op je materidlova konstanta, takze D je funkei &p,.

Ted uz je zfejmé, jak rovnice (2.89) souvisi s maximem plastické disipace. Vyraz na pravé strané predstavuje
skute¢nou disipaci, sou¢in o*¢,, pfedstavuje fiktivni vykon (na jednotku objemu), ktery by napéti o* podalo na
rychlosti plastické deformace é,. Finalni verzi principu mazima plasticke disipace tedy zapiSeme ve tvaru

max 0 ép = 0ép = 0pl|ép| = D(Ep) (2.90)
oc*€FEep

a vyjadiime nasledujici slovni formulaci:

Plasticka disipace, tj. vykon skuteéného napéti na skuteéné rychlosti plastické defor-
mace, je nejvétsi za vSech (myslenych) vykonu, které by libovolné plasticky pfipustné
napéti podavalo na skutecéné rychlosti plastické deformace.

Struéné by bylo mozno tici, Ze pro danou rychlost plastické deformace je skuteéné napéti to plas-
ticky pripustné napéti, které maximalizuje plastickou disipaci, proto tedy hovofime o principu maxima
plastické disipace.

Pro materidlovy bod a jednoosou napjatost je uvedené tvrzeni zcela evidentni a je otazka, pro¢ ho povazovat
za néjaky ,vyssi princip®. Jeho skutec¢ny vyznam docenime teprve casem, az prejdeme k celé konstrukci a k viceosé
napjatosti. Za¢neme rozsifenim principu na tazeny-tlaceny prut, tedy prut namahany osovou silou N. Celkovou
plastickou disipaci v prutu ziskdme integraci jeji hustoty D pfes objem prutu. Pokud dochézi k rovnomérnému
pretvareni (tj. deformace je ve vech bodech prutu popséna stejnou funkei ¢asu), je i hustota plastické disipace
konstantni a staci ji vynasobit objemem prutu V, ktery je roven soucinu jeho délky L a obsahu prifezové
plochy A. Celkové plasticka disipace v prutu,

D=D-V =0é,LA=(cA) - (¢,L) = NAL, (2.91)

je pak soucinem osové sily NV a rychlosti plastického protazeni ALP. Rychlost plastického protazeni je ¢asovou
derivaci plastického protazeni ALy, tj. té Casti celkového protazeni, ktera nezmizi po odtizeni a ma tedy trvaly
charakter. Disipaci na tirovni prutu lze jednoznac¢né vypocist z rychlosti ALP, protoze pro ALP >0je N=DNpa
pro ALP < 0 je N = —Ny, takze v obou pfipadech je D = NALP = N0|ALP|. Sectenim prispévku jednotlivych
pruti ziskame plastickou disipaci v celé prihradové konstrukci,

D= zn: NALy,; = zn: Noi| ALy (2.92)

i=1 i=1

Pritom N; je skutecnd osova sila a Np; je mezni plastickd sila v prutu cislo ¢, ALW- je rychlost plastického
protazeni tohoto prutu a n je celkovy pocet pruti.

2.2.3 Véty mezni plastické analyzy

Naznacime nyni odvozeni zakladni véty mezni plastické analyzy, které se nejsnaze provede s vyuzitim maticového
zapisu zakladnich rovnic. Nejprve proto musime usporadat zakladni veli¢iny vhodnym zpiisobem do sloupcovych
matic, ktery budeme strucné fikat vektory. Pocet sty¢nikid zkoumané prihradové konstrukce oznac¢ime m a pocet
prutt jsme jiz oznacili n. Pro jednoduchost pracujeme s rovinnou prihradovou konstrukci, ale zobecnéni na
prostorové ptihradové konstrukce by bylo zcela pfimocaré. Konstrukce je umisténa v roviné xz, slozky posunu
i-tého stycéniku ve sméru os x a z oznacime u; a w; a slozky vnéjsich sil pisobicich na tento stycnik oznacime
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F;, a Fj,. Sty¢nikové posuny a sily pak usporadame do vektort

u1 Fi1
w1 F
U Fyo
wa F.o

u= . f= . (2.93)
um Fzm
wm Fzm

Zavedeme také vektory

ALy Ny
AlLs No

e= : s=¢{ (2.94)
AL, Ny,

obsahujici protazeni jednotlivych pruti a osové sily v téchto prutech.

Vektor u charakterizuje premisténi sty¢niki, vektor e zachycuje deformace pruti, vektor s obsahuje vnitini
sily a vektor f vnéjsi sily. Tyto veli¢iny jsou svazany tfemi typy zakladnich rovnic. Geometrické rovnice popisuji,
jak se ze sty¢nikovych posunti vypoctou protazeni pruti, a obecné je zapiSeme ve tvaru

e =Bu (2.95)

kde B je geometricka matice konstrukce, obsahujici smérové kosiny jednotlivych pruti. Zobecnéné materidlové
rovnice vzniknou prenesenim vztahu mezi napétim a deformaci na uroven prutt, tedy jeho transformaci na vztah
mezi osovou silou a protazenim. Pro linearné pruzny material maji tvar

s = De (2.96)

kde D je diagondlni matice obsahujici normélové tuhosti jednotlivych prutt n; = FA;/L;. Pro pruznoplasticky
material vztah (2.96) zobecnime na
s=D(e—ep) (2.97)

kde e, je vektor obsahujici plastické casti protazeni jednotlivych prutd, tj. veliciny AL ;. Konecné statické
rovnice jsou vlastné silové podminky rovnovahy jednotlivych sty¢nikt a lze je zapsat ve tvaru

Bls=f (2.98)

Matice BT je statickd matice konstrukce. P¥i naznaceném pravidelném usporadani prvka ve vektorech u, e, s a
f je tato matice transpozici geometrické matice B, a proto jsme ji rovnou oznadcili symbolem BT

Podobné jako pro materidlovy bod zavedeme i na trovni celé konstrukce pojem plasticky pripustného stavu.
Za plasticky pripustné budeme povazovat takové hodnoty vnitinich sil, kterym odpovidaji napéti, jejichz abso-
lutni hodnota v Zzddném bodé konstrukce neptekracuje mez kluzu. Pro prihradovou konstrukci slozenou z prutt
konstantniho priifezu se napéti ve vSech bodech prutu ¢islo i vypoéte jako o; = N;/A;, kde N; je osovi sila
v tomto prutu a A; je obsah pfislusného prifezu. Hodnoty osovych sil jsou tedy plasticky pfipustné, pokud
jsou splnény podminky |N;| < Ny, @ = 1,2,...n. Mnozinu vSech plasticky pripustnych vektortt vnitinich sil s
nazveme opét plasticky pfipustnou oblasti a oznacime ji Sep.

Mezni plastickd analyza pracuje s pojmy staticky pfipustného stavu a kinematicky pripustného procesu.
Predpokladejme, ze je dano zatizeni konstrukce, popsané vektorem vnéjsich sil f. Staticky pripustnym stavem
rozumime libovolné plasticky pfipustné vnitini sily, které jsou s danym zatizenim v rovnovaze. Formalné je tedy
takovy stav popsan vektorem sy € Sep, spliujicim statické rovnice BTs, = f. Kinematicky pripustnym procesem
pak rozumime libovolny pretvarny mechanismus, pii kterém se nékteré pruty konstrukce plasticky protahuji
nebo stlacuji a ostatni zachovavaji svou souc¢asnou délku, pricemz dané zatizeni podava kladny vykon. Formalné
je takovy proces popsan libovolnym vektorem rychlosti styénikovych posunt ug, pro ktery je skaldrni soucin
fT 0, kladny, a odpovidajicim vektorem rychlosti plastického protazeni prutit €pk, ktery je vypocten na zakladé
geometrickych rovnic® &, = Buy. VSimnéte si, Ze skaldrni soucin fT1, je souctem soucinti jednotlivych styc-
nikovych sil a odpovidajicich rychlosti sty¢nikovych posuni a vyjadiuje tudiz vykon podavany danymi vnéjsimi
silami f na uvazovaném mechanismu.

Zduraznéme, ze skutecny mechanismus plastického kolapsu konstrukce je kinematicky pripustny ve smyslu
vysSe uvedené definice a navic vnéjsi a vnitini sily, pti kterych k tomuto kolapsu dochazi, spliuji podminky pro

3Béhem plastického kolapsu dochazi k plastickému pfetvafeni nékterych pruttl, ale pruzné deformace ztstavaji konstantni a
jejich rychlost je tudiz nulova. Proto muZzeme v geometrickych rovnicich rychlost celkové deformace € nahradit rychlosti plastické
deformace ép.
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staticky pripustny stav. Kromé toho vSak existuje i cela rada jinych staticky pripustnych stavi a celd fada jinych
kinematicky pripustnych procesi, které splnuji prislusné podminky, ale neodpovidaji skutecné situaci pri kolapsu
a v nasich tvahach budou hrat jen pomocnou roli.

Predstavme si nyni, Ze je predepsano jisté zatizeni a nasim tkolem je zjistit, zda toto zatizeni mtize konstrukce
bezpecéné prenést. Navic bychom vsak chtéli mit i pfedstavu o tom, jakou rezervu jesté konstrukce ma v pripadé
kladné odpovédi, nebo jak vyrazné je jeji inosnost prekrocena v piipadé zaporné odpovédi. Dané zatizeni proto
budeme povazovat za referenéni (srovnévaci) Groveri a budeme hledat, pro jaky nasobek tohoto zatizeni by doslo
k plastickému kolapsu. Vektor vnéjsich sil tedy zapiSeme ve tvaru f = uf, kde f je vektor danjch referenénich
hodnot a p je proménny soucinitel zatiZent, jehoz mezni hodnotu hledame. Pokud zjistime, ze ke kolapsu by doslo
pro p = po > 1, mize byt referencni zatizeni bezpecné preneseno a mezni hodnota soucinitele o predstavuje
faktor bezpecnosti. Je-li napf. po = 2, vyéerpa referenéni zatizeni pouze 50% tnosnosti konstrukee.

Ted uz se dostavame k samotnému jadru mezni plastické analyzy. Pfredpokldadame, Ze je dana konstrukce a
jeji referencéni zatizeni f, a nasim tkolem je najit mezni plastickou hodnotu soucinitele zatizeni, neboli takovou
hodnotu jg, aby pro zatiZeni jof dosahla konstrukce mezniho plastického stavu (tj. nastal jeji plasticky kolaps).
Misto pfimého vypoctu pg ale popiSeme zptsob, jak sestrojit jeho horni a dolni odhady. Jestlize pro nékterou
hodnotu souéinitele zatizeni jus existuje takovy stav vnitinich sil, ktery je v rovnovize s vnéjsimi silami usf a
spliiuje podminky plastické pripustnosti, pak toto us nazyvame staticky pripustnym soucinitelem zatizeni. Kazdy
staticky pripustny soucinitel zatizeni tedy odpovida jistému staticky pripustnému stavu konstrukce. Podobné
pro kazdy kinematicky p¥ipustny proces (popsany rychlostmi styénikovych posunt uy a rychlostmi plastického
protazeni pruti épx = Buy) muzeme definovat odpovidajici kinematicky pripustny soucinitel zatiZeni pu na
zékladé rovnice

ey = D(épy) (2.99)

ktera vyjadiuje skutecnost, ze vykon vnéjsich sil . f na rychlostech styénikovych posunt 1y je roven disipaci,
vypoétené pro piislusné rychlosti plastického protazeni épx podle rovnice (2.92).

Zakladni véta mezni plastické analyzy: Pro libovolny staticky pfipustny soucinitel zati-
zeni s a libovolny kinematicky pFipustny soudinitel zatiZeni py plati nerovnost

ps < fix (2.100)

Na prvni pohled mozné neni zfejmé, jak nam tato véta pomtize pii vypoctu soucinitele zatizeni py odpo-
vidajictho meznimu plastickému stavu konstrukce. Uzite¢nost véty se ovSem vyjasni, jakmile si uvédomime, ze
hledana mezni hodnota soucinitele zatizeni g je zaroven staticky i kinematicky pfipustna. V okamziku dosazeni
mezniho plastického stavu konstrukce jsou totiz skutecné vnitini sily plasticky pripustné a zaroven jsou v rovno-
vaze s vné&jsimi silami pof, takze po splituje podminky kladené na staticky piipustné souéinitele. Zaroven vznika
mechanismus kolapsu, pri kterém ve zplastizovanych prutech dochézi k plastickému pretvafeni a v ostatnich
prutech zustavaji protazeni konstantni. Skutecné rychlosti sty¢nikovych posunt a plastickych protazeni splinuji
podminky kinematické pripustnosti a zaroven se veskery vykon vnéjsich sil disipuje v plasticky se deformujicich
prutech, protoze pruzné deformace zustavaji beze zmeény, a tedy i zména potencialni energie pruzné deformace je
nulové. Pro ux = po je splnéna rovnice (2.99), dosadime-li za 0y skutecné rychlosti styénikovych posunt béhem
kolapsu 1 a za épy skutecné rychlosti protazeni pruttt béhem kolapsu é.

Nyni staci si uvédomit, ze soucinitel zatizeni v meznim plastickém stavu g je jednim ze staticky pfipustnych
soucinitelll, a protoze je zaroven kinematicky p¥ipustny, musi byt podle (2.100) vétsi nebo roven vSem ostatnim
staticky pripustnym soucinitelim. To znamend, ze je ze vSech staticky pripustnych souciniteli ten nejvétsi.
Analogickou tvahou dospéjeme k zavéru, ze je také ze vSech kinematicky pripustnych soucinitelti ten nejmensi.
Tim jsme odvodili dva disledky zékladni véty, které uz maji ptimé praktické vyuziti.

Staticka véta mezni plastické analyzy: Soucinitel zatiZeni v meznim plastickém stavu je
nejvétsi ze vSech staticky pripustnych soudinitelii. Libovolny staticky pripustny soudi-
nitel je tedy jeho dolnim odhadem.

Kinematicka véta mezni plastické analyzy: Soucinitel zatiZeni v meznim plastickém stavu
je nejmensi ze vSech kinematicky pripustnych souéinitelii. Libovolny kinematicky pri-
pustny soucinitel je tedy jeho hornim odhadem.

Ze ziejmych divodt se tyto véty nékdy nazyvaji vétami o dolnim a hornim odhadu (anglicky ,lower bound
theorem“ a ,upper bound theorem*).

Pozornému ¢tenaii jisté neuniklo, ze zékladni vétu jsme zatim uvedli bez diikazu. Nasi snahou bylo ihned
vysvétlit, v ¢em spociva jeji vyznam a jak bude uzitecna pii praktickych vypoctech. Nyni mizeme prikrocit
k samotnému formalnimu dukazu.
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Dukaz zakladni véty mezni plastické analyzy: Jestlize us je staticky pripustny soudinitel zatiZeni, existuji
vnitini sily s, které jsou plasticky piipustné a jsou v rovnovéze s vnéjsimi silami psf, coz matematicky zapiseme
jako

Ss € Sep, B's, = pu.f (2.101)

Jestlize uy je kinematicky pripustny soucinitel zatizeni, plati pro né€j rovnice
ey, = D(épy) (2.102)

ve které rychlosti plastickych protazeni
épx = Buyg (2.103)

jsou vypocteny z rychlosti sty¢nikovych posunt g podle geometrickych rovnic a navic jsou rychlosti ti voleny
tak, aby bylo ~
fla >0 (2.104)

Ted uz staci si uvédomit, ze podle principu maxima plastické disipace plati
D(épk) > slép (2.105)

nebot vnitini sily s, spliiuji podminky plastické pfipustnosti (a tedy pfedpoklady zminéného principu). Levou
stranu nerovnosti (2.105) mtizeme piepsat podle (2.102) a pravou stranu upravime s vyuzitim (2.103) a (2.101):

iy = D(épy) > sl ép = sIBuy = (BT sq) iy = pef 1y (2.106)

Na zavér vyuzijeme podminky (2.104) a nerovnost pf7vy > psf7y zjednodusime na py > g, coz je pravé
nerovnost (2.100) ze zdkladni véty, kterou jsme timto dokazali.

Po zvladnuti teoretickych zakladt mtzeme pristoupit k jejich aplikaci v praktickych vypoctech. Metody mezni
plastické analyzy lze v zasadé rozdélit na statické a kinematické, podle toho, o kterou z vyse uvedenych vét se
opiraji. Statické metody sestrojuji staticky pripustné stavy a prislusné soucinitele zatizeni us jsou dolnim odha-
dem skutecného soucinitele v meznim plastickém stavu, jsou tedy na strané bezpecnosti. Kinematické metody
sestrojuji kinematicky pripustné stavy a prislusné soucinitele zatizeni uy jsou hornim odhadem skuteéného sou-
¢initele v meznim plastickém stavu, nejsou tedy na strané bezpecnosti a samy o sobé nejsou pouzitelné. Nicméné
pokud dospéjeme k nejmensi mozné hodnoté kinematicky pfipustného soucinitele, ziskdme pfimo soucinitel pg
odpovidajici meznimu stavu.

Pro konstrukce zatizené jedinou silou mtizeme za soucinitel zatizeni y povazovat pfimo ptisobici silu F', takze
pak pracujeme se staticky pripustnymi silami Fy a kinematicky pfipustnymi silami Fj; a hleddme mezni silu
Fy = max F; = min Fj.

Priklad 2.9: Staticky neurcita pfihradova konstrukce — mezni analyza statickou metodou

Konkrétni pouziti statické véty mezni analyzy ukazeme na piikladu jednoduché piihradové konstrukce zatizené
vodorovnou silou F' podle obr. 2.19a. Konstrukce mé dva nepodeprené stycniky, takze muzeme zapsat ctyfi
podminky rovnovahy, ve kterych se objevuje pét normalovych sil N; az N5 a zatizeni F'. Jednu z normalovych
sil, napf. Na, mtizeme vybrat jako staticky neurcitou veli¢inu a na zakladé podminek rovnovahy vyjadrit ostatni
normalové sily v zavislosti na No a F'. Této operaci je mozno dat také nazorny vyznam: odstranénim prutu 2
vytvorime zakladni staticky uréitou soustavu (obr. 2.19b) a na ni vyfesime zv1ast normalové sily od jednotkového
zatizeni F' a od jednotkové sily Ns. Tim ziskdme koeficienty objevujici se ve vyjadfeni jednotlivych osovych sil

L

0.75L

(b)

Obrazek 2.19: Staticky neurcitd piihradova konstrukce: (a) statické schéma a zatiZeni, (b) zakladni staticky
urcitd konstrukee, (¢) normdlové sily od jednotkového zatizeni a jednotkové staticky neurcité veli¢iny.
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v zavislosti na F' a No. Normalové sily v jednotkovych zatézovacich stavech na zakladni staticky urcité konstrukci
jsou patrné z obr. 2.19c. Napfiklad normélovou silu v prutu 1 na zakladé téchto vysledkid mtzeme zapsat jako
Ny = 0,75F 40,75N5. Pro kazdou dvojici hodnot F' a N» tak dostavame stav spliujici podminky rovnovahy. Aby
byl takovy stav povazovan za staticky pripustny ve smyslu nasi definice, museji byt splnény podminky plastické
pripustnosti, tj. vS8echny normalové sily museji byt mezi —Ny a Ny. Tomu odpovida celkem 10 nerovnosti, které
zapiseme jako

~Nog <Ny = 0,755F, +0,75Ns < N (2.107)
“No < Ny = No <N, (2.108)
“No< N3= —125F, —125N, < N, (2.109)
~No < Ny = —1,25N, <N, (2.110)
—Nog < N; = 0,75N, <N, (2.111)

Indexem ,s“ zdliraznujeme, zZe sila Fy vyhovujici témto nerovnostem je staticky pfipustna. V roviné proménnych
(Fs, N2) kazdé nerovnosti odpovida polorovina a spoleénym prunikem vSech téchto polorovin je rovnobéznik
vyznaceny na obr. 2.20 Sedé.

Obrazek 2.20: Grafické znazornéni nerovnosti (2.107)—(2.111) a staticky pfipustné oblasti v roviné (Fs, No).

7Z obrazku je ziejmé, ze nejveétsi staticky pripustna hodnota zatézujici sily je max Fy = 1,6 Ny a odpovidajici
hodnota normalové sily Ny je —0,8Np. Dosazenim pak urc¢ime ostatni normalové sily

Ny = 0,75-1,6No+ 0,75 (—0,8N,) = 0,6No (2.112)
Ny = —125-1,6Ny—1,25-(—0,8No) = —No (2.113)
N, = —1,25-(—0,8Ny) = No (2.114)
Ns = 0,75 (—=0,8N,) = —0.6N, (2.115)

Vidime, ze vSechny jsou plasticky pfipustné a dvé z nich, N3 a Ny, jsou v absolutni hodnoté rovny mezni
plastické sile Vy. To znamend, ze k plastickému kolapsu konstrukce dojde pfi zatizeni silou Fy = max Fy = 1,6 Ny
a zplastizovany budou pruty 3 a 4.

O

Priklad 2.10: Staticky neurcita prihradova konstrukce — mezni analyza kinematickou metodou
Pro porovnani ukézeme, jak by se konstrukce z predchézejiciho piikladu (pfipomenutd na obr. 2.21a) vySetfila
kinematickou metodou. Konstrukce je jednou staticky neurcita a pohyblivy mechanismus z ni vznikne vytrazenim
dvou prutti. V meznim plastickém stavu konstrukce tedy budou dva pruty zplastizovany. Konstrukce mé celkem
pét prutti a existuje deset moznosti, jak z nich dva pruty vybrat. Ne kazda z téchto moznosti vSak vede ke
kinematicky pripustnému mechanismu, protoze je tfeba splnit také podminku kladného vykonu vnéjsich sil,
coz v naSem piipadé znamend, Ze se levy horni styénik pfi kolapsu musi posouvat doprava (a muze se pfitom
samoziejmé také posouvat nahoru nebo doli, ale vodorovna slozka jeho posunu musi byt kladn4).

Jednim z kinematicky pfipustnych mechanismu je ten, ktery odpovida plastickému pretvareni pruta 2 a 3,
viz obr. 2.21b. Jelikoz pruty 4 a 5 pii kolapsu neméni svou délku, pravy horni sty¢nik se nepohybuje, a jelikoz
také prut 1 nemeéni délku, levy horni sty¢nik se posouva pouze vodorovné. Rychlost jeho posunu oznacime u a
podle obvyklych geometrickych rovnic vyjadfime rychlosti protazeni pruti 2 a 3 jako

AL, = —i (2.116)
ALs = —08a (2.117)

Kinematicky pripustnou hodnotu zatizeni odpovidajici zvolenému mechanismu vypocteme z rovnosti vykonu
vnéjsich sil a disipa¢niho vykonu, obecné popsané rovnici (2.99), do které na pravé strané dosazujeme disipa¢ni
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@ < L = (b) ©) (d)

Obrézek 2.21: Staticky neurcita prihradova konstrukce: (a) statické schéma, (b—d) mozné mechanismy plastického
kolapsu.

vykon vyjadieny podle (2.92). Navic misto rychlosti plastického protazeni ALW- milzeme pouzit rychlosti cel-
kového protazeni AL;, protoze pii kolapsu ziistavaji pruiné ¢asti protazeni konstantni. Rovnost vykoni tedy
v nasem piipadé zapiSeme jako

Fiti = No|ALs| + No|ALs| (2.118)

a po dosazeni z (2.116)—(2.117) zjistime, ze F, = 1,8 Ny. Tim jsme ziskali jednu z kinematicky pfipustnych hodnot
zatizeni. Nevime ale, zda se jedna o nejmensi moznou hodnotu, takze mame pouze horni odhad skutecného
zatizeni Fy vedouciho ke kolapsu.

Abychom s jistotou ur¢ili Fy, méli bychom prozkoumat dalsich pét moznych mechanismi. Miizeme ale nejprve
overit, jestli jiz vysSetfenému mechanismu a prislusnému kinematicky pripustnému zatizeni odpovidaji staticky
pripustné hodnoty vnitinich sil, protoze pokud by tomu tak bylo, slo by zaroven o staticky pripustné zatizeni
a tedy o skutecné zatizeni vedouci ke kolapsu. Uvazovali jsme mechanismus s pruty 2 a 3 v plastickém stavu,
ptifemz ze vztaht (2.116)—(2.117) je vidét, ze pro kladnou rychlost posunu @ by bylo AL, i ALs zaporné, takze
pruty 2 a 3 by se plasticky pretvarely v tlaku a normalové sily v téchto prutech by byly No = —Ny a N3 = —Nj.
Z podminek rovnovahy snadno dopocitame dalsi normalové sily N; = 0,6 Ny, Ny = 1,25Ny a N5 = —0,75Ny.
Jelikoz takto vypoctend sila Ny neni plasticky pripustna, nejde o skuteény mechanismus a musime hledat dal.
Ziejmé je nadéjné vyzkouset néktery mechanismus se zplastizovanym prutem 4.

Kombinace pruti 2 a 4 vede k mechanismu, ktery neumoziuje vodorovny posun zatizeného sty¢niku a proto
neni pripustny, viz obr. 2.21c. Zkusime tedy kombinaci pruti 3 a 4. Pii jejich plastickém pretvareni se oba
horni sty¢niky posouvaji vodorovné stejnou rychlosti 4, viz obr. 2.21d. Z geometrickych rovnic ur¢ime rychlosti
protazeni ALs = —0,80 a AL, = 0,80 a rovnost vykonu vnéjsich sil a disipa¢niho vkonu zapiSeme jako

Fitt = No|ALs| + No|ALy| (2.119)

odkud po dosazeni vyplyne Fx = 1,6Ny. Z podminek rovnovahy pak dopocteme normalové sily N; = 0,6 Ny,
Ny = —0,8Ng a N5 = —0,6NNy a zjistime, ze jsou vSechny plasticky pripustné. Tim je ovéreno, ze kinematicky
pripustné zatizeni Fi = 1,6 Ny je i staticky pfipustné a tudiz jde o skutecné mezni zatizeni Fy vedouci ke kolapsu.
Vysledek presné souhlasi s predchazejicim pfikladem fesenym statickou metodou.

O

2.2.4 Nosniky a ramové konstrukce

A7 dosud jsme ve vykladu vénovali pozornost vyhradné piithradovym konstrukcim. Vzhledem k jejich jednodu-
chosti bylo mozno zakladni pojmy, véty a metody plastické analyzy pomérné snadno vysvétlit. Velkou vyhodou
maticového pristupu je skutecnost, ze vSechny odvozené vysledky a postupy lze bez problémt rozsifit na jiné
typy konstrukeci, jakmile vhodnym zptisobem pozménime definice vektort zakladnich veli¢in u, e, s a f, které
popisuji premisténi, deformace, vnitini a vnéjsi sily.

V tomto ¢lanku se budeme vénovat prutov§m konstrukcim namahanym pievazné ohybem.* JelikoZ za ohybu
uz normalové napéti neni po prifezu rozloZzeno rovnomérné, za¢neme pruznoplastickou analyzou ohybaného
prurezu a teprve nasledné prejdeme k celé konstrukci. Zakladni znalosti o vyvoji napéti za ohybu v ptipadé
idealné pruznoplastického chovani materialu by mél ¢tendf mit z prfedmétu Pruznost a pevnost, proto jeho
pamét jen osvézime pomoci jednoduchého piikladu.

Priklad 2.11: PruZnoplastickd analyza obdélnikového prufezu namahaného ohybem

Zkoumame vyvoj napéti v obdélnikovém prutezu, ve kterém postupné vzrusta ohybovy moment M. Uz v ¢lanku
1.2 jsme pripomnéli, Ze jednim z dusledkt predpokladu o zachovani rovinnosti prurezu je linearni rozdéleni
deformace po prifezu, popsané v piipadé jednoduchého ohybu kolem osy y funkei e(z, 2) = k() - 2, kde & je

40hyb je zpravidla doprovazen smykem a v piipadé ramovych konstrukci také protazenim nebo stlacenim. Pro jednoduchost
se vSak omezime na pripady, kdy dominantni roli hraje napéti zpusobené ohybovymi momenty, zatimco uéinky posouvajicich a
normalovych sil na pruzné pretvareni i na vznik plastickych pretvarnych mechanismt jsou zanedbatelné.
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1.2

M=Mg Me<M<Mg M=Mg
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Obrézek 2.22: Pruznoplastickd analyza obdélnikového prifezu: rozloZeni napéti (a) v meznim pruzném stavu,
(b) v pruznoplastickém stavu a (c) v meznim plastickém stavu (8eda oblast oznacuje zplastizovanou ¢éast prifezu);
(d) graf zavislosti mezi momentem a kiivosti a jeho bilinearni aproximace.

krivost. V tomto piikladu se soustiedime na jediny prifez, a proto nebudeme zavislost na podélné souradnici x
vyznacovat.

Pro linedrné pruzny materidl je o(z) = Fe(z) = Ekz, takze i napéti je po prufezu rozdéleno linedrné a
integraci jeho soucinu se soufadnici z vypocitame ohybovy moment k ose y:

h/2 Ebh®
M = / zo(z)dA = b/ Ekz*dz = K (2.120)
A —h/2 12

Ziskali jsme samozirejmé znamy vztah mezi momentem a ktivosti, M = EIk, kde I je obecné moment setrvacnosti
priifezu k ose y a pro obdélnik se vypocte jako I = bh?/12.

Hookeliv zékon ¢ = Fe ovSem plati pouze, dokud napéti neptekroc¢i mez kluzu gy. Meze kluzu bude poprvé
dosazeno v krajnich vldknech, viz obr. 2.22a. Dojde k tomu pii k¥ivosti kg = 20¢/Eh, spo¢tené z podminky
o(h/2) = Ekogh/2 = 0¢. Pritez pfitom prenasi mezni elasticky moment

M. = 5 Ebh’kg = 2bh*0g = Weoy (2.121)

kde W, = bh? /6 je elasticky prifezovy modul. P¥i dalsim vzriistu kiivosti se pti hornim a dolnim okraji priifezu
vytvoii plastické oblasti, ve kterych je napéti na mezi kluzu v tahu (dole) a v tlaku (nahote), viz obr. 2.22b. Ve
stfedni ¢asti prifezu je stale napéti pod mezi kluzu, material se chova linearné pruzné a napéti je zde rozdéleno
linedrné. Oznac¢ime-li vysku pruzné oblasti he, miizeme z podminky &(he/2) = khe/2 = €9 = 0/ E najit zavislost
této vysky na kiivosti. Dostavame he = 200/ Ek, takze vyska pruzné oblasti je nepfimo tmérna kiivosti a pro
kiivost rostouci nade vsechny meze se blizi nule. Kazdé hodnoté he mezi h a nulou odpovida pruznoplasticky
stav prifezu s rozdélenim napéti podle obr. 2.22b a odpovidajici ohybovy moment vypocteme jako

—he/2 he /2 2, h/2
M = /zo(z)dydz:b/ z~(—00)dz+b/ z~00h—dz+b/ z-0pdz =
A h

—h/2 —he/2 e /2
h? — h? h2 h? — h? 3h2 —h2  bh20y h?
_ e e e _ e _ 1— —e 2.122
bO’() 3 +bO’() 6 +bO’() 3 bO‘() 12 1 ( 3h2) ( )

Pri rastu kiivosti x se vyska pruzné oblasti he blizi k nule a moment prenaseny priifezem se asymptoticky blizi
k hodnoté
Mo = Lbhoq (2.123)

ktera predstavuje mezni plasticky moment. Odpovidajici rozdéleni napéti v meznim plastickém stavu prurezu je
vykresleno na obr. 2.22c.

Jiz zminény vztah he = 200/Fx mezi vyskou pruzné oblasti he a kiivosti x plati pro stavy mezi meznim
elastickym a meznim plastickym. V meznim elastickém stavu je he = h a K = ko, takZe plati h = 20/ Eko.
Pomér h./h je tedy roven poméru ko/k a vyjadfeni momentu podle (2.122) miizeme prepsat jako vztah mezi
momentem a kiivosti,

Ko
M = My < 3&2) (2.124)
Graf zavislosti mezi momentem a kfivosti v celém rozsahu moznych hodnot je vynesen na obr. 2.22d. Rozezna-
vame zde pocateéni primou ¢ast, popsanou vztahem M = FElk a odpovidajici pruznému chovani celého prirezu,
a navazujici nelinedrni ¢ast, popsanou vztahem (2.124) a odpovidajici postupné plastifikaci az po vytvoreni
plastického kloubu, ve kterém jiz moment nemitize riist.
O
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Pro ticely mezni plastické analyzy ohybanych konstrukci ma zasadni vyznam pojem mezniho plastického mo-
mentu, coz je maximalni moment, ktery v nepfitomnosti normalové sily dany prurez z idealné pruznoplastického
materialu prenese. Tento moment lze vzdy vyjadrit jako

Mo = O'0W0 (2125)

kde o¢ je mez kluzu, charakterizujici material, a Wy je plasticky priurezovy modul, zavisly na tvaru a rozmérech
prurezu. Jak vyplyva z predchézejiciho prikladu, pro obdélnikovy priifez o Sifce b a vysce h je tento modul dan
vzorcem

Wo = 1on? (2.126)
Plastické prirezové moduly nékterych dalsich jednoduchych prifezi jsou uvedeny v tab. 2.7. Tykaji se vesmeés
ohybu ve svislé roviné, tj. s vodorovnou neutralni osou.

Tabulka 2.7: Vzorce pro plastické prifezové moduly.

Prurez Wo
b | B
e
h 4
b | B
(2 - VZ)bh
h
6
I

h bt (h —ta) + t1 (%h—ﬁQ)Z

Pri postupném pruznoplastickém pretvareni ohybaného prifezu dochazi k rozvoji plastické oblasti nejen
v priifezu samotném, ale i v jeho blizkém okoli. Vysledny plasticky kloub neni omezen na jediny prifez, ale je to
prostorovy utvar o urcité nenulové délce ve sméru osy prutu. Piesny tvar a rozméry plastického kloubu by bylo
mozno podrobné vysetifovat, ale z hlediska analyzy celé konstrukce tyto detaily zpravidla nejsou podstatné. Proto
si zjednodusené predstavime, ze plasticky kloub vznika pouze v prifezu s maximalnim ohybovym momentem
a okolni material ztstava v pruzném stavu. Navic zanedbame i skutecnost, ze vztah mezi ohybovym momen-
tem a kfivosti je pfi pruznoplastickém chovani prirezu po prekroceni mezniho pruzného momentu nelinearni
a prislusnd ohybova tuhost se postupné snizuje. Misto toho budeme pfedpokladat, ze se odchylka od linedrné
pruzného chovani projevi az pii dosazeni mezniho plastického momentu, po kterém zacne kiivost prutu v daném
prifezu neomezené narustat a ohybovy moment ztistava konstantni. Skute¢ny nelinearni vztah mezi momentem
a kfivosti tedy priblizné nahradime idealizovanym bilinedrnim modelem, podobné jako jsme takovym modelem
aproximovali nelinearni vztah mezi napétim a deformaci na tirovni materidlového bodu. Toto zjednoduseni vede
k ur¢itym nepfesnostem ve tvaru vypocteného pracovniho diagramu na trovni konstrukce, ale mezni hodnotu
zatizeni vedouci k plastickému kolapsu nijak neovlivni.

Pruznoplastické chovani nosniktl a rdmié mizeme zkoumat podobnymi metodami, jaké jsme jiz pouzili v pii-
padé prihradovych konstrukci. Za¢neme ukazkou prirtistkové analyzy a pozdéji prejdeme k mezni analyze.
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Obrazek 2.23: Prirastkova pruznoplastickd analyza vetknutého nosniku: statické schéma a rozlozeni ohybovych
momentt (a) v prvnim kroku (béhem pruzné odezvy konstrukce), (b) ve druhém kroku (do vzniku druhého
plastického kloubu), (c) ve tfetim kroku (do mezniho plastického stavu).

lF:6,75Mo/L F=8,68Mp/L F=9Mp/L

/ % 2 7

't 2 / /

Mo stav A 0,5Mg Mo stavB  0,786M Mo stav C Mo
0,667Mg Mo Mo

(a) (b) ()

Obrézek 2.24: Prirtstkova pruznoplastickd analyza vetknutého nosniku: rozlozeni ohybovych momenti (a) v mez-
nim elastickém stavu konstrukce, (b) v okamziku vzniku druhého plastického kloubu, (c) v meznim plastickém
stavu konstrukece.

Priklad 2.12: Vetknuty nosnik — prirastkova pruznoplasticka analyza

Oboustranné vetknuty nosnik je zatizen svislou silou F' pusobici ve tfetiné rozpéti L, viz obr. 2.23a. Zpocatku
se cely nosnik chové linedrné pruzné a rozlozeni ohybovych momenttt mizeme urcit tradi¢nimi postupy stavebni
mechaniky, napf. deformac¢ni nebo silovou metodou. USetfime si vSak praci, protoze feseni mizeme najit pro
dany jednoduchy ptipad ve znamych tabulkich koncovych momentd pro deformac¢ni metodu. V obou podporach
jsou tazena horni vlakna, ohybové momenty jsou tedy zaporné a jejich velikost se spocita pro levou podporu
jako Fab?/L? a pro pravou podporu jako Fa?b/L?, kam dosazujeme a = L/3 a b = 2L /3. Pracovné si ozna¢ime
levou podporu, piisobisté sily a pravou podporu jako prifezy 1, 2 a 3. Pfi pruzném chovani nosniku je tedy
M; = —(4/27)FL a M3 = —(2/27)FL a snadno dopoc¢teme My = (8/81)F L. Pribéh ohybovjych momentii
v Castech prutu mezi prifezy 1 a 2 a mezi 2 a 3 je linedrni, takze extrémniho momentu musi byt dosazeno
v jednom z oznacenych prifezi. Porovnanim absolutnich hodnot zjistime, Zze extrémni moment je M;. Pfed-
poklddadme konstantni prirez nosniku, takze prvni plasticky kloub vznikne v levé podpoie, a to pfi zatizeni
FA = (27/4)My/L = 6,75My/ L, které vede k momentu M; = —My. Ve stavu A, ktery odpovid4 vzniku prvniho
plastického kloubu, je tedy

M = —£FAL = — M, Mzt = EFPAL = 2 My, Mgt = -2ZFAL =-1M, (2.127)

Vznik prvniho plastického kloubu povazujeme za mezni elasticky stav konstrukce. Odpovidajici pribéh momenti
je vykreslen na obr. 2.24a. Vyplnény krouzek zde znazornuje plasticky kloub.

Pri dalsim zvySovani ptisobici sily se jiz nemtize zvétsovat moment v levé podpote, kde vznikl plasticky kloub.
7 hlediska prirtstka tedy konstrukce funguje jako pruzny nosnik vpravo vetknuty a vlevo prosté podepreny.
Rozdéleni priristki momenti od stavu A uréime analyzou nosniku na obr. 2.23b zatizeného prirtustkem sily AF'.
Pro momenty ve vetknuti na takovém nosniku najdeme v tabulkach vzorec Fab(a+L)/2L? a po dosazeni ziskame
AMsz; = —(4/27)AFL a dopocteme AM; = (14/81)AF L. Toto TeSeni plati az do stavu B, ve kterém dojde ke
vzniku druhého plastického kloubu. Podminka M, = Mj vede na rovnici M3' +(14/81)AF L = My, které by byla
splnéna pro AF = (27/14)My/L. Podminka M3 = —Mj vede na rovnici M3* — (4/27)AFL = — My, ktera by
byla splnéna pro AF = (27/8)My/ L. Protoze prvni vysledek je mensi, druhy plasticky kloub vznikne v priifezu
2 pod ptisobici silou v okamziku, kdy jeji piirtistek dosdhne hodnoty AFAP = (27/14)My/L. Celkova sila F
ptisobici ve stavu B tedy bude F? = FA + AFAB = (27/4)My/L + (27/14) M,/ L = (243/28) My = 8,68M,/ L.
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Momenty prenasené ve stavu B sledovanymi prufezy vyhodnotime jako

MP =—My+0=—-My, My =2Mo+3EMy=DMy, Mg =—3My—52My=—1M, (2.128)
Pribéh ohybovych momentt ve stavu B je vynesen na obr. 2.24b.

Ani po vzniku druhého plastického kloubu neni zcela vycerpana tnosnost konstrukce. Momenty v prufezech
1 a 2 se sice uz zvétSovat nemohou, ale moment v pravé podpore jesté ano. Pro prirtstky zatizeni od stavu
B konstrukce funguje jako Gerbertiv nosnik na obr. 2.23c. Uloha je tedy staticky ur¢ita a pfirtistek momentu
v pravé podpofe vyjadiime z rovnovahy jako AM3z = —(2/3)AFL. Snadno pak uréime pfiriistek sily AFBC =
(9/28)My/ L, po kterém moment Mj dosdhne —M, a v prifezu 3 vznikne plasticky kloub. K tomu dojde pii
celkové sile F¢ = FB + AFBC = 9M,/L. Stav C pii vzniku tietiho plastického kloubu je meznim plastickym
stavem konstrukce, ve kterém je jeji inosnost zcela vycerpana. Pro dalsi prirtstky zatizeni by se totiz konstrukce
chovala jako pohyblivy mechanismus. V meznim plastickém stavu jsou v prurezech 1, 2 a 3 mezni plastické
momenty (s pfislusnymi znaménky) a odpovidajici priibéh ohybovych moment na celém nosniku je vykreslen
na obr. 2.24c.
O

Pokud nés zajima pouze mezni plasticky stav, mizeme pouzit statickou nebo kinematickou metodu mezni
analyzy, ovSem po prislusnych dpravach. Disipace nyni probiha v plastickych kloubech a je tfeba vhodnym zpi-
sobem modifikovat vyraz pro jeji vypocet. Integraci po prifezu lze ukazat, ze vykon disipovany v jednom plas-
tickém kloubu je souc¢inem ohybového momentu a rychlosti otaceni prirezi spojenych timto kloubem. Protoze
pii plastickém pretvafeni je moment v plastickém kloubu roven kladnému nebo zapornému meznimu plastic-
kému momentu a piirtistky thlu vzadjemného pootoceni maji stejné znaménko jako tento moment, lze disipaci
v plastickém kloubu vyjadiit také jako soucin mezniho plastického momentu a absolutni hodnoty rychlosti ota-
¢eni v kloubu. Disipace na celé konstrukci se spocte seCtenim prispévkt jednotlivych plastickych kloubi, takze
piseme

D= Zn: M;6; = iMo,i|éi| (2.129)
=1 =1

kde n je nyni pocet plastickych kloubti, M; je ohybovy moment a My ; je mezni plasticky moment v kloubu éislo ¢,
a koneéné 6; je rychlost vzajemného otaceni prifezli spojenych timto kloubem. K tomuto otaceni dochézi pouze
v dusledku plastického pretvareni, takze samo pootoceni 6; jiz predstavuje plastickou deformaci a neni tieba je
rozkladat na pruznou a plastickou ¢ast. Vzorec (2.129) je tedy zcela analogicky vzorci (2.92), jen jsou osové sily
nahrazeny ohybovymi momenty, mezni plastické sily meznimi plastickymi momenty a plastickd protazeni prutt
pootocenimi v plastickych kloubech.

Jak jiz bylo feceno, zakladni véty mezni plastické analyzy ve svém obecném znéni ztistavaji v platnosti, je
vSak tfeba vhodnym zptisobem interpretovat vyznam jednotlivych pojmu a rovnic. Pouziti statické a kinematické
véty si ukazeme na dalSich prikladech.

F
- "o
s ya
M1 My M3

Obrazek 2.25: Mezni plastickd analyza vetknutého nosniku (a) statickou metodou, (b) kinematickou metodou.

Priklad 2.13: Vetknuty nosnik — mezni plasticka analyza statickou metodou

Pro nosnik z prikladu 2.12 hledame mezni plasticky stav na zakladé statické véty mezni analyzy. Nasi snahou je
tedy nalézt nejvétsi staticky pripustnou hodnotu zatizeni. Staticky pripustné stavy museji spliiovat podminky
rovnovahy, a protoze je konstrukce z hlediska ohybu dvakrat staticky neuréitd,” vybereme dvé staticky neurcité
veli¢iny a vSechny ostatni pak mutzeme vyjadiit v zavislosti na dvou vybranych a na zatézujici sile F. Za
staticky neurcité veli¢iny zvolime napf. momenty ve vetknuti M7 a M3, jejichz kladnou orientaci volime tak, aby

50boustranné vetknuty nosnik je celkové t¥ikrat staticky neurcity, ale jeden stupen statické neurcitosti ptipada na podélné uéinky
(tah-tlak) a pfi FeSeni ohybu se smykem se neuplatni.
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odpovidala tahu ve spodnich vldknech. Zakladni staticky urc¢itou soustavou je pak prosty nosnik na obr. 2.25a,
na kterém z podminek rovnovahy snadno vypocteme moment

L 2FL 2M; + M;

— 2.1
3 g T 3 (2.130)

2 Mz — M,
My =M -F
2 1+<3 + i )

Kromé podminek rovnovahy vsSak staticky pripustny stav musi spliovat i podminky plastické pripustnosti.
Vzhledem k po ¢astech linedrnimu pribéhu ohybovych momentt staci zajistit, aby momenty v prirezech 1, 2 a
3 neprekracovaly v absolutni hodnoté mezni plasticky moment M. Dostavame tedy celkem Sest nerovnosti

—M, < M, < My (2.131)
Mo < My=2FL+2M++Ms < M (2.132)
—M, < M < M, (2.133)

Hledame nejvétsi hodnotu sily Fy pro kterou existuji momenty M; a Mj spliujici vSechny vysSe uvedené ne-
rovnosti. Pro omezeni sily Fy shora je zfejmé rozhodujici prava nerovnost v (2.132), kterou mtizeme prepsat
jako

2FL < Mo— 3M; — 3 Ms (2.134)
Aby mohla sila Fy nabyt co nejvétsi hodnoty, je t¥eba volit My a M3 co nejmensi (algebraicky), pfitom vsak

musime respektovat omezeni —My < M; a —My < Mj. Nejvétsi staticky pripustnou hodnotu zatizeni tedy
vypocteme jako

9 —2Mgy — M, 9M,
(MO - 0 0) == (2.135)

F,=—
max F 3 17

2L
Podle statické véty mezni analyzy tato hodnota odpovidd meznimu zatizeni Fy. Vysledek je v souladu s piikla-
dem 2.12.
O

Priklad 2.14: Vetknuty nosnik — mezni plasticka analyza kinematickou metodou

Mezni plasticky stav nosniku z prikladi 2.12 a 2.13 mtzeme vysetfit také kinematickou metodou. Pro danou tlohu
je tento postup nejjednodussi, protoze nosnik je (z hlediska ohybu) dvakrat staticky neuréity a mechanismus
kolapsu vyzaduje vznik tii plastickych kloubti, pritom vsak tyto klouby mohou vzniknout pouze v priifezech
s extrémnimi hodnotami ohybovych momentt, které jsou také tii. Mechanismus kolapsu je tudiz evidentni a
vyhodnocenim odpovidajici kinematicky piipustné hodnoty zatizeni Fj; dostaneme rovnou hledané zatizeni Fy
vedouci ke kolapsu.

Po vzniku plastickych kloubt na vetknutych koncich a pod silou F' se miize piisobisté sily posouvat svisle a
zaroven dochazi k otaceni dvou ¢asti nosniku spojenych plastickym kloubem v prufezu 2, jak je naznaceno na
obr. 2.25b. Pokud se priifez 2 svisle posune o w, leva ¢4st se pootoéi po rucickach o thel® 615 = w/(L/3) = 3w/L
a prava ¢ast proti ru¢ickdm o thel 623 = w/(2L/3) = 1,5bw/L. V plastickém kloubu 1 pfitom dojde k pootoceni
0 01 = —3w/L (znaménko se Fidi stejnou konvenci, jaka se pouziva pro ohybové momenty), v plastickém kloubu
3003 = —15w/L a v plastickém kloubu 2 o 63 = 3w/L + 1,5w/L = 4,5w/L. Obdobné vztahy plati mezi
rychlostmi otaceni a rychlosti posunu. Z rovnosti vykonu vnéjsich sil Fiw a disipa¢niho vykonu

. . . . . . 3w 1,50  4,5u 9Moyu
D = Myfy + Myfy + Msbs = Mo|fy| + Mo|fa| + Molés| = M, (Tw+ =+ Lw> == (2136)
se pak vypocte kinematicky pripustné zatizeni
9M,
F = LO (2.137)

které predstavuje mezni plastické zatizeni Fy. Vysledek je v souladu s priklady 2.12 a 2.13 a navic jsme jej ziskali
velmi snadno a rychle.
O

Priklad 2.15: Spojity nosnik — mezni plasticka analyza kinematickou metodou

Povzbuzeni tispéchem kinematické metody v predchozim prikladu ji zkusime pouzit i pfi mezni plastické analyze
spojitého nosniku na obr. 2.26a. Na nosniku najdeme celkem c¢tyfi prufezy, ve kterych se momentova ¢ara lomi
a aspon lokélné je dosazeno momentového extrému, takze by zde mohl vzniknout plasticky kloub. Tyto prurezy
jsou na obrazku oznaceny ¢isly 1, 2, 3 a 4. Pti hledani moznych mechanismi kolapsu na slozitéjsich konstrukcich
se nelze striktné drzet pravidla, podle kterého je potifebny pocet plastickych kloubt o jednicku vétsi nez stupen
statické neurcitosti. Takovy pocet kloubt zarucené staci ke vzniku mechanismu, nékdy vSak mohou vznikat i

pracovat s pfibliznymi linedrnimi vztahy.
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Obrazek 2.26: Mezni plastickd analyza spojitého nosniku kinematickou metodou: (a) statické schéma, pomocné
statické schéma a pribéh momentl v meznim plastickém stavu, (b) mozné mechanismy.

tzv. ¢astecné mechanismy s mensim poctem kloubil. Napiiklad nas nosnik je z hlediska ohybu dvakrat staticky
neurcity, takze tri plastické klouby zarucené vedou ke kolapsu, viz mechanismus I na obr. 2.26b. OvSem pokud
se vytvori plastické klouby v prufezech 3 a 4, také to staci ke kolapsu, viz mechanismus II na obr. 2.26b. Lze
si predstavit i mechanismus III s plastickymi klouby v prurezech 1, 2 a 4, ale ten je pfi daném typu zatiZeni
nepfipustny, protoze vykon vnéjsich sil by byl nulovy (mohl by ale vzniknout napi. v pfipadé, Ze by sila v pravém
poli piisobila nahoru). Pfi vypoétu kinematickou metodou se snazime najit mechanismus, ktery umoziuje co
nejvétsi vykon vnéjsich sil (tj. co nejvétsi posuny ve sméru ptisobicich sil) pfi co nejmensim disipacnim vykonu
(tj. co nejmensim otéceni v plastickych kloubech).

Pro mechanismus I ozna¢ime pismenem w svisly posun prifezu 2 (pisobisté sily F' v levém poli) a vyjadiime
pootoceni v plastickych kloubech jako 6; = —2w/L, 03 = 4w/L a 65 = —2w/ L. Z rovnosti vykonu vnéjsich sil a
disipa¢niho vykonu, zapsané jako

. ; : : 20 4w 2w
Fio = My|01| + Mo|02| + Mo|03| = Mo <— + = _>

e (2.138)

vypocteme kinematicky pfipustnou hodnotu Fi, = 8 My /L.

Podobné pro mechanismus II ozna¢ime w svisly posun prifezu 4 (ptisobisté sily ' v pravém poli) a vyjadiime
pootoceni v plastickych kloubech jako 05 = —2w/L a 64 = 4w/L. Z rovnosti vykonu vnéjsich sil a disipa¢niho
vykonu, zapsané jako

. . . 2w i
Frw = M0|93| + Mo|94| = My (T + T) (2139)

vypo¢teme kinematicky pfipustnou hodnotu Fy, = 6My/ L, ktera je mensi nez pro mechanismus I. Lze tedy oceké-
vat, ze skuteénym mechanismem kolapsu bude mechanismus II. To ovéfime tak, ze na konstrukci uréime pribéh
ohybovych momentt pro zatiZzeni{ dvéma silami F' = 6My/L s tim, Ze hodnoty momentt v plastickych kloubech
Ms = —My a My = My jsou zndmé. V pravém poli pribéh ohybovych momentt snadno uré¢ime z podminek
rovnovéhy, ale protoze mechanismus kolapsu je pouze ¢asteény (pocet plastickych kloubii je mensi nez stupern
statické neurcitosti plus jedna), levé pole zlstalo staticky neurcité a pfi urcovani pribéhu ohybovych momentt
nevystac¢ime jen s podminkami rovnovahy. Problém muizeme pfevést na nosnik vlevo vetknuty a vpravo prosté
ulozeny, ktery je uprostied rozpéti zatizen silou F' = 6 My /L a navic na pravém konci osamélym momentem My,
ktery nahrazuje ptisobeni pravého pole. Pokud tuto pomocnou tlohu (na obr. 2.26a uprostied) vyfesime napf.
silovou metodou nebo najdeme momentovou reakci v tabulkach koncovych momenti pro deformac¢ni metodu,
zjistime, Zze v prifezu 1 vznikd moment M; = —(5/8) My, ktery neprekracuje mezni plasticky moment. Z pod-
minek rovnovahy pak dopocitdme moment My = (11/16) My, jehoz hodnota je také plasticky pfipustnd. Tim
jsme pro kinematicky pFipustné zatizeni F = 6M,/L zkonstruovali staticky pripustny stav a dokazali, Ze tato
hodnota je i staticky pripustna a tudiz je rovna meznimu zatizeni Fy. Vysledny priibéh ohybovych momenti
v meznim plastickém stavu je vynesen na obr. 2.26a dole.

O
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2.3 Konstitutivni vztahy pro viceosou napjatost

2.3.1 Struktura zakladnich rovnic

A7 dosud jsme se zabyvali pruznoplastickym chovanim materialu za jednoosé napjatosti, pfipadné analyzou kon-
strukci, ve kterych je skuteéna napjatost ve vsech bodech blizké jednoosé. V plosnych a masivnich konstrukcich
je vsak napjatost obvykle slozitéjsi a jejich analyza vyzaduje zobecnéni prislusnych konstitutivnich rovnic.

Zakladni rovnice plasticity tedy prepiseme do tvaru pouzitelného pii obecné trojosé napjatosti, ktery pak
1ze néasledné redukovat s ohledem na specialni typ tlohy, napt. pfi rovinné napjatosti, rovinné deformaci nebo
rotac¢ni symetrii. Zaméfime se nejprve na idealné pruznoplasticky model a poté naznacime, jak jej obohatit
o kinematické nebo izotropni zpevnéni.

Zakladni rozdil oproti jednoosé napjatosti spociva v tom, Ze napjatost je obecné tfeba charakterizovat Sesti
slozkami napéti a pretvoreni Sesti slozkami deformace. V dodatku B je pfipomenuto, jak se tyto slozky znaci a
jak jsou uspofadany do sloupcovych matic o a . Ctenaf tam také najde zakladni rovnice linedrni pruznosti ve
skalarnim i maticovém zapisu a definice ruznych elastickych konstant, jako jsou Youngiav modul pruznosti F,
smykovy modul G, objemovy modul K, nebo Poissoniiv soucinitel v. Pro linedrné pruzny materiél je vztah mezi
napétim a deformaci popsan zobecnénym Hookeovym zakonem

o =D.e (2.140)

ktery lze zapsat také v inverzni formé jako
e=Cq.o (2.141)

kde D, je matice pruzné tuhosti a C. = D! je matice pruzné poddajnosti.

Pro pruznoplasticky materidl pouzijeme za predpokladu malych deformaci opét aditivni (souc¢tovy) rozklad
deformace na pruznou a plastickou ¢ast, podobné jako v pripadé jednoosé napjatosti. Kazdou slozku deformace
tedy vyjadiime jako soucet pruzné a plastické Casti, napf. 4y = Yewy + Vpay- Indexy e a p jako obvykle ozna-
¢uji elastickou (pruznou) a plastickou ¢ést, zatimco indexy xy oznacuji, o kterou slozku deformace se jedna.
V maticovém tvaru rozklad deformace zapiSeme jako

eE=¢cc+6p (2.142)

kde e, je sloupcové matice slozek pruzné deformace a €, je sloupcova matice slozek plastické deformace. V zo-
becnéném Hookeové zakonu se pak misto celkové deformace objevi jen jeji pruznd ¢ést, takze (2.140) prepiseme
jako

o =D.e. (2.143)

Rovnice (2.142) a (2.143) predstavuji zobecnéni rovnic (2.20) a (2.21) pro piipad viceosé napjatosti. Nyni je
tfeba zobecnit i dalsi rovnice z tab. 2.2 popisujici idealné pruznoplasticky model.

Zacneme zobecnénim funkce plasticity. Ta bude nyni zaviset na vSech slozkach napéti, bude to tedy funkce
vice proménnych. Symbolicky ji muzeme zapsat jako funkci f(o), kde argument o méa charakter sloupcové
matice. Konkrétni tvar této funkce zavisi na typu materidlu a souvisi s tim, jaky tvar mé plasticky pripustna
oblast v prostoru napéti, tj. pti jakych kombinacich slozek napéti dochazi v materialu k plastickému pretvareni.
Nejuzivanégjsi typy funkei plasticity budou predstaveny v ¢lancich 2.3.2 a 2.3.3. Zatim podavame pouze celkovy
prehled zakladnich rovnic pro idedlné pruznoplasticky model. Role funkce plasticity ziistane i pfi zobecnéni na
viceosou napjatost zachovana. To znamend, Ze zaporna hodnota této funkce odpovida pruznému stavu, nulova
hodnota plastickému stavu a kladna hodnota odpovida plasticky neptipustnému stavu, neboli takovému stavu
napéti, ktery dany material nemuze prenést. Podminku plastické pripustnosti tedy zapiSeme ve tvaru

fle) <0 (2.144)

ktery se od ¢tvrtého radku v tab. 2.2 1isi jediné tim, ze funkce f nyni zavisi na vice slozkach napéti.

Ponékud obtiznéjsi je ovsem zobecnéni zakona plastického pretvareni. Tento zakon udava, jakym zptsobem
narustaji plastické deformace. Nemuze ale primo specifikovat rychlost plastické deformace, protoze ta zavisi
nejen na okamzitém stavu, ale také na prubéhu prislusného pretvarného procesu, napt. na rychlosti celkové
deformace. V jednoosém pripadé urcuje zakon plastického pretvareni v patém fadku tab. 2.2 pouze znaménko
prirustku plastické deformace, zatimco jeho velikost je specifikovana zatim neuréenym nezapornym nasobitelem
A, jeho# konkrétni hodnota se pozdé&ji vypocité z podminky plastické konzistence f = 0. Rovnice Ep = )'\sgna
spolu s podminkou A > 0 vyjadfuje skutecnost, 7e za kladného napéti plastickd deformace vzriistd, zatimco
za zaporného napéti jeji algebraickd hodnota klesa, tj. vzrista zaporna plastickd deformace. V pripadé viceosé
napjatosti je tfeba na zakladé znalosti okamzitého stavu specifikovat, v jakém orientovaném sméru“’ bude
plasticka deformace naristat. Jinymi slovy, pro plastické procesy probihajici za riznych stavi napéti jsme schopni
experimentalné zjistit, jaky je vzajemny pomér jednotlivych slozek prirastku plastické deformace. Velikost tohoto

7Zde mame na mysli smér v prostoru deformaci, nikoli v geometrickém prostoru, v némz se dany materialovy bod nachézi.
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prirtstku zavisi na tom, jak se pretvarny proces déle vyviji (napf. jak ménime celkovou deformaci), takze ji
prozatim ponechame neurcenou. Zakon plastického pretvareni tedy v nejobecnéjsim pripadé nabyva tvaru

ép = \g(o) (2.145)

kde se pod symbolem g skryva Sest funkci, kazda z nich zavisla na Sesti slozkach napéti. Urceni téchto funkci
pro vSechny plastické stavy napéti na zdkladé experimentalnich méfeni by samoziejmé bylo velmi narocné.
V ¢lanku 2.3.4 ukazeme, ze pokud prijmeme zobecnénou variantu principu maxima plastické disipace, daji se
vSechny tyto funkce jednoznac¢né odvodit z funkce plasticity. Pro dany material pak staci najit vhodnou funkci
plasticity f, coz je mnohem jednodussi nez hledani Sesti slozek funkce g.

Vycet zakladnich rovnic pro idealné pruznoplasticky material zobecnénych pro viceosou napjatost je jiz témer
ukoncéen, zbyva jen podminka komplementarity. Jeji smysl zustava zachovan — jde o podminku, Ze v pruzném
stavu se plasticka deformace nemutze ménit, neboli pokud je hodnota funkce plasticity f nenulova, musi byt rych-
lost plastického nasobitele A nulova. Matematicky staci napsat, Ze souéin funkce plasticity a rychlosti plastického
nasobitele je vzdy roven nule. Jedinym rozdilem oproti jednoosému pripadu je opét zavislost funkce plasticity
na vétsim poctu slozek napéti.

Prehled pravé probranych zakladnich rovnic je podan v tabulce 2.8. Neékteré dulezité komponenty celého
modelu jsou vSak pouze obecné naznaceny. Konkrétné jde o funkci plasticity f a funkci g objevujici se v zdkonu
plastického pretvareni. Mozné podoby téchto funkci budou rozpracovany v nasledujicich tiech ¢lancich.

Tabulka 2.8: Matematicky popis idealné pruznoplastického modelu pro viceosou napjatost.

rozklad deformace E=¢Ect+E€p

Hooketv zakon o=D.e.

definice funkce plasticity flo)="...

podminka plastické pripustnosti f(o) <0

zédkon plastického pietvareni €, =Aglo), A>0
podminka komplementarity M(e)=0

2.3.2 Podminky plasticity pro materialy bez vnitfniho tfeni

Podminkou plasticity obecné rozumime rovnici tvaru
fle)=0 (2.146)

charakterizujici plastické stavy materialu, tj. takové stavy napéti, za kterych mize probihat plastické pretvareni.
Funkce plasticity f je pfitom volena tak, aby zapornych hodnot nabyvala pro pruzné stavy a kladnych hodnot
pro stavy plasticky nepfipustné. V piipadé jednoosé napjatosti a pro material se stejnou mezi kluzu v tahu a
v tlaku m4 funkce plasticity tvar f(o) = |o| — o¢ a rovnice (2.146) je splnéna pro dvé hodnoty napéti, o = o a
0 = —0y, které ohrani¢uji plasticky pripustnou oblast Sep, = [—00, 00] v jednorozmérném prostoru napéti. Pro
viceosou napjatost je prostor napéti obecné Sestirozmérny (protoze napéti je charakterizovéno Sesti nezdvislymi
slozkami) a grafické zndzornéni plasticky pfipustné oblasti je tudiz velmi obtizné.

Pro izotropni material 1ze pocet argumentt funkce plasticity zredukovat na t¥i. Funkce plasticity totiz v izo-
tropnim ptipadé nemuze mit zcela libovolny tvar. Jeji hodnota musi ztstat beze zmény, pokud pooto¢ime v pro-
storu soufadnicové osy, k nimz vztahujeme jednotlivé slozky napéti. Naptiklad pokud se material ocitne v plas-
tickém stavu pri jednoosém napéti o, = o, musi byt v plastickém stavu i v pfipadech, Ze jedinou nenulovou
slozkou napéti je oy, = 09 nebo o, = 0g. Proto je vylouceno, aby pro izotropni materidl méla funkce plasticity
napt. tvar f(o) = |o,| — 09. Podrobnou matematickou analyzou lze ukézat, ze funkci plasticity pro izotropni
material lze vzdy vyjadrit pomoci t¥i nezavislych invariant napéti, coz jsou veli¢iny, které se neméni pti libo-
volném pootoceni soustavy soufadnic (pokud samotny stav napéti pfitom zistava stejny). Piikladem takového
invariantu je tfeba stredni napéti o, = %(0’35 + 0y, + 02), které popisuje hydrostatickou ¢ast daného stavu napéti,
nebo hlavni napéti o1, oo a o3, viz dodatek B. Pouze tfi invarianty mohou byt nezavislé, ostatni se daji pomoci
t¥i vybranych vyjadfit. Napriklad pfi volbé tii hlavnich napéti jako nezavislych invariantd se stfedni napéti
vyjadii jako oy = %(01 + o9 + 03).

Pii jednoosé napjatosti je plasticky stav charakterizovén tim, Ze napéti (resp. jeho absolutni hodnota) dosdhne
meze kluzu. Pro obecnou napjatost lze s mezi kluzu porovnavat vhodnou skalarni velicinu, kterd predstavuje
v jistém smyslu ekvivalentni jednoosé napéti. V pripadé izotropniho materialu tato veli¢ina musi byt invariantem.
Zaroven je vhodné, aby podminka plasticity méla jasny fyzikalni vyznam a popisovala situaci, ktera odpovida
aktivaci predpokldadaného (pochopitelné idealizovaného) mechanismu plastického pfetvareni.



84 KAPITOLA 2. PLASTICITA

V tuvodu kapitoly jsme se strucné seznamili s mechanismem plastického pokluzu v krystalické mrizce a
formulovali Schmidfiv zakon, podle kterého rozhodujici roli hraje smykové napéti ptisobici na kluznou rovinu®
ve sméru pokluzu. Pro ¢isty krystal (ktery mimochodem pfedstavuje anizotropni materil) existuje koneény
pocet potencialnich kluznych rovin a na kazdé z nich konecny pocet smért, ve kterych mize k pokluzu dojit.
Proto se pro danou napjatost zjisti hodnoty smykového napéti piisobiciho na jednotlivé tyto roviny v pfislusnych
smérech a nejvétsi z nich se porovna s materidlovou konstantou predstavujici mez kluzu ve smyku. V praxi se
vSak vétsinou setkdvame s materidly, které maji charakter polykrystalu, nebo jsou amorfni. Polykrystalické
latky jsou slozeny z mnozstvi zrn, z nichz kazdé je blizké idedlnimu krystalu, ale s rtiznou orientaci zakladnich
krystalografickych smért. Mechanismus plastického pretvareni je pak slozitéjsi a dulezitou roli v ném hraji
procesy probihajici na rozhranich mezi jednotlivymi zrny. Pokud jsou jednotliva zrna dostate¢né mala a ndhodné
orientovand (s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych smérit), lze materidl povazovat
z makroskopického hlediska za izotropni a formulovat podminku, Ze k plastickému pretvareni dochazi, pokud
smykové napéti ptisobici na libovolnou rovinu v libovolném sméru dosdhne jisté kritické hodnoty, kterou oznac¢ime
T9. Tak dospivame k Trescové podmince, ktera pracuje s funkci plasticity ve tvaru

f(O') = Tmax(o') — 70 (2147)

kde Thax 0Oznacuje vyse zminéné maximalni smykové napéti. Podrobnou analyzou lze ukéazat, ze maximalni
smykové napéti vznikd v roviné® kolmé na smér prostfedniho hlavniho napéti, a to ve smérech ptlicich pravy
thel mezi sméry nejvétsiho a nejmensiho hlavniho napéti. Velikost tohoto napéti je rovna poloviné rozdilu mezi
nejvétsim a nejmensim hlavnim napétim. Matematicky to mtizeme zapsat jako

Umax(o') - Umin(a)
2

kde omax & Omin jsou nejvétsi a nejmensi hlavni napéti, vypoctend pro dany stav napéti o fesenim prislusné

charakteristické rovnice (B.16). Jestlize jsou zndma hlavni napéti o1, o2 a o3, ale nejsou uspotradana podle

velikosti, je

Tmax(0) = (2.148)

Tmax (01, 02,03) = %max(|01 — 03, |01 — 03], |o2 — 03]) (2.149)

Priklad 2.16: Trescova podminka pro rovinnou napjatost

Pro nazornost prozkoumame tvar Trescovy plochy plasticity nejprve pro rovinnou napjatost v roviné xy, pri
které mohou byt nenulové pouze slozky napéti 0., o, a 7,,. Mohli bychom tedy plochu plasticity zobrazit
ve trojrozmérném prostoru, ve kterém se na jednotlivé osy vynaseji dvé normélova a jedno smykové napéti.
Jednodussi vSak je rovinnou napjatost charakterizovat pomoci dvou hlavnich napéti o1 a o2, kterd ptisobi
v roviné zy a ze slozek o, 0y a T,y se vypoctou podle vzorce (B.20). Zbyvajici hlavni napéti o3 je v piipadé
rovinné napjatosti identicky rovno nule a odpovida sméru kolmému na rovinu analyzy.

Pfi zobrazeni v roviné hlavnich napéti o1 a o2 uz mnozina bodt spliujicich podminku plasticity f(o) = 0
neni plochou, ale kiivkou, nicméné je zvykem o ni stale hovotit jako o ,plose plasticity“. I pokud bychom napéti
01 a o9 usporadali podle velikosti, nemizeme obecné Fici, ze vétsi z nich je oax @ mensi je omin, protoze je treba
vzit v Givahu také tfeti hlavni napéti o3 = 0. Maximélni smykové napéti tedy vyjadiime podle (2.149) jako

Tmax(01,02) = %max(|01 — o9, o], |o2]) (2.150)

a plasticky pfipustné stavy jsou charakterizovdny podminkou 7max(01,02) < 79, ktera je ekvivalentni s nerov-
nostmi

727’0 S g1 — 02 S 27’0 (2151)
—27'() S g1 S 27‘() (2.152)
—27'() S g9 S 27‘() (2.153)

Plasticky pripustna oblast v roviné hlavnich napéti se tedy sestroji jako prinik Sesti polorovin, resp. tii pasu,
¢imz vznikne Sestitihelnik na obr. 2.27a, ohraniceny Sesti tseckami, které prochéazeji body £27y na osach o; nebo
g9.

Pii zatézovani jednoosym tahem se odpovidajici bod v roviné hlavnich napéti pohybuje po ose o1 nahoru
a na plose plasticity se ocitne, pokud oy = 279. Tato hodnota pfedstavuje pevnost'® v jednoosém tahu, kterou

8Pokud hovofime o smykovém napéti, je tieba dat dobry pozor na rozdil mezi vyznamem piedlozek ,na“ a ,v¢ v souvislosti
s rovinou pusobeni. Obrat ,smykové napéti ptisobi na rovinu“ znamena, ze toto napéti pusobi na plosku lezici v této roviné. Naproti
tomu obrat ,smykové napéti pusobi v roviné“ se vztahuje k roving, ve které dochazi vlivem tohoto napéti ke smykovému zkoseni,
tedy k roviné urcené smérem pusobeni napéti a normalou k roviné, na niz toto napéti ptisobi. Napfiklad slozky napéti 7oy a Tyz
piisobi v roviné xy, pfiCemz 7, pusobi ve sméru y na rovinu kolmou na osu z, tedy rovnobéznou s rovinou yz, zatimco 7y, pusobi
ve sméru z na rovinu kolmou na osu y, tedy rovnobéznou s rovinou zz.

9Zde se projevi terminologicky rozdil predlozkami ,na“ a ,v* vysvétleny v pifedchozi poznamce pod ¢arou.

10Pevnosti rozumime absolutni hodnotu maximéalniho napéti, které je material pfi daném typu namahani schopen pienést (tedy
tahova pevnost je maximélni tahové napéti, smykova je maximalni smykové napéti, atd.). Pro idedlné pruznoplastické modely je
pevnost v podstaté synonymem meze kluzu, ale v pfipadé zpevnéni je rozdil mezi poc¢ateéni mezi kluzu a pevnosti, predstavujici
maximalni hodnotu meze kluzu. Navic se pojem pevnosti pouziva napf. i v teorii poskozeni, kde jiz o mezi kluzu viibec nehovofime.
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Obrazek 2.27: Rezy Trescovou plochou plasticity: (a) fez odpovidajici rovinné napjatosti, (b) deviatoricky fez,
(¢) meridiany.

oznacime fi. Podobné pfi zatézovani jednoosym tlakem se odpovidajici bod v prostoru hlavnich napéti pohybuje
po ose o1 dolu a na ploSe plasticity se ocitne, pokud o1 = —273. Tato hodnota uvazena bez znaménka predstavuje
mez kluzu v jednoosém tlaku, kterou oznac¢ime f.. Pro Trescovu podminku je tedy f; = f. = 279 a model zalozeny
na takové podmince dava stejnou pevnost v tahu i v tlaku.

V pripadé cistého smyku se méni pouze slozka napéti 7., zatimco normélova napéti zistavaji nulova. Pii-
slusné hodnoty hlavnich napéti se podle (B.20) vypoctou jako o1 = 74y, 02 = —T4,. Materidl se ocitne v plastic-
kém stavu pro 7., = £79, coz se na zakladé tivah, kterymi jsme Trescovu podminku plasticity motivovali, dalo
ocekavat. Absolutni hodnotu smykového napéti vedouciho k plastickému stavu oznac¢ime obecné jako smykovou
pevnost fs a pro Trescovu podminku je rovna piimo parametru 7y. Pfi zatéZzovani smykem se odpovidajici bod
v roviné hlavnich napéti pohybuje po pfimce popsané rovnici o1 + g9 = 0, ktera svirda s osami o1 a oy thel 45°
a prochazi kvadranty s rozdilnymi znaménky hlavnich napéti.

Jako posledni charakteristiku odvodime pevnost v dvojosém tlaku fy,, kterd odpovida absolutni hodnoté
hlavniho napéti v plastickém stavu pii zatéZovani stejnymi tlakovymi napétimi ve dvou navzajem kolmych
smérech. Pfislusny bod v roviné hlavnich napéti se pohybuje po pfimce popsané rovnici o7 — o2 = 0, ktera svira
s osami 07 a oy Uhel 45° a prochazi kvadranty se stejnymi znaménky hlavnich napéti. Polozime-li 01 = 02 =
—fb < 0 a dosadime do podminky plasticity, ziskame feSeni f;, = 279. Pro Trescovu podminku je tedy pevnost
ve dvojosém tlaku f}, stejna jako pevnost v jednoosém tlaku f..

O

Trescova podminka ma jasny fyzikalni vyznam a je schopna s prijatelnou chybou aproximovat skute¢né cho-
vani napft. pro typické kovové materialy. Jeji nevyhodou je skutecnost, ze definice funkce plasticity zalozena na
maximalizaci rozdili mezi dvojicemi riznych hlavnich napéti je ponékud kostrbata a vysledna plocha plasti-
city neni hladka. V bodech odpovidajicich stavim se dvéma stejnymi hlavnimi napétimi neni funkce plasticity
diferencovatelnd, a to prinasi jisté komplikace p¥i numerickém feSeni, zejména pokud pouzivame tzv. sdruzeny za-
kon plastického pretvaieni. Tuto nevyhodu odstraiiuje podminka von Misesova,'! ktera je bezpochyby nejcastéji
pouzivanou podminkou plasticity viibec.

Fyzikalné je mozné Misesovu podminku motivovat predpokladem, Ze k plastickému pretvareni dochazi, pokud
energie ulozena v pruzné deformaci materialu dostoupi kritické hodnoty. Jelikoz je ale plasticky pokluz v idedlnim
krystalu mechanismem, ktery vede ke zméné tvaru, ale nikoli ke zméné objemu, nekona hydrostaticka ¢ast napéti
pri takovém pokluzu zadnou praci, a proto nelze ocekévat, ze by v dtsledku cisté hydrostatické napjatosti doslo
k plastickému pietvaieni.!? Proto budeme za rozhodujici pokladdat tu &ast emergie pruzné deformace, ktera
odpovidd zméné tvaru. Tuto energii (resp. jeji hustotu) jsme v dodatku B oznacili symbolem W,p a podle
vzorce (B.52) se vypocte jako sT Ps/4G, kde s je sloupcova matice deviatorickych slozek napéti a P je skélovact
matice (B.24), ktera je diagondlni a ma na hlavni diagonéle t¥i jednicky a t¥i dvojky. Misto veli¢iny s rozmérem
energie na jednotku objemu bychom vsSak radi pracovali s veli¢inou o rozméru napéti. Proto se soustfedime
na vyraz s’ Ps, kterému je energie W.p timérna. Tento vyraz musi byt invariantem napéti, protoze energie
deformace odpovidajici zméné tvaru je objektivné definovanou fyzikalni veli¢inou a jeji hodnota nemuze zaviset
na tom, jak zvolime pomocnou soustavu soufadnic p¥i jejim vipoétu. Lze ukazat, ze s” Ps je dvojnasobkem tzv.
druhého invariantu deviatorického napéti, ktery se tradicné znac¢i symbolem J5. Zavedeni invariantu Jo souvisi
s charakteristickou rovnici pro vypocet hlavnich deviatorickych napéti s;, I = 1,2, 3, ale s tim si zde nemusime
lamat hlavu. Pro nase ucely mizeme za jeho definici povazovat vztah Jo = %STPS a po roznasobeni matic
dostaneme pro jeho vyjadieni pomoci deviatorickych slozek napéti vzorec

Jo=3sTPs=1(s2 + 53 +52) + Tgy +72, + Ty2z (2.154)

N [=

Invariant musi mit stejnou hodnotu pii libovolné volbé soustavy souradnic. S vyhodou mtizeme zvolit souradni-

11Ve starsi literatuie se Misesova podminka nékdy oznacovala jako Huberova-Misesova-Henckyho, neboli HMH.
12Hovofime zatim stale o materidlech, ve kterych je predpoklddanym dominantnim mechanismem plastického pietvéaieni pokluz
podél krystalografickych rovin.
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cové osy ve smeérech hlavnich napéti, pro néz smykové slozky napéti vymizeji a normalové jsou rovny hlavnim na-
pétim. Totéz pak plati pro deviatorickou ¢ast, takze médme napt. s, = s1, 5y = S2, 5, = 53 & Tyy = Tz = Ty, = 0.
Po dosazeni do (2.154) ziskdme jednodussi vyjadieni

Jo = 3(s7 + 55+ 53) (2.155)

Pokud chceme hodnotu J> vypocitat primo z celkového napéti o, aniz bychom ho museli rozkladat na deviatoric-
kou a hydrostatickou ¢ast, mtizeme pouzit vztah odvozeny z (2.154) dosazenim za deviatorickd normélova napéti
podle (B.38)—(B.40). Vysledny vzorec lze po algebraickych tpravach, které zde nebudeme detailné vypisovat,
prevést do tvaru

Jo =4 [(00 = 0y)* + (02 — 02)" + (0y — 02)*] + 72, + 70 + 7y (2.156)
Pfi zapisu pomoci hlavnich napéti se tento vzorec zjednodusi na
Jo =3 [(01 = 02)* + (01 — 03)* + (02 — 03)?] (2.157)

Priklad 2.17: Deviatoricka ¢ast napéti a invariant J> za jednoosého tahu a za smyku
Za jednoosého tahu ve sméru osy « je jedinou nenulovou slozkou napéti o,.. Dosazenim do (2.156) snadno ziskdme
odpovidajici hodnotu invariantu

Jy = % [(Uz — O'y)Q + (0, — O'Z)Q + (oy — O'Z)Q} + Tfy + sz + 752 = % (O’i + Ji) = %O’i (2.158)
Stfedni napéti, definované vyrazem (B.15), ma za jednoosého tahu hodnotu
Om = 3(02 +0+0) = 30, (2.159)
a deviatorické slozky normalovych napéti
smzoz—amzozféozzgoz, sy:szzoy—am:0—%oz:—%am (2.160)

uréime ze vztahi (B.38)—(B.40). Dosazenim do (2.154) pak mizeme ovéfit, Ze hodnota

1 4 2 2 2 2
J2=%(Si+83+83)+73y+73z+752=§( (97”” %4‘%) z% (2.161)

vyjde stejna jako podle (2.158).

Piipad cistého smyku, kdy je jedinou nenulovou slozkou napi. 7., je jesté jednodussi. Stiedni napéti je
v tomto ptipadé nulové, deviatorickd ¢ast napéti je tedy rovna napéti samotnému. Rikdme také, Ze za ¢istého
smyku m4 napéti ryze deviatoricky charakter. Dosazeni do rovnice (2.154) nebo (2.156) vede na

Jo =72 (2.162)

Y

Stejny vysledek bychom dostali i podle (2.157), protoze hlavni napéti maji pfi ¢istém smyku hodnoty o1 = 7y,
09 = —Tgy a 03 =0.
O

Ted uz muzeme prikrocit k presné formulaci Misesovy podminky plasticity. Zakladem je pfedpoklad, ze
k plastickému pretvareni dochazi pfi dosazeni kritické hodnoty energie pruzné deformace odpovidajici zméné
tvaru. Tato energie je imérnd invariantu Jo, takze je mozné podminku vztahnout také ke kritické hodnoté tohoto
invariantu. Jak ukazal predchozi priklad, pfi namahani ¢istym smykem je J> rovno druhé mocniné smykového
napéti, kritickd hodnota .Js proto odpovida druhé mocniné meze kluzu ve smyku. Misesova podminka se skutec¢né
nékdy pise ve tvaru Jo = 7¢, ale my zvolime jeji ekvivalentni podobu v/.Jo = 79. Proto zavedeme funkci plasticity

predpisem
flo) =~/ Ja(o) =79 (2.163)

kde jsme explicitné vyznacili, ze Jo je invariant vypocitany ze slozek napéti v sloupcové matici o.

Za jednoosého tahu charakterizovaného napétim o, je podle piedchoziho piikladu Jo = 02 /3. K plastickému
pietvareni podle Misesovy podminky dojde, pokud je /Jo = 79, tedy za napéti o, = v/379. Tato hodnota
normalového napéti odpovida mezi kluzu v tahu o, takze pomér mezi kluzu v tahu a ve smyku je pro Misesovu
podminku oo /79 = /3. Naproti tomu pro Trescovu podminku bylo o /7o = 2, jak jsme ukdzali v piikladu 2.16.
Je proto zfejmé, ze obé podminky davaji rozdilné vysledky a zalezi na konkrétnim materidlu, ktera z nich je
vhodnéjsi. Pokud lze experimentalné zjistit meze kluzu v tahu a ve smyku, je jejich skuteény pomér jednim
z indikator1, kterou podminku zvolit. Idealni je ovSem mit predstavu o celé ploSe plasticity, nebo aspon o jejim
pruniku s rovinou odpovidajici rovinné napjatosti.

Priklad 2.18: Misesova podminka pro rovinnou napjatost
Pii rovinné napjatosti, kdy o3 = 0, 1ze Misesovu funkei plasticity (2.163) s vyuZzitim vzorce (2.157) pro vypocet
invariantu J, prepsat jako

f(o1,02) = \/% (01 —02)2+ 0+ 03] — 70 = \/% (02 — o102+ 02) — 7o (2.164)
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Obrazek 2.28: Rezy Misesovou plochou plasticity: (a) fez odpovidajici rovinné napjatosti, (b) deviatoricky fez,
(¢) merididny. Pro porovnani jsou ¢arkované vyneseny fezy Trescovou plochou plasticity.

Z podminky plasticity f(o1,02) = 0 po upravé ziskdme rovnici
0% — o109 + 05 =373 (2.165)

popisujici elipsu o poloosach v/6 79 a v/279 pootocenych viiéi osam hlavnich napéti o1 a o; 0 45°, viz obr. 2.28a.
Podobné jako v prikladu 2.16 ur¢ime pevnosti pro zakladni zptsoby namahani materialu. Pro ¢isty smyk

dosadime o1 = fs a 02 = — fs a z rovnice (2.165) vypoc¢teme pevnost ve smyku fs = 79, coz odpovida o¢ekavani.
Pro jednoosy tah (resp. tlak) dosadime o1 = f; a 02 = 0 (resp. 01 = —f; a 02 = 0) a z rovnice (2.165) vypocéteme
pevnosti v tahu a v tlaku f; = f. = v/3 7. Nakonec po dosazeni o1 = 09 = — f, zjistime, ze pevnost v dvojosém
tlaku fi, = V370 je stejné jako pevnost v jednoosém tlaku fe.

O

Priklady 2.16 a 2.18 ukazaly, jak lze graficky znazornit plasticky pripustnou oblast v pfipadé viceosé na-
pjatosti. Pro rovinnou napjatost vystac¢ime se znazornénim v roviné, ale v obecném pripadé je tfeba prejit do
trojrozmérného prostoru, ve kterém soutadnice odpovidaji hlavnim napétim o1, o9 a 3. Jde o tzv. Wester-
gaarduv prostor, jehoz soucasti je mimo jiné rovina hlavnich napéti o1 a o9, odpovidajici rovinné napjatosti
s nulovym hlavnim napétim os.

Zkoumani tvaru ploch plasticity lze usnadnit zavedenim urcitych pomocnych pojmt, které nam usnadni
orientaci ve Westergaardové prostoru. Zakladem je tzv. hydrostatickd osa, coz je pfimka odpovidajici ryze hyd-
rostatickym stavim napéti, ve kterych jsou vSechna hlavni napéti stejna. Tato primka je tedy popsana rovnicemi
o1 = 03 = 03. Pokud bod o soufadnicich (o1, 02, 03) znazoriiujici obecnou napjatost promitneme kolmo na hyd-
rostatickou osu, ziskdme bod o soufadnicich (oy,, om, om ), ktery reprezentuje hydrostatickou ¢ast napéti. Rozdil
mezi timto primétem a puvodnim bodem tedy odpovida deviatorické ¢asti napéti a je popsan vektorem o sourad-
nicich (s1, s2, s3). Norma tohoto vektoru se vypocte jako p = \/s7 + s3 + s3 a piedstavuje vzdalenost pivodniho
bodu od hydrostatické osy. Vzhledem ke vztahu (2.155) je tato vzdélenost rovna odmocniné z dvojnasobku
invariantu J, tj. plati p = /2.Js.

Rovindm kolmjm na hydrostatickou osu fikdme deviatorické roviny a jejich priniky s plochou plasticity jsou
deviatorické Tezy. Rovinam prochézejicim hydrostatickou osou se fikd Rendulicovy roviny, pripadné merididnové
roviny, a jejich priniky s plochou plasticity jsou Rendulicovy rezy, které se obvykle skladaji ze dvou merididni.
Zobrazeni v deviatorické roviné tedy odpovida pohledu podél hydrostatické osy, zatimco merididAnova rovina
zachycuje pohled kolmo na hydrostatickou osu. Pokud bychom zemsky povrch povazovali za plochu plasticity a
osu rotace za hydrostatickou osu, odpovidaly by deviatorické fezy rovnobézkam a merididny polednikiim.

Priklad 2.19: Misesova a Trescova plocha plasticity ve Westergaardové prostoru

Na zékladé predchozich tivah o geometrické interpretaci rtiznych veli¢in ve Westergaardové prostoru lze velmi
snadno zkonstruovat Misesovu plochu plasticity. Tato plocha je tvofena body o stejné hodnoté invariantu Jo = 73,
tedy body o stejné vzdalenosti v/2J3 = v/2 79 od hydrostatické osy. Geometricks predstava nas tedy vede k zévéru,
ze Misesovou plochou plasticity v prostoru hlavnich napéti je povrch nekoneéného valce, jehoz osou je pravé
hydrostaticka osa. Deviatorické fezy jsou kruznice a meridiany jsou primky rovnobézné s hydrostatickou osou,
viz obr. 2.28bc. Pro Uplnost poznamenejme, ze v souladu se zvyklostmi pouzivanymi v literature se na obr.
2.28¢ vynasi v horni ¢asti tzv. tahovy meridian, ktery lezi v poloroviné urcené hydrostatickou osou a kladnou
poloosou o1, zatimco v dolni poloroviné tlakovy meridian, ktery lezi v poloroviné urcéené hydrostatickou osou a
zapornou poloosou o7. Na tahovém meridianu jsou stavy napéti, pro které s; > so = s3, coz plati mimo jiné pri
jednoosém tahu, zatimco na tlakovém merididnu jsou stavy napéti, pro které s; < so = s3, coz plati mimo jiné
pri jednoosém tlaku.

Vzhledem k tomu, Ze Misesova funkce plasticity zavisi pouze na deviatorické ¢asti napéti, jsou vsechny
deviatorické fezy Misesovou plochou plasticity stejné, nezavisle na tom, kterym bodem na hydrostatické ose
vedeme deviatorickou rovinu. TotéZ musi platit pro Trescovu plochu (protoze Trescova funkce plasticity také
zavisi pouze na deviatorické ¢asti napéti), ale prislusné deviatorické fezy uz pochopitelné nebudou kruznice.
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Pro Trescovu funkci plasticity musi plasticky pripustné stavy za obecné napjatosti splnovat podminku
Tmax (01, 02,03) < 70, kterd je ekvivalentni s Sesti nerovnostmi

—210< o01—02 <27 (2.166)
—27'() < o1 — g3 < 27‘() (2.167)
727’0 S 09 — 03 S 27’0 (2168)

Kazdé z téchto nerovnosti odpovida poloprostor omezeny rovinou rovnobéznou s hydrostatickou osou. Prinikem
takovych Sesti poloprostori je nekonecny Sestiboky hranol, ktery kazdou deviatorickou rovinu protina v pravidel-
ném Sestitthelniku, znazornéném na obr. 2.27b. Merididny jsou opét pfimky rovnobézné s hydrostatickou osou,
viz obr. 2.27c. Pro porovnani jsou fezy Trescovou plochou plasticity na obr. 2.28 zopakovany ¢arkovanou ¢arou.
P1i volbé stejné tahové pevnosti je Tresctiv hranol vepsan Misesové valci. Pokud bychom ovSem zvolili stejné
smykové pevnosti, tj. stejné hodnoty parametru 79 v podminkach (2.147) a (2.163), byl by Tresctiv hranol opsén
Misesové valci.

O

Poznamenejme jesté, ze v literature se Misesova funkce plasticity ¢asto objevuje ve tvaru

f(0) = /3Ja(0) — o0 (2.169)

co# je samoziejmé funkce (2.163) piendsobend konstantou v/3 a parametr oy = v/3 7y piedstavuje jako obvykle
mez kluzu v tahu. Vynasobeni kladnou konstantou nijak nezméni mnoziny stavi napéti vyhovujicich podminkam
<0, f=0a f >0, takze z fyzikdlniho hlediska jedna a tatdz podminka mutze byt zapsana riznymi zpusoby.
Veli¢ina 1/3J2(0) se obvykle oznacuje za Misesovo napéti a jeji zobrazeni je Gasto nabizeno programy pro grafické
zpracovani vysledkt analyzy napéti metodou koneénych prvki.

Priklady 2.16 a 2.18 ukéazaly, ze pro Trescovu i pro Misesovu podminku plasticity je mez kluzu v jednoosém
tlaku stejna jako v jednoosém tahu. To souvisi s vychozimi predpoklady, na jejichz zakladé byly tyto podminky
sestrojeny. V pripadé Trescovy podminky hraje rozhodujici roli maximélni smykové napéti, které pii jednoosém
tahu i tlaku vznika na rovinach uklonénych o 45° vic¢i sméru zatézovani a jeho velikost je polovinou absolutni
hodnoty aplikovaného normalového napéti. V pripadé Misesovy podminky je rozhodujici veli¢inou energie spo-
tfebovand na zménu tvaru, kterd je opét pfi namahani jednoosym tahem stejna jako pfi namahani jednoosym
tlakem se stejnou absolutni hodnotou piisobictho normélového napéti.

Je tedy zfejmé, ze dosud zminéné podminky plasticity jsou pouzitelné pouze pro materidly, jejichz pevnost
v tahu je aspon pfiblizné stejna jako v tlaku. To plati pro bézné kovy, mimo jiné i pro ocel pouzivanou jako
konstrukéni material kovovych stavebnich konstrukci nebo jako vyztuz do zelezobetonu. Naproti tomu vétsina
geomaterialti, jako jsou horniny, zeminy a beton, vykazuje v tlaku podstatné vyssi pevnost nez v tahu. Extrémnim
prikladem jsou sypké, nesoudrzné materidly, jako je pisek nebo stérk, které viibec nemohou prenaset tahova
napéti, ale tlaku vzdoruji, pfinejmensim pokud stlacovani v daném sméru probihd za sevieni uritym tlakovym
napétim ve smérech na néj kolmych. Pro takové materidly je tfeba mit k dispozici jiny typ podminek plasticity,
které vedou k rozdilnym hodnotam tahové a tlakové pevnosti.

2.3.3 Podminky plasticity pro materialy s vnitfnim tfenim

Pro beton a podobné materialy jsou mechanismy nepruzného pretvareni podstatné jiné nez pro typické plastické
materialy, jako jsou kovy. Pfedevsim v nich dochéazi ke vzniku a rozvoji trhlin, coz ma vliv nejen na pevnost
materidlu, ale i na jeho tuhost (vyjadfenou napiiklad modulem pruznosti). Tento efekt nelze popsat pomoci
klasické teorie plasticity, ale vhodnym teoretickym rdmcem je napiiklad lomova mechanika (popisujici expli-
citné jednotlivé trhliny jako nespojitosti v poli posunuti) nebo mechanika poskozeni (popisujici vliv trhlin na
chovani materidlu nepfimo, pomoci redukce tuhostnich koeficient). S obéma zminénymi teoriemi se podrobnéji
seznamime v nasledujicich dvou kapitolach. Za urcitych podminek lze i pro geomaterialy pouzit teorii plasticity,
nicméné je treba ji vhodnym zpusobem upravit a vzit v avahu specifické rysy pfislusnych pretvarnych procest.
Nepruzné pretvareni si lze stale predstavit jako pokluz podél urcitych smykovych rovin, ale na rozdil od plas-
tického pokluzu v krystalu nyni smykové napéti potfebné k prekonani odporu materidlu zavisi i na normalovém
napéti pusobicim kolmo na kluznou rovinu. Pokluz totiz neprobihd podél dokonalych rovin, ale podél vice ¢i
méné drsnych ploch, a neprekonava se pri ném pouze soudrznost materialu, ale i t¥eci sila, ktera zavisi prave
na zminéném normalovém napéti. Proto se o této skupiné material casto hovori jako o materidlech s vnitrnim
trenim. V pripadé sypkych materialu je dokonce efekt vnitiniho tfeni zcela dominantni. V soudrznych zeminach
a betonu piisobi spolu s tfenim i vnitini koheze (soudrznost), charakterizujeme je tedy jako soudriné materidly
s vnittnim trenim, anglicky ,cohesive-frictional materials®.

Predstava kluznych rovin, podél nichz je tfeba prekonat soudrznost materidlu a vnitini t¥eni, vede k pti-
rozenému zobecnéni Trescovy podminky, jehoz vysledkem je podminka Mohrova-Coulombova. P¥ipomenme si
nejprve, ze pokud se tuhy kvadr nachazi na naklonéné roviné se sklonem ¢, lze jeho tihu G rozlozit na slozku
kolmou na tuto rovinu, N = G cos ¢, ktera predstavuje pritla¢nou silu, a slozku rovnobéznou s touto rovinou,
T = Gsin ¢, coz je sila uvadéjici kvadr do pohybu, viz obr. 2.29a. Pohyb kvadru ovSsem nastane pouze tehdy,
jestlize sila T' prekona maximalni tteci silu f N, kde f je treci koeficient. Kvadr ztstava v klidu, pokud 7' < fN,
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Obrézek 2.29: (a) Rozklad tihové sily ptsobici na kvadr na naklonéné roving, (b) poloha dvou potencidlnich
rovin pokluzu viéi hlavnim osdm napéti (podle Mohrovy-Coulombovy podminky).

tj. pokud G'sin ¢ < fG cos ¢. Jak je vidét, za danych idealizovanych predpokladi nezélezi na tize kvadru, ale jen
na koeficientu tfeni f a ithlu naklonéné roviny ¢. Kriticky je sklon ¢, pro ktery tan¢ = f.

Pro nesoudrzny material s vnitinim tfenim si mzeme predstavit, ze pokluzu podél dané roviny brani tfeci
sila, jejiz maximalni velikost je sou¢inem pritla¢né sily kolmé na tuto rovinu a koeficientu vnitiniho tfeni tan ¢,
kde ¢ je tzv. whel vnitrniho treni materialu. Pokud sily vztdhneme na jednotku plochy, ziskdme odpovidajici
napéti. K pokluzu podél dané roviny tedy dojde, pokud smykové napéti 7 pusobici na tuto rovinu v libovolném
sméru dosahne kritické hodnoty —o tan ¢. Zaporné znaménko vyjadiuje skutecnost, ze pritlacna sila pokluz
znesnadnuje, pokud vyvozuje tlakové, tedy zaporné napéti. Naproti tomu u smykového napéti znaménko pouze
naznacuje orientaci pfipadného pokluzu, ale zda k pokluzu viibec dojde zavisi na absolutni hodnoté smykového
napéti.

Zatim jsme pro jednoduchost uvazovali material s vnitinim tfenim, ale nesoudrzny. Pro soudrzny material
s vnitinim tfenim musi smykové napéti kromé t¥eni pfekonat i soudrznost, kterou oznaéime ¢g (podle anglického
vyrazu ,cohesion“) a budeme ji povazovat za danou materidlovou vlastnost. Kritickou hodnotou smykového
napéti, pti jejimz dosazeni nastava pokluz, je tedy co — o tan ¢. Podminku, pii jejimz splnéni k pokluzu nemtize
dojit, zapiseme jako

[T+ otang —cp < 0 (2.170)

Tato podminka se ale tyka pouze pokluzu podél dané roviny v daném sméru. Abychom zcela vyloudili plastické
pretvéareni, musi byt podminka (2.170) splnéna pro kazdou rovinu a kazdy smér v této roviné. Odtud jiz plyne, ze
funkci plasticity odpovidajici zvolenym predpokladiim ziskdme maximalizaci levé strany nerovnosti (2.170) pfes
vSechny mozné roviny a sméry. To je pomérné slozitd matematicka tiloha, kterou neméa smysl zde podrobné fesit.
Pro nase tcely je podstatny pouze jeji vysledek, totiz ze vyraz |7| + o tan ¢ nabyvad maximélni hodnoty na dvou
rovinach, jejichz normaly jsou kolmé na smér prostfedniho hlavniho napéti a se smérem maximéalniho hlavniho
napéti omax sviraji thel 45° — ¢/2, viz obr. 2.29b. Potencidlni smér pokluzu je také kolmy na smér prostiedniho
hlavniho napéti a se smérem maximdalniho hlavniho napéti svird thel 45° + ¢/2. Tento vysledek ma nézornou
geometrickou interpretaci zalozenou na Mohrové kruznici, sestrojené pro rovinu urcenou sméry maximalniho a
miniméalniho hlavniho napéti.

Pripomenme, ze body Mohrovy kruznice odpovidaji kombinacim normalového a smykového napéti ptisobicim
na vSechny mozné plosky s norméalami ve zvolené hlavni roviné (v nasem piipadé jde o rovinu kolmou na smér
prostfedniho hlavniho napéti). Mohrova kruznice se vynasi v roviné napéti opatfené soufadnicovymi osami o a
T a je symetrickd podle osy o, viz obr. 2.30a. Jeji dva pruseciky s osou o odpovidaji polohdm plosky, pro které
smykové napéti vymizi a normélové napéti je rovno jednomu z hlavnich napéti, v nasem piipadé bud opyax nebo
Omin- Jde tedy o polohy plosky, pii kterych jeji normala splyva s jednim z hlavnich sméra napéti. Pokud plosku
postupné otacime mezi témito dvéma polohami, kombinace na ni ptisobicitho norméalového a smykového napéti se
méni a piislusny bod v roviné napéti (o, 7) putuje po Mohrové kruznici. V okamziku, kdy norméla k plosce puli
thel mezi hlavnimi sméry, vznikd na ploSce maximélni smykové napéti Tmax = (Omax — Omin)/2 a odpovidajici
bod Mohrovy kruznice je nejdal od osy o.

Pii kontrole splnéni podminky (2.170) na plogkdch vSech moznych orientaci miizeme postupovat graficky a
sestrojit v roviné napéti (o, 7) mnozinu bodt, které tuto podminku splituji. Pokud lezi celd Mohrova kruznice
uvnitf pripustné oblasti, nemtze dojit k pokluzu na zadné plosce a material je tedy v pruzném stavu. Pro dané
co a ¢ je rovnost 7 + otan¢ — ¢p = 0 splnéna na pFimce prochazejici v roviné napéti (o,7) body (0,¢) a
(co/ tan ¢, 0) a nerovnost 7 + o tan ¢ — ¢y < 0 je splnéna v poloroviné lezici po ,levé dolni strané* této primky,
viz obr. 2.30b. Tato nerovnost ale odpovidd podmince (2.170) pouze pro 7 > 0, zatimco pro 7 < 0 je tieba
splnit nerovnost —7 4 o tan ¢ — ¢y < 0. Vyslednou mnozinou bodu spliiujicich podminku (2.170) je prinik dvou
polorovin vyznaceny na obr. 2.30b Sedé. Vyraz |7|+ o tan ¢ nabyva maximélni hodnoty ve dvou bodech Mohrovy
kruZnice vyznacenych na obr. 2.30c (v ptipadé, Ze je celd Mohrova kruznice uvnitf pfipustné oblasti, jde o body
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Tmax

Omin

Obrézek 2.30: (a) Mohrova kruznice a ndzorny vyznam jejich bodu, (b) plasticky pfipustné kombinace normaé-
lového a smykového napéti, (c) grafické uréeni bodt Mohrovy kruznice maximalizujicich vyraz |7| + o tan ¢.

poloZené nejblize k hranici pfipustné oblasti). Z geometrického naértku snadno uréime soufadnice téchto bodi,
majici vyznam normalového a smykového napéti:

o = Omax + Omin Omax — Omin sin ¢ (2171)
2 2
o= iw cos ¢ (2.172)

Maximalni hodnota vyrazu na levé strané (2.170) je tedy

Omax — Omi Omax + Omi Omax — Omin .
mx2 mlncos¢+ Il’lX2 mlntan¢+ max mlnsln¢tan¢—60:

2
Omax — Omin Omax + Omin
_ t — 2.173
2cos ¢ + 2 ang — co ( )

[T+ otangp —cy =

Tento vyraz by bylo mozné pouzit jako funkci plasticity, ale pro pohodli jej jesté prenasobime kladnou konstantou
cos ¢ (coz nijak nezméni vyznam podminek f < 0, f =0 a f > 0, vymezujicich pruzné, plastické a neptipustné
stavy). Vyslednd Mohrova-Coulombova funkce plasticity ma tedy tvar

_ 1l+sing
N 2

f(o) G (07) — wamin(o’) — cocosd (2.174)
Piipomerime, Ze ¢y a ¢ jsou materidlové konstanty majici vyznam soudrznosti a Ghlu vnitiniho tfeni. Ve (2.174)
je tedy linearni funkce maximalniho a minimalniho hlavniho napéti.

Premyslivy ¢tenar si jisté vsiml, ze Trescova podminka je zvlastnim pripadem Mohrovy-Coulombovy pod-
minky. Pokud totiz neuvazujeme vnitini tfeni, ale jen soudrznost, odpovida pfedpoklad o mechanismu plastického
pretvareni Trescovu predpokladu, podle kterého k pokluzu dojde v okamziku, kdy smykové napéti na nékteré
roviné v nékterém jejim sméru dosdhne kritické hodnoty. Odpovidajici grafické znézornéni pomoci Mohrovy
kruZnice v roviné napéti (o, 7) je na obr. 2.31a. Pfi vykladu Trescovy podminky jsme kritickou hodnotu smyko-
vého napéti znacili 7y a hréla roli meze kluzu ve smyku. V ptipadé obecnéjsi Mohrovy-Coulombovy podminky
odpovida Tresctiv predpoklad specidlnimu pfipadu bez vnitiniho tfeni, tedy s tthlem vnitiniho tfeni ¢ = 0, a
kritickou hodnotou smykového napéti je pak soudrznost cy. Skutecné, po dosazeni ¢ = 0 a ¢y = 19 do (2.174)
dostaneme funkci

f(U) = %Umax(a) - %Umin(a) — 70 (2175)

Obrézek 2.31: Zvlastni ptipady Mohrovy-Coulombovy podminky: (a) Trescova podminka (¢ = 0°), (b) Ranki-
nova podminka (¢ = 90°).
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kterd je vzhledem ke vztahu (2.148) totozna s Trescovou funkei plasticity (2.147). Pro nenulovy thel vnitfniho
tfeni vsak Mohrova-Coulombova podminka vede k jinému tvaru plasticky pfipustné oblasti nez Trescova a
k rozdilnym hodnotam pevnosti v tahu a v tlaku.

Priklad 2.20: Mohrova-Coulombova podminka pro rovinnou napjatost
Diky linearni zavislosti Mohrovy-Coulombovy funkce plasticity na opax & omin je uréeni tvaru prislusné plastické
oblasti pomérné jednoduché. V piipadé rovinné napjatosti ovsem nesmime pii stanoveni maximélni a minimalni
hodnoty hlavniho napéti zapomenout na nulové hlavni napéti o3 pusobici kolmo na rovinu analyzy, které mirné
komplikuje zavislost oax & omin na hlavnich napétich o1 a oo ptisobicich v roviné analyzy.

Pro ilustraci uvazujme tu ¢ast roviny (o1, 02), ve které o1 > o9 > 0. Za téchto pfedpokladi plati

Omax = max(o1,02,0) = oy, Omin = min(oy,02,0) =0 (2.176)
Po dosazeni téchto vztahtt do funkce (2.174) miizeme podminku plasticity zapsat jako
1+ s
LHsing  ycosé =0 (2.177)

2

Tato podminka je splnéna pro o1 = 2¢q cos ¢/(1+sin ¢), tedy na piimce vedené rovnobézné s osou oo. Omezime-li
se ale na sektor, v némz jsou splnény predpoklady o1 > o9 > 0, zbyde z této piimky tisecka, viz obr. 2.32a. VySe
uvedend hodnota napéti o; odpovida tahové pevnosti f;. Stejnym zplusobem zpracujeme podminku plasticity
v dalsich sektorech roviny (o1, 09); ptislusné hodnoty extrémnich hlavnich napéti jsou pro prehlednost shrnuty
v tab. 2.9. Vysledkem analyzy je Sestithelnik symetricky podle osy prvniho kvadrantu zobrazeny na obr. 2.32a.

V!

a1t

101

Om

NS

(b)

Obrazek 2.32: Rezy Mohrovou-Coulombovou plochou plasticity: (a) fez odpovidajici rovinné napjatosti, (b) de-
viatorické Tezy pro rtzné tirovné stfedniho napéti, (c) tahovy a tlakovy merididn.

Tabulka 2.9: Maximalni a minimélni hodnoty hlavniho napéti pro rovinnou napjatost.

01 Z g2 Umin(a) Umax(a) 01 S g2 Umin(a) Umax(a)
0'120 O’QZO 0 g1 0'120 0'220 0 09
o1 > o2 <0 lop o1 o1 < oy > o1 o
O’1§O UQSO () 0 O'1§0 O'QSO g1 0

Budeme pokracovat uréenim pevnosti pro zdkladni typy namahani. Tahova pevnost fi = 2¢g cos ¢/ (1 +sin @)
jiz byla zminéna. Pfi jednoosém tlaku je v plastickém stavu opin = — fc @ omax = 0, takZe z podminky plasticity
dostaneme f. = 2c¢pcos¢/(1 — sin¢). Pii dvojosém tlaku je situace velmi podobnd, je totiz omin = —fb a
omax = 0, takze pevnost fi, vyjde stejna jako f.. Konecné pii namahani ¢istym smykem je v plastickém stavu
Omax = fs @ Omin = — fs @ z podminky plasticity

1+sin¢f n 1—sing

5 5 fs —cocosp =0

(2.178)
plyne smykova pevnost fs = c¢g cos ¢.

Odvozené hodnoty pevnosti v jednoosém tahu, jednoosém a dvojosém tlaku a ve smyku jsou uvedeny v patém
sloupci tab. 2.10, kde jsou porovnany s pevnostmi odpovidajicimi Trescové a Misesové podmince.
O
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Tabulka 2.10: Pevnosti pfi zakladnich typech namahéani pro rtizné podminky plasticity.

namahani pevnost Tresca Mises Mohr-Coulomb Rankine Drucker-Prager
smyk fs To To Co COS ¢ 1 To
jednoosy tah ft 270 V310 % fi 1_;/57?%
jednoosy tlak fe 270 V3710 % 0 1\/57?%
dvojosy tlak fo 270 V370 % 0 1‘/257\/%0%

Priklad 2.21: Mohrova-Coulombova plocha plasticity ve Westergaardové prostoru
Mohrova-Coulombova funkce plasticity (2.174) zavisi linedrné na maximalnim a minimalnim hlavnim napéti,
takze pokud se omezime na sektor Westergaardova prostoru s pevné zvolenym usporadanim hlavnich napéti,
napf. o1 > o9 > 03, je podminka plasticity linedrni a ptislusna ¢ast plochy plasticity lezi v jisté roviné. Na
rozdil od Trescovy podminky vsak takova rovina uz neni rovnobézna s hydrostatickou osou, ale protina ji v bodé
odpovidajicim stfednimu napéti oy, = ¢/ tan ¢, jak lze ovéfit dosazenim této hodnoty za omax i Omin do (2.174).
Plasticky pripustnéd oblast lezi po jedné strané takovéto roviny. Protoze sektoru s riznym poradim hlavnich
napéti je celkem Sest, ma plasticky pripustna oblast tvar Sestibokého jehlanu s vrcholem ve zminéném bodé na
hydrostatické ose.

Deviatorickymi fezy jsou Sestitthelniky, na rozdil od Trescovy podminky vSak nejsou pravidelné, ale vykazuji
symetrii podle t¥i os, viz obr. 2.32b. Pokud posouvame deviatorickou rovinu podél hydrostatické osy do oblasti
vysokého hydrostatického tlaku, Sestitthelnik predstavujici deviatoricky fez se zvétsuje, ale zachovava svij tvar.
Pfi posunu do oblasti hydrostatického tahu se tento Sestitthelnik zmensuje a po prekroceni hodnoty oy, = ¢o/ tan ¢
zcela zmizi.

V merididnové roviné se plasticky piipustna oblast jevi jako klin (obr. 2.32c), ktery ale neni symetricky
vzhledem k hydrostatické ose. To znamena, ze tahovy meridian ma jiny sklon vic¢i hydrostatické ose nez tlakovy
meridian, coz souvisi s rozdilnymi pevnostmi v tahu a tlaku.

O

Jak jiz vime, pro nulovy tihel vnitiniho tfeni ¢ prejde Mohrova-Coulombova podminka plasticity v Trescovu.
Zajimavy je také opacny extrém, kdy polozime ¢ = 90°. Potom je sin¢ = 1 a cos ¢ = 0, takze funkce (2.174) se
zredukuje na f(0) = omax(0). Podminka plastické p¥ipustnosti f < 0 pak znamen4, Ze maximalni hlavni napéti
nesmi byt kladné, jinymi slovy v zadném sméru nesmi vzniknout tahové napéti. Takova podminka odpovida
materialu, ktery neni viibec schopen prenaset tah, ale prenese libovolné tlakové napéti. Plasticky pfipustnou
oblasti ve Westergaardoveé prostoru je ten jeho oktant, ve kterém jsou vSechna hlavni napéti nekladné.

Prechod k materidlu s thlem vnitiniho tfeni ¢ = 90° jsme provedli pii pevné zvolené soudrznosti cg, takze
vyslednd pevnost v tahu fi = 2¢gcos@/(1 + sin¢) vymizela. Mohli bychom ale také béhem tohoto limitniho
prechodu udrzovat konstantni pevnost v tahu, a tim dospét k ponékud modifikované podmince, ktera pripousti
i dostatecné mald tahova napéti. Ptivodni Mohrovu-Coulombovu funkci plasticity (2.174) nejprve vynasobime
kladnou veli¢inou 2/(1 + sin ¢) a vysledek prepiSeme jako

1 —sing¢

f(O') = O'max(o') — mo'

min(0) — fi (2.179)
Misto parametri ¢ a ¢y tedy pracujeme s parametry ¢ a f;. Pro ¢ = 90° koeficient u o, zmizi a funkce
plasticity se zredukuje na

f(o) = omax(0) = ft (2.180)

Prislusna podminka plastické pripustnosti vyzaduje, aby normélové napéti v zadném sméru nepiekrocilo danou
mezni hodnotu f;, ktera predstavuje tahovou pevnost materialu, viz obr. 2.31b. Podminka zaloZzend na mezni
hodnoté maximalniho hlavniho napéti se nazyva Rankinova a Casto se pouziva pii popisu tahového porusovani
betonu a podobnych materialt. Pro rovinnou napjatost je plasticky pripustna oblast podle této podminky zachy-
cena na obr. 2.33a. Ve Westergaardové prostoru ma pfipustna oblast tvar trojbokého jehlanu, jehoz stény jsou
rovnobézné s rovinami hlavnich napéti. Deviatorickym fezem je trojuhelnik zachyceny na obr. 2.33b. Merididny
jsou podobné, jako pro Mohrovu-Coulombovu plochu, jen je rozdil mezi sklonem tahového a tlakového meridi-
anu jesté vyraznéjsi, viz obr. 2.33c. Pevnosti pro rtizné typy naméhani jsou pro Rankinovu podminku uvedeny
v pfedposlednim sloupci tab. 2.10. Nekone¢nd hodnota pevnosti v tlaku znamend, ze pfi tlakovém namahéni
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Obrazek 2.33: Rezy Rankinovou plochou plasticity: (a) fez odpovidajici rovinné napjatosti, (b) deviatorické fezy
pro rizné trovné stfedniho napéti, (c) tahovy a tlakovy meridian.

podle Rankinovy podminky nikdy nezacne plastické pretvareni a chovani materidlu ztstava pro neomezené velka
napéti pruzné.

Ukézali jsme, ze Mohrovu-Coulombovu podminku plasticity lze chéapat jako zobecnénou variantu Trescovy
podminky, ktera bere v tvahu vliv vnitiniho tfeni. Podobné lze zobecnit také Misesovu podminku, kterad je
zalozena na kritické hodnoté druhého deviatorického invariantu Js. Tento invariant zavisi pouze na deviatorické
Casti napéti a mé stejnou hodnotu za jednoosého tahu jako za jednoosého tlaku (pfi stejné velikosti ptisobiciho
napéti, jen s rozdilnym znaménkem). P¥i zobecnéni zahrneme do funkce plasticity i vliv hydrostatické ¢asti
napéti, kterd je reprezentovana napft. stfednim napétim oy,. Mohrova-Coulombova podminka je zaloZena na
kritické hodnoté souctu smykového napéti a jistého nasobku normalového napéti na potencialni kluzné roviné.
Odmocnina invariantu Jo vyjadiuje velikost deviatorické ¢asti napéti, ktera souvisi se smykem, a stfedni napéti
om je vlastné primérnd hodnota normélového napéti ve vSech moznych smérech. Proto v analogii k Mohrové-
Coulombové podmince zapiSeme zobecnénou verzi Misesovy podminky pomoci funkce plasticity

f(o) = 3apom(o) +/J2(0) — 1o (2.181)

kde a a 79 jsou konstanty charakterizujici vlastnosti materidlu. Oznaceni 79 napovid4, Ze tato konstanta hraje
roli meze kluzu ve smyku. Skuteéné, pro naméhani ¢istym smykem je stfedni napéti o,,, nulové a funkce (2.181)
se redukuje na Misesovu funkei plasticity (2.163), pficemz Jo je druhou mocninou pisobiciho smykového napéti
7 a konstanta 79 predstavuje mezni hodnotu tohoto napéti. Konstanta o je tzv. koeficient vnitrniho trent,
ktery ovlivnuje relativni vyznam stfedniho napéti v podmince plasticity a hraje tedy podobnou roli jako tangens
thlu vnitiniho tfeni v Mohrové-Coulombové podmince. Tento koeficient je v (2.181) jesté vyndsoben trojkou
7 Cisté formalnich dvodi.'® Pro podminku plasticity zaloZzenou na funkci (2.181) se v literatuie vzil nazev

Priklad 2.22: Druckerova-Pragerova podminka pro rovinnou napjatost
Pfi rovinné napjatosti, kdy o3 = 0, lze Druckerovu-Pragerovu funkci plasticity (2.181) s vyuzitim vzorcii (2.157)
a (B.15) pro vypocet invariantt Jo a oy, prepsat jako

f(ol,ag) = 3a¢%(01 +0’2) + \/% [(0‘1 — 0'2)2 + 0‘% —+ 0’%] —T9 = a¢(01 +0’2) + \/% (0’% — 0109 + 0’%) — 70 (2.182)
Z podminky plasticity f(o1,02) = 0 po upravé ziskdme rovnici
01 — 0109 + 05 = 3[10 — ay(or + 09)]? (2.183)

ktera mé kvadraticky tvar a v roviné hlavnich napéti ji odpovida elipsa se stiedem posunutym do oblasti
zapornych napéti, viz obr. 2.34a.
Vypocet pevnosti odpovidajicich zdkladnim typfim naméhani by bylo mozno zalozit na rovnici (2.183), ale
pohodInéjsi je pracovat s rovnici
30z¢(7m + JQ =170 (2184)

V pifpadé ¢istého smyku do této rovnice dosadime o, = 0 a Jo = f2 a vypoéteme hodnotu pevnosti fs = 7o.
V ptipadé jednoosého tlaku dosadime oy, = —f./3 a Jo = f2/3 a vypocteme

V31
1-— \/g Qg

13V literatufe se funkce plasticity (2.181) obvykle zapisuje pomoci tzv. prvniho invariantu napéti I, ktery je souctem hlavnich
napéti, tedy trojnésobkem stiedniho napéti om. Nasi snahou bylo, aby koeficient vnitinfho tfeni ay, mél stejny vyznam, jako kdyz
je funkce plasticity zapsana ve tvaru f(o) = agli(o) + +/J2(o) — 0.

fe= (2.185)
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Obrazek 2.34: Rezy Druckerovou-Pragerovou plochou plasticity: (a) fez odpovidajici rovinné napjatosti, (b) de-
viatorické Tezy pro rtizné trovné stfedniho napéti, (c¢) meridiany.

Vypocet pro jednoosy tah je obdobny, jen se misto zaporného znaménka objevi kladné. Konec¢né v pripadé
dvojosého tlaku dosadime oy, = —2f1,/3 a Jo = f2/3 a vypocteme

 V3n
1—2v3ay
Odvozené hodnoty pevnosti jsou uvedeny v poslednim sloupci tab. 2.10. Z dosud probranych podminek je

Druckerova-Pragerova jedind, ktera vede k rozdilnym pevnostem v jednoosém a dvojosém tlaku.
O

Jo (2.186)

Priklad 2.23: Druckerova-Pragerova plocha plasticity ve Westergaardové prostoru
Deviatoricky ez Druckerovou-Pragerovou plochou plasticity je popsan rovnici

V2 =Ty — 3agom (2.187)

kde oy, je stfedni napéti, které je pro pevné zvolenou deviatorickou rovinu konstantni. Jak jiz vime, odmocnina
invariantu Js je tmérna vzdalenosti od hydrostatické osy. Deviatorickym fezem je tedy podobné jako pro Mise-
sovu podminku kruznice, ale jeji polomér tentokrat zavisi na stfednim napéti, viz obr. 2.34b. Pro stfedni napéti
om = To/(3ay) tato kruznice degeneruje v bod a pro vétsi hodnoty stiedniho napéti deviatorickd rovina plochu
plasticity viibec neprotina. V prostoru hlavnich napéti je Druckerovou-Pragerovou plochou plasticity kuzel osové
symetricky podél hydrostatické osy. Meridiany této plochy jsou polopfimky na obr. 2.34c.

O

Na zavér strucéné porovnadme podminky plasticity, se kterymi jsme se v ¢lancich 2.3.2 a 2.3.3 seznamili.
Trescova a Misesova podminka necini rozdilu mezi chovanim v tahu a tlaku a jsou vhodné pouze pro materialy
bez vnitiniho tfeni, jako jsou kovy. Mohrova-Coulombova a Druckerova-Pragerova podminka umoznuji popsat
rozdil mezi tlakovou a tahovou pevnosti a jsou v zadsadé pouzitelné pro materidly s vnitinim tfenim, jako jsou
zeminy, horniny nebo beton. Pfitom pro vétsinu téchto geomateridlti ma realistictéjsi tvar plocha plasticity
odpovidajici Mohroveé-Coulombové podmince, coz plati zejména v pfipadé nesoudrznych materiald, jako je pisek
a Stérk. Z numerického hlediska vsak maji vyhody podminky, které vedou k hladkym plocham plasticity, tedy
Misesova a Druckerova-Pragerova. Volba nejvhodnéjsi podminky plasticity tedy neni jednoducha a mnohdy
zavisi i na typu poruseni, ktery se snazime postihnout. Chceme-li vyvinout model pouzitelny pro zcela libovolnou
kombinaci napéti, je ¢asto nutné kombinovat vice jednoduchych podminek plasticity, nebo vyvinout slozitéjsi
podminku s vétsim poctem parametrii.

Priklad 2.24: Obalka pevnosti pro rovinnou napjatost betonu
Cilem tohoto prikladu je posoudit vyuzitelnost dosud predstavenych funkci plasticity pfi popisu chovani ne-
vyztuzeného betonu za rovinné napjatosti. Porovnani zalozime na obalce pevnosti za dvojosého namahani pti
rizné kombinaci hlavnich napéti, sestrojené na zakladé experimentalnich vysledku, které ziskali Kupfer a Gerstle
(1973). Na obr. 2.35 jsou naméfené hodnoty vyneseny jako jednotlivé body v roviné s bezrozmérnymi sourad-
nicemi (o1/ft, 02/ ft), vSechny hodnoty pevnosti tedy budeme vztahovat k tahové pevnosti f;. Ve vlastnich
vypoctech budeme pro urceni parametri jednotlivych model potfebovat pevnost v jednoosém tlaku f., ktera
ma v tomto pfipadé hodnotu f. = 11,1f;, pfipadné i pevnost v dvojosém tlaku f,, = 13,4 f;.

Zacneme Trescovou podminkou. Ta predpoklada stejné chovani v tahu a tlaku, coz je zjevné v rozporu
s experimentalnimi daty na obr. 2.35. Musime se tedy rozhodnout, kterou ¢ast obalky pevnosti chceme postihnout
alespon zhruba popsat chovani v tlakové oblasti. Parametr 7y ur¢ime ze znamé hodnoty pevnosti v jednoosém
tlaku a prislusného vztahu v tabulce 2.10 na strané 92 jako 79 = f./2 = 5,05f; a vyneseme odpovidajici
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Obrazek 2.35: Aproximace obalky pevnosti betonu za rovinné napjatosti (a) Trescovou podminkou, (b) Misesovou
podminkou, (¢) Mohrovou-Coulombovou podminkou, (d) Rankinovou podminkou, (e) Druckerovou-Pragerovou
podminkou, (f) kombinaci Rankinovy a Druckerovy-Pragerovy podminky.

Tresciv Sestitthelnik do obr. 2.35a. Z porovnani s experimentalnimi daty plyne, ze kvalita aproximace neni pfilis
uspokojiva ani v oblasti dvojosého tlaku. Model totiz nedokaze postihnout zvyseni pevnosti v tlaku pii pridani
tlakového napéti v pricném sméru. K drobnému vylepSeni popisu tohoto jevu mizeme dospét pouzitim Misesovy
podminky plasticity s parametrem 79 = f./ V3 = 6,41 f,, viz obr. 2.35b. Pro tahové namahani nebo kombinaci
tahu a tlaku pak model opét nevyhovuje.

Pro postizeni rozdilného chovani v tahu a tlaku se pokusime modelovat odezvu materialu Mohrovou-Coulomb-
ovou podminkou plasticity. Ta jiz obsahuje dva parametry, soudrznost ¢y a tthel vnitiniho tfeni ¢, které urcime
z pevnosti v jednoosém tlaku a tahu. S vyuzitim vztaht z tab. 2.10 dostavame po nékolika jednoduchych tpravach
hodnoty parametrii

. Je—=fo) . o 1—sing .

qS—arcsm(chrft) = 56,6°, co = fe Sc0s0 = 1,67 f;
Odpovidajici sestithelnikova plocha plasticity je vynesena na obr. 2.35¢c. Mohrova-Columbova podminka popisuje
velmi dobfe dvojosy tah a kombinaci tahu a tlaku; pro dvojosy tlak ovsem opét nevystihuje experimentalné
pozorované zvysSeni pevnosti. Pfi pouziti jednodussi Rankinovy podminky sice viibec nelze popsat poruseni
v jednoosém i dvojosém tlaku, ale chovani v jednoosém nebo dvojosém tahu, pfipadné v tahu kombinovaném
s priméfené malym tlakem v pficném sméru, zlstava zachyceno dostatecné vérohodnym zpiisobem, viz obr.
2.35d.

Jako posledni moznost vyzkousime Druckerovu-Pragerovu podminku plasticity. Ta opét zavisi na dvou pa-
rametrech, které urcime z jednoosych pevnosti f. a fi. Po nékolika tupravach vztahti z tab. 2.35 ziskdvame

odhady

(2.188)

\/§—3a¢

_Wle—higg =y 3

s = =
©T B et e
pro které je obalka pevnosti vynesena na obr. 2.35e.14 Vysledna obalka pevnosti vyborné aproximuje experimen-

talni data v oblasti tahu kombinovaného s tlakem, pro dvojosy tlak ale podminka selhava. To je dano vybérem
pevnosti, pomoci kterych jsme kalibrovali parametry modelu.

= 1,06 f, (2.189)

14Pozorné Etenaice jisté neuslo, ze pro danou volbu parametrit vypada prinik plochy plasticity s rovinou (o1,02) spi$ jako
hyperbola nez jako elipsa, o které jsme mluvili v prikladu 2.22. To je zptisobeno neobvykle vysokou hodnotou koeficientu vnitiniho
tfeni arg. Pro obvyklé hodnoty kolem 0,1 je prinikem Druckerova-Pragerova kuzele s rovinou hlavnich napéti (o1, o2) skutecné elipsa,

ale pro vysoké hodnoty muzeme ziskat i jinou kuzelosecku, tedy typicky hyperbolu (pro ag > \/3/6), nebo vyjimecéné parabolu (pro
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Pokud chceme lépe popsat tlakovou oblast, mizeme parametry urcit tak, aby byla presné reprodukovana
pevnost v jednoosém i dvojosém tlaku. To vede ke zcela jinym hodnotam parametr

_\/gfb_fc \/§—3Oé¢

= — = 0,0833 =
Qg 3 2fb+fc ’ ) 70 fc 3

= 5,50 f; (2.190)
Na zékladé predchozich zkuSenosti ale muzeme ocekavat, Zze zvySend presnost popisu v tlaku povede ke snizeni
presnosti pro tahové namahani. Pokrocilejsi modely mohou kombinovat dvé nebo vice funkci plasticity a vysledna
plasticky pripustnéd oblast je pak prinikem oblasti odpovidajicich jednotlivim dil¢im podminkam. Vhodné je
napf. kombinovat Druckerovu-Pragerovu podminku s Rankinovou podminkou. Vysledna obalka pevnosti, zob-
razend na obr. 2.35f, prokazuje vystiznost tohoto modelu. Jistou nevyhodnou je ale komplikovanéjsi tvar celého
modelu, napf. nutnost zobecnit zédkon plastického pretvareni. Byly také navrzeny modely pracujici s jedinou

vvvvvv

O

2.3.4 Zakony plastického pretvareni

V Gvodnim prehledu zékladnich rovnic teorie plasticity jsme jiz vysvétlili, ze zakonem plastického pretvareni
obecné rozumime rovnici tvaru )
€p = Ag(o) (2.191)

s doplnujici podminkou A>0. Sloupcova matice g ma Sest slozek, které jsou funkcemi okamzitého stavu napéti
a jejich hodnoty udavaji, jaky je vzajemny pomeér jednotlivych slozek prirustku plastické deformace. Naptiklad
pokud je pro uréity stav napéti g = {1;2; —1;0;0;0}7, znamen4 to, Ze pro rychlosti norméalovych slozek plastické
deformace plati €y = 2€p, a €p. = —€pe a rychlosti smykovych slozek jsou nulové. Zminili jsme se také o tom,
7e na zakladé principu maxima plastické disipace lze konkrétni tvar funkce g odvodit z funkce plasticity f. Tuto
souvislost nyni podrobné rozebereme.

Zacneme pripomenutim znéni principu maxima plastické disipace, ktery byl formulovan v ¢lanku 2.2.2: Plas-
ticka disipace, tj. vykon skuteéného napéti na skuteéné rychlosti plastické deformace, je nejvétsi
za vSech (mySlenych) vykonu, které by libovolné plasticky pFipustné napéti podavalo na skuteéné
rychlosti plastické deformace. Toto tvrzeni jsme odvodili pro jednoosou napjatost na zékladé jednoduchych
uvah o vztahu mezi skute¢nym napétim za plastického pretvareni v tahu nebo v tlaku a libovolnym jinym plas-
ticky pripustnym napétim. V pfipadé jednoosé napjatosti uvedené tvrzeni musi nutné platit, a proto je mizeme
skutecné povazovat za ,,princip“. Jeho rozsifeni na obecnou napjatost ma ovsem spise charakter spekulativniho
predpokladu, jehoz platnost ma celou fadu zajimavych a uzitecnych disledki, ale v zasadé neni zarucena. Misto
o principu bychom tedy méli hovorit spiSe o postulatu. Brzy uvidime, ze pro urcité materidly tento postulat
nevede k realistickym vysledkiim a neni rozumné trvat na jeho platnosti.

Prozatim vsak postuldt mazima plastické disipace prijmeme a matematicky jej zapiSeme ve tvaru

T

max o*'é, =a’é, = D(¢,) (2.192)

o*ESep

ktery se od (2.90) lisi tim, Ze napéti a deformace jsou popsény sloupcovymi maticemi (a tedy oznaceny tuénymi
symboly) a vykon napéti na rychlosti deformace je dan skalarnim sou¢inem pfislusnych sloupcovych matic, tedy
predpisem

0Té, = 0uépy + Tylpy + 028ps + TuyVpay + TosVpzs + TysTpys (2.193)

Piipomerime, ze o* je libovolny plasticky pfipustny stav napéti, €, je skutecné rychlost plastické deformace a
o je skuteéné napéti, za kterého k plastickému pfetvareni dochézi. Symbol S, oznacuje plasticky piipustnou
oblast v prostoru napéti, tj. mnozinu vSech stavi napéti, pro které ma funkce plasticity nekladnou hodnotu.
Matematicky feceno,

S = 0" | f(o7) <0} (2.194)

Koneéné D oznacuje disipaci (na jednotku objemu), kterou lze jednoznaéné uréit z rychlosti plastické deformace,
ale jeji konkrétni vyjadreni zavisi na vlastnostech materialu.

Postulat maxima plastické disipace ma velmi nézornou geometrickou interpretaci v prostoru napéti, do kte-
rého zaroven ve vhodné upraveném méritku zakreslujeme plastické deformace, resp. jejich rychlosti. Pro jed-
noduchost pouzijeme zobrazeni ve dvojrozmérném prostoru, ale ve skutecnosti se pii obecné napjatosti jedna
o prostor Sestirozmérny. Plasticky piipustna oblast odpovida urcité ¢asti tohoto prostoru, jejiz tvar zavisi na
zvolené funkci plasticity a rozméry zaviseji na hodnotach parametri, které se v této funkci vyskytuji. Plasticky
pripustné napéti budeme podle potreby interpretovat jako bod této oblasti, nebo jako vektor spojujici pocatek
s timto bodem. Rychlost deformace €, budeme zobrazovat jako vektor udavajici jisty orientovany smeér. Vykon
o*T¢, je skaldrnim soucinem vektorii o* a €, ktery se vypoéita jako soucin délky téchto vektort vyndsobeny
kosinem thlu, ktery sviraji. Velikost vektoru €, je pevné dana, zatimco soucin velikosti o* a kosinu thlu mezi o*
a €, odpovidé velikosti priamétu vektoru o* na polopiimku vedenou z pocatku v orientovaném sméru urceném
vektorem €, viz obr. 2.36a.
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Obrézek 2.36: Grafickd interpretace (a) vykonu napéti na rychlosti plastické deformace, (b) plasticky pfipustného
napéti maximalizujiciho vykon na dané rychlosti plastické deformace, (¢) normality plastického pretvafeni.

Podle postulatu maxima plastické disipace urc¢ime skuteéné napéti o jako ten z vektorti o* v plasticky
piipustné oblasti, ktery ma nejvétsi primét do sméru €,. Pokud vSechny body plasticky pfipustné oblasti pro-
mitneme kolmo na piimku uréenou pocétkem a vektorem &, ziskdme interval, jehoZ jeden krajni bod!® je
primétem bodu odpovidajicitho skutecnému napéti o. To je znazornéno na obr. 2.36b. Zaroven je z obr. 2.36¢
vidét, ze vektor €, ma stejny smér a orientaci jako vnéjsi normala k plasticky pripustné oblasti v bodé odpovida-
jicim skuteénému napéti o. Tuto skutecnost pozdéji zapiSeme matematicky a ziskame tak tzv. sdruzeny zakon
plastického pretvareni. Pfedtim se vsak jesté kratce zminime o dalsim vyznamném dusledku postuldtu maxima
plastické disipace, kterym je konvexita plasticky pfripustné oblasti. Pokud by totiz plasticky pripustné oblast
nebyla konvexni, body na nekonvexni ¢asti jeji hranice by se pfi promitani do zddného sméru neocitly na hranici
intervalu, na ktery se celd plasticka oblast zobrazi, a tudiz by pro zaddnou nenulovou rychlost plastické defor-
mace nemohly spliiovat postulat maxima plastické disipace. Ukézali jsme tedy, ze z postulatu maxima plastické
disipace vyplyvaji dva dulezité dusledky:

1. Normalita: Pro plastické stavy napéti odpovidajici bodtim na hladké ¢asti plochy plasticity je orientovany
smér prirustku plastické deformace dan vnéjsi normélou k plose plasticity.

2. Konvexita: Plasticky pfipustna oblast je konvexni.

Obrézek 2.37: Naruseni postuldtu maxima plastické disipace (a) pfi odchylce od normality, (b) pii nekonvexni
plasticky pripustné oblasti.

Obr. 2.37a ukazuje, Ze v pripadé odchylky prirtustku plastické deformace od normaly k plose plasticity lze
najit plasticky piipustné napéti o*, pro které je o*T¢, > a7¢,, je tedy naruSena platnost postuldtu maxima
plastické disipace. Obr. 2.37b pak ukazuje, ze i pfi zachovani normality vede nekonvexni tvar plasticky pfipustné
oblasti k naruseni platnosti postuldtu maxima plastické disipace. Normalita a konvexita jsou tedy nutné pod-
minky platnosti tohoto postulatu. Da se dokonce ukazat, ze jsou to zaroven i podminky postacujici, takze jsou
s postulatem ekvivalentni. Postulat maxima plastické disipace tedy mtizeme nahradit pfedpokladem konvexity
a normality.

Predpoklad konvexity se tyka tvaru plasticky pfipustné oblasti, ktery je jednoznacné urcen funkci plasticity.
Tento predpoklad tedy omezuje mozné tvary této funkce. Pro izotropni material staci overit konvexitu plas-
ticky pripustné oblasti ve Westergaardové prostoru hlavnich napéti. Vzpomeneme-li si na plasticky pfipustné

15Je to samoziejmé ten krajni bod, ktery lezi od pocatku na ,kladné strané“ urdené orientaci vektoru €. Opa¢ny krajni bod,
lezici na ,zaporné strané“, je primétem napéti odpovidajiciho rychlosti plastické deformace —&p.
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oblasti odpovidajici jednotlivym probranym podminkdm plasticity (Tresca: Sestiboky hranol, Mises: valec, Mohr-
Coulomb: Sestiboky jehlan, Rankine: trojboky jehlan, Drucker-Prager: rota¢ni kuzel), zjistime, Ze se vesmés jedna
o konvexni télesa. Proto vSechny zminéné podminky plasticity splnuji predpoklad konvexity.

Predpoklad normality se tyka vztahu mezi smérem prirtstku plastické deformace a plochou plasticity. Z geo-
metrie je znadmo, ze pokud je jistd plocha v prostoru implicitné popséna rovnici f(z,y,z) = 0, je smér normaly
k této plose v jejim bodé (xg, yo, 2z0) urcen gradientem funkce f vyhodnocenym v tomto bodé, tedy vektorem,
jehoz slozkami jsou parcidlni derivace 0f/0x, 0f/dy, 0f/0z vyhodnocené v bodé (xg,yo, 20). Totéz plati i
pokud prostorové souradnice x, y, z nahradime slozkami napéti a pracujeme v prostoru napéti. Dospivame tedy
k zavéru, ze podle predpokladu normality musi byt rychlost plastické deformace jistym nasobkem gradientu
funkce plasticity vyhodnoceného v bodé odpovidajicim skute¢nému napéti, za kterého k plastickému pretvareni
dochézi. Jinymi slovy, musi platit

N af(O'z, Oy, 0z, Ty, Taz, Tyz)

o = A o (2.195)
Gy = )'\af(O'I,O'y,O'az(;:zy,sz;Tyz) (2.196)
e = 3 (Jm’ay’gaszm’TyZ) (2.197)
P )-\af(o'z,o'y,B:zZmyaTzzaTyZ) (2.198)
Yowe = Xaf(az’Uy’fa:;y’TmTyZ) (2.199)
e = AU (Uz’ay’f;y:””y’T“’TyZ) (2.200)

kde A je libovolny nezéporny nasobitel. Omezeni znaménka A vyplyva z toho, Ze vektor rychlosti plastické
deformace musi byt souhlasné orientovan s vnéjsi normalou k plasticky pfripustné oblasti; tento pozadavek je
soucasti predpokladu normality. Gradient totiz udava orientovany smér, ve kterém funkce f nejrychleji vzrista,
takze je orientovan smérem do oblasti s kladnymi hodnotami funkce plasticity, neboli ven z plasticky pfipustné
oblasti.

Ze struktury rovnic (2.195)—(2.200) je zfejmé, ze predstavuji specidlni tvar zakona plastického pretvéreni.
Porovnanim s (2.191) zjistime, Ze slozky funkce g jsou rovny parcidlnim derivacim funkce plasticity podle jed-
notlivych slozek napéti, coz znamena, Ze funkce g je gradientem funkce plasticity. V kompaktnim maticovém
zapisu muzeme (2.195)—(2.200) pfepsat jako

90 A=>0 (2.201)
Tento vztah nazyvame sdruZenym zdkonem plastického pretvdreni, pricemz privlastek ,sdruzeny“ poukazuje na
skutecnost, ze jde o zdkon sdruzeny s podminkou plasticity. Ukazuje se tedy, jak uzite¢nym nastrojem je postulat
maxima plastické disipace. Jakmile jej prijmeme, stac¢i pro dany material najit vhodnou funkci plasticity a zakon
plastického pretvareni lze z této funkce jednoznacné odvodit, aniz bychom byli nuceni provadét meéreni prirustka
plastické deformace za rtznych stavii napéti. To se ovSem muze stat i nevyhodou popsaného postupu, pokud se
smér skutecnych prirustka plastické deformace od sméru normaly k plosSe plasticity lisi. Takova situace skutecné
pro jistou skupinu materidlti nastava a svédcéi o tom, ze postulat maxima plastické disipace neni univerzalné
platnym principem. Podrobnéjsi vysvétleni moznych odchylek od normality poskytneme zanedlouho, nejprve
si vSak ukézeme, jak pracovat s modely normalitu zachovéavajicimi, pro které plati sdruzeny zakon plastického
pretvafeni.

Priklad 2.25: Zakon plastického pretvareni sdruzeny s Misesovou podminkou plasticity

Pro Misesovu podminku mé funkce plasticity tvar (2.163) a pfi odvozeni sdruzeného zdkona plastického pretva-
feni (2.201) je tfeba derivovat funkci plasticity f podle jednotlivych sloZek napéti. P¥i vypoctu se omezime na
reprezentativni ukazku vypoctu derivace podle jednoho normélového napéti, napf. o,, a jednoho smykového na-
péti, nap¥. 7,,, protoze ostatni derivace ziskdme snadno cyklickou zdménou indext. Nejprve odvodime derivace
invariantu Ja, ktery se ze slozek napéti vypocte podle vzorce (2.156). Pfislusné derivace jsou

an(a)

B0 dolo, - )+ 2 - )] = K2~y o) = 2202
dJo(o)
oo = 27, (2.203)

Pfitom pfi posledni Gpravé ve (2.202) jsme vyuzili vztahu (B.38), diky kterému se vysledek vyrazné zjednodusil.
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Podle pravidla pro derivaci slozené funkce ted miZzeme vypocitat

df(e¢) 0 o\ 1 dJa(o) Sz

do, 9o, ( J2() 0) T2/ (o) 90 2/Tx(0) (2:204)
of (o) 0 1 0Js (o) Tay

OTay - OTay ( Sa() = TO) - 2v/Ja(o) OTay - V12 (o) (2.205)

Zakon plastického pretvareni se uplatni pouze, pokud je material v plastickém stavu, tedy pokud je splnéna
pominka plasticity f(o) = \/J2(0) — 70 = 0. Proto muzeme vysledek zjednodusit tim, ze za \/J2(o) dosadime
To. Zakon plastického tefeni sdruzeny s Misesovou podminkou mé tedy (pro model bez zpevnéni) tvar

, Aso . dsy L s Moy Mee My
Epz = 2—7_05 Epy = %a €pz = 2_7_07 Tpay = T Vpzz = — Tpyz = o A>0  (2.206)

Samotna hodnota rychlosti plastického nasobitele A v této souvislosti nehraje roli, dilezité jsou poméry mezi
rychlostmi jednotlivych slozek plastické deformace. Muzeme proto zavést mirné upraveny plasticky nasobitel
A* = \/27y a piepsat (2.206) jako

€pe = A"Sz,  Epy =A"Sy,  Epr=A"S.,  Apay =2NTay,  Ypwr = 2ATas,  Apyz =2A"Ty., A >0
(2.207)
V maticovém tvaru lze vysledek prepsat jako
€p = \'Ps (2.208)

Vsimnéte si, ze vzhledem k pritomnosti faktora ,,2“ u smykovych slozek bylo tfeba pouzit skalovaci matici P.
Z odvozenych vztaht je vidét, Ze pro tzv. sdruzeny Misesiiv model (pruznoplasticky model s Misesovou pod-
minkou plasticity a sdruzenym zédkonem plastického pfetvareni) jsou poméry mezi pfirustky plastickych protazeni
urceny poméry mezi normalovymi slozkami deviatorického napéti. Hydrostaticka ¢ast napéti nehraje zadnou roli,
podobné jako neméla zadny vliv na podminku plasticity. Je znamo, ze soucet deviatorickych normalovych napéti
je vzdy nulovy (viz (B.42)), takze také soucet plastickych protazeni ep, + py + €p. = €py zUstava v prubéhu
plastického pretvareni nulovy. To znamend, Ze pro sdruzeny Misesuv model je plastickd ¢ast objemové defor-
mace nulova. Jinymi slovy, plastickd deformace mé ryze deviatoricky charakter a veskeré zmény objemu jsou
pruzné. To je v souladu s idealizovanou predstavou plastického pokluzu, pti kterém se neméni objem krystalu.
I na makroskopické irovni, kde maji kovy polykrystalicky charakter, nasvédcuji experimentalni vysledky tomu,
ze plastické pretvareni probihéd za konstantniho objemu vzorku. Postulat maxima plastické disipace tedy vede
k velmi rozumnému tvaru zédkona plastického pretvatreni. V této souvislosti je zajimavé odvodit vyraz pro hustotu
plastické disipace
T - . T\ * A T T A A 9 :
D=c"ép,=(0mi+s) N'Ps=—(omi Ps+s Ps)=_—2Jy(0) = —275 = A1p (2.209)
27’0 27’0 27’0

Pfi tipravach jsme vyuzili mimo jiné toho, ze i’ P =i a i’'s = 0. Diky druhému z téchto vztaht zcela vypadne

¢len obsahujici stfedni napéti oy, coz souvisi s tim, ze plastickd deformace méa ryze deviatoricky charakter a
hydrostatickd ¢ast napéti na ni nekond zadnou praci. Podle odvozeného vzorce (2.209) je vykon disipovany
v jednotce objemu soucinem rychlosti plastického nasobitele a meze kluzu ve smyku.

Pro pfiblizeni ndzorného vyznamu odvozeného zékona (2.208) se zamyslime nad charakterem plastického
pretvareni pii zakladnich typech namahani.

1. Pro jednoosy tah ve sméru osy x je jedinou nenulovou slozkou napéti o, ale deviatorické napéti ma tii
nenulové slozky s, = %am a sy, = 5, = —%az. Podle (2.207) bude pii plastickém pietvareni podélné
protazeni e, kladné a pfiénd protazeni ey, = &y, zapornd, pfi¢emsz jejich pomér bude epy : py = 2 : (—1).

2. Pro jednoosy tlak bude situace obdobna, jen bude podélné protazeni zaporné a pricna kladna.

3. Pro cisty smyk je pfi vhodné volbé soustavy soufadnic jedinou nenulovou slozkou deviatorického napéti
Tzy & podle (2.207) vznikd pouze smykova plastickd deformace vpyy .

4. Pro dvojosy tah nebo tlak se stejnymi hodnotami napéti o, a o, jsou nenulovymi slozkami deviatorického
—_2

napéti s, = s, = 30, a s. = —20,. Plastické deformace tedy budou v poméru ep, : €py t €py =1:1: (—2).
Je zirejmé, ze ve vSech uvedenych pripadech plastickd deformace nevede ke zméné objemu.
|

Pri formulaci predpokladu normality na str. 97 jsme se zminili o tom, ze jeho platnost je omezena na hladké
¢asti plochy plasticity, tj. na ty jeji body, ve kterych je jednoznac¢né definovana te¢na rovina a normaéla. V pripadé
Misesovy podminky je plocha plasticity hladka ve v8ech svych bodech (ve Westergaardové prostoru je to valcova
plocha). Pro ostatni probrané podminky vsak existuji na plose plasticity nékteré body, ve kterych se tato plocha
Lomi“ a jeji te¢na rovina neni jednoznac¢né urcena. Napiiklad pro Trescovu podminku se jedna o body na Sesti
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primkéch rovnobéznych s hydrostatickou osou, které se v deviatorickém fezu jevi jako vrcholy Sestitihelnika. Jde
o hrany Sestibokého hranolu, ktery je Trescovou plochou plasticity. Podobné pro Mohrovu-Coulombovu (resp.
Rankinovu) podminku je plochou plasticity Sestiboky (resp. trojboky) jehlan a teéna rovina neni jednozna¢né
urcena na jeho Sesti (resp. tfech) hrandch. Druckerova-Pragerova plocha plasticity (tedy rota¢ni kuzel) je hladka
vSude s vyjimkou vrcholu leziciho na hydrostatické ose. Otéazka je, jak se pro stavy napéti odpovidajici takovym
singuldrnim bodtm plochy plasticity urc¢i smér prirtstku plastické deformace. Tento smér z postulatu maxima
plastické disipace jednoznacné nevyplyva, nicméné je timto postuldtem omezen. Ve dvourozmérném prostoru
napéti je to graficky znazornéno na obr. 2.38. Stale musi platit, Ze se celd plasticky pripustné oblast nachazi po
jedné strané primky vedené zkoumanym singularnim bodem kolmo na vektor rychlosti plastické deformace. Tato
podminka je splnéna, pokud se vektor rychlosti plastické deformace nalézéd v sektoru vyznaceném na obr. 2.38
Sedou barvou.

Obrazek 2.38: Pripustné sméry prirtustka plastické deformace v singularnim bodé plochy plasticity.

Predpoklad normality je zde tieba chapat v zobecnéném smyslu. Existuji matematické nastroje umoznujici
popsat zdkon plastického pretvafeni ve tvaru velmi podobném (2.201), pficemz se pojem gradientu nahradi tzv.
subgradientem. Tento formalizovany popis ale prekracuje ramec naseho textu a ¢tenar se s nim mize podrobnéji
seznamit ve specializované literatufe (napf. Maugin, 1992, nebo Jirdsek a Bazant, 2002). Z uvedenych informaci
je snad dostatené ziejmé, v ¢em spocivaji vyhody modelt pracujicich s hladkymi (spojité diferencovatelnymi)
funkcemi plasticity, pro které mtzeme sdruzeny zakon plastického pretvafeni zapsat ve tvaru (2.201) pti jakémkoli
stavu napéti.

Nyni obratime pozornost k pripadim, kdy sdruzeny zakon nepopisuje dostatecné presné skuteény vyvoj
plastickych deformaci. K tomu dochazi zejména pro materialy s vnitinim tfenim. Podstatu problému lze nejlépe
osvétlit konkrétnim pfikladem a jeho naslednym rozborem.

Priklad 2.26: Zakon plastického pretvaieni sdruzeny s Druckerovou-Pragerovou podminkou plas-
ticity

Zac¢neme podobné jako v ptikladu (2.25) pomocnym vypoctem derivaci invariantt podle sloZek napéti. Pro inva-
riant Jo jsme prislusné derivace jiz odvodili, viz (2.202)—(2.203). Druckerova-Pragerova funkce plasticity (2.181)
zavisi kromé Jo jesté na stfednim napéti oy, které je podle své definice (B.15) pramérem normalovych napéti.
Proto jsou derivace o, podle smykovych slozek nulové a derivace podle normalovych slozek jsou

Oom (o)  Oop(o)  Odom(o) 1
= = = 2.21
Joy oy Odo, 3 ( 0)
Ted uz miizeme zderivovat Druckerovu-Pragerovu funkei plasticity:

of (o) 0 Oom(0o) 1 0Js (o) Sz
A e/ - - = = — (2.211
5o, Jo. (3a¢0 (o) ++/J2(0o) 70) 3o Do, + 2 (o) 00. g+ NG ( )

of (o) 0 Oom (o) 1 0Js (o) Try

= 3 m(o) + v/ Jo(o) — =3 + = 2.212
OTzy OTxy ( 9om (o) 2(0) TO) e OTxy 2/ Ja2(0) OTzy V2 (o) ( )

Na rozdil od prikladu 2.25 uz za +/J2(0) nelze dosadit 79, protoze podminka plasticity je jind. Zakon plastického
tedeni sdruzeny s Druckerovou-Pragerovou podminkou méa proto (pro model bez zpevnéni) ponékud slozitéjsi
tvar

. S . S : S
Epr =AM g+ ———x|, Em=Alapt+t—FL—=], Ep=Aap+—rn— 2.213
p ( U 9 J2(a_)> Py < ¢ 9 Jg(g')) p < ¢ 9 JQ(O‘)) ( )

. sz . . Trz . . Tyz .
Ty = ) rz = A——, = A——, A >0 2.214
Tpzy To(o) Tp To(o) Ty \/m ( )
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Rychlost objemové plastické deformace

Epv = Eps + Epy + Epz = A <3a¢ + M) = 3ha (2.215)
2 J2 (0‘)
uz na rozdil od zdkona sdruZzeného s Misesovou podminkou neni nulové. JelikoZ soucinitel vnitfniho t¥eni ay je
kladny, pfi plastickém pretvareni se podle tohoto modelu objem zvétsuje.
Napiiklad pfi jednoosém tlaku je o0, < 0, 0y = 0. = 0 & om = 0,/3 < 0, takZe invariant Jo mizeme
vyhodnotit podle (2.156) jako Jo = 02/3. Podminka plasticity nabyva konkrétniho tvaru

2
3%% + % =0 (2.216)

a protoze pro o, < 0 je \/02/3 = —0,//3, bude plastického stavu dosazeno pro

70
Op = ——F——— 2.217
1/\/§ — Qg ( )
Pro dany typ namahani je
2 _1
So 32% — ,ﬁ, Sy g“w _ V3 (2.218)
2/ J2(o) — /302 3 2/ Ja(o) —/3% 6

takze podle zékona plastického pretvareni (2.213) dostaneme rychlosti norméalovych slozek plastické deformace

. 3 . 3 .
Epz = A (Oz¢ — %) , Epy = Epz = A (Oz¢ + %) , A>0 (2.219)

a rychlosti smykovych slozek plastické deformace jsou samoziejmé nulové. Soucinitel ay je obvykle o fad mensi
nez 1, plastickd deformace v podélném sméru z je proto zaporna, zatimco v pri¢nych smérech y a z je kladna.
Pomeér absolutnich hodnot pfi¢né a podélné plastické deformace je

Epy \/5/6 +ag
Epal  V3/3 -y

(2.220)

Je vidét, Ze pro agy = 0 dostdvdme pomér 1:2 odpovidajici zdkonu sdruzenému s Misesovou podminkou, pro
ktery nedochéazelo k plastické zméné objemu. Pro ay > 0 bude pfi¢na plastickd deformace vice nez polovinou
podélné plastické deformace a objem se pii plastickém pretvareni bude zvétSovat.

O

Jak jsme ukézali v prikladu 2.25, pii pouziti zakona sdruzeného s Misesovou podminkou mé plasticka de-
formace vyhradné deviatoricky charakter, tj. pii plastickém pfetvareni nedochéazi ke zméné objemu. Souvisi to
téz s predpokladanym mechanismem plastického pretvafeni pokluzem podél krystalografickych rovin. Pfi tako-
vém pokluzu se vzdalenost mezi sousednimi vrstvami atomt neméni, takze objem krystalu zustava zachovan a
méni se pouze jeho tvar. To je ovSsem idealizovand predstava, ke které ma blizko pretvareni kovt. Naproti tomu
u materialti s vnitinim tfenim probiha pokluz podél drsnych, nerovnych ploch, coz ma dva vyznamné dusledky.
Za prvé musi smykové napéti pfekonat nejen soudrznost materidlu, ale i tfeni, které je tmérné pritlacnému
norméalovému napéti ptisobicimu kolmo na kluznou plochu. V modelu se to projevi zavislosti funkce plasticity na
stfednim napéti (pro Druckerovu-Pragerovu podminku) nebo na priméru maximdalniho a miniméalniho hlavniho
napéti (pro Mohrovu-Coulombovu podminku). Za druhé v disledku drsnosti kluznych ploch dochézi pii pokluzu
k oddalovani c¢asti, které se viici sobé posouvaji, takze pfi plastickém pretvafeni se objem zvétsuje. Tento jev
oznacujeme za plastickou dilatact a ve skuteénych materidlech s vnitinim tifenim jej lze skutecné pozorovat.

A7 potud bylo vse v souladu s vysledky predchéazejicich dvou piikladi. Problém je v tom, Ze skutecna
plasticka dilatace naméfena pro realné materialy je casto podstatné mensi, nez by odpovidalo jeji prfedpovédi na
zdkladé sdruzeného zakona plastického pfetvareni. Pokud se mize zkoumany objem materidlu (napf. jista oblast
nosniku, ve které dochazi k plastickému pretvafeni) volné rozpinat, vede nepfesnost pfi popisu plastické dilatace
pouze k chybam v predpovédi nékterych slozek deformace, coz obvykle neni az tak podstatné. Ovsem pokud
je rozpinéni zabranéno nebo je néjak omezeno (napf. pruznym materidlem po strandch plastické oblasti nebo
vyztuzi probihajici napfi¢ plastickou oblasti), miize nepfesny popis plastické dilatace vést k zavaznym chybam
pri vypoctu napéti, které se pak dale projevi pfi odhadu mezni tinosnosti konstrukce a mohou jej znehodnotit.
Proto je vhodné mit k dispozici i modely, pro které 1ze miru plastické dilatace ovlivnit volbou samostatného
parametru, nezavislého na parametrech pouzitych v podmince plasticity.

Obecné by bylo mozné zdkon plastického pretvafeni formulovat ve tvaru (2.191) a snazit se nalézt jednotlivé
slozky funkce g na zdkladé experimentalnich vysledkt. To by vsak bylo velmi komplikované a pracné. Vhodnym
kompromisem mezi sdruZenym zdkonem plastického pretvareni (2.201) a zcela obecnym zdkonem (2.191) je
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formulace definujici g jako gradient jisté skalarni funkce g, ne nutné totozné s funkeci plasticity. Takova pomocna
funkce g se nazyva plasticky potencidl a prislusny nesdruzeny zdkon plastického pretvdreni odvozeny z plastického
potencidlu ma tvar

9g(o)

do '
Konkrétni tvar funkce g definujici plasticky potencidl mize byt podobny funkci plasticity, ale s pozménénymi
hodnotami nékterych parametri, které umoznuji lepsi popis skuteénych plastickych deformaci. Navic nehraje
roli samotna hodnota funkce g, ale jeji gradient, takze lze vypustit pfipadné konstantni ¢leny, které na parcialni
derivace nemaji zadny vliv. Ukazeme si jednoduchy ptiklad s plastickym potencidlem zalozenym na modifikaci
Druckerovy-Pragerovy funkce plasticity.

€p = A A>0 (2.221)

Priklad 2.27: Druckeruv-Prageruv model s nesdruzenym zakonem plastického pretvareni

Pro model s Druckerovou-Pragerovou podminkou plasticity zavisi pomeér tahové a tlakové pevnosti jen na soucini-
teli vnit¥niho tfeni oy (viz tab. 2.10), takze danému poméru f;: f. jednoznacéné odpovida jistd hodnota a,. Pokud
pouzijeme sdruzeny zakon plastického pretvareni, je tim urcena i mira plastické dilatace. Abychom plastickou
dilataci mohli ovlivnit nezavisle na poméru tahové a tlakové pevnosti, pouzijeme pfi formulaci nesdruzeného
zékona plastického pretvareni plasticky potencial

g(0) = 3ayom (o) + 1/ J2(0) (2.222)

ve kterém a je koeficient dilatace. Od funkce plasticity (2.181) se plasticky potencidl (2.222) lisi tim, Ze soucinitel
vnitiniho tfeni ag je nahrazen jinym soucinitelem ay,. Vypustili jsme také konstantu —7g, kterd nema zadny vliv
na gradient dg/0c. Derivace plastického potencidlu (2.222) se vypoctou stejnym postupem, jakym se v piikladu
2.26 vypocetly derivace funkce plasticity, takze staci v zédkonu plastického pfetvareni (2.213)—(2.214) nahradit
parametr o, parametrem cv;. Je ziejmé, ze vztahy (2.214) pro rychlosti plastickych smykovych deformaci se nijak
nezméni a vztahy (2.213) pro rychlosti plastickych normélovych deformaci budou mit pro nesdruzeny zikon tvar

. S . S : S
Epr =AMy + ——— |, Eépy=Aay+—F——], Ep=Alay+——— 2.223
p ( Y 9 J2(a_)> Py ( ¥ 9 Jg(g')) p < ¥ 9 JQ(O‘)) ( )

Rychlost objemové plastické deformace

. . . . ; Syt Sy + s ;

EpV = Epr +Epy +Eps = A | Bag + =" | =3\, (2.224)
2 JQ(O’)

tedy bude piimo zavisla na souciniteli dilatace c, a dokonce by volbou zaporné hodnoty tohoto soucinitele bylo

mozno popsat tzv. kontraktivni chovani, pii kterém plastické pretvareni zptisobuje zmenseni objemu. Pro pomér

absolutnich hodnot pfi¢né a podélné plastické deformace bude platit

épy o \/5/6 + Ozw
|€pz \/5/3—%1;

V pripadé nesdruzeného Druckerova-Pragerova modelu tedy mizZeme pomoci soucinitele vnitiniho tfeni o
ovliviiovat pomér pevnosti pfi riznych typech namahani a nezavisle na tom pomoci soucinitele dilatace oy
ovliviiovat pomér mezi objemovou a deviatorickou ¢asti plastické deformace.

0O

(2.225)

2.3.5 Analyza pruznoplastického pretvareni

Kompletni prehled zakladnich rovnic pro idealné pruznoplasticky model byl podan v ¢lanku 2.3.1 a sestaven do
tab. 2.8. V ¢lancich 2.3.2-2.3.4 jsme ukazali fadu zpisobt, jak konkrétné definovat funkci plasticity f a funkci g
objevujici se v zakonu plastického pretvareni. Nyni se budeme vénovat analyze zakladnich rovnic a jejich pouziti
pri vypoctu vyvoje napéti odpovidajiciho danému vyvoji deformace. Analyzu provedeme pro obecné funkce f a
g a teprve v prikladech pristoupime k volbé jejich konkrétni podoby.

Zakladni tlohou bude podobné jako pro jednoosé modely vypocet prirtistku napéti odpovidajictho prede-
psanému prirustku deformace. Okamzity stav pritom povazujeme za dany, jsou tedy zndmy okamzité hodnoty
veskerych velic¢in (napéti, celkové deformace, plastické deformace, atd.), ale dalsi pfirtistek je pfedepsdn pouze
pro celkovou deformaci, zatimco odpovidajici prirtistky napéti a plastické deformace je tfeba urcit ze zakladnich
rovnic. Pokud se omezime na nekone¢éné malé pfiriistky, miizeme misto nich zkoumat rychlosti (coz jsou vlastné
limity podilu malého pfirtstku pfislusné veli¢iny a malého ¢asového intervalu, béhem néjz ke zméné doslo).

Nejprve si zakladni rovnice vhodné upravime, abychom co nejvice snizili pocet vnitinich proménnych, které
hraji jen pomocnou tilohu. Napiiklad na zékladé rozkladu deformace (2.142) mtzeme pruznou deformaci zapsat
jako rozdil celkové a plastické, tedy poloZit €. = € — €, a tento vyraz dosadit do zobecnéného Hookeova zédkona
(2.143). Tim je pruznd deformace ze zakladnich rovnic zcela vyloucena. Déle pfejdeme od hodnot napéti, celkové
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a plastické deformace k jejich rychlostem (coz je mozné, protoZe matice pruzné tuhosti se v ¢ase neméni) a
rychlost plastické deformace vyjadiime podle zakona plastického pretvareni. Tim se dostaneme ke vztahu

0 =Dcée =D, (¢ —€,) =D [¢ — \g(o)] (2.226)

popisujicimu zavislost rychlosti napéti na rychlosti deformace a rychlosti plastického nésobitele. Podminku ne-
zédporné rychlosti plastického nésobitele (kterd je ptivodné soucasti zdkona plastického pretvareni) piepiSeme
spolu s podminkou plastické pripustnosti a podminkou komplementarity do spole¢né skupiny tzv. podminek
zatéZovani-odtéZovani

A>0, f(o)<0, Af(o)=0 (2.227)

Integraci rovnice (2.226) s uplatnénim podminek (2.227) jsme schopni pro dany vyvoj celkové deformace ur-
¢it odpovidajici vyvoj plastického nasobitele a napéti. Jako vedlejsi produkt ziskame téz popis vyvoje plastické
deformace. Uzitecné je opét provést obecnou analyzu zékladnich pfipadt v podobném duchu jako v ¢lanku véno-
vaném jednoosym modelim. Jako obvykle rozlisujeme mezi pruznym a plastickym stavem, pricemz v plastickém
stavu mtize dojit k pruznému odtizeni (P—E) nebo k plastickému pfetvafeni (P).

Zda je okamzity stav pruzny nebo plasticky pozname snadno z hodnoty funkce plasticity f, ktera je v pruzném
stavu zaporna a v plastickém nulova. Pokud je stav pruzny, navazujici pretvarny proces je také pruzny az do
okamziku dosazeni plastického stavu. Béhem pruzného procesu zustava plastickd deformace konstantni a zména
napéti je tmérnd zméné celkové deformace, tj. plati A= 0, €, = 0 a 0 = D, €. Nejzajimavéjsi ¢asti analyzy je
rozliSeni mezi pruznym odtizenim (P—E) a plastickym pfetvirenim (P) v pfipadé, ze vychozi stav je plasticky.
Stejné jako pfi podobné analyze jednoosych modelii v ¢lanku 2.1, i zde hraje dilezitou roli vyraz pro ¢asovou
derivaci funkce plasticity f v zévislosti na rychlosti deformace € a rychlosti plastického nasobitele A. Jelikoz
funkce plasticity zavisi na slozkach napéti, které jsou samy funkcemi Casu, ziskdme derivaci f pomoci vzorce pro
derivaci slozené funkce vice proménnych:

df(a(t)) 0f(o)do.(t) n 0f (o) doy(t) n of (o) do.(t) n Of (o) dray () n Of (o) drp (1) n Of (o) dry-(t)
dt  Qo, dt do,  dt do,  dt OTpy  dt 0Ty, dt Ory. dt
(2.228)
Pfitom jsme pro usporu mista misto obsirného vypisovani argumentt funkce f(0y, 0y, 0%, Tay, Toz, Tyz) Dsali jen
f(o). Cely vzorec (2.228) se ovSem d& piepsat v maticové podobé jako

df(o(t) _ (8f(a))T do(t)
dt oo dt

(2.229)

kde 0f /0o je sloupcovd matice obsahujici parcidlni derivace f podle jednotlivich slozek napéti, tedy vlastné
gradient funkce plasticity f. Pro jednoduchost budeme gradient df/do oznacovat symbolem f. Dalsiho form4l-
niho zjednoduseni dosdhneme vypusténim argumentti vSech funkci a ndhradou derivace podle ¢asu teckou nad
prislusnym symbolem. Vztah (2.229) je pak zapsan velmi kompaktné jako

f=fTe (2.230)

ale k jeho presné interpretaci je tieba jisté davky zkuSenosti a obezfetnosti. Kompaktni maticovy zapis silné
zjednodusuje dalsi odvozeni, nebot do (2.230) ted staci dosadit za & podle (2.226):

f=ftTe =fTD, (¢ — \g) = f'D.é — M'D.g (2.231)

Tim kon¢i pomocné tvahy a muzeme se plné soustfedit na zkouméani rozdilu mezi pruznym odtézovanim
a plastickym pfetvafenim. V prvnim piipadé (P—E) je A =0 a tudiz €p = 0 a o = D¢, ale toto feleni je
piipustné jen za predpokladu, ze funkce plasticity neroste, tj. Ze jeji Casova derivace je nekladna. Po dosazeni
A =0 do (2.231) miizeme podminku f < 0 zapsat jako

f'D.e <0 (2.232)

Naproti tomu v ptipadé plastického pretvareni (P) je rychlost plastického nésobitele nenulovd, zatimco funkce
plasticity musi zlistavat nulova, takze jeji casovd derivace je také nulovéa. S vyuzitim vztahu (2.231) lze z pod-
minky konzistence f = 0 vypocitat rychlost plastického nasobitele

D¢
- f"D.g

(2.233)

ale toto feSeni je pripustné pouze, pokud vysledek neni zaporny. Pokud by byl nulovy, nastava neutralni piipad,

a jen pro A > 0 dochézi skutecné k plastickému pretvafeni. Pipad (P) je tedy charakterizovan podminkou
f'D, ¢
fTD.g

>0 (2.234)
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Tabulka 2.11: Klasifikace stavti a procest pro idealné pruznoplasticky model.

ptipad | f(o) stav A proces f f'D.g vztah mezi o a €
E <0  pruzny =0 pruzny libovolné libovolné o = D€

P—E | =0 plasticky =0 pruzny <0 <0 og=D.e

P =0  plasticky >0 plasticky | =0 >0 6 =D, ¢

Dosavadni vysledky rozboru lze shrnout tak, ze pokud plati (2.232), nastdva pruzné odtézovani, a pokud plati
(2.234), dochéazi k plastickému pfetvareni. Bylo by samoziejmé zadouci, aby pro libovolnou danou rychlost de-
formace € nastal pravé jeden z téchto pfipadd. Pokud by totiz nastaly oba, nebylo by chovani modelu zakladnimi
rovnicemi urc¢eno jednoznacné a neni jasné, podle ¢eho by se material ,rozhodl“, zda se bude plasticky pretvaret
¢i ne. Pokud by nenastal ani jeden z uvedenych pripadi, byla by situace jesté horsi, protoze by tloha neméla
74dné Feeni a priristek napéti by pro dany prirtistek deformace nebylo mozno vypocitat. Porovnanim (2.232) a
(2.234) zjistime, ze tyto pfipady se navzajem vylucuji a pfitom dopliiuji, pokud je jmenovatel zlomku ve (2.234)
kladny, tj. pokud plati

f'D.g >0 (2.235)

Tato podminka predstavuje jisté kritérium ,rozumnosti“ modelu a brzy ukazeme, Ze je splnéna mimo jiné
pro vSechny modely se sdruzenym zakonem plastického pretvafeni. Plati-li (2.235), lze kritérium plastického
pretvafeni (2.234) piepsat ve tvaru doplitkovém k (2.232), tedy jako

fTD.é >0 (2.236)

Vysledky rozboru jsou shrnuty v tab. 2.11. Je poucné se zamyslet nad jeji souvislosti s podobnou tabulkou
2.3, sestavenou pro jednoosé modely. V pripadé jednoosé napjatosti nahradime sloupcové matice o a € slozkami
o a €, matici pruzné tuhosti D, modulem pruznosti F a sloupcové matice f i g vyrazem sgno. Tabulka 2.11
pak pfejde v tabulku 2.3. Zatim jsme ovSem nevysvétlili vztah uvedeny v poslednim fadku a poslednim sloupci
tabulky, ktery popisuje zavislost rychlosti napéti na rychlosti deformace pfi plastickém pretvareni. Pro jednoosy
model bylo pii plastickém pretvareni napéti konstantni a jeho rychlost nulova. Ukazeme, ze pro obecny trojosy
model je situace zajimavejsi a napéti se v pribéhu plastického pretvareni mize ménit, a to i pro material bez
zpevnéni (idealné pruznoplasticky).

2.3.6 Pruznoplasticka tuhost

Jak jiz bylo feceno, pfi pruzném pretvareni zustava plastickd deformace konstantni a vztah mezi prirtistky napéti
a deformace je dan zobecnénym Hookeovym zdkonem. Pro rychlosti napéti a deformace tedy plati & = D, €,
kde D, je matice pruzné tuhosti. Podobny prirastkovy vztah, ale s jinou matici, 1ze odvodit i pro plastické
pretvéareni. Stac¢i do vyrazu pro rychlost napéti (2.226) dosadit rychlost plastického nésobitele vyjadienou podle
(2.233):16

: o . s f'D. € D.gf’D.\ . ,
6 =D, (¢ —\g) =D (¢ —g\) =D, ( ~ 8w g) = (De—%ge) € =Dgpé (2.237)

Ve vysledném vztahu mezi rychlostmi napéti a deformace se tedy objevuje matice pruznoplastické tuhosti

D.gf"D.

D., = D, —
P f"D. g

(2.238)

kterd v pritbéhu plastického pretvafeni hraje roli tefné (okamzité) tuhosti. Jak jsme pfedem upozornili, tato
matice neni nulova, pfestoze nas model zatim neuvazuje zpevnéni. Za obecnych podminek totiz pii plastickém
pretvafeni idedlné pruznoplastického materidlu nemusi byt napéti konstantni, ale mtize se ménit, pritom ale musi
zUstavat na ploSe plasticity. Pro jednoosy model se plocha plasticity zredukuje na dva izolované body (meze kluzu
v tahu a v tlaku) a pfi plastickém pretvafeni musi napéti zistavat v jednom z téchto bod, jeho rychlost je tedy
nutné nulova. Skuteéné, pokud za D, dosadime F a za f a g dosadime sgn o, dostaneme na pravé strané (2.238)
nulu.

16Pfi tpravach v (2.237) soucin )\g nejprve piepisujeme v opacném potadi jako g)\ To je pripustné, protoze jde o soucin skalaru
(¢isla) \ se sloupcovou matici g, pti kterém se ¢islem A nésobi kazd4 slozka g zvlast a nasobeni dvou realnych cisel je samoziejmé
komutativni. Naproti tomu nasobeni matic komutativni neni, dokonce se muze stat, ze zaménou poradi v soucinu ziskame zcela jiny
objekt. Napiiklad f7'g je skalarni soucin sloupcovych matic f a g, jehoz vysledkem je jedno &islo, zatimco gf? je tzv. dyadicky
soucin, jehoz vysledkem je ¢tvercovd matice. Dvodem, pro¢ v (2.237) nejprve prehazujeme pofadi ¢initeltl ) a g, je snaha ziskat
vyraz, ve kterém rychlost deformace € ztstane zcela na konci, abychom ji pak mohli vytknout za zavorku.
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Priklad 2.28: Matice pruznoplastické tuhosti pro Misesovu podminku plasticity a sdruzeny zakon
plastického pretvareni
V prikladu 2.25 jsme vypocetli parcidlni derivace invariantu Jo podle jednotlivych slozek napéti; viz vztahy
(2.202)—(2.203). V maticové podobé bychom vysledek mohli prezentovat jako'”

8J2 (0‘)

—— =P 2.239

5o s (2.239)

kde P je skdlovaci matice definovana v (B.24) a s je deviatoricka ¢ast napéti . Uplatnénim pravidel pro derivaci
slozené funkce snadno ziskdme gradient f Misesovy funkce plasticity (2.163):

of(e) _ 0 1 dJ(o) Ps
= 20 (VB ) = e

Pfi posledni tpraveé jsme vyuzili toho, Ze béhem plastického pretvareni je obecné f = 0, z ¢ehoz v daném pripadé
idedlné pruznoplastického modelu s Misesovou podminkou plyne v/J; = 7y. Zaroveii pro model se sdruzenym
zakonem plastického pretvareni plati g = f.

Pii odvozeni konkrétni podoby matice pruznoplastické tuhosti podle (2.238) potfebujeme nejprve vyhodnotit
sou¢iny D, f, D, g a fT D, g. Matice pruzné tuhosti D, je pro izotropni material dana vzorcem (B.57) z dodatku
B, podle kterého je

(2.240)

D, = Kii’ +2GP'Ip (2.241)

Pritom vyznam symboli i a Ip je definovan v dodatku B, viz (B.35) a (B.55). Pokud matici D, nasobime

sloupcovou matici odpovidajici ryze deviatorickému stavu, uplatni se pouze jeji druhé ¢ast. V nasem pripadé je

gradient f skalarnim nasobkem deviatorické ¢asti napéti s, ma tedy ryze deviatoricky charakter a muzeme psat
Ps Gs

P
D.f=D.g=De-o = 2GP p-— = 22 (2.242)
27’0 27’0 T0

protoze P~'IpP =1Ip a Ips =s. Po dalsim prendsobeni zleva transpozici sloupcové matice f dostaneme

—s'Ps=——2Jy = —270 =G (2.243)

" Ps\'Gs G G G
f'D.g = o T 9.2 972 972
0 7o 7o 7o

27
Zde jsme vyuzili symetrie matice P (tedy vztahu PT = P), vzorce (2.154) pro invariant J, a opét vztahu

Vv J2 = 19, platného pro uvazovany model béhem plastického pietvareni. Po dosazeni (2.241)—(2.243) do (2.238)
pak ziskdme pro matici pruznoplastické tuhosti sdruzeného Misesova modelu vzorec

D.gf"D, - . Gs (Gs)" . . G
D, =D, — —— = Kii 2GP 'Ip - ——— = Kii 2GP 'Ip — —ss 2.244
ep e D, g + D G2 + D 2 ( )
Napiiklad pii plastickém pretvafeni za jednoosého tahu je o, = o9 = V37 a ostatni slozky napéti jsou
nulové, takze deviatoricka ¢ast napéti je popsana sloupcovou matici

V31
3

{2,-1,-1,0,0,0}T (2.245)

S —

a po rozepsani (2.244) a jednoduchych tGpravach nakonec dostaneme

111000 0 0 0000
111000 0 1 -100 0
111000 0 -1 100 0
Do=Klg 000000 0o 0100 (2.246)
000000 0 0 00 10
000000 0 0 00 0 1

Prestoze jde o jednoosou napjatost a idedlné pruznoplasticky material, matice teéné tuhosti uz neni nulova,
protoze pouzivame trojosy model. Odpovidajici vztahy mezi rychlostmi napéti a deformace (2.237) bychom
mohli po slozkach prepsat jako

0 = K(z+éy+és) (2.247)
oy = K(Ez+éy+€.)+G(Ey—ér) (2.248)
0. = K(z+éy+é.)+G(E,—¢y) (2.249)
Ty = Gay (2.250)
Fow = G (2.251)
fye = Gy (2.252)

17K tomuto vysledku bychom mohli také dospét pfimo, a to diferenciaci vztahu (2.154), tedy kvadratické formy Jo = %STPS.
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Pokud je v pritbéhu plastického pietvireni zachovana jednoosd napjatost, musi byt ¢, = ¢, = 0 a ze vztaht
(2.248)—(2.249) pak plyne &, = ¢, a €, + &, + £, = 0, takze podle (2.247) je také 6, = 0. V jednoosém modelu
je predpoklad o, = 0, = 0 pfimo zabudovan, coz nutné vede v rezimu plastického pretvaieni ke vztahu ¢, = 0
a tedy k nulové tecné tuhosti. Trojosy model ale postihuje i pripady, kdy je sice plastického stavu dosazeno za
jednoosého tahu, ale v jeho pritbéhu se charakter napjatosti méni. Vidime tedy, ze podle (2.247) se mtZe napéti
0 ménit i béhem plastického pretvareni, ovsem musi to byt doprovazeno zménou aspon jedné dalsi normalové
slozky napéti. Pfi zméné napéti se pochopitelné zméni i matice tecné tuhosti.

Ctenaf mize snadno ovéfit, Ze v piipadé namahan{ smykem s jedinou nenulovou slozkou napéti 7., za¢ne
plastické pretvaieni pii dosazeni hodnoty 7., = 79 a matice D¢, se od matice pruzné tuhosti bude lisit pouze
tim, Ze tuhostni koeficient G na ¢tvrté pozici na hlavni diagonéle bude nahrazen nulou. Znamena to, Ze rychlost
Tzy je pak nutné nulové, ale pro ostatni slozky napéti ztistava nadale v platnosti zobecnény Hooketiv zdkon.

O

Matice pruznoplastické tuhosti (2.246) odvozend v pfedchézejicim piikladu je symetrickd. To neni ndhoda,
ale obecné vlastnost vSech pruznoplastickych modelt pracujicich se sdruzenym zakonem plastického pretvareni.
Pro takové modely je totiz g = f a ¢itatel ve zlomku na pravé strané (2.238) pak predstavuje symetrickou matici,
jak lze snadno ovérit jeho transpozici. Matice pruzné tuhosti D, je samoziejmé vzdy symetrickd a symetrie neni
narusena ani délenim matice D, g f7 D, skalarem f7 D, f. Naproti tomu pro modely pracujici s nesdruzenym
zakonem plastického pretvareni je matice pruznoplastické tuhosti obecné nesymetricka, coz je tfeba vzit v itvahu
pri pouziti numerickych metod.

Vrafme se vSak je$té na okamzik ke jmenovateli zlomku v (2.238), tedy k vyrazu f7 D, g. Pouze pii kladné
hodnoté tohoto vyrazu je zarucena jednoznac¢nost feseni pro libovolny predepsany vyvoj deformace, jak jsme
konstatovali pfi obecné analyze a zapsali podminkou (2.235). Pro modely se sdruzenym zdkonem je podminka
fTD.f > 0 splnéna pro libovolné nenulové f, protoze matice D, je pozitivné definitni. Matematicky to lze
oveTit napf. rozlozenim f na objemovou a deviatorickou ¢ast a vyuzitim rozkladu D, podle (2.241). Fyzikalnim
dfivodem pro pozitivni definitnost matice pruzné tuhosti je skuteénost, ze vyraz e’ D, e odpovid4 dvojnasobku
energie ulozené v pruzné deformaci € a je proto pro nenulové € vzdy kladny. Pro nesdruzené zakony plastického
pretvafeni neni kladnost vyrazu f'D.g automaticky zarucena a je tfeba ji pro konkrétni model ovérit. P¥i
vyraznych odchylkdch od normality by mohlo dojit k poruseni podminky (2.235) a tim ke ztraté jednoznaénosti
odezvy modelu.

2.3.7 Zpevnéni

Na zaveér celé kapitoly o teorii plasticity jesté naznacime, jak do obecnych modeld pro trojosou napjatost zahrnout
vliv zpevnéni. V pripadé jednoosé napjatosti rozumime zpevnénim postupnou zménu okamzité meze kluzu
v pribéhu plastického pretvareni. V ¢lancich 2.1.5 a 2.1.6 jsme se seznamili se dvéma zakladnimi typy zpevnéni
— kinematickym a izotropnim. Pro jednoosy model je plasticky pfipustnou oblasti interval (od meze kluzu v tlaku
do meze kluzu v tahu), ktery se pfi kinematickém zpevnéni posouva, ale jeho velikost zistava zachovéana, zatimco
pri izotropnim zpevnéni se zvétsuje, ale jeho stfed ztistava v pocatku. Tuto predstavu lze snadno zobecnit pro
plasticky pripustnou oblast ve vicerozmérném prostoru napéti, odpovidajici viceosé napjatosti. Pti kinematickém
zpevnéni se celd plasticky pifipustna oblast presouva jako tuhé téleso, pricemz jeji tvar a rozméry zlistavaji beze
zmény. PTi izotropnim zpevnéni se plastickd oblast rozpind, pficemz jeji tvar se neméni, ale vSechny rozméry se
proporcionalné zvétsuji.

Od této nazorné geometrické predstavy je jiz jen kricek k odpovidajicimu matematickému popisu. Navic
se muzeme inspirovat tvary funkce plasticity pii kinematickém a izotropnim zpevnéni pro jednoosé modely.
Pro kinematické zpevnéni hral dilezitou roli pojem zpétného napéti, které predstavovalo napéti v myslené
pruziné pripojené paralelné k plastickému ¢lenu, viz obr. 2.11a. Podminka plasticity pro idealné pruznoplasticky
material se pouzila v puvodni podobé, jen se celkové napéti nahradilo rozdilem mezi celkovym a zpétnym
napétim. Podobné mtzeme postupovat i pro viceosou napjatost. Zpétné napéti bude mit pochopitelné vice
slozek a popiSeme je sloupcovou matici o,. Do funkce plasticity pak misto o dosadime o — oy,. Aby pozdéji
vynikl rozdil mezi kinematickym a izotropnim zpevnénim, piepiSeme nejprve funkci plasticity pro model bez
zpevnéni do obecného tvaru

flo)=¢d(o) — 09 (2.253)
kde & je jisté ekvivalentni napéti a og je parametr modelu predstavujici mez kluzu v jednoosém tahu. Kuptikladu
pro Misesovu podminku klademe (o) = 1/3J2(o) a pro Trescovu podminku &(6) = 0max(0) — Omin(0). Z Cisté
matematického hlediska jsou samoziejmé [ a ¢ jen dvé velmi podobné funkce lisici se o konstantu. Nazorné lze
Fici, ze ¢ vyjadfuje troven namahani materidlu a oy vyjadiuje odpor materidlu, ktery je tfeba pirekonat, aby
doslo k plastickému pretvareni.

V pripadé kinematického zpevnéni dosadime za napéti, které se snazi uvést do pohybu plasticky mechanismus,
rozdil o — o}, a funkci plasticity zapiseme jako

flo,on) =6(0 —0op) — 09 (2.254)

Plasticky pripustna oblast, tj. mnozina vSech bodu o v prostoru napéti, pro které je f < 0, méa pak pro rizné
hodnoty o}, stejny tvar a velikost, ale je v prostoru napéti riizné posunuta.
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Naproti tomu v ptripadé izotropniho zpevnéni vypocteme ,hnaci silu“ plastického mechanismu z celého napéti
o, ale vliv predchézejicich plastickych procest zohlednime zvysSenim ,,odporu“ materialu, vyjadreného paramet-
rem og. Tato veli¢ina tedy jiz nebude konstantou, ale funkci, zavislou na jisté veli¢iné x popisujici kumulovany
uc¢inek predchézejiciho plastického pretvafeni (pro jednoosy model bylo x definovano jako soudet absolutnich
hodnot v8ech zmén plastické deformace). Funkci plasticity proto zapiseme jako

flo. k) =d(0) —ov(k) (2.255)

kde oy je funkce popisujici zavislost okamzité meze kluzu na kumulované plastické deformaci k.

P1i pohledu na predchozi dvé rovnice diavtipného ¢tenare jisté napadne, Ze zobecnény model zpevnéni, kom-
binujici G¢inky kinematického a izotropniho zpevnéni a zahrnujici (2.254) a (2.255) jako zvlastni pfipady, muize
byt zaloZen na funkci plasticity ve tvaru

flo,on,k) =d(0 —0op) — oy (k) (2.256)

Pro takovy model se plasticky pripustnad oblast zaroven posouva i méni svou velikost. Existuji jesté obecnéjsi
modely, podle kterych tato oblast méni i sviij tvar, ale témi se zde zabyvat nebudeme.

V upravenych podminkéch plasticity (2.254), resp. (2.255), se objevuji veli¢iny o, resp. &, na kterych zavisi
okamzita poloha plasticky pripustné oblasti, resp. jeji velikost. Tyto veli¢iny se v pritbéhu plastického pretvareni
méni, podobné jako tieba plastickd deformace, a jejich okamzita hodnota charakterizuje zmény, které ve strukture
materidlu probéhly. Jde tedy o vnitini proménné modelu. Jejich vyvoj v zavislosti na pretvareni materidlu musi
byt popsan vhodnymi rovnicemi, které odrazeji nasi predstavu o prislusném mechanismu zpevnéni. Pro jednoosé
modely bylo zpétné napéti vztazeno primo k hodnoté plastické deformace podle (2.44), ale vyvoj kumulované
plastické deformace byl popsan rovnici (2.57), ktera vztahuje rychlost této veli¢iny k rychlosti plastické deformace.
Podobné lze postupovat i pro viceosou napjatost.

Nejjednodussi vztah pro zpétné napéti ma tvar

o, = HP e, (2.257)

kde Hj; je materidlova konstanta hrajici podobnou roli jako plasticky modul H v rovnici (2.44). Pouziti inverzni
skalovaci matice P! definované vztahem (B.26) v dodatku B je nutné pro zabezpedeni nezavislosti na konkrétni
volbé soustavy soufadnic; tato matice se objevuje napf. také ve vztahu (B.46) mezi deviatorickymi ¢astmi napéti
a pruzné deformace. Rovnice (2.257) predstavuje Melanovo-Pragerovo pravidlo kinematického zpevnént, které
dobfe funguje v kombinaci s Misesovou podminkou plasticity, ale napt. v kombinaci s Trescovou podminkou ma
urcité nedostatky. Jeho vylepsenou, ale komplikovanéjsi verzi navrhl Ziegler. Podrobné vysvétleni miize ¢tenar
najit napf. v odstavci 20.1.2 monografie Jirasek a Bazant (2002).

Pro izotropni zpevnéni je tfeba specifikovat vyznam skalarni proménné x, kterd by méla byt mirou rozsahu
vSech plastickych deformacnich procesi, jez v materidlu doposud probéhly. Pro jednoosy model jsme polozili
rychlost % rovnu absolutni hodnoté rychlosti plastické deformace. V obecném pripadé méa plastickd deformace
vice slozek a absolutni hodnotu je tieba nahradit vhodnou normou, pfedstavujici velikost vektoru €, v prostoru
deformaci. Pokud by $lo o vektor v geometrickém smyslu, napi. o polohovy vektor x = {z,y, 2}*, byla by pfiro-
zenou volbou obvykla euklidovska norma [|x|| = VxTx = /22 + 42 + 22, ktera vyjadiuje vzdalenost koncového
bodu tohoto vektoru od pocatku. Takto vypoctena vzdalenost nezavisi na konkrétni volbé orientace souradnico-
vych os, takze je invariantem. Podrobny matematicky rozbor ukazuje, ze abychom stejnou vlastnost (invarianci
vl pootoceni souradnicovych os) zarucili i pro deformaci, musime vzorec pro vypocet normy ponékud upravit
a druhé mocniny smykovych slozek deformace vydélit dvéma.'® Vhodnou definici normy deformace tedy je

lelle = /22 + 22 + 22 + 392, + o2 + 2o (2.258)
coz lze maticové prepsat jako

le]lc = VeTP-1e (2.259)

Prirastek kumulované plastické deformace k tedy muzeme definovat jako normu prirtustku plastické deformace.

V rychlostnim tvaru to zapiseme jako
k= |l€plle = \/ELP e (2.260)

Zavislost okamzité meze kluzu na kumulované plastické deformaci miize byt obecné i nelinearni, takze zakon
izotropniho zpevnéni zapiseme jako
oy (k) =09 + h(k) (2.261)

kde h je funkce majici pro x = 0 nulovou hodnotu a popisujici postupny nartst odporu materidlu proti plas-
tickému pretvareni, pripadné jeho pokles v ptripadé tzv. plastického zmékéeni. Diferenciaci zakona izotropniho
zpevnéni podle casu dostaneme jeho rychlostni tvar

oy(k) = Hf (k) k (2.262)

18Divodem je to, Ze z matematického hlediska nema deformace charakter klasického vektoru, ale tzv. tenzoru druhého ¥adu, takze
je tfeba misto vektorové normy pouzit normu tenzorovou.
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kde H{ = dh/dk je derivace funkce zpevnéni h, kterd souvisi s okamzitym (teénym) modulem zpevnéni. V nej-
jednodussim piipadé linedrniho zpevnéni je H| konstanta a (2.261) pfejde na

oy(k) =00+ H{k (2.263)

I pro modely se zpevnénim je mozné odvodit kritéria rozlisujici mezi plastickym pfetvarenim (P) a pruznym
odtézovanim z plastického stavu (P—E) v zavislosti na predepsané rychlosti plastické deformace, a také vzorce
pro matici pruznoplastické tuhosti. Postup je zcela analogicky jako pro idedlné pruznoplasticky model, jen je
tfeba pri vyjadieni Casové derivace funkce plasticity vzit v ivahu také prispévek zmén vnitfnich proménnych oy,
nebo k. Odvozeni zde proto nebudeme podrobné predvadét a uvedeme jen hlavni vysledky. V zadjmu obecnosti
uvazujeme model s nesdruzenym zakonem plastického pretvareni a s kombinaci kinematického a izotropniho
zpevnéni. Zakladni rovnice tohoto modelu jsou shrnuty v tab. 2.12.

Tabulka 2.12: Matematicky popis pruznoplastického modelu s kinematickym a izotropnim zpevnénim.

rozklad deformace E=¢Et+e€p

Hooketuv zakon o=D.e,

definice funkce plasticity flo,ob,k) =d(0 —op) — oy (k)
podminka plastické pFipustnosti flo,oh,k) <0

zékon plastického pretvatreni Ep = A g(o,op, k), A>0
podminka komplementarity M(o,op,k) =0

pravidlo kinematického zpevnéni o, = HyP le,

definice kumulované plastické deformace £ = ||€p]|e

pravidlo izotropniho zpevnéni oy = o + h(k)

Pro material v plastickém stavu dochézi k plastickému pfetvareni, pokud rychlost deformace spliuje pod-
minku
f'D.é >0 (2.264)
Rychlost plastického nésobitele
- f'D.é
 f"Deg+ Hyf'P-'g + Hi[g]-

(2.265)

se pak vypocte obvyklym postupem z podminky konzistence f = 0. Po eliminaci A ze vztahu & = D.(e — )\g)
ziskdme vztah mezi rychlostmi napéti a deformace ve tvaru ¢ = D¢p€ s matici pruznoplastické tuhosti

DengDe

D., =D, —
P TDeg+ HifTP g + Hf g

(2.266)

Pfedpokldddme pfitom, Ze jmenovatel zlomku ve (2.265) je kladny, jinak by nastaly problémy s existenci a
jednoznacnosti feSeni. Z uvedenych obecnych vzorci dostavame jako specialni pripady pro g = f model se
sdruzenym zakonem plastického pietvareni, pro Hj; = 0 model s ¢isté izotropnim zpevnénim a pro Hf = 0
model s Cisté kinematickym zpevnénim.

Priklad 2.29: Misesuv model se zpevnénim
Abychom naplnili obecné formulované rovnice konkrétnim obsahem, pfedvedeme jejich specifickou podobu pro
model s Misesovou podminkou plasticity, sdruzenym zakonem plastického pretvareni a kombinaci linearniho kine-
matického a linearniho izotropniho zpevnéni. Rada krokii a jejich zd@ivodnéni je pFitom podobnd jako v piikladu
2.28, a proto si dovolime ponékud rychlejsi postup.

P1i pouziti Misesovy podminky definujeme ekvivalentni napéti vztahem

(o) =/3J2(0) (2.267)

a pti kombinovaném kinematickém a izotropnim zpevnéni ma odpovidajici funkce plasticity tvar

flo,ob,k) =6(0 —op) —ov(k) =+/3J2(0c —op) — 09 — Hi k (2.268)

Sloupcovou matici jejich parcidlnich derivaci podle slozek napéti vyjadiime jako

£ of(o) _ 1 3. 0Js(o — o) _ 3P(s —sp)

2.269
oo 2 3]2(0' — o’b) oo 20y ( )
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kde s}, je deviatorickd ¢ast zpétného napéti oy, (pro tento model lze ukdzat, ze je rovna p¥imo o). V piipadé
sdruzeného zakona plastického pretvareni je pochopitelné g = f. Tim mame pripraveny potirebné podklady pro
vypodet matice teéné tuhosti D, podle (2.266). Jelikoz f méa ryze deviatoricky charakter, vypocte se soucin
D, f jednoduse jako 2GP~!f, takze po dosazeni podle (2.269) dostaneme

p-1 3P(s—sp) 3G(s—sp)

D.f=D.g=2G - (2.270)
20’Y oy
a po prenasobeni zleva transpozici sloupcové matice f ziskame
3P(s—sp)) 3G(s—sp,) 9G 9G 9G 202
f'D.g= = —(s—sp) P(s—sp) = = 2Ja(s—sp) = =— - —~ = 3G (2.271
<& ( 20y oy 20% (s=s0)" P(s—sp) 20% 2(s—sv) 20% 3 ( )
Vyhodnotime také vyraz
_ 3(s—sp)"P__3P(s —sp) 9 9 9 202 3
fip-lg= P! = (s—sp) P(s—sp) = —52Ja(s —sp) = —5 —L = = (2.272
& 20y 20y o7 8 s Pls—sp) = 75 20(s —sp) = 77 =% = 5 (2272)

a vzhledem k tomu, ze fTP~ g = g" P~ !g, miZeme z néj snadno vypoéitat normu

3
el = VTP Tg = |2 Ramy

Ted uz neni problém podle vzorce (2.266) vyhodnotit matici pruznoplastické tuhosti

3G(s —sp) 3G(s —sp) T
B D.gf’D. _p._ oy oy Db _9G? (s —sp)(s —sp)T
f'Deg+ Hif'Plg+ Hilgle " 3¢ 3pmy 4 NELs © oY 3G+ 3Hy + NeLs
(2.274)

D¢, =D.

Matici pruzné tuhosti D, bychom samoziejmé mohli rozepsat podle (2.241).

Vsimnéme si, ze v pripadé idealné pruznoplastického chovani staci polozit Hj; = 0, Hf = 0,sp, =0a oy = 09
a (2.274) se zjednodusi na

24T
D, =D, — %ﬁ =D. - %SST (2.275)

Vysledek presné odpovida vzorci (2.244) odvozenému v piikladu 2.28, nebot pro Misesovu podminku je oo =
V/379. V piikladu 2.28 jsme pracovali s Misesovou podminkou ve tvaru Ja(o) = 79, zatimco v tomto prikladu
by se v piipadé bez zpevnéni zredukovala na \/3J2(0) = 0g. Ob& podoby této podminky jsou ekvivalentni, ale
gradienty f prislusnych funkci plasticity se 1isi. Ve vzorci pro matici pruznoplastické tuhosti se ovsem nasobitele
/3 nakonec vykrati a vysledek je v obou piikladech stejny (po redukci na model bez zpevnéni).

Na zéveér jesté popiseme fyzikalni vyznam parametrt Hj; a Hf, objevujicich se v pravidlech kinematického
a izotropniho zpevnéni. Jejich souvislost s klasickym modulem zpevnéni H pro jednoosy model lze odhalit na
zékladé analyzy plastického pretvafeni za jednoosého tahu, ale popsaného obecnym trojosym modelem. Postup je
sice primocary, ale pomérné zdlouhavy. Pro tisporu mista proto vynechdame podrobnosti a uvedeme jen koneény
vysledek. Ukéaze se, ze za zminénych podminek je vztah mezi rychlostmi normalového napéti ve sméru zatizeni
a odpovidajici plastické deformace popsan rovnici

3 3
Gy = (51{;; + \/;HI> Co (2.276)

To znamena, ze plasticky modul jakozto podil prirtstkt napéti a plastické deformace ve sméru zatizeni je dan
vztahem

3 3
H = H+ \/;HI* (2.277)

Pokud je tedy plasticky modul H zkoumaného materidlu urcen na zakladé jednoosé tahové zkousky, polozime
pro model s vyhradné kinematickym zpevnénim Hj; = 2H/3 a pro model s vyhradné izotropnim zpevnénim
oy = H \/m Pokud chceme pouzit model s kombinovanym zpevnénim, neni volba parametrd Hy a Hf
jednoznaéna, musi vSak byt splnéna podminka (2.277). Je ovSem tifeba mit na paméti, ze uvedeny vyraz pro
plasticky modul plati pouze pro model s Misesovou podminkou. Pti pouziti jiné podminky plasticity mize mit
komplikovanéjsi tvar a zahrnovat i nékteré dalsi parametry uvazovaného modelu.

0O
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Kapitola 3

Lomova mechanika

Dosud probrané modely, zalozené na teorii viskoelasticity a plasticity, vychazely z predstavy, ze deformujici se
téleso zlistava spojité a chovani materialu v pribéhu pretvarnych procesi staci popsat jako vztah mezi napétim
a deformaci. Pfi popisu télesa jakozto kontinua (spojitého prostedi) si piedstavujeme, ze téleso je pivodné
slozené z nekonecné malych elementarnich krychlicek, které se v pribéhu zatézovani deformuji, méni sviij tvar
i velikost, ale sousedni krychlicky spolu ziistavaji neustale spojeny a podél spole¢nych stén na sebe navzajem
plisobi. Ve skutecnosti vsak vétsina materidlt jiz na pocatku zkoumaného zatézovaciho procesu obsahuje drobné
defekty vzniklé béhem vyroby (napf. betonu nebo kovil) ¢ béhem formovani v pfirodnich podminkach (napft.
zemin a hornin). Pfi zatézovani se tyto ptivodné mikroskopické defekty pod vlivem rostouciho napéti mohou
zacit zvétSovat, pripadné i navzajem spojovat, a jejich rist postupné vede az k poruseni materidlu a zhrouceni
celé konstrukce. Prikladem takovych defekti jsou trhliny nebo dutiny. Pokud material obsahuje velké mnozstvi
malych defekti, pomérné rovnomérné rozptylenych, je vhodnym néstrojem k jejich popisu teorie poskozeni, které
se budeme vénovat v pristi kapitole. Teorie poskozeni pracuje stale s predstavou spojité deformovaného télesa
a vliv rozevieni jednotlivych trhlinek nebo zvétSeni dutinek nahrazuje odpovidajici nepruznou deformaci. Pii
zkoumani vétsich trhlin, jejichZ rozméry jsou uz radoveé srovnatelné s rozméry konstrukce, je vhodné pripustit, ze
pole posunuti nemusi byt nutné vsude spojité. Popisem trhlin jakozto nespojitosti se zabyva lomova mechanika,
které je vénovana tato kapitola.

3.1 Analyza okoli korene trhliny

3.1.1 Faktor intenzity napéti

Defekty typu dutin a trhlin vyznamné ovliviuji rozlozeni napéti ve svém blizkém okoli, pficemz jejich vliv na
pole napéti s rostouci vzdalenosti slabne. Obecné (byt ponékud zjednoduseng) se d4 Fici, ze v okoli defektu napéti
vzrusta, aby se tak vykompenzoval abytek napéti, které by bylo prendseno v misté samotného defektu, pokud by
zde material zustal spojity. Pro ilustraci si nejprve ukazeme, jak se koncentruje napéti v okoli eliptické dutiny.
Pro jednoduchost uvazujeme plochy panel za rovinné napjatosti, oslabeny eliptickym otvorem prochéazejicim
pres celou jeho tloustku. Jde tedy o rovinnou ulohu, kterou budeme popisovat v roviné xy, pficemz pocatek
soutadnic je zvolen ve stiedu otvoru a osy x a y jsou osami symetrie tohoto otvoru, viz obr. 3.1a. Rozméry

BANERRRERS 5\ |
! \\ /I
:l Yy t n K > 3 \ /
\ x \ g 2 \ /ni1 h/a_2 /
) zbf ; S A\ 4
Sy 1 NN ~gfa =025 /]
\ 20| ) 0 \. \V / Y
J \ \ /

~1 —0,5 0 0,5 1

EERRENEEREN z/a
@) (b)

Obrézek 3.1: Rovinny panel s eliptickym otvorem: (a) volba soufadnicovych os a piisobici zatiZeni, (b) rozloZeni
normalového napéti o; na okraji otvoru v zavislosti na soutradnici x.
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panelu v roviné analyzy jsou mnohem vétsi nez rozméry otvoru 2a a 2b a na okrajich panelu ptisobi vnéjsi sily,
které by v panelu neoslabeném otvorem vyvodily jednoosou napjatost s jedinou nenulovou slozkou napéti &,
rovnomérné rozdélenou po celém panelu. Analytické Feseni této tilohy poprvé odvodil Inglis (1913) s vyuzitim
teorie funkci komplexni proménné. Kompletni popis vysledného pole napéti je ale velmi komplikovany, proto se
pro ucely dalsiho vykladu omezime na analyzu normélového napéti o, ptisobiciho na plosky kolmé k okraji otvoru
(tedy rovnobézné s lokalni osou ¢ zavedenou na obr. 3.1a). RozloZeni tohoto napéti v zavislosti na souradnici =
(kterd se na okraji otvoru méni v mezich od —a do a) je popséno funkci

2 2 4
z?(a+b)*—a
or(x) = ————5—5 0 3.1
t( ) a4fx2(a2—b2) Y ( )
a je pro nazornost vyneseno v grafu na obr. 3.1b pro tfi rtizné poméry b : a. Maximalni hodnoty je ve vSech
pripadech dosazeno pro x = +a, tedy ve dvou prusecicich elipsy s osou x, v nichz navic o, odpovida slozce napéti
oy. Obecné dokonce plati, ze tato hodnota predstavuje nejvétsi napéti o, v celém panelu:

max oy (x,y) = oy(£a,0) = o(+a) = <1 + 2_ba) Gy (3.2)

z,y

Naptiklad pro kruhovy otvor, pro ktery a = b, je toto maximalni napéti t¥ikrat vétsi nez vzdalené napéti
6, pusobici daleko od otvoru. Koeficient 1 + 2a/b se v této souvislosti oznacuje za faktor koncentrace napéti.
Zajimavé je, ze jeho hodnota nezavisi na velikosti otvoru, ale jen na jeho tvaru, konkrétné v pripadeé eliptického
otvoru na poméru a/b mezi hlavni a vedlej$i poloosou elipsy. Kruhové otvory riznych velikosti tedy napéti
koncentruji s faktorem 3, zatimco u protahlych eliptickych otvorti koncentrace napéti vzrista.! Jestlize rozmér
delsi osy elipsy 2a pevné zvolime a rozmeér kratsi osy 20 zmensSujeme k nule, koncentrace napéti roste nade
vSechny meze. Limitni ptipad 2b = 0 odpovida trhliné, tedy z matematického hlediska tisecce o délce 2a, podél
které je pole posunuti nespojité. Dva krajni body této tsecky se nazyvaji koreny trhliny. V blizkém okoli kofent
je napéti silné koncentrované a jeho hodnota neni shora nijak omezena, mize tedy nabyvat libovolné velkych
hodnot. To je samoziejmé pouze teoretické feseni, sestrojené na zakladé predpokladu linearné pruzného chovani
materidlu. Zadny material se ve skutecnosti nemiize chovat linedrné pruzné pi¥i neomezené velkych hodnotach
napéti, nicméné idealizované feSeni podle teorie pruznosti i tak poskytuje cennou informaci a na jeho zakladé se
dokonce daji odvodit kritéria pro sifeni trhliny, ktera za jistych podminek velmi dobie funguji.

Resenim zakladnich rovnic teorie pruznosti s pfislusnymi okrajovymi podminkami, mj. pfedepisujicimi nulové
hodnoty napéti o, a 7, uvnitt trhliny, lze ziskat popis poli posunuti, deformace a napéti pro nékteré jednoduché
pripady, napt. pro trhlinu o délce 2a v panelu o mnohem vétsich rozmeérech, ktery pro ticely matematického feseni
povazujeme za nekoneény. P¥i namahani vzdalenym jednoosym napétim &, ve sméru kolmém na trhlinu (obr.
3.2a) je rozlozeni normalového napéti o, podél osy = popsano funkei

0 pro |z| < a
O—y("rao) = Gy ||

Va2 — g2

a pfi namahani dvéma osameélymi silami F' plisobicimi uprostied trhliny kolmo na ni a snazicimi se ji rozevrit
(obr. 3.2b) je rozlozeni napéti popsano funkei

pro |z| > a (3.3)

0 pro |z| < a

Fa
7t ||V a2 — a?

kde t je tloustka panelu ve sméru kolmém na rovinu analyzy. Pribéhy napéti o, podél osy  jsou pro oba piipady
vyneseny na obr. 3.2. Je zfejmé, ze ve vétsich vzdalenostech od trhliny se tyto pribéhy podstatné 1isi, protoze
v prvnim piipadé se hodnota napéti blizi &, a ve druhém nule. Naopak pokud se bliZime ke kofeni trhliny, napéti
v obou pripadech roste nade vSechny meze.

Prozkoumame nyni, jaky je asymptoticky charakter pole napéti v tésné blizkosti pravého kotene, tedy bodu
o soufadnicich (a,0). Za tim téelem vyjadiime souradnici = jako x = a + r, kde a je konstanta (poloviéni délka
trhliny) a r je nové proménnd, odpovidajici vzdalenosti od kotene. Po dosazeni do (3.3) dostaneme pro r > 0

oy(z,0) = (3.4)

pro |z| > a

Gy (a+71) _ s a+r
=0y

(a+7)? —a? V2ar + 1?2

V tésné blizkosti kofene je r < a a miizeme zanedbat v itateli r oproti a a ve jmenovateli 72 oproti 2ar. Ziskame
tak priblizné vyjadreni

ay(r) =

(3.5)

. a ) a
oy(r) = &y =Gy =— (3.6)

V2ar 2r

I Hovofime pochopitelné o normalovém napéti kolmém na delsi osu elipsy.




3.1. ANALYZA OKOLI KORENE TRHLINY 113
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Obrazek 3.2: Trhlina v rovinném panelu zatizeném (a) vzdalenym napétim, (b) rozevirajicimi silami. Ve spodni
¢asti obrazku je vyznaceno rozdéleni norméalového napéti podél primky, ve které trhlina lezi.

které ukazuje, ze pokud se blizime ke koreni trhliny, napéti roste nepfimo imérné odmocniné vzdalenosti od
kotene. Podobné tvahy provedeme i pro druhy piipad, tedy trhlinu rozeviranou dvéma opacné orientovanymi
osamélymi silami F'. Po dosazeni do (3.4) a zanedbani malych ¢lentt dostaneme pro 0 < r < a

Fa F
oy(r) = mt(a+ 1)/ (a+71)% — a? - Tt/ 2ar (3:7)

Opét tedy plati, Ze napéti je nepfimo imérné odmocniné vzdalenosti od kofene. Porovnanim (3.6) a (3.7) pak
zjistime, ze pokud mezi vzdalenym napétim &, zatézujicim panel v prvnim pripadé a silou F' rozevirajici trhlinu
ve druhém pripadé plati vztah F' = mwatdy, je v obou piipadech napéti v tésné blizkosti kofene rozlozeno prakticky
stejné. Jak je vidét z obr. 3.3, teprve ve vzdalenosti vétsi nez asi a/10 zacne byt rozdil mezi obéma pribéhy
napéti patrny.

Ukazuje se, ze podobnost mezi rozlozenim napéti blizko kofene trhliny ve dvou uvedenych zatézovacich
pripadech neni ndhodn4é, protoze pfi libovolném zpiisobu zatizeni se napéti pobliz kofene méni nepiimo mérné
odmocniné vzdélenosti od kotene. K popisu tzv. asymptotického pole napéti, ke kterému se vSechna skutecna pole
v blizkosti kofene rychle blizi, tedy staci znat konstantu tmérnosti mezi o, a 1/4/r. Tato konstanta vynasobend

16 4
14 3,5
12 3
o0 \ o 20
s 8 \ S 20
\\ Asymptotické pole ’ \ ~—_ Vzdélené napéti
4 L 1
) \\/\fdalene napéti o \ —___Asymptotické pole
0 Rozevirajici sily — ’0 —_ Rozevirajici sily
0 0,05 0,1 0,15 0,2 o 05 1 15 2 25 3

r/a r/a

(a) (b)

Obrézek 3.3: Porovnani skute¢ného rozlozeni norméalového napéti s pfislusnym asymptotickym polem (a) v tésné

blizkosti trhliny, (b) ve vé&t§im rozsahu.
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V27 se zna¢i? K a nazyva se faktor intenzity napéti, anglicky ,stress intensity factor®, ve zkratce SIF. Divod
pro zahrnuti nasobitele /27 se oziejmi pozdéji, az v ¢lanku 3.2.5 prozkouméme souvislost mezi dvéma riznymi
kritérii pro $ifeni trhliny. Podle pravé zavedené definice faktoru intenzity napéti je asymptotické pole napéti na
0se T popsano vzorcem
K
71 = o= (33)

Aby tento vztah déval smysl i rozmérové, musi byt jednotkou faktoru intenzity napéti souéin jednotky napéti a
odmocniny z jednotky délky. Faktor intenzity napéti se tedy udava v jednotkach Pa-y/m = N-m~2 - m!/? =
N - m~?3/2, p¥ipadné v jejich nasobcich. Je sice ponékud nezvyklé, Ze exponentem u metru zde neni celé éslo,
nicméné je to tak matematicky v poradku.

Porovnanim (3.8) s (3.6) a (3.7) ziskdme vyrazy pro faktory intenzity napéti ve vySe zminénych zatézovacich
pfipadech. Pro zatiZeni trhliny o délce 2a vzdalenym napétim &, se faktor intenzity napéti spocita jako

Ki=6,v/7a (3.9)

a pro trhlinu o délce 2a rozeviranou dvéma silami I’ ptisobicimi uprostred je

F
ty/Ta

Jak je videt, faktor intenzity napéti zavisi kromé pusobiciho zatizeni také na velikosti trhliny. Tento faktor
tedy umoznuje porovnat, jak ,intenzivné“ je kofen trhliny namahan, pro ptipady trhlin o rtznych velikostech
v télesech ruznym zpusobem zatizenych. Na zakladé analytickych i numerickych vypocti byly vypracovany
tabulky se vzorci umoznujicimi alespon priblizné urcéeni faktori intenzity napéti pro nejriznéjsi pripady. Nékolik
takovych vzorct je uvedeno v tab. 3.1. Vsimnéte si, ze pokud je trhlina uvnitt télesa a ma tedy dva kofeny, je
zvykem jeji délku znacit 2a, zatimco pokud trhlina dosahuje k povrchu a ma tedy jen jeden kofen, oznacuje se
jeji délka jako a.

Ve vsech pripadech je faktor intezity napéti pfimo imérny zatézujici sile nebo momentu. Nékteré vzorce pro
prehlednost pracuji s pomocnou funkei k bezrozmérné délky trhliny o = a/h, kde h je jisty charakteristicky
rozmér zkoumaného télesa (napt. vyska nosniku). Konkrétni vyjadieni pomocné funkce k zavisi na tvaru télesa a
zpisobu zatizeni a je bud ddno pomérné slozitym analytickym piedpisem (ktery zpravidla pfedstavuje aproximaci
vysledkt ziskanych pro vybrané délky trhliny pfibliznymi numerickymi metodami), nebo jsou hodnoty & pro
nékteré délky trhliny tabelovany.

K = (3.10)

10 I

_—

—

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
o

Obrazek 3.4: Graf funkce k(o) dané vzorcem (3.18).

Naptiklad pro tfibodovy ohyb nosniku s vrubem se faktor intenzity napéti vypoéte podle vzorce (3.17)
s vyuzitim pomocné funkce (3.18). Tento postup déva chybu mensi nez 0,5% pro vSechny délky trhliny a od 0
az do h. Graf funkce k vyneseny na obr. 3.4 ukazuje, jak pfi daném zatiZzeni a rozmérech vzorku zavisi faktor
intenzity napéti na délce trhliny. Pro nulovou trhlinu je pochopitelné K; = 0, pro velmi kratké trhliny K
nartistd Gmérné +/a, tedy na pocatku se svislou te¢nou, a pro trhliny prochdzejici pres téméf cely priiez roste
nade vSechny meze. Uvedeny vzorec (3.18) plati pro pomér rozpéti a vysky nosniku L : h = 4, pro jiné poméry
je tfeba funkci k& mirné upravit, ale jeji zakladni vlastnosti ztstavaji podobné.

Priklad 3.1: Vypocdet faktoru intenzity napéti

V tomto prikladu zjistime, zda je vice namdhéna trhlina o délce a; = 0,1 m v nosniku o rozpéti L = 4 m,
vySce hy = 1 m a §ifce t; = 0,4 m zatiZeném tiibodovym ohybem silou F = 90 kN (geometrie 6 v tab. 3.1),
nebo v ohybaném nosniku o vysSce hy = 1 m a tloustce t3 = 0,4 m oslabeném trhlinou o délce az = 0,4 m
zatizeném ohybovym momentem M = 40 kNm (geometrie 5 v tab. 3.1). Napjatost v okoli kofene trhliny nelze

2Symbolem ,I¢ je myslena ¥imska éislice jedna, takze ¢teme ,ka jedna“, nikoli ,ka i“.
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Tabulka 3.1: Faktory intenzity napéti.

1. Trhlina v nekoneéném panelu zatizend vzddlenym napétim

Oy
REARLLIAL
|.2a | K1 = 6yv/7ma (3.11)
T
Ty
2. Trhlina v nekonecném panelu rozevirand dvéma silami
st
A “J::\;
_IF F
T K= 3.12
F ! t\/mTa ( )
208
8. Trhlina v nekonecném pdsu zatiZend vzddlenym napétim
Ta
Ki=6y,|——— 3.13
=% cos(ma/h) (3:13)
4. Symetricky umisténd trhlina v panelu rovnomérné zatizeném na okraji
a-y
beetetttty a
N K= 6y\/7rak(ﬁ) (3.14)
— L=h
24 a 01 02 025
RREERRREE k(o) 1,37 2,11 2383
Oy
5. Trhlina v pdsu namdahaném ohybovym momentem
6. M a
Ki= k(7)) 3.15
M /%t M ! th3/2 h ( )
( ;h \ ) 1,989—a(1—a)[0,448—0,458(1—)+1,226(1—«)?
) “Ia ; k(a) = [ CEET e | Ja  (3.16)
6. Nosnik s vrubem namdhany tribodovym obybem
LF Y 3FL  /a
Ki= o k() 3.17
u P o2 M \n (3.17)
gl
@ 1,94+a[0,089—-0,603(1—a)+0,441(1—a)?—1,223(1—«)?
1 k(o) = 22+l (oo l/a (318)
| L=4h |
7. Dvojita konzola rozevirand dvéma silami
F £t _
h/2 / _ lh
h/2 2
4/6F
/ K = v6Fa (3.19)

e

L

‘” T thd?
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charakterizovat napt. jeho maximéalni hodnotou, protoze ta je vzdy nekone¢na. Porovnani je vsak mozné zalozit
na hodnotach faktoru intenzity napéti.

V prvnim pripadé je relativni délka trhliny
ai 0,1 m

= = =0,1 .2
im0 (3.20)

aq

coz podle (3.18) odpovida hodnoté pomocné funkce

1,9 +0,1[0,089 — 0,603(1 — 0,1) + 0,441(1 — 0,1)% — 1,223(1 — 0,1)*]

k1(0,1) = 0,1 = 0,556 3.21
1(0.1) (1+2-0,1)(1 —0,1)3/2 o (3:21)
Faktor intenzity napéti pro prvni pfipad je podle vzorce (3.17) roven
3FL 3-90kN -4
1= ' 0,556 = 750,6 kKNm /2 (3.22)

— k =
EE o) =5 0,4 m- (1 m)3/2

Vypocet pro druhy piipad je zcela obdobny, jenom ponékud primocarejsi. Z tab. 3.1 uré¢ime pro geometrii 5
a relativni délku trhliny as = as/he = 0,4 hodnotu pomocné funkce ko(ag) = 1,257. Faktor intenzity napéti pro
druhy pfipad se pak vypocte podle (3.15) jako

Kio= —=./ k = —/7-0,4m-1,257 = 845,5 kN / 3.23
1,2 tQh% Taz 2(042) 0,4 m - (1 rn)2 m-U,am- 1, , m ( )

Jelikoz K79 > Ki 1, napéti v bezprostfednim okoli trhliny je v druhém piipadé vétsi nez v prvnim.

Tento vysledek znamena, ze napf. ve vzdalenosti » = 0,1 mm od kofene trhliny mizeme v prvnim pripadé
ocCekavat napéti priblizné 750,6 kNm_3/2/\/ 27 -10=4 m = 29,9 MPa, zatimco ve druhém to bude pfiblizné
845,5 kNm /2 /v/27 - 10-% m = 33,7 MPa. Pomér t&chto napéti ve stejné vzdalenosti od kofene je dén pomérem
faktortl intenzity napéti. Ve vzdalenosti r = 0,01 mm od kofene, tedy desetkrat mensi, budou obé napéti v/10-
krat vétsi, ale jejich pomér zustane stejny. To vSe ovSem plati pouze za predpokladu, Ze material se pri téchto
urovnich napéti stéle chova jako linedrné pruzny.

O

3.1.2 Napjatost v okoli korene trhliny

Zatim jsme hovofili pouze o rozloZeni napéti o, na ose x prochdzejici trhlinou. Ukazali jsme, Ze pokud se po
této ose blizime ke kofeni trhliny, napéti roste nepfimo imérné odmocniné vzdalenosti od kofene. Jelikoz pritom
napéti roste nade vSechny meze, mluvime o kofeni trhliny jako o singularnim bodu v poli napéti a fikame, ze
slozka napéti o, zde mé singularitu typu r~1/2. Kompletni analytické feSeni ukazuje, Ze napéti je tmérné r—1/2
pri priblizovani ke kofeni nejen podél osy zx, ale i podél jakékoliv jiné primky prochazejici timto kofenem. Navic
to plati nejen pro slozku napéti o, ale i pro ostatni slozky napéti v roviné zy, tedy pro normélové napéti o, a
smykové napéti 7,,. V konkrétnim bodé blizkém kofeni hodnota napéti samozfejmé zavisi nejen na vzdalenosti
od kofene, ale i na sméru, ve kterém se zkoumany bod od kofene nachazi. Proto je vyhodné pole napéti v okoli
kofene trhliny popisovat pomoci poldrnich souradnic (r,6) vztazenych k tomuto kofeni. Soutadnici r je pfitom
nam jiz dobfe zndméa vzdalenost od kofene, zatimco polarni thel 6 je méfen jako odchylka mezi spojnici kotrene
s uvazovanym bodem od jiz zavedené osy x, kterd odpovida sméru trhliny. Definice polarniho tthlu 6 je graficky
znézornéna na obr. 3.5. Pro body lezici na ose  mimo trhlinu je § = 0°, pro body ,nad* osou x (tj. s kladnou
soufadnici y) je 8 > 0° a pro body ,,pod“ osou z je § < 0. Pokud se polarni tihel 6 blizi zdola své maximélni
hodnoté 180°, blizi se odpovidajici bod hornimu okraji trhliny, a pokud se 6 blizi shora své minimalni hodnoté
—180°, blizi se odpovidajici bod spodnimu okraji trhliny (pfedpokladdme pfitom r < 2a).

V prikladech na obr. 3.2 i dalsich v tab. 3.1 lezela trhlina na ose symetrie zkoumaného télesa a také zatizeni
bylo vuci této ose symetrické, takze se snazilo trhlinu rozeviit. Takovému zptisobu namahani trhliny se v lomové

___________

Obrazek 3.5: Zavedeni polarnich soufadnic vztazenych ke kofeni trhliny.
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mechanice ¥ikd mdd I. V piipadé antisymetrického zatizeni (stéle ovSem pusobiciho v roviné xy) méa trhlina
tendenci se usmyknout a takovy zpusob jejiho namahani oznacujeme za mod II. Existuje jesté mod III, pii
kterém zatizeni ptisobi mimo rovinu zy a trhlina je naméahana stfihem. Zakladni lomové mddy jsou nazorné
zachyceny na obr. 3.6, spolu se svymi anglickymi nazvy.

e S

yy % Y
AZ T Y a5
A T <
1 - - Z
Méd I Méd 11 Méd 111

Obrézek 3.6: Zakladni lomové mddy: opening — sliding — tearing.

Za rovinné napjatosti nebo rovinné deformace dochéazi obecné ke kombinaci médua I a II, ale méd IIT neni
vybuzen. V obecné prostorové tloze by bylo tfeba uvazovat kombinaci vSech tii mdédi. Ke kazdému médu
patii pfislusny faktor intenzity napéti, oznaceny K7, Ky nebo Kiyi;. Hodnoty téchto faktoru jednoznacné urcuji
asymptotickou ¢ast pole napéti, tj. tu ¢ast, kterd dominuje v okoli kofene. V pfipadé rovinné napjatosti nebo ro-
vinné deformace lze jednotlivé slozky asymptotického pole napéti v blizkosti kofene vypocitat podle nasledujicich
vzorcu:

K 0 0 0 K 0 0 0
ox(r,0) = L cos~ <1 sin—sin3—) - —L sin- <2+c0s—c0s3—) (3.24)

V2rr 2 2 2 V2rr 2 2 2
K 0 0 0 K 6 6 0
oy(r,0) = ﬁcos§ <1 +sin§sin %) + \/%sinicos§cos3? (3.25)
K 6 . 0 6 K 0 0 0
Tay(r,8) = \/2% cos o sin 5 cos % + \/% cos 5 (1 —sin 5 sin %) (3.26)

P1i rovinné napjatosti jsou ostatni slozky napéti nulové. Ptii rovinné deformaci se normalové napéti kolmé na
rovinu analyzy vypoéte z podminky nulové normalové deformace ¢, = (0. — vo, — voy)/E = 0, plati tedy
0, = (0o, + 0y) a po dosazeni ze (3.24)—(3.25) dostaneme

2vK; 2vK;
o.(r,0) = il COSQ _Zran sing (3.27)
2 2 \27r 2

Pokud dochazi k namahani v médu III, maji v okoli kofene singularni charakter slozky napéti

K 0

Tos(r0) = — ;:rlrsin§ (3.28)
K ¢

Tyz(1,0) = \/ﬁcos§ (3.29)

Priklad 3.2: Napéti na pfimce kolmé na smér trhliny
Pouziti vzorct (3.24)—(3.26) ukaZeme na jednoduchém piikladu, jehoz cilem je uréit rozlozeni jednotlivych slozek
napéti podél primky kolmé na smér trhliny a prochazejici ve vzdalenosti d = 1 mm od jejiho kotfene. Trhlina ve
stavu rovinného napéti orientovana rovnobézné s osou x je namahana kombinaci méda I a II, pficemz odpovidajici
faktory intenzity napéti jsou K1 = 800 kNm~3/2 a Ki; = 200 kNm—3/2,

Jelikoz uvazujeme rovinnou napjatost, veliciny K1 a Kir jednoznacné charakterizuji rozlozeni napéti v okoli
korene trhliny v zavislosti na thlu 6 a vzdalenosti od kofene trhliny r. Z obr. 3.5 plynou vztahy pro transformaci
mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi

T =a+rcosf, y=rsind (3.30)

jejichz inverzi dostaneme

T—a
r=+/(r—a)?+y2?, 0 = sgny - arccos —————— 3.31
(z—a)’+y gny TR (3.31)
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pri¢emz posledni vztah neplati pro body lezici pfimo v trhliné (tj. vyluc¢ujeme body o soufadnicich x < aay = 0).
Dosazenim (3.31) do (3.24)—(3.26) ziskdme vyjadfeni asymptotickych poli napéti v zavislosti na kartézskych
soutfadnicich (z,y). Polozime-li nyni 2 = a + d a y ponechame libovolné, dostaneme funkce popisujici priibéh
jednotlivych slozek napéti na zminéné primce. Jejich grafy jsou vyneseny na obr. 3.7. Ve vétsi vzdalenosti od
trhliny se ovSem skute¢né hodnoty napéti mohou od hodnot odpovidajicich asymptotickému poli lisit.

20 20
15 \ 15 /
10 TN Ty 10 (
ENRIAVES — EREII S
-5 =" -5
;3—10 e ;3—10 /
[/ /
—15 / -15
W 6 8 10 12 —20; 0 1 2 3 4
o [MPa] Tzy [MPa]

Obrazek 3.7: Rozlozeni slozek napéti podél piimky = = a + d.

Jak je z obrazku zfejmé, k nejvétsimu naméhani materidlu dochazi pred celem trhliny pro y blizké nule.
Hodnoty normélovych napéti o, a oy jsou zde srovnatelné, zatimco smykové napéti 7., je mensi. Piestoze
intuitivné bychom snad mohli o¢ekavat, ze o, bude vyrazné mensi nez o,, maximalni hodnoty obou normélovych
napéti jsou si velmi blizké. Pfi bliz§im prozkoumani vztaht (3.24) a (3.25) zjistime, Ze na ose x (tj. pro 6 = 0)
maji normalové napéti o,, a o, piesné stejné hodnoty. V cistém mddu I je zde navic smykové napéti 7., nulové,
takze material pred ¢elem trhliny je namahan dvojosym tahem.

O

3.1.3 Deformace a posuny v okoli kofene trhliny

Je tfeba mit na paméti, ze vzorce (3.24)—(3.29) popisuji pouze tu ¢ast pole napéti, kterd dominuje v tésném
okoli kofene trhliny. Pokud nas zajimaji hodnoty nékterych slozek deformace v okoli kofene, mizeme je snadno
vypoditat ze slozek napéti danych vzorci (3.24)—(3.29) dosazenim do inverzniho Hookeova zédkona (B.5)—(B.10).
P1i tomto vypoctu se jednotlivé slozky napéti pouze nasobi poddajnostnimi konstantami a vysledky se scitaji,
takze vysledné pole deformace mé stejny typ singularity r—1/2 jako pole napéti, tj. jednotlivé slozky deformace
v blizkosti kofene nartistaji nade vsechny meze nepfimo imérné vzdalenosti od kotfene. Lze dokonce ziskat i
informaci o poli posunuti, které uz ale neméa singularni charakter. Zhruba feceno, posuny se ziskaji integraci
deformaci, a jestlize se deformace méni tmérné /2, ziskdme po integraci funkce tmérné /2, které uz pro
r blizici se nule nerostou nade vSechny meze, ale naopak klesaji k nule. To samoziejmé neznamena, ze posun
kofene trhliny je vzdy nulovy. Pfi integraci se totiz objevi integracni konstanty, které je tfeba urcit z vhodnych
okrajovych podminek. Kinematické okrajové podminky predepisuji hodnoty posunti na podeprenych c¢astech
hranice vySetfovaného télesa, coz byva zpravidla pomérné daleko od trhliny. Proto nemtzeme skutecné hodnoty
posunu urcit jen na zakladé znalosti deformaci v tésném okoli kofene trhliny. Nicméné misto celkovych posunii se
milzeme zajimat o rozdily mezi posunem libovolného bodu a posunem kotene trhliny. V takovém ptipadé posun
kofene piedepiseme nulovou hodnotou a z této podminky uréime potiebné integrac¢ni konstanty. Pro posuny® ve
sméru os = a y obecného bodu o polarnich souradnicich r a 6 tak ziskdme nasledujici vzorce:

KI r 0 360 KH r . 0 . 30
—/— [(2k—1 - — — —— (2 — — .32
u(r, 0) 4G’/27r |:(,‘<L )cos2 0052]—1—4(1,/27r |:(/€+3)Sln2+81n2:| (3.32)
Ky |r .0 30 Kip | r 0 30
’U(T, 9) E % |:(2K, —+ 1) S1n 5 — S1n ?:| —+ E % |:(2/i + 3) COS 5 — COS ?:| (333)

Pro umoznéni jednotného zapisu, platného pro rovinnou napjatost i rovinnou deformaci, je zde pouzita tzv.
Kolosovova konstanta

3—v
ro rovinnou napjatost
k=4 1+v P PJ (3.34)

3 —4v  pro rovinnou deformaci

ktera zavisi na Poissonovu souéiniteli v.

Pro 6 = 180° dostaneme z (3.32)—(3.33) posuny na hornim okraji trhliny a pro § = —180° posuny na jejim
spodnim okraji. Jejich rozdil odpovida nespojitosti v poli posunuti zptisobené pfitomnosti trhliny. Rozdil posuni
ve sméru kolmém na trhlinu, tedy

(1 + R)KI r

[0](r) = v 180°) — w(r. ~180°) = =t 0 (3.35)

3Pfesné feceno jde o relativni posuny vzhledem ke kofeni trhliny.
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popisuje rozevrent trhliny, a rozdil posuni ve sméru rovnobézném s trhlinou, tedy

() = i 150%) - —150°) = L2 [ (5.36)

popisuje smykovy pokluz v trhling. Dvojité hranaté zavorky pfitom oznacuji skok (¢ili nespojitost) veliciny,
kterou uzaviraji. Jak se dalo ¢ekat, v ¢istém mddu I dochézi pouze k rozevieni trhliny [[v]], zatimco smykovy
pokluz [[u]] zGstava nulovy, a naopak v ¢istém mdédu II dochazi pouze ke smykovému pokluzu, ale trhlina se
neotvira. Téchto vysledkti vyuzijeme pozdéji pfi zkouméni souvislosti mezi faktory intenzity napéti a energii
pruzné deformace uvolnénou pfi Siteni trhliny.

Je vhodné znovu pfipomenout, ze vztahy (3.32)—(3.33) a (3.35)—(3.36) popisuji pouze asymptotickou ¢4st pole
posunuti, kterd odpovida asymptotické ¢asti poli deformace a napéti. Skuteéné pole posunuti se lisi jednak tim,
7e posun korene trhliny obecné neni nulovy, a jednak pritomnosti dalsich ¢lenti, které nabyvaji na vyznamu ve
vétsi vzdalenosti od trhliny a zaviseji na konkrétnim tvaru a velikosti télesa a zptisobu jeho zatizeni a podepteni.
Napftiklad pro trhlinu o délce 2a v mnohem vétsim (teoreticky nekonecném) panelu zatizeném vzdélenym napétim
&, ve sméru kolmém na trhlinu je pfesny prubéh rozevieni za predpokladu rovinné napjatosti popsan funkeci

[[v]](z) = 4;;74\/ a? — x? (3.37)
Souradnice = je méfena ve sméru trhliny od jejiho stfedu a méni se tedy v rozmezi od —a do a, pfi¢emz extrémni
hodnoty odpovidaji kofentim trhliny. Grafem funkce (3.37) je elipsa, takZe trhlina rozvirand vzdalenym napétim
ma elipticky tvar, viz obr. 3.8. V okoli kofenti trhliny 1ze po vhodném dosazeni vztah (3.35) pouzit jako aproximaci
skutecného rozevieni. Odpovidajici faktor intenzity napéti K1 = 6,\/7a je dan vztahem (3.9),  je podle (3.34)
pro rovinnou napjatost rovno (3 — v)/(1 + v), takze 1 + k = 4/(1 + v), a v okoli pravého kofene dosadime
r = a — x, zatimco v okoli levého kofene r = x — a. Tak dostaneme naptiklad v okoli pravého kofene aproximaci

_ (1+rK)K1 Ja—x  46,/ma [a—x 46,
() - L ot 0 et (3.9

Odpovidajici kifivkou aproximujici rozevieni trhliny v okoli jejtho pravého kofene je parabola vynesena na obr.
3.8 carkované. Je ziejmé, ze v tésné blizkosti kotene, pro ktery byla sestrojena, se velmi tésné primyka k elipse
odpovidajici presnému feseni, ale ve vétsi vzdalenosti se od ni lisi a naptiklad v blizkosti levého kotene, tj. pro x
blizké k —a, je jiz zcela nepouzitelna. Zde se da naopak pouzit aproximace sestrojena pro levy korfen dosazenim
r = x — a, graficky znédzornéna na obr. 3.8 teckovanou ¢arou.

Obrézek 3.8: Skutecéné rozevieni trhliny namahané vzdalenym napétim (elipsa vynesend plnou ¢arou) a jeho
aproximace v okoli kofenti (paraboly vynesené ¢arkované a teckované).

3.1.4 Nelinearni procesni zéna

Ve vSech dosavadnich tvahach jsme v duchu tzv. linedrni lomové mechaniky predpokladali, ze material je linedrné
pruzny a miize prenést libovolné napéti. Navic byly uvedené vzorce pro pole napéti v okoli trhliny odvozeny
za predpokladu malych deformaci. Takové predpoklady samoziejmé nikdy nemohou byt splnény v tplné vsech
bodech zkoumaného télesa, protoze v blizkosti korene trhliny vypoctené deformace i napéti vzristaji nade vSechny
meze. Kolem kofene proto vzdy vznikne uréitd oblast, zvané nelinedrni procesni zona (anglicky ,nonlinear process
zone“, ve zkratce NPZ), ve které napéti prekracuje mez timérnosti f, pro dany material.* To viak neznamena, Ze
FeSeni sestrojené v ramci linearni lomové mechaniky nema zadny prakticky vyznam. Pokud je nelinearni procesni
zona dostateéné mala, je napjatost v jejim okoli dostate¢né presné popsana asymptotickym polem sestrojenym
podle linearni lomové mechaniky a podminky pro Sifeni trhliny 1ze formulovat pomoci faktort intenzity napéti,
jak ukédzeme v nasledujicim ¢lanku. Je proto uzitecné odvodit alespon pfiblizny odhad pro velikost oblasti, ve
které se skutecné chovani materidlu odchyluje od linedrné pruzného, takze skutecné napéti se podstatné lisi od
asymptotického pole (3.24)—(3.29).

4P¥ipomenme, 7e mezi imérnosti rozumime takovou troven napéti, do které skuteény pracovni diagram daného materidlu zistava
linearni.
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Nejjednodussi odhad velikosti procesni zény pii namahani v ¢istém mddu I je zalozen na prostém porovnani
normalového napéti o, na ose x s mezi umérnosti f,. Z podminky oy,(ry,0) = fu s vyuzitim (3.25) snadno
vypocteme vzdalenost od kotene

1 K?

=g (3.39)

ve které je dosazeno napéti f,. Tento vysledek nam dava predstavu o radové velikosti procesni zény. Lze vsak
ocekavat, ze jeji skutecna velikost bude vétsi, protoze kdybychom pro dané zatizeni vypocetli rozlozeni napéti
podle linearni lomové mechaniky a poté je zkorigovali tam, kde pfekracuje mez tmérnosti f,, dojde ke snizeni
napéti a tim pfi nezménéném zatizeni k narusSeni podminek rovnovahy. Abychom vyrovnali tibytek napéti v pro-
cesni zéné, musime zvysit napéti v jeji blizkosti, ale tim dojde v tésném sousedstvi procesni zény k prekroceni
napéti f, a tedy ke zvétsSeni této zony. Pro idealné pruznoplastické chovani materidlu sestrojil vylepseny odhad
zalozeny na takovém pferozdéleni Irwin. Jeho vysledek

1 K2
Ty = ——

4
lers (3.40)

je dvojndsobkem jednoduchého odhadu (3.39), pficemz misto meze tmérnosti f, se zde objevuje mez kluzu
v tahu og.

Obecné lze Tici, ze vypocty podle linearni lomové mechaniky jsou opravnéné, pokud je velikost procesni zény
vyrazné mensi nez délka trhliny. Pfi nesplnéni této podminky se zavadéji rizné korekce, napt. se pri vypoctu
faktoru intenzity napéti pracuje s délkou trhliny zvétSenou o polovinu velikosti procesni zény. Procesni zéna
musi byt také vyrazné mensi nez rozméry zkoumaného télesa a nez tzv. ligament, neboli neporusena oblast mezi
kofenem trhliny a hranici télesa.

3.2 Kritéria pro Sifeni trhliny

V prvnim ¢lanku této kapitoly jsme ukazali, jak popsat pole napéti v okoli kofene trhliny. Z praktického hlediska
nas vsak nejvice zajima, zda pii daném zatizeni trhlina poroste, pfipadné pro jaky jeho nasobek by rtist zacala.
Samotna existence trhlin totiz pouze zvysSuje poddajnost materidlu, resp. celé konstrukce, ale rist trhlin mize
vést k vyCerpani tinosnosti a ke zhrouceni konstrukce. Proto je dtlezité vypracovat kritéria, pomoci kterych lze
urcit, zda se trhlina viibec zacne §ifit, a pokud ano, v jakém sméru bude jeji Sifeni probihat. Takova kritéria
nemohou byt zaloZena na maximéalni hodnoté napéti, protoZe ta je (pro feseni podle linearni lomové mechaniky)
u kofene trhliny vzdy nekonec¢nd, nezavisle na velikosti ptisobiciho zatizeni.

3.2.1 Sifeni v médu I — lokélni Irwinovo kritérium

Vhodnou veli¢inou charakterizujici uroven naméahani trhliny je faktor intenzity napéti. Pro jednoduchost se
zatim omezime na namahani v ¢istém maddu I a na odpovidajici faktor Kj. Pokud jsou pro dvé rizné trhliny
v ruzné zatizenych télesech ze stejného materialu hodnoty faktoru Ki stejné, je v obou pripadech stejné i
rozloZzeni napéti kolem korene trhliny a da se ocekavat, ze pokud se $ifi jedna z téchto trhlin, $ifi se i druha a
naopak. Je proto prirozené zalozit kritérium pro sifeni trhliny v médu I na kritické hodnoté faktoru intenzity
napéti K. Kritickou hodnotu faktoru K1 uréenou pro dany material na zakladé experimentti nazyvame lomovou
houzvevnatg%i materialu a znac¢ime K.. Jednotka lomové houzevnatosti je stejnd jako pro faktor intenzity napéti,
tedy Nm™ /<.

F =170 kN 180 §
7!?: 0,2m 160 \
140
A / 120

0,5m

h

Y ||¥a=0,05m 40

I—om 0 100 200 300 400 500
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Obréazek 3.9: Nosnik s vrubem naméhany tfibodovym ohybem: (a) geometrie a zatizeni, (b) zavislost mezi silou
F' a délkou trhliny a.

A
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Priklad 3.3: Stanoveni lomové houZevnatosti

Pro nosnik s vrubem o rozmérech podle obr. 3.9a, zatizeny tfibodovym ohybem, bylo experimentalné zjisténo,
ze trhlina se z vrubu zacne §itit pfi zatizeni silou F' = 170 kN. Nasim tkolem je zjistit lomovou houzevnatost
materidlu. Vrub povazujeme za umeéle vytvofenou pocatecni trhlinu, takze zkoumame nosnik s trhlinou o poca-
te¢ni délce a = 0,05 m, pro ktery je faktor intenzity napéti ddn vzorcem (3.17) z tab. 3.1 na strané 115. Pomér
mezi délkou trhliny a vyskou nosniku je a = a/h = 0,1, hodnota souéinitele k(a) = 0,556 urceného podle (3.18)
je proto stejna jako v piikladu 3.1. Po dosazeni do (3.17) zjistime, Ze Sifeni trhliny zacalo v okamziku, kdy faktor
intenzity napéti dosahl velikosti

L BFL . 310N 2m
o3 Y T 902 m- (0,6 m)P2

-0,556 = 4 MNm~>/2 (3.41)

Tato hodnota predstavuje lomovou houzevnatost materialu K..
O

Pri formalnim matematickém popisu Sifeni trhliny v médu I mizeme postupovat podobné jako pfi popisu
plastického pretvareni. Roli napéti pritom hraje faktor intenzity napéti, roli meze kluzu hraje lomova houzev-
natost a roli plastické deformace hraje délka trhliny. V zavislosti na okamzité hodnoté faktoru intenzity napéti
muizeme rozlisit t¥i pfipady: Pro K1 < K. se trhlina nesiti, jeji délka a tedy ztistava konstantni a casova derivace
a = da/dt, neboli rychlost ifeni, je nulova. Pro K1 = K. se trhlina muze $ifit, tj. jeji délka se muze zvétSovat
nebo zistavat stejna, takze plati @ > 0. Kone¢né pro K1 > K. by koncentrace napéti v okoli korene trhliny
presahla kritickou uroven a tento pripad budeme povazovat za nepfipustny. Souhrnné tedy muzeme psat

Ki<K. = a=0 (3.42)
Ki=K, = a>0 (3.43)
Ki > K, = nepfipustné (3.44)

Je ziejmé, ze tato pravidla maji stejnou strukturu jako (2.2)—(2.4). Podobné jako v teorii plasticity bychom
mohli zavést funkci f(K7) = K1 — K. a uvedend pravidla pfepsat ve tvaru

ktery pfesné odpovidd podminkdm zatézovani-odtézovani (2.13). Tyto podminky vyuZijeme pii analyze celého
zatézovaciho procesu k urceni zavislosti mezi délkou trhliny a silou prenasenou vzorkem.

Priklad 3.4: Sifeni trhliny p¥#i t¥ibodovém ohybu

Pouziti lokalniho kritéria pro $ifeni trhliny budeme demonstrovat na nosniku s rozméry stejnymi jako na obr.
3.9a s tim rozdilem, ze délka trhliny a se nyni mtze v pribéhu zatézovani ménit. Material je charakterizovan
lomovou houZevnatosti K. = 4 MNm—3/2,

V prvni fazi zatézovani je hodnota faktoru intenzity napéti K mensi nez mezni hodnota K.. Z pod-
minky (3.45)3 tedy vyplyva, Zze rychlost §ifeni trhliny & je nulovd a délka trhliny zlistdva rovna pocatecéni
hodnoté ap = 40 mm. Na obr. 3.9b tomuto procesu odpovidé prvni (levd) svisld tise¢ka. Po dosazeni kritické
hodnoty faktoru intenzity napéti se trhlina za¢ne §itit (¢ > 0), pficemz v disledku podminky (3.45); musi byt
béhem jejiho rtstu neustale splnéna rovnost K1 = K.. Faktor intezity napéti K1 zavisi na zatézujici sile a na

vvvvv

3FL a
o k(ﬁ) - K, (3.46)

Jednoduchou upravou ziskdme hledany vztah mezi silou a délkou trhliny

3/2
_ HWPE (3.47)
3Lk(a/h)

kterému odpovida nelinearni sestupna vétev na obr. 3.9b. Dalsi svislé tsecky znazornuji odtézovaci vétve, na
kterych je opét a = 0 a K1 < K.. Zaroven tyto tisecky odpovidaji pocatecnim vétvim pii rtznych délkach
pocatecniho vrubu (ap = 100 mm, 200 mm, 300 mm). Jak je vidét, pro delsi poc¢éatecni trhliny je maximéalni sila
potfebna k sifeni trhliny mensi.

O

V prikladu jsme popsali vyvoj sily pfenasené vzorkem v zavislosti na délce trhliny a vidéli jsme, ze pfi tii-
bodovém ohybu je pro del$i vruby tnosnost nosniku mens$i. Abychom mohli sestrojit pracovni diagram jako
zévislost mezi silou a posunem jejiho pisobisté, potfebujeme vypracovat metodu pro urceni tuhosti nebo pod-
dajnosti vzorku pro danou délku trhliny. K takové metodé dospéjeme na zakladé energetickych tivah, které také
poskytnou alternativni pohled na kritérium pro Sifeni trhliny.
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3.2.2 Sifeni v médu I — globalni (energetické) Griffithovo kritérium

Ohlasené alternativni kritérium je zalozené na bilanci pfemény energii v prubéhu zatézovani linedrné pruzného
télesa s trhlinou. Dokud se trhlina nesiri, veskera prace vykonana vnéjsimi silami se transformuje na potencialni
v materidlu, které se na makroskopické trovni projevi jako oddéleni puvodné spojenych Céasti télesa a zvétSeni
celkové plochy trhliny. Trhlina se mutze Sifit pouze, pokud je k dispozici dostate¢né mnozstvi energie potiebné
pro roztrzeni materialu, tj. pro prekonani jeho soudrznosti.

Pro jednoduchost si predstavme, Ze na zkoumané téleso pusobi (kromé reakci, které nekonaji praci) jedind
sila F', a posun jejiho ptisobisté ve sméru jejtho ptisobeni oznac¢me u. V télese je jedina trhlina, jejiz délka je
charakterizovand veli¢inou a. Téleso ma charakter plochého panelu o tloustce ¢ a je ve stavu rovinné napjatosti.
Pro pevné danou délku trhliny je za predpokladu malych deformaci a linearné pruzného chovani materialu vztah
mezi silou I’ a posunem jejiho ptisobisté u linearni. Pfislusna konstanta tmérnosti K hraje roli tuhosti konstrukce
a jeji prevracend hodnota C' = 1/K je poddajnost konstrukce. P¥i statickém zatézovéani (bez doprovodnych
dynamickych 0¢inkd, tj. bez rozkmitani konstrukce) sila i posun postupné naristaji z ptivodné nulovych hodnot
a pro vyvozeni posunu u je tieba vykonat praci Fu/2 = Ku?/2 = u?/2C, ktera se ztransformuje na potencialni
energii pruzné deformace. Poddajnost C' je ale konstantou jen pfi pevné dané délce trhliny a pro ruzné dlouhé
trhliny ma rizné hodnoty. Proto ji mtizeme povazovat za funkci délky trhliny a. Potencidlni energii W, ulozenou
v pruzné deformaci télesa tedy zapiSeme jako funkci posunu u a délky trhliny a:

’LL2

We(u,a) = —— 3.48
Konkrétni zavislost poddajnosti C' na délce trhliny a je obecné tieba urcit pfibliZznym numerickym vypoctem
zalozenym napf. na metodé konecnych prvki, ale v nékterych jednoduchych ptipadech pro ni lze odvodit i
analytické vyjadieni, napt. na zakladé teorie pruznych pruti. Aby tyto ivahy nebyly pfilis abstraktni a ¢tenar
je mohl 1épe sledovat, ukazeme si priklad, ve kterém se teorie prutti da pouzit.

Priklad 3.5: Dvojita konzola — vypocet poddajnosti vzorku

Budeme se zabyvat tzv. dvojitou konzolou (anglicky ,double cantilever®), coz je prut na jednom konci vetknuty
a na druhém podélné roziiznuty uprostied vysky prufezu az do vzdalenosti a od koncového prifezu, viz obr.
3.10a. Prut mé obdélnikovy prifez o Sifce t a vysce h, ktery je v rozfiznuté ¢asti rozdélen na dva obdélniky
o §ifce t a vySce h/2. Na volném roziiznutém konci nechdme pisobit dvé stejné velké, opacné orientované sily
F', které se snazi nafiznuty prut podélné rozstipnout.

4

4 h/2 7h . /
h/2 ’

Fy u B % 1 2 3 4 5 6
u/ug
(a) (b)

Obrazek 3.10: Dvojita konzola — $tipaci test: (a) geometrie a zatizeni, (b) pracovni diagram.

Elementarnimi postupy znamymi ze stavebni mechaniky lze zjistit, ze sila F' ptisobici na volném konci pruzné
konzoly o vylozeni L zptisobi prithyb w = FL3/3EI, kde EI je ohybova tuhost priifezu, uréena jako soucin mo-
dulu pruznosti materidlu E a momentu setrva¢nosti priifezu /. Konstanta timérnosti C = L?/3FET je poddajnosti
konzoly pfi daném zpusobu zatiZzeni a potencialni energii pruzné deformace konzoly vychylené na volném konci
o w vyjadiime jako W, = w?/2C = 3ETw?/2L3.

V nasem piikladu se ovSem zajimame o zkusSebni téleso na obr. 3.10a a potencidlni energii jeho pruzné
deformace chceme vyjadrit v zavislosti na délce trhliny a a na vzajemném posunu u dvou ¢asti roziiznutého
koncového priifezu, vynuceném dvéma opac¢né orientovanymi silami o velikosti F'. Casti télesa oddélené podélnym
fezem se chovaji jako dvé ohybajici se konzoly, vetknuté do zbytku télesa. Jde tedy o konzoly charakterizované
vyloZzenim L = a a momentem setrvacnosti pritfezu I = t(h/2)3/12 = th?/96, kterym je na volném konci vnucen
priény posun w = u/2. Potencidlni energii pruzné deformace celého télesa spoc¢itame jako

y 3E(th3/96)(u/2)*  Eth3 u? u?

We(u,a) =2 24° T 128 @ 2C(a) (3:49)
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kde
64a

Eth?
je poddajnost tohoto télesa pii daném typu zatizeni. Pfitom FEth3 chapeme jako konstantu charakterizujici
material a geometrii télesa, zatimco u a a jsou proménné charakterizujici jeho okamzity stav.

P1i nekonecné malé vychylce z rovnovazného stavu o du vykond sila F' praci F' du. Pokud se trhlina nesifi,
vykonana prace musi byt rovna pfirtistku potencialni energie pruzné deformace dW, = (0W,/0u) du. Sila F je
tedy rovna parcialni derivaci potencidlni energie pruzné deformace W, podle posunu u. Tento vztah lze ovérit
v obecné podobé, kdy derivujeme (3.48) a dostaneme

We(u,a) 0 u? u
P= 2 =5 (ww) = o (351

Pro konkrétni piiklad dvojité konzoly pak za C(a) dosadime podle (3.50), nebo mizeme derivovat konkrétni
vyraz pro We v (3.49):

C(a) (3.50)

F

~ OWe(u,a) 0 (Eth®u®\  Ethu u
N ou ou

128 a3)  64a® C(a) (3:52)

O

V prikladu jsme ukazali pro konkrétni typ télesa s trhlinou, jak vyjadfit potencidlni energii pruzné deformace
v zavislosti na posunu pusobisté zatézujici sily a délce trhliny. Zaroven jsme ovérili, ze pri neménné délce trhliny
se prace vykonana vnéjsi silou rovné prirtistku potencialni energie pruzné deformace. Nyni energetickou bilanci
rozsifime na obecny piipad, kdy trhlina pod vlivem ptisobiciho zatiZeni roste. Na pfekonani soudrznosti materialu
(tedy na jeho roztrzeni) je tieba vynalozit uréitou praci, ktera samoziejmé zévisi na typu materidlu, ale také na
plose nové vytvorené ¢asti trhliny. Nejjednodussi model je zalozen na predpokladu, ze prace spotiebovana na
jednotku plochy nové ¢asti trhliny je materidlovou vlastnosti, které se rika lomovd energie a znaci se Gy. Jelikoz
se jednd o praci na jednotku plochy, jeji jednotkou je J/m? = Nm/m? = N/m.

Sestavme nyni energetickou bilanci pro pfipad, kdy se téleso deformuje a zaroven se v ném §ifi trhlina.
Zakladem je tvaha, ze pfi statickém procesu, kdy kinetickéd energie ziistava nulova, se prace vykonanad vnéjsi
silou musi rovnat sou¢tu prace spotiebované na rist trhliny a pfirastku potencidlni energie pruzné deformace.
Prace vnéjsi sily F' na infinitezimalnim posunu du je rovna F du. Jestlize da je pfirastek délky trhliny a celo
trhliny probihd pres celou tloustku télesa ¢, je obsah nové vzniklé plochy trhliny dA = tda a spotfebované préce
je GfdA = Grtda. Celkovou zménu potencialni energie pruzné deformace W, pfi zméné posunu o du a délky
trhliny o da pak vyjadiime totdlnim diferencialem

_ OWe(u,a) OWe(u,a)
dW, = ~u du + ~oa da (3.53)
Miuizeme tedy sestavit energetickou bilan¢ni rovnici
Fdu=Grtda+ Mdzwwda (3.54)
U a

Tato rovnice musi byt splnéna pro libovolnou zménu posunu du, takze nutné musi platit

_ OWe(u,a)
B Ju
Tim jsme jen znovu overili jiz zndmy vztah mezi pisobici silou a parcidlni derivaci potencialni energie pruzné
deformace podle posunu, na kterém tato sila kona praci. Cleny F du a [0W,(u, a)/0u] du se tedy navzajem zrusi
a rovnice (3.54) prejde na

F (3.55)

0= Grtda+ MWelna) g, (3.56)
da
coz lze také zapsat jako
(GfH %) da =0 (3.57)

Pr1i interpretaci této rovnice je tieba jisté obezfetnosti. Na rozdil od zmény posunu du, ktera je skutecné zcela
libovolna, podléha zména délky trhliny da jistym omezenim. Jednak nemutze byt nikdy zaporna, protoze jiz
existujici trhlina nemfize sriist,” jednak k samovolnému rozsifeni trhliny mtze dochazet pouze za jisté podminky,
popsané pravé rovnici (3.57). Z této rovnice totiz plyne, ze pokud da # 0, pak musi platit

OWe(u, a)
da

5Hovofime zde o materidlech s nevratnym poskozenim. V Zivych tkanich miize samoziejmé dojit k obnoveni soudrznosti podél
trhliny v dusledku biologickych procest hojeni, stejné jako v nékterych nezivych materidlech se soudrznost muze obnovit v disledku
jistych chemickych procesi, napf. pokracujici hydratace cementu. Prislusné energeticka bilance je pak slozitéjsi.

Gt + =0 (3.58)
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Rovnice (3.58) tedy popisuje okolnosti, za kterych se trhlina muze $ifit. Na rozdil od (3.55) ji vSak nelze chapat
jako rovnici splnénou ve vSech rovnovaznych stavech. Pokud splnéna neni, znamend to podle (3.57), Zze musi byt
da = 0, takze délka trhliny se nemiize ménit.

Rovnice (3.58) predstavuje kritérium pro $ifeni trhliny odvozené na zékladé energetickych tivah. Pro lepsi
pochopeni fyzikalniho vyznamu jednotlivych ¢lent ji pfepiSeme jako

~ 10We(u,a)

g =G (3.59)

Na pravé strané je materidlovd konstanta Gy, vyjadiujici v jistém smyslu odpor materidlu proti Sifeni trhliny.
by tedy mél odpovidat energii, kterd je pro $ifeni trhliny k dispozici (opét na jednotku plochy). Skute¢né, podle
(3.53) odpovidd vyraz (OW,/0a)da zméné potencidlni energie pruzné deformace, ke které dojde pii rozsifeni
trhliny o da za konstantni hodnoty posunu u. Pokud se posun u neméni a trhlina roste, deformace se zpravidla
zmensuji a deformacni energie klesa. To znamend, ze ¢ast energie ulozené v pruzné deformaci se uvoliuje a
je k dispozici pro vykonani prace potiebné pro Sifeni trhliny. Pfidanim zaporného znaménka tedy ze zaporné
hodnoty zmény deformacni energie ziskame kladnou hodnotu uvolnéné deformacni energie a po vydéleni nové
vzniklou plochou trhliny dA = ¢t da dostaneme veli¢inu

(3.60)

ktera predstavuje uvolriovanou energii pruiné deformace® vztazenou na jednotku plochy nové vzniklé trhliny.
Jingmi slovy, jestlize se trhlina rozsif{ o plochu dA, uvolni se snizenim pruznych deformaci energie G(u,a)dA a
zaroven se na prekonani soudrznosti materidlu spotfebuje energie Gy dA. Pokud je uvoltiovana energie mensi nez
spotfebovand, trhlina se nemiize $ifit. Pokud jsou si tyto energie rovny, trhlina se miize $irit statickym zptisobem.
Pokud by byla uvoliovana energie vétsi nez spotfebovand, preménila by se pfebytecna energie na kinetickou a
doslo by k dynamickému Sifeni, které neni predmétem naseho zkouméni. Provedené tivahy miizeme shrnout do
nasledujicich pravidel:

G§<Gf = da=0 (3.61)
G=Gf = da>0 (3.62)
G > Gy = nepfipustné (3.63)

Formalné se opét jednd o pravidla ve tvaru (2.2)—(2.4), resp. (3.42)—(3.44). Po zavedeni funkce
f(G)=6-G (3.64)
bychom je mohli pfepsat ve znamém tvaru zatézovacich-odtézovacich podminek
f(G) <o, da > 0, da f(G) =0 (3.65)

Podminka komplementarity da f(G) = 0 je vlastné jen jinak pfepsana rovnice (3.57).

Priklad 3.6: Dvojita konzola — sestrojeni pracovniho diagramu
Z piikladu 3.5 jiz méme k dispozici vyraz (3.49) pro potencidlni energii pruzné deformace W, v zavislosti na
posunu u a délce trhliny a. Jeho diferenciaci podle a a dosazenim do (3.60) ziskdme vyraz pro uvoliiovanou
energii
Glu,a) = _10We(u,a) _ 19 (Et_h?’u_2) _ 3B u? (3.66)
t da t da \ 128 a? 128 a*

V pocatecéni fazi testu se sila F' postupné zvétsSuje z vychozi nulové hodnoty a imérné tomu narustd i posun
u, pficemz poddajnost C(ag) je urcena pocéateéni délkou trhliny ag. Dokud je G(u,ap) < Gy, délka trhliny se
neméni a pracovni diagram je linedrni. Trhlina se zacne §ifit v okamziku, kdy G(u,ag) vypocétené podle (3.66)
nabude kritické hodnoty G. Z podminky G(ug, ag) = Gt s vyuzitim vzorce (3.66) odvodime posun

128Gy
uy = 4/ sphs (3.67)

pri kterém se trhlina zacne $irit. Odpovidajici sila

u Eth? Eth® [128G; th  |2EG¢h
Fo = Glany = 5aad™ = oaag \ 3ER % = 5 3 (3.68)
(ao) ag ag ap
6 Anglicky termin pro G je ,elastic energy release rate“, tedy doslova ,rychlost uvoliiovani pruzné energie“. Rychlosti se viak zde

nerozumi derivace podle Casu, ale podle plochy nové vzniklé trhliny. Aby nedoslo k nedorozuméni, vyhybame se v této souvislosti
terminu rychlost a mluvime pouze o uvoliované energii, obcas s dovétkem ,na jednotku plochy*.
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se vypocte podle (3.52).
V dalsi fazi testu se trhlina $ifi a poddajnost télesa vzrista, takze vztah mezi silou a posunem jiz neni linearni.
Pii statickém $ifeni musi byt neustdle splnéna podminka G(u,a) = G, ze které mizeme vypocitat posun

128G 2
=4/ 3Eh3 (3.69)

v zavislosti na danych konstantidch a na proménné délce trhliny a. S vyuzitim vztahu (3.52) pak dostaneme

odpovidajici silu
Eth3 th |2EG:h 1
_ _ z 3.70
64>~ 8V 3 «a (3.70)

Vztahy (3.69)—(3.70) predstavuji parametricky popis pracovniho diagramu, tj. grafu zavislosti mezi silou a po-
sunem, pricemz roli parametru zde hraje okamzita délka trhliny a, ménici se od pocateéni hodnoty ag az do
maximalni mozné hodnoty, zavislé na celkové délce télesa. Pracovni diagram miuizeme sestrojit tak, ze pro sérii
zvolenych hodnot a vétsich nez ag spocitdme podle (3.69)—(3.70) odpovidajici dvojice (u, F') a vyneseme je do
grafu. V nasem jednoduchém prikladu vsak lze parametr a analyticky vyloudit a zapsat F’ primo jako funkeci w.
Inverzi (3.69) nejprve uréime zavislost délky trhliny na posunu:

3Eh?
128Gf

Vu (3.71)

Po dosazeni do (3.70) pak ziskdme explicitni popis pracovniho diagramu ve tvaru

2F 12 1 ER3G3 1
\/ Gh SGf_ _ o EPPGE 1 (3.72)
3Eh3 \/u 216 /u

Tento popis je ovSem platny pouze ve fazi Sifeni trhliny. Celkové se tedy pracovni diagram sklada z linearni
Casti, kterd je popséna vztahem F = u/C(ap) a postihuje pocatecni fazi testu s konstantni délkou trhliny, a

z nelinearni ¢asti, kterd je popsdna vztahem (3.72) a postihuje naslednou fazi testu s Sifici se trhlinou. Obé ¢asti
na sebe navazuji v bodé (u, F) = (ug, Fp), ktery odpovidd stavu na pocéatku Sifeni. Z obr. 3.10b je patrné, ze
tento bod je zaroven vrcholem pracovniho diagramu, tj. sila Fj je maximalni silou, kterou miize téleso prenést.
Jakmile se trhlina zacne §ifit, sila F' klesa za rostouciho posunu u.

O

3.2.3 Rizeni testu silou nebo posunem

V prikladu 3.6 jsme sestrojili tzv. rovnovazny pracovni diagram, jehoz vSechny body odpovidaji staviim statické
rovnovahy. Zda téchto stavii mize byt pii skutecném testu dosazeno, zavisi na zpusobu zatézovani, konkrétné
na tom, kterd veli¢ina je pfimo Fizena (tj. pfedepsdna) a ktera je od ni odvozena.

Zakladnimi ptipady jsou rizeni silou, kdy predepisujeme silu F', zatimco posun u métime jako posun jejiho
plsobiste, a rizeni posunem, kdy naopak predepisujeme rozevieni konce dvojité konzoly u a silu F' méfime
jako piislusnou reakci. Rizeni silou si mfizeme piedstavit tfeba tak, ze horni ¢ast rozfiznutého konce zavésime
na pevnou podporu a na dolni ¢ast povésime zavazi, jehoz tihu postupné zvySujeme (obr. 3.11a). Ve vetknuti
na opac¢ném konci pfritom uvolnime svisly posun, aby se dvojita konzola mohla skute¢né deformovat symetricky
v souladu s piivodnim uspofddanim na obr. 3.10a. Rizeni posunem si pak mitizeme predstavit jako vrazeni tuhého
klinu, ktery pii daném zarazeni vynuti ur¢ity vzéjemny posun oddélenych ¢4sti na rozviraném konci (obr. 3.11b).
Sily F' jsou pak kontaktnimi silami mezi klinem a vzorkem.

Pr1i fizeni silou je predepsano postupné zvysSovani sily F' a v okamziku dosazeni jeji maximalni hodnoty Fjy
dochézi k ndhlému rozstipnuti vzorku, které probiha dynamickym zptsobem, v jeho prubéhu tedy nejsou splnény

vy

statické podminky rovnovahy. Rovnice (3.54) vyjadiuje energetickou bilanci pfi statickém Sifeni a sila F' na jeji

F (a) (b)

Obrézek 3.11: Stipaci test dvojité konzoly (a) fizeny silou, (b) ¥{zeny posunem.
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levé strané je silou, ktera je zapottebi ke statickému §ifeni trhliny. Jestlize je skutec¢né pisobici sila vétsi, kona
vétsi praci, nez je zapotfebi, a prebytecna prace se méni na kinetickou energii. Pii takovém provedeni testu tedy
neni mozné promérit sestupnou ¢ast rovnovazného pracovniho diagramu. Statického Siteni trhliny je vsak mozno
dosdhnout pfi Fizeni posunem, protoZe ten se (pro dany typ testu) monoténné zvétsuje nejen v pocatecéni fazi
s konstantni délkou trhliny, ale i v priibéhu sifeni trhliny. Jestlize tedy do vzorku zvolna vtlacujeme klin, trhlina
postupné roste v zavislosti na rozevieni u vyvolaném klinem, ale tento proces pii dostatecné pomalém vtlacovani
probiha staticky. Kontaktni sila F' mezi klinem a vzorkem ptitom postupné klesa.

Postup pouzity pfi sestrojeni rovnovazného pracovniho diagramu pro Stipaci test dvojité konzoly lze zobecnit.
Zékladem fteSeni je znalost konkrétniho vyjadieni potencidlni energie pruzné deformace W, jako funkce délky
trhliny a a posunu u pusobisté zatézujici sily F'. Pomoci parcidlnich derivaci této funkce pak zapiSeme vztahy

F(u,a) = % (3.73)
G(u,a) = *%W (3.74)

z nichz prvni popisuje zavislost sily na posunu a délce trhliny a druhy definuje uvoliiovanou energii pruzné
deformace, kterd se objevuje v podminkdch (3.65). Dalsi analyza je velmi podobnd postuptim pouzitym pii
rozboru chovani rtiznych pruznoplastickych modeld v kapitole 2. Jestlize pro okamzity stav plati G(u, a) < Gy,
trhlina se nemtze $ifit a mezi silou a posunem plati vztah (3.73) s neménnou délkou trhliny a. Jestlize je vSak
G(u,a) = Gy, trhlina se mtize §ifit, ale mtze také dojit k pruznému odtézovani beze zmény délky trhliny. Ktery
pripad nastane, to zavisi na predepsané zmeéné veli¢iny fizené v daném testu, tedy sily F' nebo posunu u.

Pro linearné pruzné téleso s trhlinou je potencialni energie pruzné deformace kvadratickou funkei posunu u
a predpis pro jeji vypocet ma jiz zminény tvar

’LL2

- 2C(a)

We(u,a) (3.75)

kde C(a) je poddajnost télesa pii daném typu zatézovani. Vztahy (3.73)—(3.74) lze tedy konkretizovat jako

 OWe(u,a)  w

F(u,a) = o0 = (3.76)
B 10We(u,a)  w?  dC(a)

Gu.a) = ¢t Oa - 2tC2%(a) da (3.77)

Diferenciaci téchto vztahti mizeme najit vyjadieni pro prirustky F a G v zavislosti na prirustcich v a a. Pro
zjednoduseni zapisu budeme vynechavat argument a u poddajnosti C' a jeji derivace podle a budeme znacit
¢arkami, tj. napt. C”" = d2C(a)/da?. Navic misto infinitezimalnich p¥irtistkt da, du apod. budeme psét rychlosti
a, u atd., coz jsou vlastné piirtstky jednotlivych veli¢in vydélené pfirtistkem ¢asu dt. Diferenciaci (3.76)—(3.77)
dostaneme

. 1. uC,
: uC’ . W2(CC" — 20"
G = it ——gm 0 (3.79)

Dalsi zpracovani téchto rovnic zavisi na zpisobu fizeni zkoumaného zatézovaciho programu.
Pii rizeni silou je predepsano F. Proto z prvni rovnice vyjadiime u v zavislosti na F' a @ a dosadime do
druhé. Dostaneme tak

!
i = CF+“g a (3.80)
. ’LLC/ . u20// )
9 = ottt (3.81)

Pfi pruzném odtézovani za konstantni délky trhliny je @ = 0 a feSeni je pfipustné, pokud se hodnota G nezvétsuje,
tj. pokud G = (uC’/tC)E je nekladné. Jelikoz velic¢iny w, ¢, C'i C’ jsou kladné,”, je tato podminka splnéna pro
F <0, tedy pfi snizovani zatézujici sily. To se samoziejmé dalo odekavast.

Pii ritstu trhliny ziistava G(u, a) rovno lomové energii Gy, takze jeho casova derivace G musi byt nulové. To
je obdoba podminky konzistence f = 0, pouzivané pii analyze plastickych modeli. S vyuzitim (3.81) vypocteme
z podminky G = 0 rychlost §ifeni trhliny jako

20C" .
B wC" E

"Veli¢ina ¢’ = dC/da je kladna, protoze s rostouci délkou trhliny se poddajnost t&lesa nutné zvysuje. Ze je kladna poddajnost
C, posun u a tloustka télesa ¢ je snad ziejmé.

(3.82)

a:
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Toto Fedeni je ale pFipustné pouze, pokud je @ > 0. Aby k tomu doslo v p¥ipadé F' > 0, tedy v pFipadé doplitkovém
k predchéazejicimu pripadu pruzného odtézovani, musi byt C” < 0.

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze tizeni silou je mozné jediné v pripadé, ze druhé derivace poddajnosti podle
délky trhliny je zaporna. Jediné tak je totiz zajiSténa jednoznacnost chovani testovaného télesa pfi zvysSeni i
pfi snizeni piisobici sily. Pokud by bylo C” > 0, méla by tloha pfi sniZeni sily dvé riznd feseni (odpovidajici
jednak pruznému odtézovéani s konstantni trhlinou, jednak rtistu trhliny) a pfi zvysSeni sily by feSeni neexistovalo.
Intuitivné je ziejmé, ze to odpovida situaci, kdy jiz bylo dosazeno vrcholu pracovniho diagramu a pfi statickém

vvvvv

Dosazenim (3.82) do (3.80) dostaneme

. - uC'20C" . 202\ .
a po inverzi
. Cl/ . .
kde o
K= e —a0m (3:85)

vvvvv

jejtho ptsobisté. Hodnoty C' i €7 jsou vzdy kladné. Pro C” < 0 je teénd tuhost Ky kladnd a odpovidajici
bod lezi ve vzestupné ¢asti pracovniho diagramu. Pro C” = 0 je i Ky = 0, coz odpovid4 vrcholu pracovniho
diagramu. Pro C” > 0, ale pfitom dostate¢né malé, je tuhost K; zdpornd a odpovidajici bod je na sestupné
¢asti pracovniho diagramu. Tim je nézorné vysvétleno, pro¢ v tomto pripadé nelze pouzit fizeni posunem. Jak
interpretovat skutecnost, ze pro C” > 2C"?/C je tuhost Ky opét kladn4, si vysvétlime pozdéji.

Vénujme se nyni analyze prirtustkového feSeni v pripadé Fizeni posunem. Rychlost @ v tomto pfipadé
povazujeme za danou veli¢inu. Pfi pruzném odtézovani za konstantni délky trhliny je @ = 0 a toto Feseni je
pripustné, pokud ¢ = (uC’/tC?)i uréené podle (3.79) je nekladné. Vzhledem k tomu, ze uC’/tC? je vidy
kladné veli¢ina, nastava pruzné odtézovani v pripadé u < 0, tj. pfi zmenseni vynuceného posunu. To je opét
velmi prirozeny a ocekdvatelny vysledek.

Pr1i rdstu trhliny je G=0as vyuzitim (3.79) vyjadiime rychlost §ifeni trhliny jako

20C

= u@e —con” (3.86)

a

Reseni je pfipustné, pokud @ > 0. Aby tento piipad nastal pravé tehdy, kdyz @ > 0, a byl tedy dopliikovy

k pfipadu pruzného odtézovani, musi byt zlomek nasobici @ v (3.86) kladny. Tato podminka je splnéna, pokud
2C"? — CC" > 0, tedy pokud

c" <20"?/C (3.87)

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze Fizeni posunem je mozné, pokud druha derivace poddajnosti podle délky
trhliny nepfekroci urcitou kladnou mezni hodnotu, zavislou na poddajnosti a jeji prvni derivaci. Tato podminka
je zcela jisté splnéna, pokud je C” zaporné, tj. ve vSech piipadech, kdy lze pouzit fizeni silou. V piedchozim
rozboru jsme ukazali, ze stavy, pro které C”" < 0, odpovidaji bodiim na vzestupné ¢asti pracovniho diagramu, kde
je teénd tuhost K urcend podle (3.85) kladna.® Rizeni posunem lze ale pouzit i pro kladné hodnoty C” spliujici
podminku (3.87). Pro C” mezi nulou a 2C"?/C je te¢na tuhost vypoctena podle (3.85) zaporna a odpovidajici
klesa, ale posun se zvétsuje. Rizeni posunem tedy lze pouzit, Fizeni silou vSak ne. Pokud je ovem C" vétsi nez
2C"?/C, zlomek nasobici 7 v (3.86) nabude zaporné hodnoty, coz znamena, Ze pii §ifeni trhliny by klesala nejen
sila, ale i posun. Odpovidajici teénd tuhost vypoétend podle (3.85) je pak kladnd, protoze udéva pomér dvou
zapornych prirastki (sily a posunu). V pracovnim diagramu se pak nachézime za bodem obratu, ve kterém mé
tento diagram svislou te¢nu, viz obr. 3.12a. Bod obratu odpovidé kritické situaci, kdy C"" = 2C"?/C, rychlost #
vypoctend z podminky G=0s vyuzitim (3.79) je nulova i pfi nenulové rychlosti Siteni trhliny a, a te¢né tuhost
K vypoctena podle (3.85) je nekonecna.

Miize se samoziejmé stat, ze hned na poc¢atku sifeni trhliny je C”" > 2C"2/C a bod obratu splyva s vrcholem
pracovniho diagramu a zaroven s bodem odpovidajicim pocatku sifeni. S takovou situaci se setkame v prikladu
3.8, viz obr. 3.14b. Pak ovSsem nepomtiZze ani fizeni posunem a promeéreni sestupné vétve je mozné pouze pomoci
rafinovanych experimentalnich postupi, které jsou zaloZeny napf. na fizeni rozevienim trhliny.

Pro fadu téles s trhlinou se bod obratu na pracovnim diagramu neobjevi a v celé sestupné vétvi se posun
monoténné zvétsuje (obr. 3.12b), takZe test lze provést za Fizeni posunem prakticky az do tplného rozlomeni
zkoumaného télesa. Pokud ale pracovni diagram ma bod obratu, dojde pfi fizeni posunem po dosazeni tohoto
bodu k nédhlému rozsiteni trhliny dynamickym zptisobem, stejné jako pfi fizeni silou po dosazeni vrcholu pra-
covniho diagramu.

8Vzorec (3.85) byl sice odvozen v pasazi vénované Fizeni silou, ale plati obecné, tedy i pti Fizeni posunem.
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. . pocatek sifeni trhliny =
F vrchol pracovniho diagramu F vrchol pracovniho diagramu
A 0<C"<20?/C
pocatek O C\:
$ifeni trhliny L o

O T,
S ’

D VQO@

7
bod obratu ©
U U

(a) (b)

Obrazek 3.12: Rovnovazny pracovni diagram (a) s bodem obratu, (b) bez bodu obratu.

3.2.4 Ekvivalence mezi lokalnim a globalnim pfistupem

Seznamili jsme se se dvéma alternativnimi pristupy k urceni podminek, za kterych lze ocekéavat siteni trhliny.
Prvni pristup, navrzeny Irwinem, zkoumd rozlozeni napéti v tésném okoli kofene trhliny a ma tedy lokalni
charakter. Odpovidajici kritérium je zaloZeno na kritické hodnoté faktoru intenzity napéti. Druhy (ale historicky
starsi) piistup, navrzeny Griffithem, sestavuje bilanci energie pro celé vySetfované téleso a ma tedy globélni
trhliny. Vzhledem k tomu, Ze obé kritéria jsou odvozena z velmi prirozenych predpokladd pomoci logickych tivah,
bylo by obtizné rozhodnout, které z nich 1épe popisuje fyzikalni realitu. Nastésti se ukazuje, Ze obé kritéria jsou
v zasadé ekvivalentni, takze vedou ke stejnym vysledktim a mizeme si po libosti vybrat, které z nich nam pripada
pro dany ucel pohodlnéjsi a snaze pouzitelné.

Porovnani lokalniho a globalniho pristupu provedeme pro naméahani v ¢istém mdédu I. Klicovou otazkou je
vztah mezi faktorem intenzity napéti Ky a veli¢inou G popisujici uvoliiovani energie pruzné deformace pfi sifeni
trhliny. Na prvni pohled neni zfejmé, jak by mohla souviset lokalni koncentrace napéti v té€sném okoli kofene
trhliny s energii pruzné deformace celého télesa. K odhaleni této souvislosti nam pomize duvtipny trik.

Pii vypoctu parcidlni derivace potencialni energie pruzné deformace W, podle délky trhliny a se k posunu u
pusobisté zatézujici sily chovame jako ke konstanté. Porovnavame tedy dva stavy, ve kterych je télesu vnucen
stejny posun u, ale v jednom stavu je v télese trhlina o délce a a ve druhém stavu trhlina delsi o Aa. Ukolem je
vypocitat rozdil mezi energiemi pruzné deformace v obou stavech. Pfedstavime si tedy vychozi stav A s trhlinou
o délce a, ve kterém ma potencialni energie pruzné deformace jistou hodnotu WA = W, (u, a). Samotné hodnota
WA nas momentalné nezajima, ale radi bychom uréili jeji zménu pi#i prechodu do stavu B se stejnou hodnotou
posunu u, ale trhlinou o délce a + Aa. Snazime se tedy vypoéitat rozdil AW, = WP — WA = W, (u,a + Aa) —
We(u, a). Pfechod ze stavu A do stavu B si myslené rozdélime na dva kroky.’

V prvnim kroku (obr. 3.13a) si pfedstavime, ze trhlina se prodlouzi o Aa, ale posuny, deformace ani napéti
se nezméni. Abychom zabezpecili rovnovahu v takto modifikovaném stavu A’, musime na nové vytvoreném
segmentu trhliny, tedy na obdélniku o rozmérech Aa x t, nechat piisobit pomocné povrchové!'® vnéjsi sily, jejichz
rozlozeni bude presné odpovidat napéti, které zde ptuisobilo ve stavu A. JelikoZ pro kazdy bod télesa je deformace
ve stavu A naprosto stejna jako ve stavu A’ je i potencidlni energie pruzné deformace v obou stavech stejna.

Druhym krokem je mySleny odtézovaci proces, ktery vede k prechodu ze stavu A’ do stavu B. Tento proces
spociva v postupném odstranovani umeéle pridanych pomocnych povrchovych sil z nového segmentu trhliny az do
jejich iplného vymizeni (obr. 3.13b). Béhem odtézovaciho procesu se trhlina postupné rozevira, takze pisobisté
zminénych povrchovych sil se posouva proti sméru jejich ptusobeni a tyto sily konaji jistou zapornou praci. V
télese dochazi k prerozdéleni napéti a deformace, ovSem pfi zachovani rovnovahy a pevné daného vynuceného
posunu u. Na konci odtézovaciho procesu mé trhlina délku a + Aa a nepusobi v ni zadné fiktivni pomocné sily,
téleso je tedy ve stavu B. Celkova prace vykonana pomocnymi silami v pribéhu odtézovaciho procesu je proto
rovna hledané zméné potencialni energie pruzné deformace AW,.

Ted uz staci slovné popsany postup zapsat matematicky a vyhodnotit praci pomocnych sil. Zavedeme soustavu
soutadnic (z,y) tak, ze trhlina lez{ na ¢asti osy x a jeji kofen je ve stavu A v bodé o soufadnicich (a, 0), zatimco
ve stavech A’ a B je posunut do bodu (a + Aa,0), viz obr. 3.13. Novy segment trhliny je tedy obdélnik o délce
Aa a Sifce t, kterd odpovida tloustce télesa. Pracujeme ale za pfedpokladu rovinné napjatosti a ve sméru osy z
kolmé na rovinu analyzy jsou vSechny veli¢iny konstantni. Proto mizeme intenzitu pomocnych povrchovych sil
popsat funkci f soufadnice x ménici se od a do a+ Aa (obr. 3.13a), a podobné findlni posun ptisobisté téchto sil
popsat funkci 0 soufadnice = (obr. 3.13b). V mdédu I pomocné povrchové sily nahrazuji napéti o, které v trhliné

90ba ,kroky* piechodu ze stavu A do stavu B pii skuteéném &ifeni trhliny probihaji naraz, ale jejich myslené oddéleni nam
usnadni provedeni energetické bilance, protoze v prvnim kroku energii pouze utracime na sifeni trhliny a ve druhém ji pouze cerpame
z uvolnéné energie pruzné deformace.

10Mluvime o povrchovych silach, protoze trhlinu miizeme povazovat za specialni ¢ast povrchu télesa.
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f(x)
- o(z)
f(@)
a Aa a+ Aa
stav A’ stav B

(a) (b)

Obrazek 3.13: Pfechod mezi dvéma stavy rovnovahy A a B pii prodlouzeni trhliny: (a) pomocny stav A’ po
prvnim kroku (prodlouZeni trhliny a zavedeni fiktivnich povrchovych sil zabranujicich jejim rozevieni), (b) stav
B po druhém kroku (odstranéni fiktivnich sil doprovizené rozevienim trhliny).

o délce a plivodné ptisobilo. Slozky napéti 7, a 7,. jsou na ose = nulové. Pomocné sily jsou proto kolmé na novy
segment trhliny, pficemz na jeho hornim okraji ptisobi smérem doli a na jeho spodnim okraji ptisobi nahoru,
aby tak zabranovaly rozevieni trhliny. Jejich intenzitu

~ Ki

fla) = m (3.88)

uréime ze vzorce (3.25), kam za r dosazujeme x —a, za 6 dosazujeme 0 a faktor intenzity napéti Kr klademe roven
nule. Déle zjistime, jak budou vypadat celkové posuny ptlisobist pomocnych sil. Po iplném odstranéni téchto
sil budou body s ptvodni polohou na ose x premistény ve sméru osy y o vzdalenosti odpovidajici posunim v
v blizkosti kofene trhliny o délce a + Aa. Tyto posuny tedy uréime ze vzorce (3.33). Pro body na hornim okraji
rozvirajiciho se segmentu dosazujeme 6 = 180° a vzdalenost od kofene je nyni r = a + Aa — z. Navic uvazime,
7e pro rovinnou napjatost je K +1 =4/(1+v), takze (k+1)/G = 8/E. Posuny na hornim okraji se tedy vyjadii
jako
Kr a4+ Aa—=x 4Ky Ja+ Aa —x
0(z) = o\ T @n 1) — (1) = T

Posuny na spodnim okraji trhliny maji stejnou velikost, ale opa¢né znaménko. P¥i vypoc¢tu vykonané prace
je tfeba vzit v uvahu, zZe sily se pri odtézovani postupné méni od vychozi hodnoty f(ac) do nulové, zatimco
posuny nartistaji od nulové hodnoty do o(x). Prace by se vypodcitala integraci pres cely odtézovaci proces, ale
v pripadé linearni zavislosti mezi silami a posuny je vysledek roven soucinu celkového posunu a priumeérné sily, tj.
poloviné soucinu finalnitho posunu a vychozi sily. Navic jsou sily vztazeny na jednotku plochy trhliny a po délce
trhliny se méni jako funkce x, zatimco po tloustce télesa jsou konstantni. Je také tieba vzit v uvahu, ze 0(x)
odpovida posunu bodi na hornim okraji trhliny, ale pomocné sily ptisobi i na spodni okraj, ktery se posouva
o stejnou vzdélenost, ale opacnym smérem. Na obou okrajich je smér ptisobicich sil opa¢ny nez smér posunti,
takze vykonand préace je zaporna. S uvazenim vsSech téchto skutec¢nosti se vyslednd zména potencialni energie
pruzné deformace pri prechodu ze stavu A do stavu B vypocita jako

(3.89)

1 fotda atla K 4K7 |a+ Aa —2x
AW, = —2-—t/ 2)0(x)dx = —t _— ¢\ ————dx =
2 K? atha [0+ Aa—x
= - —d 3.90
TE Tr—a . ( )

Posledni integral lze substituci = a + Aa sin® o prevést na
a+Aa w/2 2
a4+ Aa—=z a+ Aa —a— Aa sin” o .
/ Uidz:/ — Aa2sinacosada =
a Tr—a 0 a+ Aa sin“a—a
/2 1 —sin®« ™/2 cosa
:2Aa/ fsinacosada:2Aa/ - sinacosada =
0 sin” o o sina
/2

A
= 2Aa cos? ada = 2Aa> = 122 (3.91)
) 1 2
Po dosazeni zpét do (3.90) dostaneme
20KE A KZA
Aw, = 2himde  tHhida (3.92)

£ 2 = E
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a odtud uz miZzeme vyjadrit!!t
 10We(u,a) 1AW, K}
=Y " 1A B (3.93)

Po pomérné slozitych vypoctech jsme nakonec ziskali velmi elegantni a jednoduchy vztah mezi faktorem intenzity
napéti K1 a uvolniovanou energii pruzné deformace na jednotku plochy trhliny G, ve kterém se jako dalsi veli¢ina
objevuje uz jen modul pruznosti materialu E. Nepfitomnost jakychkoli konstant typu 7 je ddna tim, Ze jsme pii
zavedeni faktoru intenzity napéti definovali K7 jako konstantu tmérnosti mezi o, a 1/ V271 a ne jako konstantu
ameérnosti mezi o, a 1/4/r, coz by se ptivodné mohlo zdat pfirozenéjsi.

Vztah (3.93) ukazuje, ze prii popisu Sifeni trhliny v médu I je Irwinovo lokalni kritérium zalozené na kri-
tické hodnoté K. faktoru Ki ekvivalentni s Griffithovym globalnim kritériem zalozenym na kritické hodnoté Gt
uvolnované energie G, pokud se pfislusné kritické hodnoty zvoli tak, aby mezi nimi platil obdobny vztah, tedy

K2
G ="t (3.94)
nebo jinak zapsano
K. =+ EGs (3.95)

Odpor materidlu proti Sifeni trhlin tedy staci charakterizovat bud pomoci lomové energie G¢, nebo pomoci
lomové houzevnatosti K., a druhou veli¢inu pak lze dopocitat podle (3.95) nebo (3.94). K témto vztahim jsme
dospéli za predpokladu rovinné napjatosti. Pro rovinnou deformaci je tfeba pouze drobné upravit elastickou
konstantu, protoze v tomto pfipadé je 1 + x = 4(1 — v) a modul pruznosti E v (3.89) se nahradi modifikovanou

hodnotou
Jo (3.96)
1—12 ’
ktera se od E pro v ~ 0,2 lisi jen o 4 procenta.
V literatufe se ¢asto uvadi zobecnéna forma vzorce (3.93), zahrnujici i pfispévky mdéda II a III. Odvozeni
je velmi podobné jako pro mdéd I, jen se pfida prace povrchovych sil nahrazujicich smykovéa napéti 7., a 7,. na
posunech u a w v roviné trhliny. Je ovSem tieba si uvédomit, ze vysledny vzorec

733We(u,a) _ K12+K121 + K12H
t da  F 2G

sice popisuje uvoliiovani energie pruzné deformace pii smiseném moédu namahani, ale stale za predpokladu, ze
se trhlina Sif{ v pokracovéani svého ptivodniho sméru. To ovSem obecné neni pravda, takze (3.97) poskytuje

vvvvv

g =

(3.97)

skute¢ného sméru sifeni pii smiSeném médu namahani se budeme podrobnéji zabyvat v ¢lanku 3.2.6.

3.2.5 Vztah mezi poddajnosti a faktorem intenzity napéti

Vratme se jesté k namahani v ¢istém mddu I. Vztah (3.93) mezi uvoliiovanou energii pruzné deformace G a
faktorem intenzity napéti K7 se hodi nejen k prevodiim mezi lomovou energii G¢ a lomovou houzevnatosti K,
ale s jeho pomoci lze také nalézt souvislost mezi funkcemi C'(a) a Ki(a) popisujicimi poddajnost télesa a faktor
intenzity napéti v zavislosti na délce trhliny. Vime totiz, ze uvoliiovana energie G souvisi s poddajnosti C' podle
vzorce (3.77). Uvazime-li, ze podil u/C odpovidé podle (3.76) piisobici sile F, mtzeme (3.77) pfepsat jako

UZC/ F2C/
2tC2 ~ 2t

G= (3.98)
Po dosazeni do (3.93) dostaneme vztah mezi faktorem intenzity napéti K a derivaci poddajnosti podle délky
trhliny €’ = dC(a)/da. Takovy vztah lze vyuzit dvéma zpisoby. Pokud je odvozena nebo zméfena funkce C(a)
popisujici zavislost poddajnosti télesa na délce trhliny, lze snadno urcit odpovidajici funkci pro faktor intenzity
napéti

EC'(a)

2t

Naopak pokud je napt. z tabulek znam vzorec aproximujici faktor intenzity napéti pro rtuzné délky trhliny,
miizeme z néj odvodit funkci popisujici zavislost poddajnosti na délce trhliny, kterou pak vyuzijeme pii sestrojeni
pracovniho diagramu. Zde je ovSem postup ponékud komplikovanéjsi, protoze ze vztaht (3.93) a (3.98) plyne
vyjadfeni nikoli pfimo pro poddajnost C, ale pro jeji derivaci

Ki(a)=F (3.99)

dC(a) 2t 2t K#(a)
P Ay s>

M Parcialni derivace We podle a je definovana jako limita podilu AWe/Aa pro Aa bliZici se nule. V nasem vypoctu se zd4, ze tento
podil je konstantni, takze limitni pfechod neni zapotiebi. Ve skutecnosti by pri diisledném rozboru bylo tfeba vzit v Gvahu, ze faktor
K7 je v (3.88) vyhodnocen pro délku trhliny a a v (3.89) pro a + Aa, takie misto K7 bychom v (3.92) méli psat Ki(a)Ki(a+ Aa) a
teprve po limitnim pfechodu dostaneme K7(a)?. Navic by se pro koneéné Aa skuteéné rozlozeni napéti a skuteéné rozevieni trhliny
lisilo od asymptotickych poli, ale v limité tento rozdil zmizi.

(3.100)
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Abychom uré¢ili samotnou funkci C'(a), musime rovnici (3.100) integrovat. Integraci provedeme v mezich od
nulové délky trhliny, které odpovida jistd poddajnost C'(0) télesa bez trhliny, do obecné délky trhliny a, pro
kterou chceme poddajnost urcit. Integracni proménnou pritom oznac¢ime a, aby se nespletla s horni mezi a.

Vysledny vzorec ma tvar

2t [ K#(a)

C(a) = C(0) + = ;
(@) =C(0) + % . T

da (3.101)

Pfitom jsme schvalné ponechali jmenovatel F'? uvniti integralu, protoze faktor intenzity napéti K7 je (pii zatizeni
osamélou silou) vzdy tmérny piisobici sile F, takze ve zlomku K7/F? se sila vykrati. Konkrétni vyuziti prave
provedenych tuvah je predvedeno v nasledujicich dvou prikladech.

Priklad 3.7: Faktor intenzity napéti pro dvojitou konzolu
Pro dvojitou konzolu jsme na zdkladé teorie pruttt odvodili analyticky vyraz (3.50) pro poddajnost v zavislosti
na délce trhliny, jehoz derivaci je funkce

C'(a) =

dC(a) d (64a3> ~ 192a? (3.102)

da  da \Eth3) ~ Eth?

Diky vztahu (3.99) odtud snadno ziskdme vzorec pro faktor intenzity napéti

EC'(a) \/ E192a2 4V6Fa
Kila) — F _r _ 3.103
1(@) \/ 2 NELh? | th3)? (3.103)

Je pozoruhodné, ze v daném piipadé je faktor intenzity napéti pfimo timérny délce trhliny, zatimco v jinych
analytickych vzorcich typu (3.9) nebo (3.10) se objevovala odmocnina této délky. Divodem je skuteénost, ze
pro dvojitou konzolu hraje délka trhliny zaroven roli ramene, na kterém sila F' vyvozuje moment. Pro napéti
konstantni, takze sila F' kles4 nepifimo timérné rostouci délce trhliny a. Zaroven je poddajnost pruzné konzoly
amérné treti mocniné jejiho vylozeni, tedy v nasem ptipadé délky trhliny, a proto se posun ptisobiste sily jakozto
soucin sily a poddajnosti zvétsuje imérné druhé mocniné délky trhliny. Konecnym dtisledkem je tedy neptimé
umérnost mezi silou a odmocninou posunu. Diky témto Gvahdm ted lépe chépeme tvar vzorci (3.69)—(3.72),
odvozenych v piikladu 3.6.

O

Priklad 3.8: Pracovni diagram pro tfibodovy ohyb nosniku s vrubem
V tomto ptikladu ukazeme, ze ze vzorce pro zavislost faktoru intenzity napéti na délce trhliny mizeme odvodit
nejen hodnotu sily, pro kterou se za¢ne trhlina $ifit, ale také cely pracovni diagram (samoziejmé pokud cely pie-
tvarny proces probihé podle predpokladi linedrni lomové mechaniky). Budeme zkoumat prosty nosnik o rozpéti
L a obdélnikovém priifezu o $ifce ¢t a vySce h, s po¢ateéni trhlinou (vrubem) umisténou uprostied rozpéti pii
spodnim okraji az do vysky ag, viz obr. 3.14a. Nosnik je uprostfed rozpéti na hornim okraji zatizen osamélou
silou F. Zname také vlastnosti materialu, konkrétné modul pruznosti £ a lomovou energii G¢. Nasim tkolem je
sestrojit pracovni diagram popisujici zavislost mezi silou F' a posunem jejiho pisobisté u az do tplného poruseni
nosniku.

Na zakladé znamé zéavislosti faktoru intenzity napéti Ki na délce trhliny a, popsané vzorci (3.17)—(3.18)
v tab. 3.1 nyni mizeme odvodit funkci popisujici poddajnost vzorku, tedy pomér mezi prithybem a silou, opét
v zavislosti na délce trhliny. Sta¢i dosadit do vzorce (3.101). Kromé funkce Ki(a) potfebujeme jesté hodnotu
poddajnosti pro nulovou délku trhliny, tedy veli¢inu C(0). V daném piipadé jde o poddajnost prostého nosniku

100 oy = 50-mm
F 90 A
t= 0, 2m 1
80 /
E“ / iu 70 ap =100 mm
— //
- = 60 /
= = 50 //
Il k40 // A4 =200 mm
< S o = 300 mm
" II* a0 20 /// o
1014/ N dg = 400 m
L=2m 00 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
—< > u [mm]

(a) (b)

Obréazek 3.14: Ttibodovy ohyb nosniku s vrubem: (a) geometrie a zatizeni, (b) pracovni diagram.
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bez vrubu, kterou urcime elementarnimi postupy teorie pruznych prutd. Osaméla sila F' pisobici uprostied
prostého nosniku o rozpéti L vyvola prithyb w = FL3/48FE1, kde I = th3/12 je moment setrvacnosti priifezu.
Poddajnost nosniku bez vrubu je tedy
L3 L3
C(0) = =—
48FE1  4FEth?
Podle (3.101) se poddajnost odpovidajici délce trhliny (nebo vrubu) a spocte jako

2t [ K2(a) L* 2t [ 9L? a L3 912 [k
C(a) = C(0) + = LY da = = k(i) da= —— —/ k(o) dov (3.105
(@ =CO+% | —m = mmtE ), we (h) O TEE T apge ), F(@)de (3:105)

(3.104)

Analyticky vypocet integralu funkce k2 by byl pochopitelné velmi pracny, ale integraci mtizeme provést s libo-
volnou presnosti numericky. Oznacime tedy

cla) = / k*(a) da (3.106)
0
a vzorec pro poddajnost prepiseme jako

L3 9L? (a)

= 1Emd T aEme “\n

C(a) (3.107)
Graf funkce k, ktery se jiz objevil na obr. 3.4, je pfipomenut na obr. 3.15a a odpovidajici graf funkce ¢ je
vynesen na obr. 3.15b. Pro a/h blizici se jedné roste ¢ nade vSechny meze, coz odpovida skutecnosti, ze pro

trhliny prochéazejici pres témér cely prifez se poddajnost neomezené zvétsuje.

10 10
/ |
8 8
|
6 / 6 /
=2 Q
4 4
/ /
2 = 2
— L —
00 02 04 06 08 1 0002 04 06 08 1
(% (%

Obrazek 3.15: (a) Graf funkce k dané vzorcem (3.18), (b) graf funkce ¢ dané vzorcem (3.106).

Jakmile mame urcenu funkci popisujici poddajnost v zavislosti na délce trhliny, lze pracovni diagram sestrojit
podobnym postupem, jaky jsme uz pouzili pro dvojitou konzolu v piikladu 3.6 (kde byla tato funkce déna velmi
jednoduchym analytickym vyrazem). Zakladem jsou vztahy (3.76) a (3.77). Dokud se trhlina o pocétecni délce
ap nesiti, je poddajnost C(ag) konstantni a vztah mezi silou a prihybem je podle (3.76) linearni. To plati,
dokud je hodnota G(u, ag) vypoctend podle (3.77) mensi nez lomova energie. V pritbéhu $ifeni trhliny musi byt
G(u,a) = Gt a s vyuzitim (3.77) dostdvame rovnici, ze které je mozno vyjadrit prithyb v zdvislosti na okamzité

délce trhliny jako
B 2tGy
u(a) = 4/ ) C(a) (3.108)

Odpovidajici sila F' se pak podle (3.76) vypocte jako

F(a) = g((‘;)) =/ é’f(Gaf) (3.109)

Tyto dvé rovnice poskytuji parametricky popis pracovniho diagramu. Vzhledem ke sloZitosti funkci C' a € vSak
v tomto p¥ipadé nelze (na rozdil od pfikladu 3.6) délku trhliny a vyloucit a zapsat pfimy vztah mezi silou F' a
posunem u. Nicméné i na zakladé parametrického popisu prislusnou kiivku snadno sestrojime. Po dosazeni a = ag
do (3.108)—(3.109) ziskdme prithyb wug a silu Fy v okamziku, kdy se trhlina zac¢ne $i¥it z poc¢ateéniho vrubu o délce
ap. Jak jiz bylo feceno, az do tohoto okamziku je pracovni diagram linearni. Dale mtizeme pro vhodné zvolenou
sérii hodnot délky trhliny a ménicich se od ag do h vypoéitat podle (3.108) a (3.109) odpovidajici hodnoty
priahybu u a sily F' a vynést je jako body do grafu. Spojenim téchto bodu plynulou kfivkou pak dostaneme
nelinearni ¢ast pracovniho diagramu.
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Pro konkrétni hodnoty F = 30 GPa a G = 200 N/m je vysledek na obr. 3.14b. Jak je vidét, maximdlni sily
je i zde dosazeno na pocatku Sifeni trhliny. To je v souladu se skute¢nosti, ze druhé derivace poddajnosti C”(ag)
vyhodnocend pro pocatecni délku trhliny je v nasem pripadé kladné. Jak je vidét z obr. 3.4b, je cela kfivka
konvexni a druha derivace funkce ¢ podle «a je tudiz kladnd pro vSechny hodnoty bezrozmérné délky trhliny
a mezi 0 a 1. Ze vztahu (3.107) vyplyva, ze druhd derivace C'(a) podle a je jistym kladnym ndsobkem druhé
derivace ¢ podle a, takze je i C”(a) > 0 pro vSechna a mezi 0 a h. Proto bude v pfipadé t¥ibodového ohybu
s vrubem sila prendsena vzorkem od pocatku sifeni trhliny vzdy klesat, bez ohledu na rozméry vzorku, pocatec¢ni
délku vrubu nebo materialové konstanty. Tento zavér samoziejmé plati za predpokladi, ze kterych byl odvozen,
tj. pii chovani odpovidajicim lineadrni lomové mechanice.

Poznamenejme jesté, ze pro dané rozmeéry nosniku a vlastnosti materialu je vrchol pracovniho diagramu
na obr. 3.14b zaroven bodem obratu, takze pfi fizeni posunem by po ptekroceni hodnoty v = 0,29 mm délka
trhliny vzrostla skokem a zaroveii by poklesla odpovidajici sila F' (méfend jako reakce). Sifeni trhliny by v této
fazi probihalo dynamicky a uvolnilo by se urc¢ité mnozstvi energie, coz by mohlo vést i ke ztraté kontroly nad

vy

celym testem. Pozvolného statického sifeni trhliny by bylo mozno dosahnout pii fizeni testu rozevienim trhliny,
geometrické parametry, nejlépe prodlouzit poc¢atecni vrub, abychom upravili pracovni diagram a odstranili z néj
bod obratu. Z obr. 3.14b je patrné, Ze na sestupné vétvi by se posun monoténné zvysoval napt. pii délce vrubu
ag = 200 mm.

O

3.2.6 Sifeni ve smiSeném médu

Pfi popisu Sifeni trhliny ve smiSeném mddu je tieba se zabyvat nejen otazkou, za jakych podminek zacne trhlina
rust, ale také, v jakém sméru bude jeji sifeni probihat. Smér Sifeni ostatné neni zcela jisty ani pro ¢isty mod 1.
Na prvni pohled se sice zda, ze vzhledem k symetrii celé tlohy se trhlina nutné musi $irit v pokracovani svého
puvodniho sméru, tedy pii nasem standardnim oznaceni ve sméru osy x. Nicméné v kapitole 2 jsme se setkali
s tim, Zze pro materiadl popsany Trescovou podminkou plasticity dochéazi za jednoosého tahu k pokluzu podél
rovin uklonénych vici roviné symetrie o 45°, zatimco pro material popsany Rankinovou podminkou ocekavame
pri stejném namahani tahové poruseni podél roviny symetrie kolmé na smér namahani. Proto si 1ze predstavit i
to, ze pro nékteré typy materidlu s dominantnim mechanismem pokluzu by se trhlina namahana v médu I sifila
napft. ve dvou symetricky polozenych Sikmych smérech. K tomu sice ve vysoce duktilnich (taznych) materidlech
teoreticky miize dojit, ale pfi aplikaci linearni lomové mechaniky na kiehké a kvazikifehké materily lze ocekavat,
ze dominantnim mechanismem poruseni bude pfi namahéani trhliny v moédu I roztrzeni a trhlina se bude S$irit
v pokracovani svého ptivodniho sméru.

Otazkou zistava, v jakém sméru se trhlina sifi pfi nenulové hodnoté faktoru K. Prestoze se jedné o jednu
z klicovych otdzek lomové mechaniky, v sou¢asné dobé na ni neni zcela jednozna¢né a obecné prijimané odpoveéd.
V literatuie byla navrzena fada kritérii, z nichz néktera maji velmi solidni teoreticky zéklad a jina ptsobi spise
jako empirické odhady. Cilem tohoto textu neni podat jejich kompletni piehled a porovnani. Proto se seznamime
jen s kritériem, které se v posledni dobé zda byt nejpouzivanéjsi a srovnavaci vypocty ukazuji, ze v fadé pripad
vede k velmi dobré shodé s experimentalnimi vysledky. Jde o kritérium zalozené na maximalni hodnoté tzv.
obvodového napéti (anglicky ,circumferential stress“ nebo ,hoop stress“), coz je norméalové napéti na plosce
pochézejici danym bodem ve sméru jeho spojnice s kofenem trhliny. Graficky je tato slozka napéti zndzornéna
na obr. 3.16a, a protoze pusobi ve sméru, ve kterém narustd souradnice 6, znacime ji oy. Samoziejmé neni
mozné hledat viibec nejvétsi hodnotu tohoto napéti v okoli kotfene trhliny, protoze s klesajici vzdalenosti od
kofene oy stejné jako ostatni slozky napéti roste nade vSechny meze. Pri urc¢ovani sméru Sifeni proto hledame
bod s maximalni hodnotou oy mezi vSemi body, lezicimi ve stejné vzdalenosti od korene trhliny. Pracujeme tedy
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Obrézek 3.16: (a) Nazorny vyznam obvodového napéti og, (b) infinitezimélni trojuhelnik pouzity pfi odvozeni
vzorce pro transformaci napéti.
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s body na kruznici o daném poloméru r se stfedem v kofeni trhliny. Pfitom konkrétni volba r neni dtlezita,
protoze asymptotické pole oy lze zapsat jako souéin jisté funkce tthlu 6 a funkce 1/ V27r, jak bude ukdzano ve
vzorci (3.112). Pro jakékoli pevné zvolené r tedy og(r,6) nabyvad maximélni hodnoty pro stejné 6 = 0., které
pak urcuje predpokladany smér sifeni trhliny.

Abychom mohli kritérium mazimalniho obvodového napéti zapsat pomoci faktord intenzity napéti Ky a K,
musime nejprve vyjadiit obvodové napéti oy v zévislosti na poldrnich soufadnicich (r,6) podobné, jako byly
obvyklé slozky napéti o, o, a 7,y vyjadieny v rovnicich (3.24)—(3.26). Pfi transformaci slozek napéti lze pouzit
vzorce, které by mél ¢tenar znat z predmétu ,,Pruznost a pevnost®, ale pro osvézeni jeho paméti zde predvedeme
celé odvozeni. Zakladem jsou podminky rovnovahy nekonec¢né malého pravotuhlého trojihelniku podle obr. 3.16b,
jehoz odvésny o délkdch dx = drcosf a dy = drsinf jsou rovnobézné s osami = a y a prepona o délce dr
ma smér spojnice zkoumaného bodu s kotfenem trhliny. Na pfeponu piisobi norméalové napéti oy a smykové
napéti 7y, které zde uvadime pouze pro uplnost, protoze nasim cilem je vypocitat oy. Na odvésny pak ptisobi
obvyklé slozky napéti o, oy a 7py = Ty.. Hledané napéti op miizeme urcit z podminky rovnovéhy trojiahelnika ve
sméru kolmém na preponu. Presnéji feceno, jde o podminku rovnovahy trojbokého hranolu, ktery ma ve smeéru z
kolmém na rovinu analyzy rozmér ¢ a zminény trojuhelnik je jeho pramétem do roviny xy. Je tfeba si uvédomit,
ze v podmince rovnovahy scitdme nikoli samotna napéti, ale elementarni sily, které jsou vyslednicemi napéti na
jednotlivych sténach hranolu a jejich velikost je souc¢inem napéti a plochy, na kterou ptisobi. Po promitnuti vSech
elementarnich sil do sméru kolmého na preponu ziskame podminku

optdr + Tyzt drsin@ — oyt dwcos O + 1yt dycos — ot dysinf =0 (3.110)

ze které po dosazeni dz = drcosf), dy = drsinf a 7y, = 7,y a vykraceni souc¢inem tdr plyne transformacni
vztah
09 = 0y cos? 0 + o, sin? 6 — 27y sinf cos (3.111)

Sem pak dosadime slozky napéti vyjddiené podle (3.24)—(3.26). Vysledny vyraz se d& upravit do tvaru

Ky(0)
0) = 3.112
0'9(7" ) \/% ( )
kde
30 0 . 0
Ky(0) = Kicos 5—3K11cos §Sln§ (3.113)

Pro médy I a II je pribéh obvodového napéti v zavislosti na polarnim thlu 6 vynesen na obr. 3.17a. V
modu I je maxima dosazeno pro 6. = 0, coz podle kritéria maxima obvodového napéti znamené, Ze trhlina by
se skutecné $itila v prodlouzeni svého ptvodniho sméru. Pro méd II s K1 = 0 a K17 > 0 je maxima dosazeno
pro 6. ~ —70° a trhlina by se od ptivodniho sméru odchylila o tento thel. Zaporné znaménko souvisi s tim,
ze kladna hodnota faktoru Ky; odpovidd kladnému smykovému napéti na ose x a z nazoru je jasné, ze trhlina
pak bude mit tendenci $ifit se Sikmo ,doprava“, tj. do oblasti se zdpornymi hodnotami soufadnice y, kterym
odpovidaji zaporné polarni thly 6. Na obr. 3.17b je vynesen pribéh obvodového napéti pro smiseny mod s
pomeérem Ki: K1 = 2: 1. V tomto pripadeé se trhlina od pivodniho sméru odchyli asi o 40°. Obecné se thel 6.,
pod kterym se trhlina $ifi, najde jako argument maximalizujici hodnotu funkce Kjy. Derivace této funkce je

dKy(6 0 0 0 0
Ky(0) = dGH( ) _ ngI cos? 3 sin 5t gKH cos 5 (2 — 3cos? 5) (3.114)
1,5 3
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Obrézek 3.17: Pribéh obvodového napéti oy v zavislosti na poldrnim uhlu 6 pro (a) ¢isté médy I nebo II,
(b) smieny méd s pomérem Ky : Ky =2: 1.



3.2. KRITERIA PRO SIRENI TRHLINY 135

a z podminek K} (6.) = 0 a K/ (6.) < 0 (postacujicich podminek pro maximum funkce Ky v bodé 6.) dostaneme
po jistych upravach feseni
K2
+ — ) (3.115)

16K2

0. = 2 arctan <4[I§IH —sgn (K1) %
Lze ukéazat, ze pro kriticky smér ., uréeny pro dany pomér K7 : K dosazenim do (3.115), je napéti og(r, 0.) nejen
maximalnim obvodovym napétim na kruznici o poloméru r, ale zaroven je v odpovidajicim bodé o souradnicich
(r,0.) nejvétsim hlavnim napétim.'?

Jestlize se smér sifeni trhliny urcuje jako smér, ve kterém je na kruznici o pevné zvoleném malém poloméru
r dosazeno maximalniho obvodového napéti, zda se rozumné zalozit na hodnoté tohoto napéti také kritérium
stanovujici, zda se trhlina bude skute¢né sifit. Zavislost obvodového napéti oy na vzdalenosti r» od korene trhliny
mé opét singularitu typu 7~ 1/2, stejné jako viechny ostatni slozky napéti, a intenzitu této singularity v kritickém
sméru 6, urc¢uje pravé hodnota funkce Ky(6.), ktera proto hraje velmi podobnou roli jako faktor intenzity napéti.
Pro ¢isty mdéd I je skuteéné 6, = 0 a Ky(6.) = Kp(0) = K1. Tim je motivovano obecné kritérium pro $ifeni
trhliny ve smiSeném mdédu popsané podminkou

Ko(0) = K. (3.116)

Tuto podminku je pfitom tieba chépat tak, ze tihel 6, je funkei faktorit K71 a K13 danou predpisem (3.115) a také
funkéni predpis pro vyhodnoceni funkce Ky podle (3.113) zavisi na téchto faktorech, takze po dosazeni vznikne
na levé strané (3.116) vyraz zavisly na K a Kj. Explicitni tvar tohoto vyrazu je vSak dosti slozity, takze se
spokojime s jeho pravé uvedenou neptrimou definici.

Priklad 3.9: Pouziti kritéria maximalniho obvodového napéti
Pro nosnik s excentricky umisténym vrubem (obr. 3.18) bylo linedrné pruznym vypoctem zjisténo, ze faktory
intenzity napéti zaviseji na zatézujici sile F' podle vztahit K1 = 7 m~3/2 x F, K;1 = —3 m~%/2 x F. Youngtv

modul pruznosti materidlu je E = 30 GPa a lomova energie Gy = 100 N/m. Nasim tkolem je ur¢it, pfi jaké
hodnoté zatizeni F' se z vrubu zacne §ifit trhlina a v jakém sméru.

2
h

Obrazek 3.18: Nosnik s excentricky umisténym vrubem.

Smér $ifeni trhliny pfimo vyplyva ze vztahu (3.115):

F 1 49F? 1
90 = 2arctan (ﬁ — sgn(f3F) 5 =+ #) = Zarctan <§> = 36,870 (3117)
Odpovidajici faktor intenzity napéti
Ko(0e) = (Tm™>/2). F-0,949° — 3. (=3 m~%/2). F.0,949% . 0,316 = (8,54 m~%/2) . F (3.118)

ziskdme z rovnice (3.113). Konecéné velikost sily v okamziku Sifeni trhliny F,. ur¢ime z pozadavku rovnosti faktoru
Ky a lomové houzevnatosti K. = /EGt podle (3.116). To vede ke kritické sile

VEG: /30109100 Nm~%/2

F, = =
8,54 m—3/2 8,54 m—3/2

= 203 kN (3.119)

O

Podle kritéria maximalniho obvodového napéti je pro ¢isty méd IT kriticky tihel 6, = —2 arctan(y/2/2) ~ —70°
a odpovidajici hodnota funkce Ky(0.) = (2/v3)K1 ~ 1,155K71. Z podminky (3.116) tedy plyne, Ze v ¢istém
médu II by se trhlina méla zaéit §iFit pii dosazeni faktoru intenzity napéti Ky = (v3/2)K. ~ 0,866K.. Podle
uvedeného kritéria je proto lomova houzevnatost pro smykovy méd o néco mensi nez pro tahovy mdéd. Na obr.

12Proto se kritériu maxima obvodového napéti nékdy ¥ika kritérium maximalniho hlavniho napéti, anglicky ,,maximum principal
stress criterion“. To je ale ponékud matouci, protoze kdybychom ve vSech bodech ve stejné vzdalenosti r od korene urcili hodnoty
hlavnich napéti a pak nasli jejich maximum, dospéli bychom k jinému vysledku. Nejde tedy v pravém slova smyslu o maximéalni
hlavni napéti, ale o maximalni obvodové napéti, které je v bodé, kde je maxima dosazeno, zaroven hlavnim napétim.
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Obrézek 3.19: (a) Kritické kombinace faktorti intenzity napéti K a Ky podle kritéria (3.116) a jejich aproximace
ve tvaru (3.120), (b) rozlozeni maximalniho hlavniho napéti v blizkosti kofene trhliny v zavislosti na poldrnim
thlu 0 pii namahani v ¢istém mddu L.

3.19a jsou v roviné faktort intenzity napéti (Kp, K1) znézornény kritické kombinace téchto faktort vedouci podle
kritéria maximalniho obvodového napéti k Sifeni trhliny. Zaroven je naznacena ¢arkované aproximace ,,presné®,
ale slozité podminky (3.116) jednoduchou analytickou podminkou

K1 4K}
nuind § QUEN | 3.120
K. + 3 K2 ( )

Chyba této aproximace je skute¢né nepatrna. Za zminku jesté stoji, ze znaménko faktoru K nemé vliv na to, zda
k sifeni trhliny dojde, rozhodujici je jen jeho absolutni hodnota. Znaménko Ky odpovida znaménku smykového
napéti na ose = (tj. v prodlouzeném sméru trhliny) a urcuje, na kterou stranu se trhlina pfi svém dalsim ristu
od této osy odchyli. Na druhou stranu znaménko faktoru K7 odpovida znaménku norméalového napéti na ose x
a klasické vzorce typu (3.24)—(3.26) maji smysl pouze pro neziporné Ki. Pro K < 0 by totiz bylo rozevieni
trhliny vypoctené podle (3.35) zaporné, coz odpovida vzajemnému pronikdni materidlu po obou strandch trhliny.
Protoze k takovému pronikani ve skutec¢nosti nemiize dojit, nema celé feseni fyzikalni smysl a ani vzorce pro
rozdéleni napéti nejsou pouzitelné. Pokud dosazenim do vzorce pro K7 ziskdme zaporny vysledek, znamena to,
Ze pro dany zpusob zatizeni by se trhlina zaviela a jeji obé strany by byly ve vzajemném kontaktu. V trhliné pak
vznika tlakové napéti, které zabranuje vzajemnému pronikani materidlu po obou stranach, a v dtsledku treni
miize byt pFipadné prenageno i smykové napéti. Ulohy tohoto typu patii mezi tzv. kontaktni problémy a jejich
zcela spojité a rozlozeni napéti i deformace je stejné, jako kdyby trhlina neexistovala, ale za jinych okolnosti
muze v zaviené trhliné dochézet ke smykovému pokluzu bud po celé jeji délce, nebo jen ¢asteéné.

Pro zajimavost je na obr. 3.19b vykresleno rozlozeni maximalniho hlavniho napéti v blizkosti kotene trhliny
pfi namahani v médu I. Pfipomenme, Ze pfi rovinné napjatosti se hlavni napéti vypocitaji podle vzorce (B.20),
takze maximalni hlavni napéti v roviné analyzy je

o, + 0 Oy — O 2
_ = Yy z Y
Omax — 9 + ( 9 ) +Tm2y (3121)

V okoli kofene trhliny je asymptotickd ¢ast pole napéti odpovidajici médu I popsana vztahy (3.24)—(3.26). Po
jejich dosazeni do (3.121) a tpravach dostaneme pro maximalni hlavni napéti v okoli kofene vzorec

K 0
max\T = s (1
Omax (T, 0) NorT cos 5 ( +

Je pozoruhodné, ze maxima vzhledem k polarnimu thlu 6 neni dosaZeno na ose symetrie, tj. pro 8 = 0°, ale ve
dvou symetricky sdruzenych smeérech odchylujicich se od této osy o £60°. Nelze proto ocekavat, ze kritérium
zalozené na maximalnim hlavnim napéti v pevné dané vzdalenosti od kotene trhliny by mohlo vést k rozumné
predikci sméru Sifeni trhliny.

.0
sin 5’) (3.122)



Kapitola 4

Poskozeni a jeho lokalizace

Na rozdil od slov pruznost, plasticita nebo lom, které jsou v bézném zivoté pouzivany ve zhruba stejném smyslu
jako v mechanice, je vyznam slova poskozeni velmi Siroky. Naptiklad hanlivy napis nastiikany sprejem na fasadé
nového domu je zcela jisté mozné chapat jako jisty druh poskozeni. V tomto textu vSak pojem poskozeni pouzi-
vame ve specifickém a mnohem uzsim smyslu, totiz jako sniZeni vnitfni integrity materidlu zpasobené vznikem,
Sifenim a vzajemnym spojovanim malych trhlin, dutin a podobnych defekti.

Prestoze pritomnost defektt narusuje spojitost pole posunuti, pfi jejich popisu v ramci mechaniky poskozeni
pracujeme stale s predstavou kontinua, tedy spojitého prostiedi, ve kterém lze obvyklym zptisobem definovat
slozky napéti a deformace a zapsat pro né zakladni rovnice v klasickém tvaru. Ve skutecnosti se vSak jedna
o hodnoty zprimérované pres jisty reprezentativni objem materidlu, ¢imz se rozumi objem dostatecné velky
ve srovnani s rozméry defekti, ale zaroven dostatecné maly ve srovnani s rozméry konstrukce. Vliv rozevieni
trhlin nebo zvétseni dutin se prevadi na ekvivalentni nepruznou deformaci, takze se nékdy hovori o rozetfenych
trhlindch (anglicky ,smeared cracks”). Misto detailniho popisu jednotlivych trhlin se pouzivd zjednoduseny
popis jejich vlivu na tuhost a pevnost reprezentativniho objemu materidlu. Uz z téchto zakladnich tvah plyne,
ze modely poskozeni se hodi spise k popisu poc¢atecnich fazi deformac¢niho procesu, kdy jsou defekty obvykle velmi
malé (hovotime napt. o mikrotrhlinach nebo mikrodutindch) a pomérné rovnomérné rozptylené v mikrostruktute
materidlu. Pokud deformace prekrodi uréitou kritickou troven (ktera samoziejmeé zavisi na vlastnostech materidlu
a typu jeho namahdni), dalsi rist defektt se koncentruje jen do nékterych z nich, zatimco ostatni se pfestanou
rozvijet. Obecné o tomto jevu hovotime jako o lokalizaci nepruzného pretvdreni, podle konkrétniho mechanismu
pretvareni muze jit o lokalizaci praskani trhlin, lokalizaci plastického pokluzu, apod. V pfipadé trhlin lokalizace
vede k prechodu od rozptyleného mikropraskani k tzv. magistralni trhline, kterd se mize vyznamné podilet na
mechanismu zhrouceni celé konstrukce.

P1i velkém poctu drobnych trhlinek rozptylenych v mikrostruktufe materidlu je model zaloZeny na predstavé
spojitého prostfedi adekvétni, protoze by bylo velmi obtiZzné a pracné popisovat kazdou trhlinku zvlast. Naproti
tomu v situaci, kdy je dalsi porusovani materidlu soustfedéno do jedné nebo nékolika velkych trhlin, by bylo
prirozené pouzit popis zalozeny na lomové mechanice. PTi zkoumani celého zatézovaciho procesu od pocatecnich
fazi s rozptylenym mikropraskanim ptes postupnou lokalizaci az po zavérecné totalni poruseni je ale vyhodné
pracovat s jedinym modelem v prubéhu celého vypoctu. Proto se modely poskozeni ¢asto pouzivaji i pro popis
velkych trhlin, a to s sebou pfinasi urc¢ita uskali. Objektivni matematicky popis lokalizované nepruzné deformace
v ramci teorie kontinua vyzaduje specialni tpravy modelu, bez nichz by vysledky numerickych simulaci byly
nespolehlivé a v fadé pripadu zcela bezcenné. V této kapitole se proto kromé samotnych modelt poskozeni
budeme vénovat také zptusobu jejich spravného pouziti pfi popisu lokalizované deformace.

4.1 Jednoosy model poskozeni

Teorie poskozeni pracuje s jistymi vnitinimi proménnymi, které charakterizuji velikost, hustotu a orientaci de-
fekt v materialu. Zakladni myslenku vysvétlime nejprve pomoci jednoduchého modelu pro jednoosou napjatost.
Material si zjednodusené predstavime jako svazek vldken rovnobéznych se smérem namahani (obr. 4.1a). Zpo-
¢atku se vSechna vldkna chovaji pruzné a pisobici sila se roznési na celkovou plochu vSech vldken A (obr. 4.1Db).
Pii dalsim protahovéani vldkna postupné praskaji (obr. 4.1c). Kazdé jednotlivé vldkno je dokonale kiehké, coz
znamena, ze jakmile je dosazeno kritické irovné deformace, napéti ve vlaknu naraz zmizi. Protoze je ale tato
kritick troveti riizna pro riizna vldkna, efektivni plocha A (tj. priifezova plocha téch vldken, kterd zatim ne-
praskla) se plynule snizuje z vychozi hodnoty A = A az do A = 0. Musime rozlisovat mezi nomindlnim napétim o,
definovanym jako sila vztazena na jednotku vychozi priutrezové plochy, a efektivnim napétim &, definovanym jako
sila vztazena na jednotku efektivni (dosud nepopraskané) plochy. Nomindlni napéti se objevuje v podminkéach
rovnovahy na makroskopické trovni, zatimco efektivni napéti je ,,skutecné“ napéti pusobici v mikrostruktute
materidlu.’

1V realném materidlu (tedy nikoli idealizovaném svazku vldken) by samoziejmé skutecéné napéti mezi jednotlivymi defekty silné
oscilovalo, ale ve zjednoduseném modelu pracujeme s jedinou charakteristickou hodnotou efektivniho napéti.
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Obréazek 4.1: Jednoduchy model poskozeni — svazek pruznych vlaken praskajicich p¥i rizném protazeni.

Silu pfendsenou materidlem lze vyjadrit jako soucin nominalniho napéti a nomindlni plochy, nebo také jako
soucin efektivniho napéti a efektivni plochy. Ze vztahu 0 A = A dostaneme

o= %5 = B5 (4.1)

kde pomér 3 = A/A mezi efektivni a nomindlni plochou je skaldrni veli¢ina charakterizujici integritu materialu.
V mechanice poskozeni se astéji pouziva tzv. parametr poskozens,? definovany jako

w=l-f=1-—="—=225 (4.2)
kde Aq = A — A je poskozena (praskla) ¢ast ptivodni plochy. Pro neposkozeny material je A = A, tj. Ag =0 a

w = 0. V disledku sifeni a spojovani mikrodefektii parametr poskozeni roste a v pokrocilych fazich deformac¢niho
procesu se blizi k mezni hodnoté w = 1, ktera odpovida iplné poskozenému materialu s nulovou efektivni plochou.

V nejjednodussi verzi modelu se predpoklada, ze kazdé vladkno je az do svého prasknuti linedrné pruzné.?
V takovém pripadé se efektivni napéti ¢ vypocte podle Hookeova zakona
o= FEe (4.3)
Spojenim (4.1)—(4.3) ziskdme vyraz pro nominalni napéti
o= (1—-w)Ee (4.4)

Vyvoj poskozeni lze charakterizovat tzv. zakonem poskozent, prozatim chapanym jako zavislost parametru po-
skozeni na deformaci, ktery popiseme vztahem

w=g(e) (4.5)

Funkce ¢ souvisi s tvarem pracovniho diagramu a muze byt pfimo odvozena z jednoosé tahové zkousky.

Priklad 4.1: Identifikace zakona poskozeni z jednoosé tahové zkousky

Predstavme si, Ze pro dva materialy, oznacené symbolicky A a B, byly pii jednoosé tahové zkouSce experimentalné
urceny pracovni diagramy na obr. 4.2a. Nasim tkolem je navrhnout pro tyto materidly vhodné tvary zakona
poskozeni.

2Ptestoze v souladu s béznou terminologii mluvime o ,parametru® poskozeni, jde o proménnou veli¢inu, nikoli o konstantni
parametr.

30becné by bylo mozno pro jednotliva vlakna pouzit jakykoli jiny konstitutivni vztah, napt. viskoelasticky nebo pruznoplasticky.
K tomu se jesté vratime v ¢lanku 4.2.3.
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Obrazek 4.2: (a) Pracovni diagramy a (b) zavislost poskozeni na deformaci pro dva rtzné materialy.

Pro material A je pracovni diagram az po svij vrchol témér linedrni a pak dochazi nejprve k prudkému a
pozdéji k pozvolnéjsimu poklesu napéti za vzrustajici deformace. Takovy diagram muzeme ve vzestupné ¢asti
aproximovat pfimkou a v sestupné ¢4sti exponencialni k¥ivkou (se zdpornym koeficientem). Vztah mezi napé&tim
a deformaci zapiseme jako

FEe pro 0 <e <¢gg

o=s(e) = fteXp(—E_EO) pro o < ¢

(4.6)

Ef

kde ¢¢ je deformace pfi dosazeni maximalniho napéti fy = Eeg a ¢ je parametr ovliviiujici sklon sestupné vétve
pracovniho diagramu. Aby byl takovy pracovni diagram ptesné reprodukovan modelem poskozeni popsanym
rovnicemi (4.4)—(4.5), musi pro kazdou hodnotu deformace ¢ platit

[1—g(e)|Ee = s(e) (4.7)

Tim je tedy dan vztah mezi funkci s, popisujici zavislost napéti na deformaci, a funkci g, popisujici zavislost
poskozeni na deformaci (v obou pfipadech v pribéhu monoténniho zatézovéani). Funkci g tedy lze obecné vyjadrit
jako

=1-—== 4.8
oo =15 (4.9
a po dosazeni s(e) podle (4.6) dostaneme
0 pro 0<e<¢gp
g€)=1 ;_ %o oxp (_5 - 50) pro £ <e (4.9)
€ €f

Rozvoj poskozeni tedy zac¢ina teprve po dosazeni deformace ¢g, kterd odpovida vrcholu pracovniho diagramu.
A7 do tohoto okamziku je w = 0. Pro € > ¢¢ poskozeni roste a asymptoticky se blizi mezni hodnoté w = 1. Graf
funkce g, tedy graf zavislosti poskozeni na deformaci, je vynesen na obr. 4.2b pro konkrétni hodnoty g9 = 104
ag =2-107%.

Pro material B dochazi k odchylce pracovniho diagramu od linedrniho chovani velmi zahy, takze muzeme
ocekavat, ze rozvoj poskozeni zacina uz od pocatku zatézovani. Pracovni diagram je mozné aproximovat napiiklad
funkci

o= s(e) = Feexp (Ei) (4.10)
0

Snadno lze ovérit, ze jeji derivace

s () (F) () e Bl ) e

nabyva pro € = 0 hodnoty E a pro ¢ = g9 hodnoty nula. Parametr £ ma tedy skutecné vyznam modulu
pruznosti a parametr £y pfedstavuje deformaci odpovidajici vrcholu pracovniho diagramu. Dosazenim (4.10) do
(4.8) ziskdme funkei popisujici zévislost poskozeni na deformaci,

g(e) =1 —exp (—3) (4.12)

Jeji graf je vynesen na obr. 4.2b pro konkrétni hodnotu gg = 3 - 1074,
O
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Obrézek 4.3: Vyvoj efektivniho napéti &, parametru poskozeni w a nominalniho napéti o pfi (a) monoténnim
zatézovani, (b) nemonoténnim zatézovani.

Vyvoj efektivniho napéti, parametru poskozeni a nominédlniho napéti v materidlu, ktery zustava linedrné
pruzny az po dosazeni vrcholu pracovniho diagramu, je zndzornén na obr. 4.3a. Popis vyvoje poskozeni ve tvaru
(4.5) je ale platny jen pro monoténni zatézovéni, pfi kterém se deformace vzorku e neustdle zvétsuje. Pokud
je materidl nejprve zatiZzen aZz po dosaZeni jisté deformace e5, které odpovidd poskozeni ws = g(e2), a pak
deformace zacne klesat (obr. 4.1d), poskozend plocha se jiz neméni a materidl se chovd jako linedrné pruzny
materiél s redukovanym modulem pruznosti Es = (1 — ws)FE. Béhem odtézovani se tedy parametr poskozeni
neméni a jeho okamzitd hodnota nezavisi pfimo na okamzité hodnoté deformace ¢, ale na jeji nejvétsi hodnoté
dosazené pii pfedchézejicim zatézovani. Proto zavedeme vnitini proménnou k, pfedstavujici nejvyssi troven
deformace dosazenou v materialu béhem jeho ,zivota“ az do soucasného okamziku t. Matematicky to zapiSeme
jako

K(t) = rtrllg,i(s(t') (4.13)
kde ¢ oznacuje ¢as, ve kterém x vyhodnocujeme, a t’ probih4 vsechny piredchazejici ¢asy. Pro zjednoduSeni zapisu
ale nebudeme v dalsich rovnicich argument ¢t u x uvadeét, stejné jako nepiSeme explicitné, ze vSechny veliciny
zaviseji na prostorovych soufadnicich. S vyuzitim zavedené vnitini proménné s zobecnime rovnici (4.5) na

w = g(k) (4.14)

Pii monoténnim zatézovani je neustdle k = &, takze (4.5) miZzeme povazovat za zvlastni piipad (4.14). Pfi
obecném zatézovani ale vypocet podle (4.13)—(4.14) zabezpedi, Ze se parametr poskozeni nemize zmensit. Vyvoj
efektivniho napéti, parametru poskozeni a nominalniho napéti béhem nemonoténniho testu je zachycen na
obr. 4.3b. Vsimnéte si, ze pfi Uplném odstranéni pusobiciho napéti by zmizela i deformace (diky pruznému
chovani dosud neptetrzenych vlidken). Model poskozeni ve své zakladni podobé tedy nepostihuje trvalé deformace.
Prestoze po odtizeni zmizi napéti i deformace a vracime se do pocatku pracovniho diagramu, stav materialu
je uz jiny nez na pocatku zatézovani, protoze parametr poskozeni neni nulovy a tuhost a pevnost pfi novém
zatizeni tahem se lisi od ptivodnich hodnot. Vliv pfedchoziho vyvoje na stav materidlu je zaznamenan ve vnitini
proménné r, resp. v odpovidajicim parametru poskozeni w.

Zakladni rovnice jednoosého modelu poskozeni jsou v mirné upraveném tvaru sestaveny do tab. 4.1. Abychom
1épe osvétlili podstatu modelu, piepsali jsme vztah mezi napétim a deformaci (4.4) do tvaru

o=FEs¢e (4.15)

kde
Es=(1-w)E (4.16)

je upraveny modul pruznosti poskozeného materialu. Rikdme mu secny modul, protoze odpovidé sklonu piimky
spojujici v pracovnim diagramu dany bod (e, o) s poc¢atkem. Rovnice v tabulce také pracuji s alternativni definici
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Tabulka 4.1: Matematicky popis modelu poskozeni pro jednoosou napjatost.

Hooketiv zdkon v secném tvaru o = Fg¢e

seény modul pruznosti E;=(1-w)E
zdkon poskozeni w=g(k), >0
definice funkce poskozeni fle,k)=e—k
podminka pripustnosti fle,r) <0
podminka komplementarity kf(e, k) =

vnitini proménné . Misto jejiho vypoctu z celé predchozi historie materidlu jsou stanovena pravidla pro vyvoj
jeji okamzité hodnoty. Hodnota proménné  nikdy nesmi byt mensi nez deformace . Pokud je vétsi, znamena to,
7e material je odtizen oproti stavu nejvétsi deformace dosazené v minulosti a hodnota x se v nejblizsi budoucnosti
meénit nebude. Pokud je k = ¢, jsme ve stavu, kdy mtze dojit k dalsimu poskozovani materialu, nebo k pruznému
odtizeni. Na zékladé analogie s funkci plasticity proto zavadime tzv. funkci poskozeni f(e,k) = € — kK, s jejiz
pomoci lze vSechny zminéné piipady popsat podminkami zatézovani-odtézovani ve zndmém tvaru

fle,r) <0, £>0, F£if(e,r)=0 (4.17)

Prvni podminka odpovida nerovnosti ¢ < k a vymezuje pripustné stavy deformace, kterych lze dosdhnout beze
zmény vnitfni proménné . Druha fika, zZe x nemuze klesat, a mtizeme ji chapat jako soucast zakona poskozeni,
podobné jako podminka A > 0 byla v teorii plasticity povazovana za soucést zakona plastického pretvéieni.
Podle treti podminky pak x mutze rist pouze, pokud jsou okamzité hodnoty € a k stejné, jde tedy o podminku
komplementarity.

4.2 Izotropni modely poskozeni pro viceosou napjatost

4.2.1 Zakladni rovnice

V obecném piipadé trojosé napjatosti pracujeme s Sesti slozkami napéti a Sesti slozkami deformace seskupenymi
do sloupcovych matic o a €. Vystizny popis tcinku defektii na tuhost a pevnost materidlu by také vyzadoval
vétsl mnozstvi veli¢in, ale prozatim se omezime na nejjednodussi model, ktery vystaci s jedinym parametrem
poskozeni w. Pro jednoosy model je tuhost neposkozeného materidlu popsana Youngovym modulem pruznosti F,
ktery se v disledku poskozeni redukuje na seény modul pruznosti Es = (1 — w)E. V ptipadé viceosé napjatosti
je tuhost neposkozeného materidlu popsana matici pruzné tuhosti D.. Nejjednodussi viceosy model poskozeni je
zalozen na predpokladu, ze vSechny prvky této matice, tj. vSechny tuhostni koeficienty, se v disledku poskozeni
redukuji stejnym zptisobem, imérné faktoru integrity 1 — w. Matice se¢né tuhosti se tedy vypocte jako

D, = (1 — w)D, (4.18)
a vztah mezi napétim a deformaci nabyde tvaru
c=Dse=(1-w)Dee =(1-w)e (4.19)

kde
& =D.e (4.20)

je efektivni napéti. Rovnice (4.18) je zobecnénim (4.16) a (4.19) je zobecnénim (4.15) a (4.4).

Podobné jako pro jednoosy model je i zde tFeba formulovat rovnice, jimiz se fidi vyvoj parametru poskozeni
w. Opét muzeme predpokladat, ze k rustu defektt dochdazi, pokud deformace materidlu prekroci jistou mez,
kterd odpovidd maximalni Grovni deformace dosaZené pii predchozim zatézovani. Abychom mohli porovnavat
ruzné deformacni stavy charakterizované riiznymi kombinacemi Sesti slozek deformace, je tfeba zavést vhodnou
srovnavaci veli¢inu, kterd predstavuje ekvivalentni deformaci pfi jednoosé napjatosti. Jde o podobnou tvahu
jako pri konstrukci funkce plasticity, kdy jsme s mezi kluzu v jednoosém piipadé porovnavali jedinou nenulovou
slozku napéti a ve viceosém pripadé jisty vyraz zavisly na vsech slozkach napéti, napf. odmocninu z invariantu
Js. Konkrétni volba tohoto vyrazu pak méla pfimou souvislost se tvarem plochy plasticity v prostoru napéti.
Podobné pro model poskozeni zavedeme ekvivalentni deformaci ¢ zavislou na slozkach deformace e, pricemz
konkrétni volba funkce £(e) bude souviset s tzv. plochou poskozeni v prostoru deformaci. Vnitini proménnd x pak
bude predstavovat maximalni hodnotu ekvivalentni deformace dosazenou v dosavadnim prubéhu deformac¢niho
procesu. Muzeme také zavést funkci poskozeni

fle,r) =€) -k (4.21)
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Tabulka 4.2: Matematicky popis jednoduchého izotropniho modelu poskozeni pro viceosou napjatost.

zobecnény Hookeliv zdkon v seCném tvaru o = Dge

seénd matice tuhosti D; = (1 —w)D,
zdkon poskozeni w=g(k), £K>0
definice funkce poskozeni fle,r)=¢é(e)—k
podminka pfipustnosti fle, k) <0
podminka komplementarity kf(e, k) =

podle jejiz hodnoty lze rozlisit mezi pruznymi stavy, pro které f < 0, stavy na plose poskozeni, pro které f =0,
a nepiipustnymi stavy, pro které f > 0. V pruzném stavu jsou defekty (napf. mikrotrhliny) ¢dstecné odtizené a
pii malé zméné stavu nehrozi jejich rust. Ve stavu na plose poskozeni je alesponi na nékterych defektech dosazeno
kritické situace, kdy mohou rist (napt. faktor intenzity napéti u kofene nékteré trhliny nabyva kritické hodnoty).
Kladné hodnota funkce f svéd¢i o neptipustnosti stavu (g, k), kterou je tfeba chépat tak, Ze deformace & nemiize
byt dosazeno pii trovni poskozeni odpovidajici dané hodnoté vnitini proménné k. Pritom poskozeni w se vypocte
z k podle zékona poskozeni (4.14), ve kterém pii vhodné definici ekvivalentni deformace mtizeme ponechat funkci
g urcenou z jednoosé tahové zkousky postupem pfedvedenym v prikladu 4.1.

Nejjednodussi viceosy model s jednim parametrem poskozeni w je tedy popsan rovnicemi shrnutymi v tab. 4.2.
Vzhledem k tomu, ze matice se¢né tuhosti je skaldrnim nasobkem matice pruzné tuhosti, chova se podle takového
modelu i poskozeny materidl jako izotropni. Proto hovofime o izotropnim modelu poskozeni (anglicky ,isotropic
damage model“). Ve srovnéni s jednoosym modelem podle tab. 4.1 se formalni tvar zatéZzovacich-odtézovacich
podminek neméni, jen je funkce poskozeni f zavisld na vice slozkach deformace a jeji konkrétni tvar zavisi na
volbé vyrazu pro ekvivalentni deformaci €. Nejjednodussi volbou se zda byt norma deformace, pro kterou ale
nemtizeme pouzit obvykly vyraz ||| = VeTe, protoZe ten neni invariantni pfi pootoceni soufadnicovych os,
vl nimz jednotlivé slozky deformace vyjadiujeme. Proto pouzijeme deformad¢ni normu ||e||. definovanou podle
vzorce (B.25) v dodatku B jako vVeTP~le, a navic ji vydélime konstantou v/1 + 212 z divodt, které vyplynou
z nasledujiciho prikladu. Ekvivalentni deformaci tedy definujeme jako

He) = lelle  |eTP~le

VIt ? | 14202

pripadné pri pouziti tzv. energetické normy jako

Ee) = \/ET% (4.23)

O energetické normé mluvime proto, ze vyraz e’ D, e je dvojnasobkem potencialni energie pruzné deformace
neposkozeného materidlu podrobeného deformaci €, viz vzorec (B.49) v dodatku B.

(4.22)

Priklad 4.2: Vyhodnoceni ekvivalentni deformace pfi jednoosé napjatosti

V tomto piikladu vyhodnotime vyrazy (4.22) a (4.23) pro stav odpovidajici jednoosé napjatosti, ale modelovany
ve trech rozmeérech. Pokud ve sméru osy z pusobi normalové napéti o, a vSechny ostatni slozky napéti jsou
nulové, je podle inverzniho tvaru Hookeova zdkona pro neposkozeny materidl (B.5)—(B.7) norméalova deformace

ve sméru puisobiciho napéti e, = 0,/ E a normalové deformace v pfiénych smérech e, = ¢, = —(v/E)o, = —ve,.
V pfipadé poskozeného materidlu se modul pruznosti F nahradi seénym modulem Eq = (1 — w)FE, ale platnost
vztahu ey = €, = —ve, tim neni dotéena. Smykové deformace jsou samoziejmé nulové. Prosté deformacni norma

ma tedy pfi jednoosé napjatosti hodnotu

lelle = VETPTe = \fe2 + €2 +e2 + §(42, + 42, +12.) = VI + 222 = VI + 202 |es (4.24)

Pokud tedy pouzijeme upravenou normu podle (4.22), bude £ = |¢,| a v pfipadé tahového namahéni se bude
ekvivalentni deformace presné shodovat s relativnim protazenim e, ve sméru pusobiciho napéti o,. Ke stejnému
zévéru dojdeme i v pfipadé upravené energetické normy podle (4.23). Obecné je totiz Doe = & = 0/(1 — w),
takze 1
T
e o=
1-w 1-w

ETDe e = ET& = (O’IEI 4+ OyEy +o0,e, + TeyVxy + TezVaz + Tyz’)/yz) (425)

a v pripadé jednoosé napjatosti se tento vyraz zredukuje na

T Oz€x Esszsz (1 — W)Esi 2
D.e = = = =D 4.26
€ Tl o 1w 1-—w % (426)
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Po vydéleni modulem pruznosti a odmocnéni tedy i podle (4.23) dostaneme & = \/Fe2/E = |gg].
O

V prikladu zaroven vyslo najevo, ze pfi jednoosém tlaku je ekvivalentni deformace rovna absolutni hodnoté
slozky deformace ¢,, tedy relativnimu stlaceni uvazovanému bez znaménka. Protoze pfi monoténnim zatézovani
je vnitfni proménna x neustale rovna ekvivalentni deformaci € a poskozeni w se vyhodnocuje v zavislosti na k,
byl by vyvoj poskozeni v tlaku i tahu stejny a stejné by byly i pracovni diagramy, mimo jiné tedy i pevnosti.
To znamena, Ze s vyse uvedenymi volbami vyrazu pro ekvivalentni deformaci bychom dostali model se stejnou
pevnosti v tahu i v tlaku. Modely poskozeni jsou vSak motivovany predstavou rostoucich defekti a je nasnadé,
7e napt. trhliny se $ifi, pokud je material ve sméru kolmém na trhlinu protahovan, zatimco pokud je stlacovan,
trhliny se zaviou a k jejich rtistu nedochézi. Proto lze ocekavat, ze rtist poskozeni je hnan zejména protahovanim
materidlu, a tomu by méla byt pfizptusobena i definice ekvivalentni deformace.

Co se rozumi protahovanim a stla¢ovanim (tedy kladnou a zadpornou deformaci) pro jednoosy model je jasné,
ale pro obecny trojosy model je tfeba objektivnim zpiisobem definovat, jak z deformace popsané Sesti slozkami
vybrat jeji kladnou ¢ast. Nebylo by napriklad spravné fidit se znaménky jednotlivych slozek deformace, protoze
vysledek by pak zavisel na konkrétni volbé soustavy souradnic. K objektivni definici kladné ¢asti deformace
dospéjeme s vyuzitim pojmu hlavnich deformaci. Hlavni deformace jsou totiz invarianty a navic si je lze predstavit
jako relativni protazeni ve tfech navzajem kolmych smeérech, které na sebe zustavaji kolmé i po deformaci,
takze odpovidajici smykovéa zkoseni jsou nulova. Pokud bychom pomoci hlavnich deformaci €1, €2 a €3 pocitali
deformacni normu, dostali bychom

llelle = VeTP~1le = /2 + 2 + &2 (4.27)

Pokud chceme vyloucit prispévky pochéazejici od zapornych deformaci, kterym odpovida zkracovani prislusnych
vlaken a zavirani trhlin kolmych na tato vlakna, pak vezmeme v itvahu pouze tzv. kladné ¢asti hlavnich deformaci.
Kladnou édsti (x) redlného ¢isla x rozumime toto ¢islo samo, pokud je kladné, a nulu, pokud neni. Jinymi slovy,
definujeme*

_Jx prox>0
(z){ 0 proz<0 (4.28)

Pokud z hlavnich deformaci ponechdme jen jejich kladnou ¢ast, ziskame obecné jiny deformacni stav, ktery
budeme znacit (g). Jestlize jsou vSechny hlavni deformace kladné, je () = €, a pokud jsou vSechny zdporné
nebo nulové, je (€) = 0. Kromé toho vSak existuje celd fada pfipada s nékterymi hlavnimi deformacemi kladnymi
a jinymi zdpornymi, pro které je () nenulové, ale rtizné od e.

V zdjmu zduraznéni vlivu tahovych deformaci na sifeni defektd muzeme misto norem celé deformace pouzit
pri definici ekvivalentni deformace jen normy kladné ¢asti deformace. Tato tivaha vede k modifikaci vztahi
(4.22)—(4.23) a k definicim ekvivalentni deformace vzorci

Ee) = l{eMle = /(e)TP~He) = V/(e1)? + (e2)? + (e3)? (4.29)

(e)"De(e)
De11

nebo

£(e) = (4.30)
Vsimnéte si, ze v tzv. Mazarsové definici (4.29) se uz na rozdil od (4.22) nepouziva faktor z4visly na Poissonovu
souciniteli v. Za jednoosého tahu je totiz kladna jen jedna hlavni deformace €1 = ¢, > 0, zatimco dalsi dveé
hlavni deformace, odpovidajici pficnému sméru, jsou €5 = €3 = —ve, < 0. Proto za jednoosého tahu dostaneme
pfimo ||(e)]|c = €5 a ekvivalentni deformace podle (4.29) bez dalsich tprav odpovida slozce €,. Naproti tomu
pii vypoctu podle energetické normy dostaneme za jednoosého tahu ()7 De(g) = De11€2, kde

E(1-v)

Den =g ya =20

(4.31)

je tuhostni koeficient z prvniho fadku a prvniho sloupce matice pruzné tuhosti, jimz je tieba ve (4.30) nahradit
modul pruznosti E pouzity v ptvodnim vzorci (4.23).

Priklad 4.3: Pruzna oblast a plocha poskozeni pro rovinnou napjatost

Pro lepsi pochopeni ruznych definic ekvivalentni deformace a jejich souvislosti s tvarem plochy poskozeni si
graficky znazornime pruzné oblasti pro material ve stavu rovinné napjatosti. Pro pevné zvolenou hodnotu vnitini
proménné £ je pruinou oblasti mnozina stavi spliiujicich podminku f(e, k) < 0 a plochou poskozeni je hranice
pruzné oblasti, tedy mnozina stavi spliiujicich podminku f(e,x) = 0. Vzhledem ke specifickému tvaru (4.21)
funkce poskozeni f jde vlastné o podminky &(e) < k, resp. £(e) = k. Pokud byl jiz material vystaven deformacim
az do maximalni irovné popsané veli¢inou k, odpovida pruznéd oblast staviim, kterymi nyni mize prochézet,
aniz by dochdzelo k jeho dalsimu poskozovani. Rist poskozeni w = ¢(k) mize zacit, pokud se stav materidlu

4Ekvivalentni a stru¢néjsi definice jsou napi. (z) = max(0, z) nebo (z) = (z + |z|)/2.
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Obrazek 4.4: Plochy poskozeni odpovidajici konstantnim trovnim ekvivalentni deformace definované podle (4.22)
a (4.23), zobrazené (a) v roviné hlavnich deformaci, (b) v roviné hlavnich napéti. Pfedpokldda se rovinna napja-
tost a Poissontv soucinitel v = 0,2.

dostane na hranici pruzné oblasti, tedy na plochu poskozeni. Pfitom plocha poskozeni je ptivodné definovana
v prostoru deformaci, ale s vyuzitim vztahu (4.20) ji 1ze ztransformovat také do prostoru efektivnich napéti, kde
jejl tvar mizeme lépe porovnavat s plochami plasticity odpovidajicimi riznym podminkam plasticity z kapitoly
2.

Za rovinné napjatosti mé jedna hlavni osa smér kolmy na rovinu analyzy a odpovidajici hlavni napéti je
nulové. Stav napéti mizeme popsat nenulovymi hlavnimi napétimi o1 a og, resp. jejich efektivnimi hodnotami
g1 = 01/(1 —w) a 33 = 03/(1 — w). Z nich pak lze v duchu obecnych vztahti (B.5)—(B.7) vypocitat hlavni
deformace jako

1
€1 = E (5’1 — 1/5'2) (432)
1
g9 = E(*VﬁlﬁL&Z) (433)
= (v v = (e o) (434)
g3 = B voq vog) = 1— o €1 E2 .

Hlavni deformace 3 tedy neni nulovd, ale podle (4.34) ji lze jednozna¢né urcit z hlavnich deformaci v roviné
analyzy. Proto si mizeme dovolit plochu poskozeni zobrazit v roviné (1, £2) s tim, ze kazdému bodu odpovida
také jednoznacné uréend hodnota 3. Pro ekvivalentni deformaci definovanou podle (4.22) je plocha poskozeni
popséna rovnici ||| = (1 + 2v2)k?, neboli

2
uiiy)g (61 +2)? = (1 + 20%) K2 (4.35)
Na levé strané je kvadraticky vyraz v proménnych ¢; a €2 a snadno lze ukazat, ze nabyva konstantni hodnoty
na elipse se stfedem v pocatku a osami ptlicimi tthly mezi osami €1 a 5. Pro v = 0,2 je tato elipsa je vynesena
na obr. 4.4a plnou éarou.® Dosadime-li podle (4.32)—(4.33), ziskdme popis plochy poskozeni v roviné hlavnich
efektivnich napéti G; a g2. Jde opét o elipsu podobné umisténou, ale s jinymi pomeéry os, viz obr. 4.4b. Symetrie
vzhledem k pocatku prostoru napéti svédéi o tom, Ze definice (4.22) nerozlisuje mezi tahem a tlakem. P¥i pouziti
energetické normy (4.23) dostaneme velmi podobné elipsy, které jsou na obr. 4.4 vyneseny ¢arkovanou ¢arou.
Rozdil mezi prostou a energetickou normou se tedy v tomto pfipadé nijak vyrazné neprojevi.

2 2
e] +e5+

vvvvv

protoze je tfeba zvl4st popsat ¢asti plochy poskozeni odpovidajici riznym kombinacim znamének hlavnich de-
formaci. Pro definici (4.29) mé rovnice pro plochu poskozeni tvar

2
12 2 2

<€1>2 + <€2>2 + m <*€1 — €2> =K (4,36)

a s vyuzitim symetrie pfi zdméné €1 a eo staci zkoumat ¢ty¥i zékladni piipady: (i) e1 > 0 a eq > 0, (ii) &1 > 0,
ea<0aey+e2>0, (1) e >0,e0<0ace;+e2<0, (iv) &1 <0aey <0.V pripadé (i) pfechdzi rovnice (4.36)

do velmi jednoduchého tvaru
€2 42 = K2 (4.37)

5Na obrézcich 4.4-4.7 odpovidaji hodnoty vynasené na jednotlivych oséach normalizovanym hlavnim deformacim e1/k a e2/k a
normalizovanym hlavnim efektivnim napétim &1/Ex a 62/FEk.
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Obrézek 4.5: Plochy poskozeni odpovidajici konstantnim trovnim ekvivalentni deformace definované podle (4.29)
a (4.30), zobrazené (a) v roviné hlavnich deformaci, (b) v roviné hlavnich napéti. Pfedpokldda se rovinna napja-
tost a Poissontv soucinitel v = 0,2.

ktery popisuje v roviné hlavnich deformaci kruznici o poloméru x se stfedem v pocatku. Tato kruznice ale
odpovida plose poskozeni jen v oblasti, kde je skutecné e; > 0 a €2 > 0, tedy v prvnim kvadrantu. V pfipadé
(ii) prechazi rovnice (4.36) do tvaru

e? = K2 (4.38)
takze plocha poskozeni je v prislusném sektoru casti pfimky rovnobézné s osou €5 a vzdalené od ni o k. Podobné
hlavnich deformaci na obr. 4.5a a v roviné hlavnich efektivnich napéti na obr. 4.5b. Symetrie podle pocatku je
jiz narusena a priseciky s osou &1 maji riznou vzdalenost od pocatku, takze chovani v tahu a v tlaku se lisi.
K dosti podobnému tvaru plochy poskozeni (na obr. 4.5 ¢arkované) vede i definice (4.30) zaloZend na energetické
normé kladné ¢asti deformace.
O

Zobrazené plochy poskozeni odpovidaji zvolené konstantni hodnoté vnitini proménné k. Pfi monoténnim
narustu deformaci se méni i hodnota « tak, aby se bod zobrazujici okamzity stav deformace e vzdy nachazel na
plose poskozeni. Pokud v prostoru deformaci vyznac¢ime plochy poskozeni odpovidajici riznym hodnotam x, je pii
monoténnim zatézovani aktualni plochou vzdy ta, na které lezi prislusny bod zobrazujici okamzitou deformaci.
Pri odtizeni se vsak bod zobrazujici deformaci presune do pruzné oblasti uvnitt aktualni plochy poskozeni
a nedochéazi k ristu proménné k, takze plocha poskozeni se nadale neméni az do okamziku, kdy se na ni bod
zobrazujici deformaci znovu ocitne. V prubéhu deformac¢niho procesu se tedy pruzna oblast v prostoru deformaci
rozpiné nebo zistava beze zmény, pticemz k rozpinani dochdzi pti zatézovani (doprovazeném piipadnym riistem
poskozeni). Velmi podobné se vyviji pruznd oblast i v prostoru efektivnich napéti. Nejvic nds ovSem zajima jeji
vyvoj v prostoru nominalnich napéti, protoze to jsou napéti, se kterymi pracujeme na trovni celého télesa a
ktera vstupuji do podminek rovnovahy vnitinich a vnéjsich sil. Nominalni napéti je pro dany jednoduchy model
rovno efektivnimu napéti prenadsobenému faktorem 1 — w. Transformace pruzné oblasti z prostoru efektivnich
napéti do prostoru nominalnich napéti tedy odpovidd podobnosti (homotetii) se stfedem v pocétku prostoru
napéti a koeficientem 1 — w. Pfi zatézovani dochazi k rozpinani pruzné oblasti v prostoru efektivnich napéti.
Pokud vsak pritom poskozeni w roste dostatecné rychle, pruzna oblast v prostoru nominalnich napéti se muze
smrstovat v disledku rychlého snizovani faktoru 1 — w. Rozpindni pruzné oblasti v prostoru nominédlnich napéti
odpovidé rostouci ¢asti pracovniho diagramu a jeji smritovani odpovida klesajici ¢asti pracovniho diagramu,
tedy zmékcovani materidlu. Na vrcholu pracovniho diagramu mé pruzna oblast v prostoru nominalnich napéti
maximalni rozsah a jeji hranice predstavuje tzv. obdlku pevnosti. Stavi napéti vné této obalky nemize byt nikdy
dosazeno. Priiseciky obalky pevnosti s osou o1 odpovidaji maximalnim moznym hodnotam napéti za jednosého
tahu a jednoosého tlaku, tedy tahové pevnosti f; a tlakové pevnosti f..

Priklad 4.4: Pracovni diagramy v jednoosém tahu a jednoosém tlaku

Pro jednoduchy model s jednim parametrem poskozeni w ukazeme, jaky je vztah mezi pracovnimi diagramy
v tahu a v tlaku. PTi jednoosém namé&hani napétim o, jsou normalové deformace ¢, a €, = €, = —ve, hlavnimi
deformacemi. Vsechny dosud uvedené vzorce pro ekvivalentni deformaci byly upraveny tak, aby pfi jednoosém
tahu platilo £ = &,. P¥i monoténnim zatézovani je k = & = ¢, a w = g(&,). Vztah mezi slozkami napéti o, a
deformace ¢, je pak popsan rovnici

0y = (1 —w)FEe, = [1 — g(eg)|Fey (4.39)

Pokud je pracovni diagram v jednoosém tahu popsan analyticky jako o, = s(e,), funkce g popisujici zavislost
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Obrazek 4.6: Vztah mezi pracovnimi diagramy v tahu a v tlaku pro jednoduchy izotropni model poskozeni
s ekvivalentni deformaci danou (a) vzorcem (4.22) nebo (4.23), (b) vzorcem (4.29).

poskozeni na deformaci se urci jako

s5(eq)

=1— 4.40
o) =1- = (4.40)
Pfi jednoosém tlaku, kdy e, < 0 a ¢y = ¢, = —ve, > 0, davaji vzorce (4.22) a (4.23) ekvivalentni deformaci
€ = |e,| = —e, a vztah mezi napétim a deformaci je popsén rovnici

0y = (1 —w)Be, =[1 - g(—e,)|Eey = —[1 — g(—&,)](—Fey) = —s(—¢y) (4.41)

Tento vysledek znamena, Ze jestlize pfi jednoosém tahu deformace ¢, vyvold napéti o, = s(e,), pak pfi jednoosém
tlaku stejné velkd deformace s opacnym znaménkem vyvola stejné velké napéti s opa¢nym znaménkem. Jinymi
slovy, pracovni diagramy v jednoosém tahu a jednoosém tlaku jsou zcela stejné (az na zédpornd znaménka u
tlakovych veli¢in), viz obr. 4.6a.

Definujeme-li viak ekvivalentni deformaci podle (4.29), je pii jednoosém tlaku & = | /0% 4 €2 + 2 = |/2v2e2 =

vV2|es| = —vv/2¢, a dosazenim do vzorce pro vypocet napéti dostaneme

_ M [ —g(vV2e)B(-vv2e)  s(—vyV2e.)
e =1 —w)Be, = [1 — g(—vV2e,)|Ee, = 2 = 5 (4.42)

V tomto piipadé je tedy v tlaku vztah mezi napétim vynasobenym /2 a deformaci vynasobenou timtéz faktorem
stejny, jako vztah mezi napétim a deformaci v tahu. Jinymi slovy, pracovni diagram v tlaku vznikne z pracovniho
diagramu v tahu pouhou zménou méritka na obou osach, pricemz jeho tvar zustava beze zmeény. Graficky je to
znazornéno na obr. 4.6b. At uz je konkrétni tvar pracovniho diagramu jakykoli, pevnosti v tahu a v tlaku budou
vizdy v poméru fi:f. = vv/2. Pro ekvivalentni deformaci zalozenou na energetické normé kladné ¢asti deformace
podle (4.30) lze odvodit velmi podobny vysledek, jen se pomér pevnosti zméni na fi:f. = v/2/(1 —v).

O

Priklad ukazal, ze pro uvazovany typ jednoduchého modelu poskozeni s definici ekvivalentni deformace za-
lozenou na normé kladné ¢asti deformace je pomér mezi pevnosti v tahu a v tlaku zavisly pouze na Poissonovu
souciniteli. To je ovSem jednak nelogické, protoze neni zadna bezprostiedni souvislost mezi pricnou kontrakci a
pomérem tahové a tlakové pevnosti, jednak nepiijemné, protoze v obecném piipadé nebude mozné pfesné popsat
pricnou kontrakci a zaroven i pomér pevnosti. Naptiklad pro beton je obvykld hodnota Poissonova soucinitele
kolem 0,2 a pomér pevnosti fi:f. zpravidla mezi 1:8 a 1:12. Ovsem pfi volbé v = 0,2 bychom dostali pomér
pevnosti fi:fe = 0,212 = 0,283 = 1:3,54, resp. f; : fo = 0,2/2/(1—0,2) = 0,316 = 1:3,16, tedy pfilis nizky.
Abychom dosahli poméru fi:f. = 1:10, museli bychom zvolit v = 0,071, resp. ¥ = 0,068, coz jsou nerealné
hodnoty.

Model poskozeni pro beton, ktery navrhl Mazars s vyuzitim ekvivalentni deformace (4.29), odstraiuje za-
vislost poméru f;:f. na Poissonovu souciniteli tim, Ze misto jednoho parametru poskozeni w pouziva dva, w; a
We, pri¢emz prvni z nich odpovida tahovému namahani a druhy tlakovému. Tyto parametry se pocitaji ze stejné
vnitini proménné k, ale podle dvou rtiznych vzorct, je tedy w; = g¢(k) a we = g.(k). Funkce ¢; a g. je mozné
nakalibrovat z pracovnich diagramu v tahu a v tlaku nezévisle na sobé. Pfi vypoc¢tu napéti se pak pro namahani
jednoosym tahem pocita s poSkozenim wy, tedy podle vzorce o = (1 —w;)Ee, a pfi namahéani jednoosym tlakem
se misto w; pouzije w.. To zni pomérné jednoduse, ale otazka je, jak postupovat pii obecném namahani. Mazars
navrhl parametr w dosazovany do vztahu o = (1 — w)D.e vypocitat jako vazeny pramér mezi w; a w,., pritemz
pouzité vahové koeficienty zaviseji na typu napjatosti. Dalsi podrobnosti o tomto modelu zde uvadét nebudeme,
protoze v kazdém pripadé neni prilis realistické modelovat tlakové pretvareni betonu ani jinych materialti pomoci
¢istého modelu poskozeni. Pro vsechny takové modely se totiz pfi odtézovani pracovni diagram vraci do pocatku
a nevznikaji zadné trvalé deformace. To je ovSem v rozporu s experimentalnimi vysledky. Pro tahové namahani
jsou pfedpoklady teorie poskozeni blizsi realité, a proto je pro materidly jako beton vhodné kombinovat teorie
poskozeni a plasticity tak, aby v tahu bylo dominantnim mechanismem S$iteni trhlin a v tlaku plasticky pokluz.

v

Podrobnéjsi informace o modelech kombinujicich teorie plasticity a poskozeni 1ze najit v ¢lanku 4.2.3.
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Obrézek 4.7: Plochy poskozeni odpovidajici konstantnim trovnim ekvivalentni deformace definované podle (4.44)
a (4.45), zobrazené (a) v roviné hlavnich deformaci, (b) v roviné hlavnich napéti. Pfedpokldda se rovinna napja-
tost.

Pro nékteré aplikace staci uvazovat poruseni materidlu tahem, piipadné smykem, protoze tlakova napéti
zustavajl pomérné maléd ve srovnani s tlakovou pevnosti. V takovych pripadech je pohodlné pouzit jednoduchy
model poskozeni se vzorcem pro ekvivalentni deformaci sestrojenym tak, aby pfislusna obalka pevnosti dobte
aproximovala skuteénou v oblasti prevazné tahovych napéti, zatimco o popis tlakového poruseni se viibec neusi-
luje. Vhodny je napiiklad vzorec vedouci k podobné obalce pevnosti, k jaké vede v ptripadé plasticity Rankinovo
kritérium maximélniho hlavniho napéti. Toho lze docilit tim, Ze za ekvivalentni deformaci € prohlasime nejvétsi
z hlavnich hodnot efektivniho napéti vydélenou modulem pruznosti. Zdanlivé je rozpor v tom, ze € by mélo byt
odvozeno z deformace, nikoli z napéti. Nicméné efektivni napéti je jen deformace prenasobend matici pruzné
tuhosti, takze podle navrzené definice se ekvivalentni deformace da skuteéné jednoznacné vypocitat ze slozek
deformace, aniz bychom museli znat dalsi stavové veli¢iny, jako je tfeba poskozeni. Hlavni efektivni napéti o1
miizeme podle zobecnéného Hookeova zakona (B.13)—(B.14) vyjadfit jako

E E Eve
—(1 n V)(l — 2V) [(1fl/)€1+l/€2+1/€3] = —(1 n l/)(l — 2V) [(1721/)614*1/6\/] = 2Ge1+ (1 n V)(lV_ 2V)

kde ey = €1 + €2 + €3 je objemova deformace a €1 je hlavni deformace odpovidajici stejnému hlavnimu sméru
jako &1. Je tedy zfejmé, ze nejvétsi hlavni napéti vznikne ve sméru nejvétsi hlavni deformace, a ekvivalentni
deformaci ve smyslu vyse navrzené definice mizeme zapsat jako

01 =

(4.43)

éi Emax(ﬁl,ﬁz,ﬁg) = H—VEmax+ mé‘v (444)
kde emax = max(e1, €2, €3) je nejvétsi hlavni deformace. Pro jednoosy tah mame jako obvykle ¢, = ¢, = —ve,, a
odtud epmax = €4, 6v = (1-2v)e, a € =,/ (1+v)+v(1—2v)e, /(1+v) (1 —2v) = &,. Definice (4.44) tedy spliluje
podminku, Ze pro jednoosy tah je ekvivalentni deformace rovna relativnimu protazeni ve sméru namahani. Pro
jednoosy tlak je e, < 0, emax = —ve, a ey = (1 — 2v)e,, takze podle (4.44) vyjde £ = 0. V jednoosém tlaku je
tedy ekvivalentni deformace nulova a nedochézi k ristu poskozeni. Pracovni diagram pro jednoosy tlak je proto
lineadrné pruzny a tlakovéa pevnost je nekonecnd, zcela v souladu s Rankinovym kritériem.
Misto ptivodniho Rankinova kritéria, které vede k plose poskozeni s hranami v bodech, kde jsou dvé hlavni
napéti stejna, lze pouzit také vyhlazené kritérium, zalozené na normé kladné casti efektivniho napéti, kterou
vyhodnotime podle vztahu (B.22) nebo (B.23). Odpovidajici ekvivalentni deformaci muzeme definovat jako

£= 2@Vl = £/(@)TPle) = £/ + 27 ¥ (65)2 (4.45)

Hlavni hodnoty efektivniho napéti lze vyjadfit v zavislosti na hlavnich deformacich podle (4.43) a obdobnych
rovnic pro ds a 73 ziskanych cyklickou zdménou, ale vzhledem k pfitomnosti zévorek (...) oznacujicich kladné
¢asti uz vysledny vzorec nelze néjak elegantné upravit, takze nemé cenu ho zde podrobné vypisovat. Znovu lze
snadno ovérit, Ze pro jednoosy tah je € = €, a pro jednoosy tlak je £ = 0. Plochy poskozeni odpovidajici puvodni
Rankinové definici (4.44) a vyhlazené Rankinové definici (4.45) jsou v roviné hlavnich deformaci a v roviné
hlavnich efektivnich napéti pro ptripad rovinné napjatosti vyneseny na obr. 4.7.

4.2.2 Analyza rozvoje poskozeni a matice tec¢né tuhosti

I pro modely poskozeni je uzitecné provést analyzu zakladnich pfipadd zatézovani a odtézovani v podobném
duchu, jako jsme ji provadéli mnohokrat pro rtzné plasticitni modely. Obdobou plastického pretvareni je zde
rust poskozeni.
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Pruzny stav je charakterizovén tim, ze f(e, k) < 0, neboli £(g) < k. Dokud je f < 0, pfetvarny proces muze
byt pouze pruzny a poskozeni se neméni. Vztah mezi napétim a deformaci (4.19) tedy mtzeme diferencovat
podle ¢asu s hodnotou poskozeni w povazovanou za konstantu. Tim dospéjeme k prirtistkovému vztahu

6 =(1-w)D.é=Dé (4.46)

ktery ukazuje, Ze roli okamzité tuhosti pfi pruzném pretvareni hraje matice seéné tuhosti Dy = (1 — w)D,.
Pokud okamzity stav splituje podminku f(e,x) = 0, neboli £(e) = k, mize dojit bud k ristu poskozeni,
nebo k pruznému odtézovani za konstantniho poskozeni. P¥i diferenciaci (4.19) proto musime uvazovat i w jako
proménnou veli¢inu. Dostavame tak
6=(1-—w)D.é —Deew (4.47)

Nasim cilem je z této rovnice vyloucit w, abychom ziskali pfimy vztah mezi rychlostmi napéti a deformace.
Diferenciaci zdkona poskozeni (4.14) s vyuzitim pravidla o derivaci slozené funkce nejprve vyjadiime rychlost
poskozeni v zavislosti na rychlosti vnitini proménné x:

o dg(;(t)) _ d(gi(:) dl;it) _ gk (4.48)

Pro zjednodusSeni zapisu jsme symbolem ¢’ = dg/dx oznadili derivaci funkce g popisujici vyvoj poskozeni.
V pripadé rustu poskozeni zustava funkce poskozeni f rovna nule, je tedy f = & — £ = 0, coz znamena £ = €.
Ekvivalentni deformace € je funkci deformace e, takze jeji ¢asovou derivaci vyjadiime podle pravidla o derivaci

slozené funkce jako
dé(e(t)) (85(5))T de(t) . (4.49)

Tma " oe a N E

kde 9z
5
= — 4.50
9% (4.50)
je sloupcova matice derivaci ekvivalentni deformace podle jednotlivych slozek deformace. PTi ristu poskozeni je
k = &, ale pritom nesmi byt £ < 0. K rustu tedy dochézi pro takové prirustky deformace, které spliuji podminku
nTé > 0, a rychlost poskozeni je pak dédna vztahem

w=ghk=g¢gé=gnTe (4.51)
Po jeho dosazeni do (4.47) ziskdme hledany vztah mezi pfirtstky napéti a deformace:
6=(1-wDcé—Deeiwr=(1-w)D.é—65(9n"é)=[1-w)De—gon"|é =Deaé (4.52)
Pritom jsme vyuzili toho, ze D, e = & = efektivni napéti, a zavedli jsme matici
Dot = (1 —w)D. — ¢g'an’ =D, — g'an” (4.53)

ktera hraje roli matice tecné tuhosti poskozujiciho se materidlu. Jak je vidét, tato matice se od matice secné
tuhosti Dg 1isi o opravu, kterd vyjadiuje vliv rostouciho poskozeni a je dana dyadickym soucinem sloupcovych
matic & a 1 vynasobenym skalarem g¢'.

Zbyva dodat, ze pokud je nTé < 0, dochézi k pruznému odtéZovani, pti kterém je & = 0 a mezi pFirtistky
napéti a deformace plati opét vztah (4.46).

Konkrétni vyjadieni sloupcové matice n zdvisi na zvolené definici ekvivalentni deformace. Pro definici (4.23)
zalozenou na energetické normé vychazi

0z 0 [e'D 1 1 o
n=oo = S ~9D.e = = (4.54)
Je  0Oe E ) [eTD. e E¢
E
a vyslednad matice te¢né tuhosti
/
Deq = (1 — w)De — g—g&&T (4.55)

je symetricka. Pro jiné definice ekvivalentni deformace je ale symetrie narusena.

Velkou vyhodou popsaného modelu, stejné jako vSech modelu poskozeni pracujicich s definici funkce poskozeni
jako funkce deformace (nikoli jako funkce napéti) a se zdkonem poskozeni v explicitnim (nikoli pFirtistkovém)
tvaru, je snadné vyhodnoceni vyvoje napéti odpovidajiciho danému vyvoji deformace. Pfedpokladejme, ze je dan
okamzity stav (tj. okamzité hodnoty napéti, deformace, poskozeni a vnitini proménné x) a dale je pfedepsén jisty
prirtstek deformace. Snadno mtzeme vyhodnotit celkovou deformaci na konci tohoto prirtistku a ji odpovidajici
ekvivalentni deformaci £ podle zvolené konkrétni definice. Pokud neni prekrocena hodnota x ze za¢atku prirtstku,
Kk ani w se neméni, v opacném piipadé pak polozime x rovno vypoctenému € a urc¢ime odpovidajici poskozeni
w = g(k). Napéti na konci pfiristku se pak vypocita z deformace a poskozeni podle zdkladniho vzorce o =
(1 -w)Dee.
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Obrazek 4.8: Typické pracovni diagramy pro (a) pruznoplasticky materidl, (b) pruzny material s poskozenim,
(¢) pruznoplasticky material s poskozenim.

4.2.3 Kombinace modelu poskozeni a plasticity

V kapitole 2 jsme se zabyvali pruznoplastickymi modely, které jsou inspirovany pfedstavou pokluzu podél krys-
talografickych rovin v kovech a soustfedi se na popis trvalé (plastické) deformace vyvolané takovymi procesy.
Pri odtézovani se material chova jako linedrné pruzny se stejnou tuhosti jako ve vychozim stavu, viz obr. 4.8a.

Naproti tomu modely poskozeni jsou zaloZeny na piedstavé Sificich se trhlin a dutin a popisuji odpovidajici
redukci tuhosti materidlu. Jestlize material mezi trhlinami ziastava pruzny a trhliny se mohou bez odporu zavrit,
pak se pfi odtézovani pracovni diagram vraci zpét do pocatku, jak je naznaceno na obr. 4.8b. Ve skutecnych
materidlech obvykle dochazi jak ke vzniku trvalych deformaci, tak i ke sniZzeni tuhosti, a odtézovaci vétev
pracovniho diagramu je nékde mezi obéma extrémy, viz obr. 4.8c. Tato skutecnost naznacuje, ze optiméalni je
oba typy modelt (tedy plasticitu a poskozeni) kombinovat.

Kombinace plasticity a poskozeni mtize byt zaloZzena pfinejmensim na dvou riiznych ptistupech. Prvni ptistup
vyuziva pojmu efektivniho napéti, znamého z mechaniky poskozeni. Tato veli¢ina predstavuje napéti vznikajici
v dosud neposkozeném materidlu mezi defekty. Misto predpokladu pruzného chovani neposkozeného materialu
muzeme pouzit pfedpoklad pruznoplastického chovani. Vztah mezi efektivnim napétim a deformaci je pak popsan
rovnicemi teorie plasticity. Nazorné Ize tento pfistup ilustrovat reologickym schématem na obr. 4.9a, ve kterém
jsou paralelné zapojeny pruznoplastické jednotky, z nichz kazda je sériovym spojenim pruziny a plastického
¢lanku (s pripadnym zpevnénim). Tyto jednotky jsou v dusledku poskozeni postupné vyfazovany z ¢innosti. Jde
vlastné o obdobu svazku postupné praskajicich vlaken z obr. 4.1, s tim rozdilem, ze vlakna nyni nejsou pruzna,
ale pruznoplasticka. Pritom poskozeni muze byt zavislé na celkové deformaci, ale také tfeba na jeji pruzné nebo
plastické ¢asti, podle toho, jak si pfedstavujeme konkrétni mechanismus poskozeni pro dany material.

]
ml | o
]

(@ (b)

Obrazek 4.9: Dvé reologickéd schémata kombinujici pruznost, plasticitu a poskozeni.

Alternativni pfistup spo¢iva v tom, Ze k pruznému modelu s poskozenim piidame trvalé deformace, v duchu
reologického schématu na obr. 4.9b. Trvalé deformace mohou predstavovat nejen klasické plastické pretvoreni
v dusledku pokluzu, ale také nevratnou ¢ast deformace zptisobené rozeviranim trhlin. Pokud jsou totiz okraje
trhliny nerovné, pii odtiZeni se trhlina nemuze dokonale zav¥it tak, aby deformace plné zmizela. Vyvoj trvalych
deformaci byva popsan pravidly, ktera jsou ¢asto formalné podobné zdkonu plastického pretvareni.

At uz pouzijeme ten ¢i onen pristup, vysledny vztah mezi napétim a deformaci bude mit v pfipadé modelu
poskozeni s jedinym parametrem w tvar

o= (1—-w)De(e —ep) (4.56)

Tato rovnice v sobé zahrnuje jako zvlastni pfipady rovnici (2.143) platnou pro pruznoplastické modely a rovnici
(4.19) platnou pro pruzné modely s poskozenim. Rozdil mezi dvéma vySe zminénymi p¥istupy spocivé v inter-
pretaci této rovnice a v tom, s jakym napéti se pracuje v podmince plasticity. Prvni pristup v duchu obr. 4.9a
interpretuje (4.56) jako vztah

oc=(1-w)o (4.57)

mezi nominalnim napétim o a efektivnim napétim
6 =D.(e —¢p) (4.58)

Efektivni napéti je napéti pusobici na neposkozeny materidl mezi trhlinami, ktery se chova pruznoplasticky.
Podminka plasticity je tedy formulovana pomoci efektivniho napéti. Naproti tomu druhy ptistup v duchu obr.
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4.9b interpretuje (4.56) jako vztah
o =Dg(e —ep) =Dse. (4.59)

mezi napétim o a pruznou deformaci €., ktera je rozdilem celkové a plastické deformace. Pfitom tuhost
D, =(1—-w)D, (4.60)

je redukovana s ohledem na poskozeni. Pfi tomto pfistupu se v podmince plasticity logicky objevi nominalni
napéti o.

4.3 Lokalizace poskozeni

4.3.1 Potize s popisem zmékceni

Rada piirodnich i umélych materialé vykazuje pfinejmensim v pokroéilych stadiich pfetvarného procesu zmék-
¢eni, coz znamena, Ze pri rostouci deformaci klesa jimi prenasené napéti. Pri¢inou zmékéeni byva rozvoj defekti
v materialu, provazeny poklesem efektivni plochy schopné prendset napéti. Postupné zmékcovani je charak-
teristické zejména pro kvazikiehké materidly, jako je beton. V krehkych materidlech casto dojde k ndhlému
katastrofickému rustu trhlin, takze prenasené napéti vymizi prakticky okamzité a misto o zmékéeni hovorime
o kirehkém lomu. V tazngch (duktilnich) materidlech, jako je vétSina kovil, je naopak dominantnim mechanismem
nepruzného pretvareni plasticky pokluz, v jehoZ pribéhu zpravidla dochazi k postupnému zvysovani meze kluzu,
tedy ke zpevnéni. Pti velkych deformacich se vsak i v takovych materidlech mohou vytvaret a $irit defekty, napr.
dutiny, které se postupné spojuji a nakonec vedou k duktilnimu lomu. Takové chovani lze popisovat pomoci
pruznoplastickych modeli se zpevnénim, postupné prechazejicim do zmékceni, nebo pomoci pruznoplastickych
modeld se zpevnénim kombinovanych s modely poskozeni. Pro kvazikrehké materialy obvykle dochéazi pfi na-
mahani v tahu k nahlému prechodu od témér linedrné pruzného chovani ke zmékcéovani, v pozdéjsich fazich ale
zbytkové prenasené napéti klesd pomalu a Gplné vymizi az pii pomérné znacné deformaci. Takové chovani se
nejsnaze popise pomoci modeld poskozeni.

Pro modely se zmd&kéenim, af jiz formulované v ramci teorie poskozeni nebo teorie plasticity s klesajici
mezi kluzu, je ovSem tieba velké opatrnosti. Zmékcéovani materidlu je totiz casto pri¢inou lokalizace nepruznych
deformaci a pro nevhodné formulované modely dojde ke vzniku problému, které mohou vysledky analytickych
vypoctli nebo numerickych simulaci zcela znehodnotit. Podstatu téchto problémt si nejprve nazorné osvétlime
na jednoduchém piikladu a poté vysvétlime jejich obecné diisledky a budeme se vénovat hledani napravy.

o F

for——7 ! N

(a) (b)

Obrazek 4.10: (a) Lokéln{ pracovni diagram s linedrnim zmékéenim, (b) v&jif moznych sestupnych vétvi globalniho
pracovniho diagramu.

Pro ilustraci pouzijeme velmi jednoduchy materidlovy model pro jednoosou napjatost. Predpokladame, ze
material je linearné pruzny az po dosazeni deformace £g. Pti dalsim zvétSovani deformace dochézi k linedrnimu
zmékceni podle obr. 4.10a a napéti prenasené materidlem zcela zmizi pii dosazeni deformace er. Maximélniho na-
péti f;, které predstavuje tahovou pevnost materialu, je tedy dosazeno na konci linedrné pruzné ¢asti pracovniho
diagramu a plati f; = Eeg, kde E je modul pruznosti. Pro dalsi avahy o lokalizaci neni podstatné, v ramci jaké
konkrétni teorie je tento model formulovan, tedy zda jde napf. o pruznoplasticky model s linedrnim zmékéenim,
o model izotropniho poskozeni, nebo o model s rozetfenymi trhlinami. Dtlezité je pouze, Ze pracovni diagram
se skldda ze dvou linedrnich ¢asti, z nichz jedna (vzestupna) odpovidd pruznému chovani a druhé (sestupna)
zmékceni.

Priklad 4.5: Tahova zkouska prutu ze zmékéujiciho materialu — analytické FeSeni

Predstavme si prut o délce L a s konstantnim prufezem o plose A, zatizeny jednoosym tahem, viz obr. 4.11.
Zatézovani je fizeno posunem, protoze fizeni silou by po dosazeni vrcholu pracovniho diagramu nebylo mozné.
Levy konec prutu si predstavime jako vetknuty, na pravém konci je uchyceno zatézovaci zafizeni, které tomuto
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Obrazek 4.11: Tazeny prut.

konci vnucuje posun u a vznikd v ném reakce F. Normélové napéti o = F//A je rovnomérné rozlozeno po priifezu
a navic, maji-li byt splnény podminky statické rovnovahy, i po délce prutu. Otazka je, jak je rozlozena deformace
a jaky je vysledny vztah mezi silou F' a posunem u.

A% do dosazeni vrcholu pracovniho diagramu se vSechny body prutu chovaji linedrné pruzné a deformace
je timérna napéti podle vzorce e = o/F, takze je také rozlozena po délce prutu rovnomérné. Posun u je roven
celkovému protazeni prutu, které se spocita jako soucin délky L a relativniho protazeni ¢; plati tedy v = Le =
Lo/E = LF/EA. Mezi silou F a posunem u je tudiz pfimé amérnost s konstantou EA/L, kterd pfedstavuje
tuhost pruzného prutu. AZ potud je feSeni velmi snadné a odpovidé elementéarnim poznatkim ze stavebni
mechaniky.

Situace se ale vyrazné zkomplikuje po vycerpani pevnosti materidlu. Pii dosazeni posunu ug = Leg je ve
vSech bodech prutu napéti o = f; a celkova pusobici sila je Fy = Af;. Dal uz muze napéti pouze klesat a pri
zachovani statické rovnovahy musi byt stale rovhomeérné rozlozeno po délce prutu. Pfitom ale k poklesu napéti
muze dochdzet dvéma zplisoby: bud pruznym odtézovanim za klesajici deformace, nebo zmékc¢ovanim za rostouci
deformace. Nemame k dispozici zddnou podminku, podle niz bychom ur¢ili, které body prutu se budou odtézovat
a ve kterych bude dochézet ke zmékéovani. Existuje tedy celd fada (dokonce nekoneéné mnoho) riznych FeSeni
a dochazi ke ztraté jednoznacnosti. Mtizeme zkonstruovat mimo jiné takova feseni, pro ktera v jedné ¢asti prutu
o délce L, dochdzi k odtézovani (,,u“ je odvozeno z anglického terminu ,unloading®) a ve zbylé ¢asti o délce
Ly = L — Ly ke zmé&k¢ovéni (,,s“ podle ,softening”). Pro kazdou hodnotu klesajici sily F' mezi Fy a nulou lze
spoCitat napéti o = F/A a pak ur¢it odpovidajici deformaci £, v odtéZované ¢asti prutu a &5 ve zmékéujici
Casti. V odtézované ¢asti stale plati rovnice linedrni pruZnosti, takze je e, = o/FE = F/EA. Na zmékéujici
vétvi pracovniho diagramu je vztah mezi napétim a deformaci také linearni a jednoduchym vypoc¢tem dospéjeme
k zavéru, ze napéti o vznikne pii deformaci

el +€fft70'7ft€f+0'(€0*€f)
s — 0 -
Tt It fe

Celkové protazeni prutu u je souctem protazeni odtézujici ¢asti, L,ecy, a protazeni zmékcujici ¢asti, Lses. Po
dosazeni dostaneme

(4.61)

er+o(eg — ¢ Ly, Lg(eg—¢
free (eo f):L55f+ Lu s(€0 — &r)
fi E fe

Pro pevné zvolené L, a Ls dostavame linedrni vztah mezi posunem u a silou F'.

V okamziku, kdy sila pfendsena prutem klesne na nulu, je posun roven Lge¢. To je logické, protoze nulové
napéti vznikne pfi tplném odtizeni pruzné c¢asti na nulovou deformaci a pri protazeni zmékc¢ujici ¢asti na de-
formaci e¢. Pracovni diagram na globélni tirovni celé konstrukce (znézornujici vztah mezi silou a posunem) ma
tedy také linedrni sestupnou vétev, podobné jako pracovni diagram na lokdlni Grovni (znazornujici vztah mezi
napétim a deformaci). Vodorovnou osu protne ve vzdalenosti Lser od pocatku. Potiz je ovSem v tom, Ze pro
pevné zvolené Ly jde pouze o jedno z mnoha moznych feseni. Délka Lg zmékcujici ¢asti prutu muze byt v zasadé
libovolna, samoziejmé vsak nemutze prekrocit délku prutu L. Pro Ly = L dostavame jeden extrémni pripad, ve
kterém vsechny body prutu zmékcuji a deformace ztistava rovnomeérné rozdélena. Globalni pracovni diagram pak
vznikne z lokdlniho pouhou zménou méritka na osach — napéti o se ztransformuje na silu F' = Ao a deformace
€ na posun u = Le. Pro vSechny ostatni volby délky Lg je zmékcujici vétev globalniho pracovniho diagramu
strméjsi. Cim kratsi L zvolime, tim strméjsi tato vétev bude. P¥i volbé Ly = Leg/er bude zmékéujici vétev
svisla a pro mensi hodnoty Ls bude mit kladny sklon, coz znamend, ze vrchol pracovniho diagramu je zaroven
bodem obratu a test neni mozné provést pii fizeni posunem (tedy celkovym protazenim). Délka Ly sice nemiize
byt zaporné, ale neni zdola omezena zadnou kladnou konstantou, neboli miize byt libovolné mala. Sestupna vétev
globalniho pracovniho diagramu tedy muze byt kdekoli ve véjifi naznaceném na obr. 4.10b a omezeném z jedné
strany pripadem Lg = L, ktery odpovida zmékcovani vSech bodu prutu, a z druhé strany pripadem Ls = 0, ktery
odpovida odtézovani vSech bodu prutu.

Pri odtézovani skuteéné vSech bodu prutu ztustava materidl vSude neposkozen a nedochéazi k poruseni kon-
strukce. Pro jakkoli malou nenulovou hodnotu Lg vSak dojde k iplnému poskozeni v malém segmentu prutu, to
vSak staci k totalni ztraté tnosnosti celého prutu. Pro Ly blizici se nule se poruseny segment blizi k jedinému
prurezu, ale i prasknuti jednoho priitezu staci k tomu, aby prut zcela ztratil schopnost pfenédset tahové zatizeni.
O

o F
uw = Lyey + L¢es = LuE + Ly 1 (4.62)
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Ukéazali jsme, ze pfi jednoosé tahové zkousce prutu z materidlu se zmékcéenim je jednoznacné urcena pouze
vzestupné ¢ast globalniho pracovniho diagramu. Po dosazeni maximalni sily feSeni ztraci jednoznacnost a je
mozno zkonstruovat ruznd reseni, navzajem velmi odlisna. Otazkou je, jaké chovani lze oc¢ekavat na realném
vzorku a jak mezi nekonecné mnoha FeSenimi ptislusné matematické tlohy identifikovat to ,pravé®. Zmékcovani
materidlu je disledkem rozvoje defektt (napt. trhlin), které se sice mohou koncentrovat ve velmi kratkém seg-
mentu prutu, ale ne doslova v jediném prufezu. Kazdy material, byt by se navenek pfi zkouméani na jisté trovni
rozliseni jevil jako dokonale homogenni, ma uréitou vnit¥ni strukturu a nemtize byt neomezené délitelny na li-
bovolné malé casti, které by mély stale stejné vlastnosti jako ptivodni materidl. V ptipadé vysoce heterogennich
materiald jako je beton je to zcela jasné, ale i jiné, zdanlivé homogenni materidly vykazuji na dostatecné jemné
arovni rozliseni urcitou vnitini strukturu. V této souvislosti hovorime o vnitini charakteristicke délce materidlu,
coz je sice pojem ne zcela jednoznacné definovany, ale v zasadé by mél odpovidat velikosti typickych nehomo-
genit (jako jsou t¥eba zrna kameniva v pfipadé betonu) a jejich vzéjemné vzdalenosti. V dusledku heterogenity
materidlu se nepruzné procesy (jako t¥eba rozvoj mikrotrhlin) nemohou lokalizovat do jediného prufezu, tedy do
oblasti o nulové tloustce, ale dochézi k jejich koncentraci v jisté procesni zéné, jejiz minimélni Sitka zavisi pravé
na vnitini charakteristické délce materialu.

Zasadni problém nepruznych modelt se zmékcéenim, popsanych pomoci vztahti mezi napétim a deformaci, je
v tom, Ze neobsahuji zadnou informaci o vnitini charakteristické délce materidlu. Diky zmékceni tyto modely
vedou k feSenim s nepruznymi ucinky lokalizovanymi do urcitych zén, potiz je vsak v tom, zZe sitka téchto zdén
neni modelem nijak urcena. Pfi analytickém feseni muze byt sitka zdny lokalizované deformace libovolné mala,
pripadné piimo nulova. To jsme ukazali pro tazeny prut v prikladu 4.5. V nasledujicim pfikladu se podivame na
to, jaké FeSeni mizeme ocekavat pri aproximaci problému pomoci pribliznych numerickych metod.

Priklad 4.6: Tahova zkouska prutu ze zmékc¢ujiciho materialu — numerické reseni

Pfi numerickém feSeni jednorozmérné tlohy metodou koneénych prvka (MKP) rozdélime cely prut na N inter-
valii, v terminologii MKP oznac¢ovanych jako prvky, které se navzajem stykaji v IV — 1 prifezech, v terminologii
MKP oznacovanych jako uzly. Dalsi dva uzly odpovidaji krajnim prifeziim celého prutu. Metoda je zaloZena na
aproximaci pole posunuti funkcemi, které jsou na celém prutu spojité a v ramci kazdého prvku linearni. Kazda
takova funkce je jednoznacné urcéena hodnotami posunt v uzlech. Je-1i na prvku posunuti aproximovano linearni
funkci soutradnice z, je odpovidajici deformace v ramci prvku konstantni a vypocte se jako rozdil posunu uzli,
ke kterym je tento prvek pripojen, déleny délkou prvku. Rozlozeni deformace po délce prutu je tedy aproximo-
vano po Castech konstantni funkci. Uplatnénim materidlového modelu se z deformace v kazdém prutu vypocte
odpovidajici napéti, které bude tudiz také aproximovano po ¢astech konstantni funkci. Obecné se podminky rov-
novahy pfi vypoc¢tu MKP splnuji pouze v tzv. slabém smyslu, ale to pro nase tcely neni podstatné. Za danych
predpokladt (jednorozmérné tloha, linedrni aproximace posunuti na prvcich, konstantni prifez a zanedbani
objemovych sil) totiz budou podminky rovnovahy sestrojené v rdmci pfiblizného vypoétu MKP ekvivalentni
s podminkou, ze napéti ve vSech prvcich ma byt stejné, coz je vlastné klasickd podminka rovnovahy v silném
smyslu.

A% po dosazeni vrcholu pracovniho diagramu je feSeni jednoznacné, protoze pii linedrné pruzném chovani
je deformace jednozna¢né urcena napétim, a proto z podminky stejného napéti ve vSech prvcich plyne, Ze
i deformace ve vSech prvcich jsou stejné. Numerické feSeni tedy presné odpovida analytickému. V okamziku
dosazeni vrcholu se jednoznacnost ztraci, protoze v kazdém prvku muze zacit bud pruzné odtéZzovani, nebo
zmékcéovani. Celkem je tedy 2"V moznjch feseni, z nichz jedno odpovida odtézovani celého prutu, jedno odpovida
rovnomérnému zmékcéovani celého prutu, a ostatni odpovidaji riznym kombinacim odtéZovani a zmékcovani
v jednotlivych prvcich. Pruzné odtézovani celého prutu z dalsich tvah vylouc¢ime, protoze nas zajimaji jen
takova feseni, pri kterych nakonec dojde k poruseni, tj. ke ztraté schopnosti prutu prenaset zatizeni. Z ostatnich
feSeni mizeme pri numerickém vypoctu ziskat v podstaté kterékoliv. Zavisi to na konkrétnim algoritmu, pomoci
kterého se hleda Teseni splnujici podminky rovnovahy. Cely zkoumany zatézovaci proces je rozdélen na kroky a
v ramci kazdého kroku se zvétsi hodnota veli¢iny pouzivané jako ridici parametr, napf. sily ptisobici na pravy
konec prutu nebo posunu tohoto konce. Rizeni silou by oviem ze znamych diivodii selhalo po dosazeni vrcholu
pracovniho diagramu, takze si prozatim predstavime fizeni posunem pravého konce. Pokud se na konci prvniho
nepruzného kroku ocitnou v rezimu zmeékéovani vSechny prvky najednou, muize se stat, ze i v dalSich krocich
pokracuje zmékcéovani vSech prvki a je zachovano rovnomérné rozdéleni deformace po délce prutu. Jestlize se vsak
vlastnosti materidlu (napf¥. pevnost) v jednotlivych prvecich mirné lisi, pii dostateéné malych krocich se z pruzného
rezimu do rezimu zmékéeni dostane nejprve jen jeden prvek, a sice ten nejslabsi (s nejmensi pevnosti). V dalsim
kroku tento prvek zmékc¢uje, napéti v ném tedy kleséd a stejné tak musi klesat i napéti v ostatnich prvcich, které
ovSem zistavaji v pruzném stavu a jejich deformace se zmensuje. Dojde tedy k lokalizaci nepruzného pretvareni
do jediného prvku. Pfi konkrétnim vypoctu muzeme lokalizaci napomoci tim, Ze jeden vybrany prvek mirné
oslabime. Ale i pokud to neudélame, ¢asto pii numerickém feSeni k lokalizaci dojde samovolné, vlivem malych
zaokrouhlovacich chyb, které vedou k drobnym odchylkam od idealizovanych predpoklad® a maji podobny tcinek
jako mirné nerovnomérné rozdéleni pevnosti.

P1i numerickém feseni tedy mtizeme ocekavat lokalizaci zmékcovani do jednoho prvku a odtézovani ostatnich
prvki. Vysledek je pak velmi podobny jako pifi analytickém teseni v ptikladu 4.5, ovSem s tim rozdilem, ze
délka lokalizované zény Lg neni libovolna, ale odpovida velikosti nejslabsiho prvku. Pfi rovnomérném déleni je



4.3. LOKALIZACE POSKOZENI 153

9.
F € .
. . pocet
pocet prvku prvke

R 1
3 5
5
40 |20 9 3 ,,,,,,,,, ‘
2g, SRS . |
u L X

Obrézek 4.12: Vliv po¢tu kone¢nych prvka na numerické vysledky: (a) globélni pracovni diagram, (b) rozlozeni
deformace po délce prutu.

tedy Ls = L/N, kde N je pocet prvka. Sestupnd vétev globalniho pracovniho diagramu protne vodorovnou
osu v bodé odpovidajicim posunu u = Lser = Leg/N. Problém je v tom, Ze L je charakteristika konstrukce
(délka prutu), ef je charakteristika materidlu, ale N je parametr zvoleného numerického postupu (pocet prvki),
ktery nema nic spoleéného se zadanim fesené ulohy. Presto numerické feseni na parametru N velmi silné zavisi,
jak ukazuji pracovni diagramy na obr. 4.12a, sestrojené pro N = 1,3,5,9,20,40. V této ukazce byl pouzit
model s linedrnim zmékéenim a s pomérem e¢/eg = 20. S rostoucim poctem prvki je sestupnéd vétev globélniho
pracovniho diagramu nejprve stale strmeéjsi, pro N = 20 je svisla a pro N = 40 je vrchol zaroven bodem obratu.
To znamend, ze Fizeni posunem pravého konce by bylo mozné jen pro N < 20 a pro vétsi pocty prvku by
bylo t¥eba pouZzit rafinovanéjsich postupt (napt. Fizeni vzajemnym posunem dvou uzll, ke kterym je pfipojen
nejslabsi prvek).

Graf na obr. 4.12b ukazuje, jak vypadd rozlozeni deformace po délce prutu pfi vypoctech s riznymi pocty
prvku. Jednotlivé profily jsou nakresleny pro stav, kdy posun pravého konce dosdhne hodnoty uw = 2Leg. De-
formace je vzdy lokalizovana do jednoho prvku, takze sitka lokalizované zény se pri zvétSujicim poctu prvku
zmensuje a deformace v této zoné se zvétsuje.

P1i obvyklych vypoctech MKP vede zvétsovani poctu prvka ke zvysovani presnosti vypoctu. Z grafi na
obr. 4.12 je ale zfejmé, Ze v daném pripadé se pii rostoucim N vysledky neblizi zadnému ,rozumnému reseni“.
Plocha pod globalnim pracovnim diagramem se s rostoucim N zmensuje a pro N — oo se blizi k nule. Pritom
tato plocha ma vyznam celkové prace vykonané vnéjsimi silami v prubéhu testu. Podle numerického vypoctu se
prace potfebnd k totalnimu poruSeni prutu blizi k nule, a to nezévisle na pivodnim poméru e¢/eg uréujicim, jak
duktilni nebo k¥ehky je dany materidl. I pro velké hodnoty e¢/eg, tedy pro vysoce duktilni material, bychom pii
dostatecné vysokém poctu prvkh ziskali globalni pracovni diagram odpovidajici velice kfehkému chovani. To je
samoziejmeé z fyzikalniho hlediska nepfijatelné.

O

V prikladech 4.5 a 4.6 jsme ukazali, Ze pro material se zmékcenim se pii popisu jednoduché tahové zkousky

objevi nasledujici nesrovnalosti:

1. Deformace se lokalizuje do zdény, kterd mize byt libovolné mala.

2. Globéalni pracovni diagram vykazuje bod obratu, nezavisle na parametrech materidlového modelu a na
rozmérech prutu.

3. Celkova préace vykonand vnéjsimi silami (tj. prace spotfebovana na poruseni konstrukce) je libovolné mal4.

4. Pfi numerickém feSeni metodou konec¢nych prvka vysledky velmi silné zaviseji na poctu prvkt a pro
zvysujici se pocet prvkia nekonverguji k fyzikalné prijatelnému feseni.

Uvedené potize souviseji s tim, ze z matematického hlediska méa zkoumany problém pred dosazenim vrcholu
pracovniho diagramu charakter okrajové tlohy s tzv. eliptickym operatorem, ale zmékcovani materialu vede ke
ztraté elipticnosti. Pfitom pro tlohy s eliptickym operatorem je mozno dokazat jednoznacnost feseni a jeho
spojitou zavislost na okrajovych podminkach, zatimco pii ztraté elipticnosti vznika tzv. Spatné formulovana
tloha (anglicky ,ill-posed problem*). Z numerického hlediska se to pak projevi patologickou zavislosti FeSeni na
poctu konecénych prvki.

Potize s popisem lokalizované deformace v dusledku zmékéovani materidlu jsme demonstrovali na velmi
jednoduchém piikladu jednoosé tahové zkousky, pro kterou bylo mozno jejich pii¢iny pomérné nazorné popsat a
pochopit. Ukazuje se, Ze potiZze stejného druhu se objevi i pti feSeni slozitéjsich tloh pomoci dvou- a tFirozmérnych
modelt.

Priklad 4.7: Simulace tfibodového ohybu nosniku s vrubem
Predvedeme ukazku numerické simulace betonového nosniku s vrubem, prosté podepieného a zatizeného silou
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(a)

Obrazek 4.13: Nosnik s vrubem namahany t¥ibodovym ohybem: (a) sit koneénych prvki s vyznacenim podpor
a zatizeni, (b) deformovand sit pfi iplném poruseni vzorku (posuny zamérné prehnany).

uprostied rozpéti. Nosnik mé ¢tvercovy prifez o rozmérech 100 x 100 mm a rozpéti 450 mm. Nejde tedy o prvek
skutecné stavebni konstrukce, ale o zkuSebni télisko testované v laboratofi. Jeho simulace by teoreticky mohla
slouzit k ovéfeni zvoleného materidlového modelu a urceni jeho parametrt. Vrub pfi spodnim okraji uprostied
rozpéti ma $itku 5 mm a zasahuje az do poloviny vysky prufezu. Rozméry zkusebniho télesa odpovidaji skutecnym
testim, které provedli Kormeling a Reinhardt (1983).

Priblizny vypocet byl proveden metodou konec¢nych prvkit za predpokladu rovinné napjatosti, slo tedy o ro-
vinnou tlohu. Nosnik byl rozdélen na ¢tyithelnikové prvky s uzly ve vrcholech a v ramci kazdého prvku bylo pole
posunuti aproximovano jednoduchou funkci. Neni zde mozno podrobné vysvétlovat metodu koneénych prvki,
ale pro ¢tenafe seznamené s jejimi zaklady uvadime, zZe Slo o izoparametrické ¢tyithelnikové prvky s bilinearni
aproximaci a ¢tyfbodovou integraci. V prvni simulaci bylo pouzito nerovnomérné déleni na obr. 4.13a, pii kterém
je stfedni ¢ast nosniku v okoli vrubu zdmérné rozdélena na mensi prvky nez okolni oblast kolem podpor, ve které
se neocekava rozvoj poskozeni. V jemné délené oblasti mély prvky tvar ¢tverci o strané 5 mm. Pfedstavu o
simulovaném mechanismu poruseni davéa obr. 4.13b, na kterém je vykreslena deformovand sit na konci testu.
Skutecné posuny jsou ale velmi malé, takze jsou pfi grafickém znazornéni vysledkt zdmérné prehnany. Z obrazku
je patrné, ze se v zavérecnych fazich testu deformace lokalizuje do jedné vrstvy prvka vedouci od vrubu svisle
vzhtru k plisobisti zatézujici sily.

Material byl popsan jednoduchym izotropnim modelem poskozeni s Rankinovou definici ekvivalentni defor-
mace (4.44) a zdkonem poskozeni ve tvaru (4.9), ktery odpovidé linedrné pruznému chovani nasledovanému
exponencialnim zmékcovanim. Pruzné konstanty byly zvoleny jako E = 20 GPa a v = 0.2 a parametry v zdkonu
poskozeni jako g9 = 120- 1076 a ef = 7- 1072, coz odpovida tahové pevnosti f, = Feo = 2,4 MPa.
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Obrazek 4.14: Globalni pracovni diagram (zavislost mezi silou a posunem) pro nosnik s vrubem: (a) simulace na
siti z obr. 4.13a v porovnani s experimentalnimi vysledky, (b) simulace na tfech riiznych sitich kone¢ngch prvki.

Pro uvedenou volbu parametri vedla prvni simulace na siti podle obr. 4.13a ke globalnimu pracovnimu dia-
gramu vynesenému na obr. 4.14a plnou ¢arou. Tento vysledek je ve shodé s experimentalné zjisténymi pracovnimi
diagramy, které se pohybovaly v oblasti ohrani¢ené na obr. 4.14a teckovanymi ¢arami.®

Zatim se zda byt vSe v poradku. Prekvapeni vSak nastane, pokud simulaci provedeme znovu na siti s jinou
velikosti konecnych prvkt v oblasti kolem vrubu. Na obr. 4.14b jsou porovnany pracovni diagramy ziskané
simulaci na ttech sitich s velikosti prvku 5 mm, 1,67 mm a 0,556 mm. Pfitom parametry materidlového modelu
zustaly ve vSech pfipadech stejné. Z grafu je vidét, jak dramaticky vliv ma zména velikosti prvkua na vysledky.
Pro jemnéjsi sité (s mensimi prvky) ze zmensuje maximdlni sila, kterou je vzorek schopen pienést, i plocha pod
pracovnim diagramem, ktera odpovida celkové praci vnéjsich sil spotfebované na poruseni vzorku. Je ziejmé, ze
nejde o obvyklé chovani, kdy se pfi zjemnovani sité zmensuje chyba a numerické vysledky konverguji k presnému
feSeni. V nasem pripadé dochazi k patologické zavislosti numerického feseni na pouzité siti, konkrétné na velikosti

6Je t¥eba si uvédomit, Ze pro beton a jiné vyrazné heterogenni materialy vedou testy opakované za stejnych podminek ke zna¢nému
rozptylu vysledkd, takze je lepsi vysledek simulace neporovnavat s vysledkem jediného testu.
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prvki v oblasti lokalizovaného poskozeni.
O

Vysledky pravé predvedeného piikladu by nemély byt velkym prekvapenim pro ¢tenare, ktery si dobfe pro-
myslel predchazejici priklady s tahovou zkouskou. Stejné jako pfi jednoosém tahu se i pfi ohybu nosniku s vrubem
ukazalo, ze poskozeni se lokalizuje do oblasti, jejiz Sirka odpovida velikosti pouzitého kone¢ného prvku. Pfi si-
mulaci tahové zkousky pomoci jednorozmérného modelu stacilo k poruseni celého vzorku, aby se iplné poskodil
jeden prvek. V ptipadé ohybové zkousky simulované ve dvou rozmeérech je k rozlomeni vzorku na dvé ¢asti zapo-
tfebi poskodit vrstvu prvki probihajici pfes celou vysku oslabeného priifezu, ale sitka této vrstvy opét odpovida
jedinému prvku. Dusledky jsou podobné, dokonce jesté horsi, protoze pti tahové zkousce byla aspon maximalni
sila prenasena vzorkem pro vSechny sité stejna, zatimco pti ohybové zkousce je i tento vysledek silné zavisly na
siti a tudiz zcela nespolehlivy. Mohlo by se snad zdat, ze k lokalizaci doslo jen v dusledku pfitomnosti vrubu,

ktery se na realnych konstrukcich obvykle vyskytovat nebude. Nasledujici ptiklad ukazuje, ze problémy nastanou
i pri simulaci nosniku bez vrubu.
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Obrézek 4.15: Simulace tfibodového ohybu nosniku bez vrubu: (a) nejhrubsi sit koneénych prvki, (b) globalni
pracovni diagram (zévislost mezi silou a posunem) simulovany na tfech riznych sitich.

Priklad 4.8: Simulace tfibodového ohybu nosniku bez vrubu

Nosnik o stejnych rozmérech jako v predchézejicim ptikladu, ale tentokrat s hladkym spodnim povrchem bez
vrubu, byl opét prosté podepien a zatizen osamélou silou uprostied rozpéti. Numerické simulace testu byla pro-
vedena pomoci stejného materidlového modelu se stejnymi parametry jako v predchéazejicim prikladu. Nejhrubsi
pouzité sit koneénych prvki je zndzornéna na obr. 4.15a. Ve stfedni ¢4sti nosniku maji obdélnikové prvky sitku
15 mm. Vysledny pracovni diagram je na obr. 4.15b vynesen plnou carou. V tomto testu se poskozeni nejprve
rozviji v oblasti pfi spodnim okraji nosniku, ktera obsahuje vétsi mnozstvi prvka. V blizkosti vrcholu pracov-
niho diagramu vsak nahle dochazi k lokalizaci poskozeni do jedné vrstvy uprostied rozpéti, ktera se $ifi smérem
vzhuru. Jak je vidét z obr. 4.15b, simulace na jemnéjsi siti s prvky o velikosti 5 mm vede ke snizeni maximalni
sily a prudsimu sklonu sestupné ¢asti globalniho pracovniho diagramu. Pokud se velikost prvka déale zmensi na
1,67 mm, dojde pobliz vrcholu pracovniho diagramu ke ztraté konvergence pii iteraci rovnovéahy. Je to dano tim,

Ze rovnovazny pracovni diagram by vykazoval bod obratu, ale pfi simulaci bylo pouzito fizeni posunem, které
za timto bodem selhava.
0O

7 predvedenych prikladd je zfejmé, ze numericka simulace porusovani konstrukci z materialt se zmékcéenim
by pfi pouziti tradi¢nich postupt vedla k velmi nespolehlivym a v podstaté nepouzitelnym vysledktim. Budeme
se proto zabyvat otazkou, jak tyto potize odstranit.

Prvotni pric¢inou patologické citlivosti numerickych vysledki k volbé sité konecnych prvki je skutecnost, ze
sitka simulované procesni zény (zény lokalizované nepruzné deformace) neodpovidd skuteéné $ifce této zény,
ktera zavisi na vnitini charakteristické délce materialu. P¥i simulaci se totiz nepruzné Gc¢inky (napi. poskozeni)
lokalizuji do jedné vrstvy prvku, takze sitka simulované zény je urcena velikosti pouzitych prvki a pfi zjemnovani
sité se blizi k nule. Plocha pod lokdlnim pracovnim diagramem (grafem zdvislosti mezi napétim a deformaci)
odpovidé praci vynalozené na tplné poruseni jednotkového objemu materidlu. Tuto veli¢inu oznac¢ime g a pro

dany materidlovy model pro ni mtizeme odvodit konkrétni vyjadieni v zavislosti na typu zakona zmékceni a jeho
parametrech.

Priklad 4.9: Uréeni g pro model poskozeni

Ukézeme, jak vyjadrit praci vynalozenou na uplné poruseni jednotkového objemu materidlu pro jednoduchy

model izotropniho poskozeni. P¥i jednoosém tahu a monoténnim zatézovani je vztah mezi napétim a deformaci
popsan rovnici

o=s(e)=1[1-g(e)Ee (4.63)
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kde ¢ je funkce objevujici se v zdkonu poskozeni (4.14). Plochu g¢ pod lokalnim pracovnim diagramem vypocteme
jako integral

gf = / s(e)de = E/ [1—g(e)]ede (4.64)
0 0
Naptiklad pro model s linedrnim zmék¢éovanim podle obr. 4.10a je plocha pod lokalnim pracovnim diagramem
gt = 3 fier = 2 Eeoes (4.65)

Pro model s exponencidlnim zmékéovanim je funkce g ddna predpisem (4.9) a funkce s predpisem (4.6), takze
integral v (4.64) je mozno vyhodnotit jako

€0 o0 £ — &g . e—eo )]~
gr = / Fede +/ Fegexp < ) de = [%EEQ} 00 + |:E€()€f exp ( )} =
0 €0 €f €t €0

= LEel+ Eeoer = Eeq (3e0 +&1) (4.66)

O

Plocha pod globalnim pracovnim diagramem odpovida disipované energii, tedy celkové praci vynalozené na
poruseni télesa. V pripadé vysoce lokalizovaného typu poruseni probiha pfevazna ¢ast disipace v lokalizované
z6né poruseni a disipovand energie je tudiz zhruba rovna soucinu gr a objemu této zény. Problém je v tom, Ze pti
zjemnovani sit€ se objem simulované zény lokalizovaného poruseni zmensuje a blizi k nule, takze pti konstantnim
gr se k nule blizi i celkova disipovand energie. Tato tivaha vysvétluje, pro¢ pti zjemnovani sité simulované téleso
vykazuje stale kieh¢i chovani, a zaroven motivuje dva postupy, kterymi je mozno zjednat napravu.

Abychom tvahy co nejvice zjednodusili, budeme se zabyvat tahovou zkouskou na prutu konstantniho prifezu.
Budeme také predpokladat, Ze nepruzné i¢inky jsou plné lokalizovany, tj. material se chova jako linedrné pruzny
az po vrchol pracovniho diagramu a zmékcovani je soustfedéno do zény lokalizovaného poruseni, jejiz sitku
ozna¢ime L, a pro pevné zvoleny typ poruseni (jednoosym tahem) ji miZzeme povazovat za vlastnost materidlu.
Celkova energie W disipovand pii testu (rovné celkové praci vnéjsich sil, tedy plose pod globalnim pracovnim
diagramem) je Gimérnad obsahu prufezové plochy A. Podil Wi/A tedy zévisi pouze na materidlu a pfedstavuje
energii potiebnou k ,,rozlomeni“ prutu o jednotkové pritfezové plose, je tedy zobecnénim pojmu lomové energie, se
kterym jsme se setkali uz v lomové mechanice. Tam byla lomovéa energie praci spotfebovanou na rozsireni trhliny o
jednotkovou plochu. V pripadé kvazikiehkych materialt s rozvinutou procesni zénou se energie nedisipuje v jediné
ostré trhliné, ale v fadé mikrotrhlin koncentrovanych v procesni zéné, pricemz vyznamnou roli mtze hrat i tfeni
pfi rozvirani ktivolakych trhlin a dalsi disipa¢ni mechanismy. Nicméné pojem lomové energie budeme i v tomto
zobecnéném smyslu pouzivat a zachovame i jeji oznaceni symbolem Gy. Plati tedy Gy = Wi/A a lomovou energii
Gt povazujeme za vlastnost materialu. Vyhodou je to, ze ji lze sndze mérit nez skutecnou sirku lokalizované zény
L, .

Zatim jsme hovorili pouze o skuteéném (byt ponékud idealizovaném) pribéhu testu. Pfi numerickém FeSeni
se poruSeni také lokalizuje do urcité zony, jeji sitka Lg vSak odpovida velikosti pouzitych koneénych prvku, a
proto je obecné jina nez skutecnd fyzikalni sitka L. Podle simulace tedy dochazi k disipaci v objemu AL a
jestlize pro zvoleny materidlovy model se zvolenymi parametry je plocha pod lokdlnim pracovnim diagramem
pro jednoosy tah g¢, je celkova disipace simulovana vypoc¢tem rovna ALggs. Aby byla rovna skutecné disipované
energii Wy = AGf, musi zfejmé platit

Lsgr = Gt (4.67)

Pritom lomova energie Gt na pravé strané je povazovana za materidlovou vlastnost, tedy za danou konstantu.
Na levé strané veli¢ina gf souvisi se zvolenym materidlovym modelem a Lg je sitka simulované zény lokalizace.
Jestlize podminka (4.67) neni splnéna, plocha pod simulovanym globalnim pracovnim diagramem je jind nez pod
skuteénym a neni tedy mozné, aby se oba diagramy aspon zhruba shodovaly. P¥i vypoc¢tu metodou konecnych
prvkt je Lg rovno velikosti prvku, kterou oznac¢ime h. Pii zjemniovani sité se h zmensuje, ale gr se neméni, takze
podminka (4.67) mtize byt splnéna viceméné ndhodou pro jistou konkrétni velikost prvku h = Gt /g, ale obecné
splnéna neni.

Priklad 4.10: Odhad lomové energie materialu

Pro lepsi pochopeni popisovanych souvislosti ukdzeme, jak poznatkt vyuzit pfi odhadu lomové energie betonu,
ktery pouzili ve svych testech Kormeling a Reinhardt (viz pfiklad 4.7). Mohli bychom samoziejmé uréit préci
Wt jako plochu pod namérenym globalnim pracovnim diagramem a pak ji vydélit plochou oslabeného prufezu
A =100 mm x 50 mm = 5000 mm?. V piikladu 4.7 jsme vidéli, Ze pro prvky o sifce h = 5 mm byl simulovany
pracovni diagram v dobré shodé s experimenty, takZe zfejmé byla splnéna podminka (4.67). Veli¢ina gf pFitom
predstavuje plochu pod lokalnim pracovnim diagramem pro pouzity materidlovy model, kterym byl model po-
skozeni s exponencidlnim zmékcéovanim. Pro tento typ modelu jsme v prikladu 4.9 ukazali, Ze g¢ je dano vztahem
(4.66). Pii simulaci byly pouzity parametry E = 20 GPa, g9 = 120-107% a gf = 7- 1073, takZe po dosazeni
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dostaneme
gi = Beo(3eo+er) =20-107x 120107 (11201076 + 7-107%) Nm 2 = 16,944 kJ/m®  (4.68)
Gf = Lsgr=hgr=5-10"%x16,944-10°]/m” = 84,72 J/m’ (4.69)

Lomov4 energie je tedy zhruba 85 J/m?, coZ je pro beton bézna hodnota.
O

Pii simulaci poruseni nosniku s vrubem v piikladu 4.7 byla zfejmé podminka (4.67) splnéna pro Ly =h =5
mm, ale pro mensi A simulace nereprodukovala spravné skutec¢nou disipaci energie a vysledkem bylo prilis kiehké
chovani s mensi plochou pod globalnim pracovnim diagramem a dokonce i mensi hodnotou maximalni sily. Pti
hledani nédpravy nas napadne, Ze jsou v zdsadé dvé moznosti, jak splnéni podminky (4.67) zabezpedit.

1. Pokud je sitka simulované zdény lokalizace Lg rovna velikosti prvku h a ta ma byt v zasadé libovolna,
musime upravit g v zavislosti na h tak, aby jejich soucin byl nezavisly na velikosti prvku a
odpovidal lomové energii daného materialu. Pak ale musime pfipustit, Ze vztah mezi napétim a
deformaci (ktery urcuje hodnotu g¢) je ovlivnén velikosti prvku, nejde tedy o ¢isty popis materidlu.

2. Pokud chceme pouzit popis materidlu nezavisly na velikosti prvku (tedy na zvolené numerické metodé), je
gr pevné déno, ale pak musime zabezpecit, aby Sifka simulované zény lokalizace Ls nezavisela na
pouzité siti a v idealnim piipadé odpovidala skute¢né Sifce procesni zény L.

Prvni pristup vede k materidlovym modeliim s parametry zmékceni upravenymi v zavislosti na velikosti prvku,
druhy pfistup k tzv. regularizovanym materidlovym modeltim, kterym se zde vénovat nebudeme.

4.3.2 Uprava materidlovych parametrii v zavislosti na velikosti prvku

Postup zalozeny na tupravé materidlovych parametr v zavislosti na velikosti prvku si nejlépe vysvétlime na
prikladu tahové zkousky pro model s linedrnim zmékéenim.

Piiklad 4.11: Uprava parametru ¢; pro model poskozeni s lineArnim zmékéenim

V prikladu 4.5 jsme ukézali, ze pti lokalizaci zmékcovani do jediného prvku je sestupna vétev globalniho pracov-
niho diagramu p¥imé a protne vodorovnou osu v bodé, ktery odpovidd posunu us = Lees = her = Leg/N, kde
Ly je sitka simulované lokalizované zdny, h je velikost prvku a N je celkovy pocet prvka (pfedpokladali jsme
rovnomérné déleni, tedy stejnou velikost vSech prvki). Maximalni sila je Fy = Afy = EAeg a plocha omezend
pracovnim diagramem ma tvar trojihelnika o zdkladné us a vysce Fy. Abychom simulaci reprodukovali skuteéné
disipovanou energii W, musi platit Foug/2 = W¢, neboli

LAf x hey = Wi (4.70)

Tahovou pevnost f; ménit v zavislosti na velikosti prvku nemutzeme, protoze bychom tim zmeénili i velikost
maximalni sily Fy = Af;. Jedingm materidlovym parametrem, jehoz velikost mizeme upravovat podle velikosti
prvku, je tedy e¢. Z podminky (4.70) dostaneme

2Ws 2Gs

ST (4.71)

Ef

Pokud tedy pripustime, Ze ¢f neni materidlova vlastnost, ale parametr nepfimo tmeérny velikosti prvku h, za-
bezpecime nezavislost simulované disipované energie na pouzité siti. V daném ptipadé linedrniho zmékcéeni bude
dokonce na siti nezavisly cely globéalni pracovni diagram, nejen plocha pod nim. Uprava parametru e podle
(4.71) znamenad, ze pro mensi prvky pouzijeme materidlovy model s pozvolnéjsim sklonem sestupné vétve lokal-
niho pracovniho diagramu a naopak pro vétsi prvky model s prikiejsim sklonem sestupné vétve. Soucin velikosti
prvku A a plochy pod lokdlnim pracovnim diagramem gf = fier/2 bude konstantni a bude roven lomové energii
materidlu Gy, coz pfesné odpovidd obecné podmince (4.67), pokud polozime Ls = h = velikost prvku. Vzorec
(4.71) pro upravu parametru ef jsme tedy mohli odvodit p¥imo ze (4.67).

O

Postup zaloZeny na jednoduché tupravé vhodného parametru lze pouzit i pro modely poskozeni s obecnym
nelinearnim zmeékcéenim, ale ukazuje se, ze zajisti pouze nezavislost celkové disipované energie na siti konec¢nych
prvki, ne vsak nezavislost tvaru sestupné c¢asti globalniho pracovniho diagramu.

P¥iklad 4.12: Uprava parametru ¢; pro model poskozeni s exponencialnim zmékéenim

V prikladu 4.9 jsme pro model poskozeni s exponencidlnim zmékcéenim odvodili vzorec pro vypocet veli¢iny g,
predstavujici disipovanou energii na jednotku objemu. Hodnota gf zavisi na parametrech F, gg a ¢ podle (4.66).
Pfitom modul pruznosti £ ménit nemizeme a parametr €, ktery je roven podilu tahové pevnosti f; a modulu
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Obrazek 4.16: Model poskozeni s exponencidlnim zmékéenim a tGpravou parametru e v zavislosti na velikosti
prvku podle (4.73): (a) lokalni pracovni diagram pro rtizné velikosti prvku h, (b) globélni pracovni diagram
simulovany na sitich s riznymi velikostmi prvki.

pruznosti E, také ne. Zbyva tedy moznost ménit parametr ;. Pro danou velikost prvku h a danou lomovou
energii materidlu Gy uréime e z podminky (4.67), kterou lze v daném piipadé piepsat jako

hEzo (30 +e5) = Gt (4.72)
odkud plyne
Gf [S10)
_ _% 4.
T WEe, 2 (4.73)

Pokud ale provedeme s vyuzitim této upravy parametru ¢ simulaci jednoosé tahové zkousky na sitich s riznymi
velikostmi prvki, zjistime, ze sestupna vétev globalniho pracovniho diagramu neni pro vsechny sité stejna, jako
tomu bylo v pripadé linearniho zmeékéeni. To je pfedvedeno na obr. 4.16 na piikladu simulace jednoosého tahu
na vzorku o délce L = 250 mm pro material s modulem pruznosti £ = 30 GPa, tahovou pevnosti f; = 3 MPa a
lomovou energii Gy = 90 J/m?2. Uvazujeme tii rfizné velikosti prvku h =250 mm, 50 mm a 10 mm. Odpovidajic
hodnoty parametru e¢ podle (4.73) jsou 0,07 - 1073, 0,55 - 1073 a 2,95 - 1073, pticemz g9 = f;/E = 0,1-1073.
Obr. 4.16a ukazuje, ze pro velké prvky ma zmeékcujici cast lokdlniho pracovniho diagramu velmi ptikry sklon a
pro malé prvky klesd pozvolnéji. Provedeme-li simulace tahové zkousky s jednim prvkem o velikosti 250 mm,
péti prvky o velikosti 50 mm nebo 25 prvky o velikosti 10 mm, dostaneme globalni pracovni diagramy na obr.
4.16b. Plocha pod témito diagramy je pro vSechny sité stejnd, ale pfesny tvar sestupné ¢asti pro nejhrubsi ,,sit“
s jedinym prvkem je ponékud jiny nez pro sit s péti prvky. P dalsim zjemitiovani se uz vysledné kiivka méni
jen nepatrné.

O

Uprava podle (4.73) zabezpecuje pouze, Ze celkova plocha pod globalnim pracovnim diagramem bude AGj.
Pro h blizici se k nule globalni pracovni diagramy konverguji k rozumnému limitnimu tvaru, takze bychom tuto
slabou zavislost feseni na siti mohli akceptovat. Presto je vhodné se nad timto drobnym nedostatkem zamyslet
a pochopit jeho pficiny.

Klicem k pochopeni je rozklad deformace na pruznou a nepruznou ¢ast v podobném duchu jako v teorii
plasticity. Tam jsme psali 0 = Dq(e — &,) = D&, kde &, byla pruzné deformace a e, plastickd. V zasadé
muzeme pro kterykoli jiny model s linearné pruznyum zakladem definovat pruznou deformaci jako deformaci
vypoétenou z napéti podle invertovaného Hookeova zédkona €, = D; 'o = C, o a rozdil mezi celkovou a pruznou
deformaci oznacit za nepruznou deformaci. Pro model s poskozenim nepruzna deformace predstavuje prispévek
rozevreni trhlin a oznacime ji proto €., kde index ,,c“ pochazi z anglického terminu ,cracking strain“. Podle
definice tuto nepruznou ¢ast deformace muzeme vyjadrit jako

Ec=€—€.=e—C.0o (4.74)
a po dosazeni vyrazu pro napéti (4.19) dostaneme
ec=€e—Co(l-—w)Dee=e— (1 —w)e =we (4.75)

Nepruzna deformace je tedy pro tento typ modelu rovna celkové deformaci vynasobené parametrem poskozeni
w. To ndm mimo jiné poskytuje novou interpretaci parametru poskozeni jako poméru mezi nepruznou a celkovou
deformaci.

Pokud nyni provedeme rozklad deformace na pruznou a nepruznou ¢ast v pripadé jednoosé tahové zkousky,
nabidne se novy pohled na vliv velikosti koneénych prvki. Piedpokladdme opét, ze nepruzné ucinky (poskozeni)
jsou plné lokalizovany do jednoho prvku. Pruzné ¢ast deformace se tedy projevi v celém prutu, zatimco nepruzna
Cast se objevi jenom v jediném prvku. Jestlize ur¢ité trovni napéti o odpovida pruzna deformace e, = o/F a
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nepruzna deformace ¢, je celkové protazeni prutu u = Lee + he, kde je jako obvykle L délka prutu a h velikost
prvku. Aby protaZzeni u, pfi kterém vznikne sila F' = Ao, nezaviselo na siti, musi byt lokalni pracovni diagram pro
ruzné velikosti prvki konstruovan tak, aby pro kazdou pevné zvolenou troven napéti o byl soucin he. nezavisly
na velikosti prvku h. Jinymi slovy, za zaklad mtizeme vzit zavislost mezi napétim o a veli¢inou w. = he.. Jestlize
¢ je nepruzna deformace vyjadiujici vliv rozevieni mikrotrhlin rovnomérné rozetieny po lokalizované zéné o sitce
h, pak w. ma nazorny vyznam kumulativniho i¢inku rozevieni vSech téchto mikrotrhlin soustfedéného do jedné
ekvivalentni trhliny. Takové trhliné se fika fiktivni trhlina, protoze nejde o skute¢nou trhlinu ve smyslu linearni
lomové mechaniky, ale o myslenou trhlinu nahrazujici zénu lokalizovaného poskozeni, nebo také kohezivni trhlina,
protoze na rozdil od klasické trhliny pfendsi nenulové napéti, vykazuje tedy jistou soudrznost (kohezi).

P1i nahradé zény lokalizovaného poskozeni myslenou kohezivni trhlinou popiseme postupné poskozovani
materidlu a ztratu jeho soudrznosti takzvanym zdkonem koheze, neboli vztahem mezi rozevienim trhliny w. a
kohezivnim napétim prenasenym trhlinou o. Obecné tento zdkon zapiSeme jako

o= fulwe) (4.76)

kde fy je vhodna klesajici funkce, jejiz hodnota se méni od f; do nuly. Konkrétni podobu vztahu mezi napétim
v kohezivni trhliné a jejim rozevienim miizeme ziskat vhodnym zpracovanim vysledkt jednoosé tahové zkousky.
Pro kazdou tiroven napéti miizeme na sestupné vétvi odecist celkové protazeni v a potom od néj odecist pruzné
protazeni u, = Le, = oL/E. Rozdil w. = u — u, predstavuje pravé rozevieni fiktivni trhliny odpovidajici dané
Grovni napéti o.

Nejjednodussim piikladem zakona koheze je linedrni zavislost

ft<1_%) pro 0 < w < we
wg

0 pro wr < we

0= fulwe) = (4.77)

ve které wy je parametr s rozmérem délky, predstavujici tzv. kritické rozevieni fiktivni trhliny, neboli rozevieni,
pti kterém trhlina pfestane piendSet napéti (a pak uz jde skuteénou, nikoli fiktivni trhlinu). Plocha pod grafem
zékona koheze odpovidé pfimo lomové energii G¢. Pro linedrni zékon koheze (4.77) je G = % twe. Pokud je tedy
déana tahova pevnost f; a lomova energie Gy jakozto vlastnosti materialu, mizeme snadno vypocitat odpovidajici
kritické rozevieni trhliny wy = 2G¢/ fi.

Jestlize jako zakladni popis zmékcovani materidlu prijmeme zadkon koheze, budou vysledky simulace tahové
zkousky s lokalizovanou zénou poruseni naprosto stejné na vSech sitich, protoze v sestupné casti vysledného
globélniho pracovniho diagramu bude sile F' odpovidat posun v = Le, + he. = Lo/E + we, kde 0 = F/A a
we je rozevieni fiktivni trhliny vypoctené pro dané napéti o tak, aby platilo (4.76). Oznac¢ime-li symbolem f*
funkci inverzni k funkci fy,, miZzeme déle psat u = Lo/E+ f;(c) = LF/EA+ f;1(F/A). V tomto vztahu mezi
posunem u a silou F' se vyskytuji jen geometrické parametry L a A a materidlové konstanty, zahrnujici modul
pruznosti F a parametry zakona koheze (4.76), které uréuji funkci f*. Zavislost na velikosti prvku h tedy zcela
zmizi.

Existuji vypocetni postupy pracujici pfimo s kohezivni trhlinou jakozto nespojitosti v poli posunuti, které
predstavuji nelinearni rozsifeni lomové mechaniky. Klasické aproximace metodou koneénych prvku ale pracuji
se spojitymi posuny a misto kohezivni trhliny je poskozeni soustfedéno do vrstvy poskozujicich se prvka o Sifce
h. Aby tyto dva postupy vedly ke stejnym vysledkiim (aspoii v nejjednodussim ptipadé jednoosého tahu), musi
byt rozevieni fiktivni trhliny w, pfevedeno na odpovidajici nepruznou deformaci e, = w./h. Tento pfechod
je primocary, pokud pouzijeme pruznoplasticky model se zmékéenim, protoze roli nepruzné deformace . pak
hraje plastickd deformace ¢, a po dosazeni w. = he, a 0 = oy do (4.76) dostaneme v zdsadé zdkon plastického
zmékceni. Pokud ale davame prednost modelu poskozeni, hraje roli nepruzné deformace . soucin parametru
poskozeni a celkové deformace. Pfevod zdkona koheze (4.76) na zdkon poskozeni je pak ponékud obtiznéjsi.

Rozevieni trhliny w. délené délkou prvku h odpovida nepruzné deformaci e, = we a napéti pfi jednoosém
tahu vyjadiime podle modelu posgkozeni jako ¢ = (1 — w)Ee. Aby model poskozeni vedl pfi jednoosém tahu
ke stejnym vysledktim jako model s kohezivni trhlinou, musi byt po dosazeni w. = he. = hwe splnéna rovnice
(4.76), musi tedy byt

(1 —w)Ee = fy(hwe) (4.78)

Pro dany tvar funkce fy, a danou deformaci € mizeme fesenim této rovnice vypocitat odpovidajici poskozeni w.
Vysledek pritom zavisi mimo jiné na velikosti prvku h. Zavislost w na € pfi monoténnim zatézovani jednoosym
tahem pak odpovida zdkonu poskozeni w = g(e), ktery pro obecné piipady zatézovani zapiSeme jako w = g(k).

Priklad 4.13: Zakon poskozeni odpovidajici kohezivni trhliné s linearnim zmeékéenim

Pro kohezivni trhlinu s linedrnim zmékéenim podle (4.77) je funkce fy, na pravé strané (4.78) linedrni (aspoii po
Céstech) a pro piislusny zakon poskozeni miizeme odvodit analytické vyjadfeni. Dosadime-li za fy, vyraz platny
pro w. < wg, mizeme rovnici (4.78) prepsat jako

(1—w)Be = f, (1 - @) (4.79)
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Zavedeme-li parametr ¢g = f;/E, mizeme z této rovnice vypocitat poskozeni
w=1l-2—"""- (4.80)

Pro £ < g9 bychom dostali zdpornou hodnotu poskozeni, ktera nedava fyzikalni smysl, a pro £ > w¢/h bychom
dostali hodnotu poskozeni vétsi nez 1. Pro e = w¢/h dostdvame w = 1, tedy tplné poskozeni. Proto muzeme
podil we/h oznadit jako £¢ a vysledny zakon poskozeni miizeme upravit na tvar

€o her — he €0 €f — €

w=g(e) = (4.81)

?h&_f—hfoi € € — €
Dochazi tedy presné k tomu, co jsme pro model poskozeni s linearnim zmékcéenim odvodili na zakladé pozadavku,
aby disipovana energie na jednotku objemu vynasobena velikosti prvku byla rovna lomové energii. Parametr e
je treba ménit nepfimo tmérné velikosti prvku. Soucin her je mozno povazovat za materidlovou konstantu a
z provedenych tvah vyplyva jeji fyzikalni vyznam — jde o kritické rozevreni fiktivni trhliny.

O

Priklad 4.14: Zakon poskozeni odpovidajici kohezivni trhliné s nelinearnim zmékéenim
Pokud je zakon koheze (4.76) nelinedrni, neni analytické odvozeni odpovidajictho zakona poskozeni obvykle
mozné. Jako priklad uvedeme kohezivni trhlinu s exponencidlnim zakonem zmékceni

w

o= fwl(we) = frexp <—C) (4.82)
we

Parametr wy ma stale rozmeér délky a urcuje jistou charakteristickou hodnotu rozevieni fiktivni trhliny, ale

v piripadé exponencidlniho zakona neni p¥i rozevieni w. = ws kohezivni napéti nulové, nybrz je rovno 1/e-

nasobku tahové pevnosti f;. Po dosazeni do (4.78) dostaneme pro vypocet poSkozeni rovnici

h
(1 —w)Ee = fyexp (LE) (4.83)
wf
kterou mizeme s oznacenim ey = f;/E prepsat jako
h
w+ 2 exp (—ﬁ) = (4.84)
€ w

Analytické vyjadieni w v zavislosti na ¢ sice najit nelze, ale pro kazdé € > £y muzeme odpovidajici w vypocitat
z rovnice (4.84) numericky, napt. Newtonovou metodou tecen. Vysledek pochopitelné zavisi také na velikosti
prvku h. Tim je ddn implicitni popis zédkona poskozeni w = g(¢) s uvdzenim vlivu velikosti prvku. Pokud timto
zpusobem postupujeme pfi numerické simulaci, bude vysledny globalni pracovni diagram v jednoosém tahu zcela
nezavisly na velikosti pouzitého prvku.

|
o
ft
wow,
o) o \LSC:WC /h o
fi fr
+ = |%/E \
Ee Wf/‘h € Wf7h €

Obrazek 4.17: Odvozeni lokalniho pracovniho diagramu ze zakona koheze.

Princip postupu zalozeného na ekvivalenci mezi fiktivni trhlinou a vrstvou poskozujiciho se materialu o sitce h
je ilustrovan na obr. 4.17. Deformaci materialu rozlozime na pruznou a nepruznou, pfi¢emz pruzna deformace e,
je s napétim o svazana Hookeovym zédkonem a nepruzna deformace €. s napétim souvisi prostfednictvim jistého
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zakona zmeékceni, ktery je odvozen transformaci zakona koheze popisujiciho fiktivni trhlinu. Pfi transformaci
mezi témito zadkony nahrazujeme rozevieni fiktivni trhliny w, souc¢inem nepruzné deformace . a Sitky vrstvy
h, do které je nepruzna deformace lokalizovana. Ve vysledném lokalnim pracovnim diagramu je tedy vzestupna
cast dana Hookeovym zdkonem a nezévisi na velikosti prvku, zatimco sestupna ¢ast na velikosti prvku zavisi a
pro malé prvky je méné strma. Plocha pod lokalnim pracovnim diagramem g; je nepfimo tmeérna velikosti prvku
h a jeji soucin s velikosti prvku je roven lomové energii materidlu Gs.

Veskeré dosavadni tvahy jsme provedli za predpokladu, ze az do okamziku lokalizace se material chova
linearné pruzné, jinymi slovy, ze lokalizace nastava okamzité po dosazeni mezniho elastického stavu. To vsak
obecné nemusi byt pravda. V obecném pripadé by bylo tfeba misto rozkladu deformace na pruznou a nepruznou
pouzit rozklad na ¢ast ,,pred lokalizaci* a ¢ast ,,po lokalizaci“. Pfesné urceni okamziku lokalizace ale neni snadné,
protoze se nemusi vzdy shodovat s dosazenim vrcholu pracovniho diagramu.

N
Il vz
[ R ras
[ AV
[ AN s\ s
[ N avar
[ s s
[ e
[ N\
11 s
[ s
h=a a

Obréazek 4.18: (a) Zdna lokalizovaného poskozeni rovnobézna se stranami prvki, (b) zéna lokalizovaného posko-
zeni v diagonalnim sméru, (c¢) odhad $ifky této zény pomoci primétu prvku do sméru kolmého na trhliny.

Pii vykladu zédkladni mysSlenky jsme se soustfedili na jednoduchy pfipad jednoosého tahu modelovaného
jednorozmérnymi prvky, takze pojem ,velikost prvku® mél jednoznacny vyznam. V praktickych vypoctech je
samoziejmé tfeba pracovat s dvou- nebo i t¥irozmérnymi prvky. Sitka h simulované zény lokalizace pak obecné
zavisi nejen na rozmeérech prvki, ale také na sméru této zény vzhledem k siti konecénych prvkd. Pri simulaci
se zéna poskozeni obvykle lokalizuje do nejmensi mozné skupiny prvki, ktera jesté umoznuje rozpad télesa na

vvvvv

vvvvv ’

rovnobézném se stranami prvki k lokalizaci do jedné vrstvy prvki o $ifce h = a (obr. 4.18a), ale pfi $ifeni
v diagonalnim sméru k lokalizaci do zubatého pésu o pramérné sifce h = v/2a (obr. 4.18b). Pfi vypoctu vsak s
urcenim h neni mozno ¢ekat, az se vytvori kompletni lokalizovana zéna, protoze tento parametr je potfebny pti
konstrukci zdkona poskozeni pro jednotlivé prvky a tudiz pfi vypoctu napéti, a to uz od zacatku zmékcovani.
Na nepravidelné siti a v ptripadech, kdy smér lokalizované zény neni predem znam, je proto potieba sestrojit
vhodny odhad h, nejlépe s vyuzitim pouze lokalnich informaci, které jsou k dispozici na trovni jednoho prvku.
Jako odhad lze pouzit délku primeétu prvku do sméru kolmého na smér ocekavanych trhlin, tedy napt. do sméru
nejvétsi hlavni deformace, viz obr. 4.18c.
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Dodatek A

Linearni diferencialni rovnice

V tomto dodatku stru¢né pripomeneme nékteré uzitecné poznatky o diferencidlnich rovnicich, s nimiz se jiz
¢tenai nepochybné setkal v kurzech matematiky. Pro nase tcely postaci, kdyz se omezime na obycejné linearni
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. Za¢neme jednoduchou homogenni rovnict prvniho radu ve tvaru

aju’(z) + apu(z) =0 (A1)
kde ag a a1 jsou dané konstanty a u je neznama funkce, kterou mame najit. Tuto funkci miazeme hledat ve tvaru
u(x) = e (A.2)

kde ) je zatim neuréend konstanta. Po dosazeni takového predpokladaného fefeni do (A.1) a vytknuti e’ za
zavorku dostaneme podminku

(@) + ag) e =0 (A.3)

ktera je splnéna pro vSechna realna cisla x praveé tehdy, kdyz plati
aA+ag=0 (A4)
7 této tzv. charakteristickeé rovnice vypocteme konstantu

P ——] (A.5)

ai

Funkce u(z) = e~%%/%1 je pak feSenim rovnice (A.1). Zaroven je ale feSenim i jeji libovolny nasobek. Obecné
FeSeni ma proto tvar

u(x) = ce” 0%/ n (A.6)

kde c je libovolna konstanta.

Ukézalo se, ze diferencialni rovnice (A.1) ma nekoneéné mnoho feseni. Takova rovnice mize popisovat urcity
fyzikalni jev, ale sama o sobé nestaci k jednoznac¢nému urceni prislusného reseni. Soucasti realnych tloh byvaji
jesté podminky, specifikujici hodnoty feSeni v nékterych vyznamnych bodech. Pokud méa nezavisle proménna
x fyzikdlni vyznam ¢asu, pak jde obvykle o poddtecni podminky, udavajici hodnotu hledané funkce (pfipadné
pro rovnice vyssich fadi i jejich derivaci) na pocéatku zkoumaného procesu, tedy napf. v bodé x = xy. Pokud
je x prostorovou proménnou, hleda se obvykle feseni na jistém kone¢ném intervalu a na obou koncich tohoto
intervalu mohou byt predepsany okrajové podminky. Aby tloha méla jednoznacné feSeni, musi celkovy pocet
podminek odpovidat poc¢tu neurcenych konstant, které se objevi v obecném teseni. Jak uvidime pozdéji, tento
pocet odpovida Ffadu vychozi diferencialni rovnice, tj. fadu nejvyssi derivace, kterd se v této rovnici vyskytuje.
V ptipadé rovnice 1. fadu (A.1) obsahuje obecné feseni (A.6) jednu konstantu ¢, a proto je zapotiebi pFedepsat
jednu pocatecni podminku ve tvaru

u(wo) = uo (A7)

kde ug je dand hodnota. Po dosazeni obecného feseni (A.6) do poc¢ateéni podminky (A.7) ziskdme rovnici
ceTw0o/a1 — 4 (A.8)

ze které vypocteme konstantu
¢ = ug eoro/n (A.9)

a po zpétném dosazeni do (A.6) dosp&jeme k vyslednému Feseni diferencidlni rovnice (A.1) s poéateéni podminkou
(A.7) ve tvaru
u(x) = ug e/ M g=a0r/a1 — 4y e~ a0(2—z0)/ a1 (A.10)
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Zatim jsme se zabyvali homogenni rovnici (A.1) s nulovou pravou stranou. Pokud se na pravé strané objevi
dana nenulova funkce f, jde o nehomogenni rovnici

a1u'(x) + apu(z) = f(x) (A.11)

Takova rovnice ma opét nekonecné mnoho feseni, ale rozdil libovolnych dvou feSeni je feSenim prislusné homo-
genni rovnice (A.1). Z toho plyne, Ze obecné feSeni nehomogenni rovnice (A.11) lze zapsat jako soucet jednoho
jejiho (libovolné vybraného) feSeni a obecného FeSeni prislusné homogenni rovnice. Sta¢i tedy najit jakékoliv
feSeni @ rovnice (A.11) a jeji obecné feseni pak lze zapsat jako

u(z) = a(x) + ce0r/m (A.12)
kde ¢ je opét libovolnd konstanta. Dosazenim (A.12) do poc¢ateéni podminky (A.7) ziskdme rovnici
(o) + ce”0To/a — 44 (A.13)

ze které vypocteme konstantu
¢ = [ug — a(xg)] e®0*0/™ (A.14)

a po zpétném dosazeni do (A.12) dospéjeme k FeSeni nehomogenni diferencidlni rovnice (A.11) s pocatecéni
podminkou (A.7) ve tvaru

u(@) = a(x) + [uo — @(xo)] €070/ e/ % = wi(x) + [ug — w(wo)] e~ F 70N/ (A.15)
Cely postup lze zobecnit i na rovnice vyssich fadu. Napiiklad pro homogenni rovnici druhého fadu
asu”(z) + aru/(z) + apu(x) =0 (A.16)

s danymi koeficienty ag, a1 a az ziskdme po dosazeni predpoklddaného feseni ve tvaru (A.2) charakteristickou
rovnici

ag)\Q +aiA+ag=0 (A17)
Tentokrat jde o kvadratickou rovnici, kterd ma dva kotfeny

—a A =4
A2 = = L (A.18)

2(12

Pokud je diskriminant a? — 4asao kladny, jsou oba kofeny realné a obecné feseni homogenni rovnice (A.16)
zapiseme jako

)\11

u(z) = c1eM” + cpe™2” (A.19)

kde c1 a co jsou konstanty, které urcime napt. z pocatecnich podminek
u(zo) = o, ' (20) = vo (A.20)

Po dosazeni podle (A.19) ziskdme soustavu dvou linedrnich algebraickych rovnic, ze které lze vypocitat ¢; a cs.
Pokud je ovSem diskriminant a? — 4asag zaporny, ma charakteristicka rovnice (A.17) dva komplexné sdruzené
kofeny, které mizeme zapsat jako

4 42
Ay VRNt (A.21)

kde ¢ je imagindrni jednotka (i = v/—1) a pro jednoduchost jsme zavedli oznaceni

a1 dasag — a%

- =y = A.22
@ 20,2, w 2(12 ( )

Lze ukéazat, ze v takovém piipadé mé obecné Feseni rovnice (A.16) tvar
u(x) = e (1 coswx + ¢o sinwx) (A.23)

Konstanty ¢; a co se uréi znamym zpusobem z pocateénich podminek.

Misto pocatecnich podminek by pro rovnici 2. fddu mohly byt predepsany okrajové podminky, napf. ve tvaru
u(a) = uq a u(b) = up, kde a a b jsou krajni body intervalu, na kterém hleddme feSeni, a u, a up jsou piedepsané
hodnoty.

Prechod k nehomogenni rovnici 2. fadu

agu” (x) + a1’ (x) + agu(z) = f(x) (A.24)
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je velmi jednoduchy, jeji obecné feSeni se zapiSe jako jedno partikuldrni feSeni plus obecné feSeni (A.19) nebo
(A.23) prislusné homogenni rovnice (A.16) a konstanty c¢; a co se opét uréi z pocatecnich nebo okrajovych
podminek.

S rovnicemi vyssiho fadu nez druhého se v tomto skriptu nesetkdme, nicméné pro tplnost poznamenejme, ze
pro homogenni diferencialni rovnici n-tého radu

antu™(2) + an_ 10"V () + ..+ agu(x) + arv () + agu(z) = 0 (A.25)
by méla charakteristicka rovnice tvar
ApN" + ap A+ aN ta N +ag=0 (A.26)

a $lo by o algebraickou rovnici n-tého stupné. Pokud by méla n riznych redlnych korend A1, A, ...\, zapsali
bychom obecné Feseni diferencidlni rovnice (A.25) jako

u(z) = c1eM® 4 cpe™® 4+ cne’\"’” (A.27)

a konstanty c; az ¢, bychom urcili z n poc¢ate¢nich podminek, nebo v pfipadé rovnice sudého rfadu z okrajovych
podminek, pfi¢emz v kazdém ze dvou okrajovych bodt a a b by téchto podminek bylo pfedepséno n/2. Obvyklym
zpusobem bychom pak mohli vysledky rozsifit i na nehomogenni rovnice.

Mohlo by se samoziejmé stat, ze charakteristickd rovnice (A.26) ma komplexné sdruzené kofeny, piipadné ze
jsou nékteré koteny vicendsobné. Pro komplexné sdruzené kofeny tvaru oy + iwy by se v obecném Feseni (A.27)
objevily ¢leny e+ (cap_1 cOSwrT + Ca, Sinwyx), pro p-nasobny realny kofen A, by §lo o éleny e (cx + cpy1 +
oooF Chpp_12P71). Podrobnéjsi vysvétleni lze nalézt v uéebnicich matematiky.
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Dodatek B

Zakladni pojmy a vztahy linearni teorie
pruznosti

V tomto dodatku jsou pripomenuty zéklady linedrni teorie pruznosti, s nimiz se ¢tenadf nejspis jiz seznamil
v prfedmétu Pruznost a pevnost. Kromé shrnuti elementarnich poznatki dodatek obsahuje i urcité prohloubent,
zejména pokud jde o rozklad deformace a napéti na objemovou a deviatorickou ¢ast a s nim spojeny maticovy
formalismus.

B.1 Zobecnény Hookeuv zakon

V obecné zatizeném trojrozmérném télese popisujeme napjatost pomoci Sesti nezavislych slozek napéti, mezi
néz patii tii normalové slozky o, o, a 0, a tfi smykové slozky, napf. 7.y, 7z. a 7y.. Existuji sice také slozky
oznacené Ty, T.g & Tuy, ale ty jsou podle véty o vzdjemnosti smykovych napéti rovny jiz uvedenym slozkdm,
konkrétné plati 7,, = Ty, Tex = Tzz @ Tzy = Ty.. Proto budeme pracovat jen se Sesti nezdvislymi slozkami a
usporadame je do sloupcové matice

o= (B.1)

Podobné je pfetvofeni elementdrniho (nekonecéné malého) kvadru charakterizovéano Sesti slozkami deformace,
mezi néz patii tfi normalové slozky (relativni protazeni) €., €, a €, a tfi smykové slozky (smykova zkoseni) v,
Yzz & Yy2- Slozky deformace uspofdddme do sloupcové matice

Vyz

Vsimnéte si, ze Fazeni slozek napéti a deformace si navzajem odpovida, takze skalarni soucin
T
O € = 0.6 + 0yEy + 026, + TuyVay + TazVor T TyzVyz (B3)

ma vyznam prace vykonané slozkami napéti na odpovidajicich slozkach deformace.
V linearni teorii pruznosti je vztah mezi napétim a deformaci linearni a pro izotropni material stac¢i znat dvé
materidlové konstanty — Youngidv modul pruznosti E a Poissoniv soucinitel v. Z nich pak lze vypocitat modul

pruznosti ve smyku
E

C2(1+4v)
Vztah mezi napétim a deformaci se nejlépe pamatuje v podobé vzorci pro vypocet slozek deformace ze znamych
slozek napéti. Jak znamo, pii jednoosé napjatosti plati Hooketv zdkon o = Fe, kde napéti a deformace jsou
charakterizovany norméalovymi slozkami ve sméru puisobiciho zatizeni. Jestlize tedy na material ptisobi pouze
napéti o,, odpovidajici deformace e, se vypocte jako e, = 0,/ FE. Zbyvajici normélové slozky deformace nejsou
nulové, ale v dtsledku pri¢né kontrakce budou mit opacné znaménko a jejich velikost bude r-nasobkem podélné
deformace, tj. e, = ¢, = —ve, = —vo,/E. Pii obecné napjatosti je ale tfeba vzit v ivahu také normélova napéti
oy a 0. Prislusné piispévky se snadno odvodi na zédkladé analogie, protoze pro izotropni material je napi. vliv

G (B.4)
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oy na &, stejny jako vliv o, na ¢, jeho prispévek k ¢, tedy bude —vo,/E. Sectenim vSech pfispévki ziskame
vztahy pro vypocet normalovych slozek deformace

1

&2 = (0p —voy —v0y) (B.5)
1

&y = & (—voy + o0y —v0y) (B.6)
1

& = (—voy —voy +0,) (B.7)

V ptipadé izotropniho materidlu je kazdé ze smykovych napéti amérné odpovidajici smykové deformaci a kon-
stantou umeérnosti je smykovy modul pruznosti G. Vztahy pro smykové deformace tedy zapiseme jako

T 2(1+v)
Tz 2(14v)
G FE
Ty 2(1+v
Vyz = % _ 2+ = )Tyz (B.10)

Rovnice (B.5)—(B.10) mizeme pfepsat do maticového tvaru

Ex 1 —v —v 0 0 0 O
Ey —v 1 —v 0 0 0 oy
€z I R A 2 1 0 0 0 o
Yoy [ F 0 0 0 2(1+v) 0 0 o (B.11)
Yyz 0 0 0 0 0 2(1 4 l/) Ty
a kompaktné je zapsat jako
e=Ceo (B.12)

kde C, je matice pruzné poddajnosti materidlu. Je to Ctvercova symetricka matice, jejiz podoba je zfejma ze
vztahu (B.11). Prvky matice C. zdviseji na materidlovych konstantdch E a v a jelikoZ jsou nepfimo timérné
modulu pruznosti E, vyjadiuji poddajnost materidlu; odtud tedy nézev této matice. Inverzi vztahu (B.12)
ziskdme zobecnény Hookeuv zdkon, neboli vyjadfeni napéti pomoci deformace ve tvaru

o=(C) 'e=D.e (B.13)
kde
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
FE v v 1—v 0 0 0
D.=——— B.14
¢ 1+v)(1-2v) 0 0 0 0,5 —v 0 0 ( )
0 0 0 0 0,5—v 0
0 0 0 0 0 0,56 —v

je matice pruzné tuhosti materialu, ktera je inverzni k matici pruzné poddajnosti.

B.2 Hlavni napéti a deformace

Konkrétni hodnoty slozek napéti zaviseji nejen na samotné napjatosti v.daném bodé, ale také na volbé soustavy
soutadnic, vici které je vyjadiujeme. PTi otaCeni soustavy souradnic se méni i hodnoty jednotlivych slozek napéti,
pritom vSak material zistava stale ve stejném stavu. Proto hraji dulezitou roli tzv. invarianty napéti, coz jsou
vhodné definované veli¢iny, které maji vuci libovolné soustavé souradnic stejnou hodnotu. Prikladem takového
invariantu je tfeba stredni napéti

om = 3(0s + 0y +02) (B.15)

které popisuje hydrostatickou ¢ast daného stavu napéti. Jinymi invarianty jsou hlavni napéti o1, o9 a o3, ktera
se vypoctou jako kofeny charakteristické rovnice

Op— 0  Tay Tz
det Tey Oy —0  Tyz =0 (B.16)
Tz Tyz O, —0C

Po rozepsani determinantu zjistime, ze jde o kubickou rovnici, kterd mé vzdy tii koteny o7, I = 1,2,3. V né-
kterych pripadech existuji jen dva rizné kofeny nebo dokonce jen jeden, ale to znamena, Ze se jedna o kofeny
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vicenasobné a dvé nebo vsechna tii hlavni napéti maji stejnou hodnotu. Naptiklad pro jednoosy tah nebo tlak je
pfi vhodné volbé soustavy soufadnic jedinou nenulovou slozkou napéti o, takze charakteristicka rovnice (B.16)
nabyva tvaru

(0, —0)o* =0 (B.17)

a ma jednoduchy kofen o, a dvojnasobny kotfen 0. Odpovidajici hlavni napéti jsou proto o1 = o4, 02 = 0
a o3 = 0. Pro hydrostaticky tlak je 0, = 0y = 0, = om < 0 a smykové slozky napéti jsou nulové, takze
charakteristickd rovnice (B.16) nabyva tvaru

(om —0)* =0 (B.18)

a ma trojnasobny kofen oy,. V tomto piipadé jsou vSechna hlavni napéti stejnd a mame o1 = oy, 02 = oy a
03 = Opm-

Hlavni napéti se casto fadi podle velikosti tak, aby platilo o1 > 02 > o3, ale tuto konvenci nékdy neni
vyhodné dodrzovat, takze zadné zvlastni usporadani nebudeme piedpokladat. Napriklad pfi rovinné napjatosti
v roviné xy jsou nenulové pouze slozky napéti o,, o, a Ty, takZe charakteristickd rovnice (B.16) md tvar

(0% — (04 + 0y)0 + 0p0y — Tgy] oc=0 (B.19)
a jeji kofeny jsou
Op + 0 o — 0y \’
o1 = % + (%) +72,, o5 =0 (B.20)

Zde je tedy vyhodné oznacit o1 a oo hlavni napéti v roviné xy a o3 hlavni napéti kolmé na tuto rovinu, bez
ohledu na to, které hlavni napéti je nejmensi. Nejvétsi a nejmensi hlavni napéti ale hraji vyznamnou roli, a proto
pro né zavedeme oznaceni oy = max(oy,02,03) & Omin = min(oy, 02, 03). Zbyvajici hlavni napéti nazyvame
prostiedni (pozor—nezamériovat se stfednim napétim oy, ).
Podobné jako hlavni napéti mtzeme definovat hlavni deformace €1, €2 a €3, ovSem s tim rozdilem, ze v cha-
rakteristické rovnici
Ex — € %'Yzy %'Yzz
%’YLEZ %’sz €z — €
se misto smykovych zkoseni v objevi jejich poloviny, které predstavuji tzv. tenzorové slozky smykové deformace.
Podrobnéjsi zdtivodnéni 1ze nalézt v ucebnicich teorie pruznosti pracujicich s tenzorovym zapisem. Z matema-
tického hlediska totiz neméa deformace ani napéti charakter klasického vektoru, ale tzv. tenzoru druhého radu.
Vzhledem k tenzorovému charakteru napéti a deformace je tieba jisté obezfetnosti i pfi vypoctu jejich
norem. Pro obvyklé vektory v geometrickém smyslu, napt. pro polohovy vektor x = {z,y,z}7, se pouziva
obvykla euklidovska norma ||x|| = VxTx = /22 + y2 + 22, kterd vyjadiuje vzdalenost koncového bodu tohoto
vektoru od pocatku. Takto vypoctena vzdalenost nezavisi na konkrétni volbé orientace souradnicovych os, takze
je invariantem. Norma napéti by se obdobnym zpiusobem vypocetla z hlavnich napéti oy, o2 a o3. Pokud ji
vSak chceme zapsat pomoci slozek napéti vzhledem k obecné zvolené soustaveé souradnic, podrobny matematicky
rozbor ukazuje, ze druhé mocniny smykovych slozek musime vynéasobit dvéma. Norma napéti se tedy vypocte
jako

lollo = /o2 + 03 + 03 = o2 + 02 + o2 + 272, + 272, + 272, (B.22)

coz lze maticové prepsat jako

loll, = VoTPo (B.23)
kde

(B.24)

S o oo o
SO OO O
SO O+ OO
SO NO OO
SN OO OO
N O OO OO

je diagonalni matice o Sesti fadcich a Sesti sloupcich, ktera ma na prvnich tfech diagondlnich pozicich jednicky
a na zbyvajicich tfech dvojky. S touto matici se jesté setkdme v dalSich souvislostech, a proto bude uzite¢né pro
ni zavést nazev skdlovaci matice.! Potiebnost faktorfi ,2“ u druhych mocnin smykovych napéti je mozné ovéfit
napf. tak, ze za predpokladu rovinné napjatosti dosadime do vyrazu o? + o2 za hlavni napéti o a o9 jejich
vyjadieni pomoci slozek o, o, a 75, dané vzorcem (B.20).

1 Skalovanim* zde rozumime zménu méfitka. Po vynasobeni matici P ziistanou normélové slozky beze zmény a smykové slozky
se zdvojnasobi, coz si lze predstavit jako jistou zménu méfitka pro smykové slozky.
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Pri vypoctu normy deformace se postupuje obdobné, ale tentokrat je druhé mocniny smykovych slozek
potfeba vydélit dvéma, takze prislusny vzorec lze zapsat jako

lelle = y/e3 + 3 + 3 = \/e% tey +e2+ 393, + 373, + 375, = VeTPle (B.25)
kde
1 0 0 O 0 0
0 1.0 O 0 0
4 |00 1 0 0 o0
P 0 0 0 05 O 0 (B.26)
000 0 05 O
0 0 0 O 0 0,

je inverzni skdalovaci matice.

B.3 Rozklad na hydrostatickou a deviatorickou ¢ast

Hydrostaticka napjatost je zvlastnim stavem, pfi kterém je normalové napéti v libovolném smeéru stejné a smykové
slozky napéti jsou nulové (pii libovolné volbé soutadnicovych os). Tento stav odpovidd napjatosti v kapaling,
ktera neni schopna pfenaset smykova napéti, odtud tedy privlastek ,hydrostaticka“. V kapaliné samoziejmé
vznika hydrostaticky tlak, ale pevné latky jsou v zasadé schopny prenaset i hydrostaticky tah. Za hydrostatické
napjatosti dochazi v izotropnim materidlu pouze k normalovym deformacim, zatimco smykové deformace jsou
nulové. Navic maji normélové deformace ve vSech smérech stejnou hodnotu. To vSe 1ze snadno odvodit z rovnic
(B.5)-(B.10), dosadime-li 0, = 0y = 0, = Om & Yoy = Vo= = Yy = 0. Relativni protazeni v libovolném sméru je
pak

_1—21/
- E

Myslend vlakna materidlu se v libovolném sméru protahuji (nebo pro oy, < 0 zkracuji) stejnym zptisobem a thly
mezi vlakny riznych sméru ztstavaji zachovany. Proto se napt. krychle transformuje opét na krychli, nebo koule
na kouli, jen se jejich rozméry zvétsuji (pro o, > 0) nebo zmensuji (pro oy, < 0). P¥i hydrostatické napjatosti
tedy nedochézi ke zméné tvaru, ale pouze ke zméné objemu.

Vénujme se opét obecné (ne nutné hydrostatické) napjatosti. Pod vlivem napéti se material deformuje a
méni tvar i objem. Elementarni kvadr o hranach dz, dy a dz a objemu dV = dxdydz se ztransformuje na
rovnobéznostén o objemu dV’ = dV (1 + e, + &, + ¢, + O(¢?)), kde symbol O(e?) oznacuje ¢leny, které jsou
souciny dvou nebo t¥i deformaci a za predpokladu malych deformaci je mizeme zanedbat. Relativni zménu
objemu tedy mtzeme vyjadiit jako

Om (B.27)

Ep =Ey =€z

dv’ — dv
ey = —av - Ex + &y T €z (B.28)

Toto je obvykla definice objemové deformace, s niz se ¢tenar nejspis setkal jiz v predmétu Pruznost a pevnost.
Jelikoz ey jakozto relativni zména objemu nemuze zaviset na nasi volbé souradnicovych os, musi byt v daném
bodé soucet normélovych deformaci v libovolnych tfech navzajem kolmych smérech stejny, jde tedy o invariant.
Po dosazeni z rovnic (B.5)—(B.7) dostaneme

- )+ = (—vo, + )+ = t0)= 2o, +0,+0.) =
ev = (0w —voy —voe) + p(-vos oy —vos) + L (-vos —voy +05) = —p—(0z + oy +02) =
31—-2v)o,+0y+0. Om
. B.2
E 3 K ( 9)
kde
Jrg— (B.30)
- 3(1-2v) ’

je objemovy modul pruznostia oy, je jiz dfive zminéné stfedni napéti, definované v (B.15). Vidime, Ze pro izotropni
material je objemova deformace imérna stfednimu napéti, neboli aritmetickému priméru normalovych napéti
ve tfech navzdjem kolmych smérech. Konstantou tmeérnosti je zde prevracena hodnota objemového modulu
pruznosti K, ktery lze vypodéitat z Youngova modulu pruznosti a Poissonova soucinitele podle vzorce (B.30).

Pii obecné deformaci dochézi jak ke zméné objemu, tak i ke zméné tvaru. Naptiklad elementarni krychle
se obecné pretvofi na rovnobéznostén a koule na elipsoid. Celkovou deformaci vSak muzeme vzdy rozlozit na
dvé ¢asti, z nichz jedna odpovidd pouze zméné objemu (pfi zachovani tvaru) a druhd pouze zméné tvaru (pii
zachovani objemu). Objemovou ¢ast deformace si predstavime jako rovnomérné protazeni materidlu ve vSech
smérech, odpovidajici prumérné hodnoté normalové deformace

€m = %(sm +eyte)= %sv (B.31)
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Po odecteni &y, od jednotlivych normdlovych slozek deformace (a ponechéni smykovych slozek beze zmény)
ziskdme zbylou ¢ast deformace, ktera odpovida zméné tvaru. Rikédme ji deviatorickd deformace a jeji normalové
slozky znac¢ime

€r =€z — Em, €y =€y — Em, €, =€, — Em (B.32)

V maticovém tvaru rozklad deformace na objemovou a deviatorickou ¢ast zapiseme jako

€ Em e
Ey Em ey
5 5 e
z = moL 4 z B.33
Vay 0 Vay ( )
’y"l/‘Z 0 ’yfl/‘Z
Yyz 0 Yyz
neboli jako
€=cecmite (B.34)
kde
1
1
. 1
i= 0 (B.35)
0
0

je pomocné sloupcova matice s jednotkovymi hodnotami norméalovych slozek a nulovymi hodnotami smykovych
slozek a e je sloupcovéd matice deviatorickych slozek deformace e, ey, €, Yoy, Yoz & Vy=-

Pro izotropni linedrné pruzny material lze relativni zménu objemu ey = 3e,, vypocitat ze stfedniho napéti
om podle vzorce (B.29). Pokud je material podroben hydrostatickému napéti, dochdzi pouze ke zméné objemu,
zatimco deviatorickd ¢ast deformace zustava nulova. Jestlize od jednotlivych norméalovych napéti odec¢teme jejich
stfedni hodnotu a smykova napéti ponechame beze zmény, ziskdme tzv. deviatorickou ¢ast napéti. I pro napéti
1ze tedy zkonstruovat rozklad

o =0mi+s (B.36)
na hydrostatickou ¢ast o, 1 a deviatorickou ¢ast
Sx
Sy
s={ % (B.37)
Tay ’
Tmz
Tyz
kde
_ _ 1 _ 2 1 1
Sp = Oy —0m =0z — 35(0z +0y+0,)= 350, — 30, 350, (B.38)
Sy = Oy—0m=0y— %(O’z +o,+0.)= %O'y — %O’I — %O’Z (B.39)
S, = 0, —0Om=0,— %(Uz +o,+0.)= %az — %am — %ay (B.40)

jsou normalové slozky deviatorického napéti.

Pro deviatorické napéti a deformaci lze také definovat hlavni hodnoty, tj. hlavni deviatorickd napéti s1, s a
s3 a hlavni deviatorické deformace ey, es a e3. Ziskali bychom je feSenim piislusné charakteristické rovnice (B.16)
nebo (B.21), ve které by se normalové slozky o, £, atd. nahradily odpovidajicimi deviatorickymi slozkami s,
e, atd. Snadno lze ukazat, Ze hlavni deviatorickd napéti jsou vlastné hlavni napéti ,,posunuta o stfedni napéti
om, plati tedy s; = o7 —om, I =1,2,3,apodobné jeier = e;r—en, I = 1,2,3. Soucet tii hlavnich deviatorickych
napéti je vzdy nulovy, stejné jako soucet t¥i hlavnich deviatorickych deformaci.

Je pozoruhodné, Ze pro izotropni linedrné pruzny materidl zavisi relativni zména objemu ey pouze na hyd-
rostatickém napéti oy, a zména tvaru, popsana deviatorickou deformaci e, zavisi pouze na deviatorickém napéti
s. Objemové a tvarové zmény tedy lze (na irovni materidlového bodu) zkoumat oddélené.? Vztah (B.29) mezi ey
a oy jsme jiz odvodili a vime, Ze se v ném objevuje objemovy modul pruznosti K. Vztahy mezi deviatorickymi
normalovymi slozkami napéti a deformace odvodime z rovnic (B.32) s vyuzitim (B.5)—(B.7), (B.29), (B.31) a
(B.38)—(B.40). Naptiklad pro slozku e, ziskdme vztah

1 1 1 1—-2v

er = Exfé“m:E(O'I*I/O'y*I/O'Z)*g—KO'm: E[ster—V(sy+om)—y(sz+am)]f T m =
1
= E(SI —VSy — VS;) (B.41)

2Tato vlastnost se pienési i na nékteré (ale ne vSechny) pruznoplastické modely.
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Tento vyraz se da dale zjednodusit, pokud si uvédomime, ze
Sp+8y+ 8. =0y —0m+0y—0m+0.—0m =0, +0y+0.—30m =30m —30m =0 (B.42)

jinymi slovy, Ze soucet deviatorickych normalovych slozek napéti je vzdy nulovy. Proto misto —vs, —vs, mtzeme
do (B.41) dosadit vs, a tak zjistime, Zze deviatorickd deformace e, je imérna deviatorickému napéti s, podle

vzorce 1 1
+ v
E ° 5 (B.43)

kde G je modul pruznosti ve smyku. Obdobné vztahy samoziejmeé plati mezi e, a s, a mezi e, a s.. U smykovych
napéti a deformaci neni zadny rozdil mezi celkovymi a deviatorickymi hodnotami (jinymi slovy, smykové slozky
maji ¢isté deviatoricky charakter), a proto pro né stéle plati vatahy (B.8)—(B.10). Po shrnuti pak muzeme vse
prepsat v maticové podobé

Cx

e 1000007 ( s
e 010000]]| s
. | _1loo1000]]) s
v (C26 10002 0 0] 7y (B.44)
Yoz 000020/ 7
Yye 00000 2] 7
neboli )
—_p B.45
Tl (B45)

kde P je skdlovaci matice definovana v (B.24).

Rovnice (B.45) déva navod pro vypocet deviatorické ¢asti deformace z deviatorické ¢asti napéti. Vzhledem
k diagonalnimu charakteru matice P je jeji inverze velmi jednoduchéa. Zavislost deviatorickych napéti na devia-
torickych deformacich mtzeme zapsat ve tvaru

s =2GP e (B.46)

kde P~ je inverzni skalovaci matice definované v (B.26).

Vratme se jesté na okamzik k rovnici (B.42), podle které je soucet deviatorickych normalovych napéti nulovy.
Nézorné to znamend, Zze pokud méa napéti ¢isté deviatoricky charakter, je prislusné stfedni napéti nulové. Tuto
skute¢nost mtizeme maticové zapsat jako i’'s = 0, nebot vzhledem k definici sloupcové matice i v (B.35) je jeji
skalarni soucin se sloupcovou matici s roven souctu tif prvnich slozek s. Podobné je i’ = o, + oy+o, =30y a
i’i=1+1+1 = 3. Diikaz identity i’s = 0, ktery byl v (B.42) proveden ve skaldrni podobé, miizeme maticové
zapsat jako

Ts:iT(a—ami):iTU—UmiTi:3am—am3:0 (B.47)

i
Zcela analogicky lze postupovat pro deviatorickou deformaci a dokazat identitu i”'e = 0. Protoze hydrostaticka
¢ast napéti je popsana sloupcovou matici oy, i, je jeji skaldrni soucin s libovolnou deviatorickou deformaci e
nulovy; je totiz (o i)Te = o (ife) = oy - 0 = 0. Piipometime, Ze skaldrni sou¢in napéti a ptirtstku deformace
odpovidé praci vykonané napétim béhem tohoto pfirtistku, vztazené na jednotku objemu. Hydrostatickd cast
napéti tedy pii zméné tvaru za konstantniho objemu nekonda zadnou praci. Podobné lze ukazat, ze deviatoricka
¢ast napéti nekona praci na objemovych zménach. To plati samoziejmé i pro vykon, ktery predstavuje praci
vykonanou za jednotku ¢asu a lze jej vypodéist jako soucin napéti a rychlosti deformace.® Odtud pak plyne, ze
vykon podévany napétim na rychlosti deformace mtzeme také rozlozit na objemovou a deviatorickou ¢ast. Je
totiz

olé = (omi+8) (émi+eé)=omémilitoniléedéns’its’é=0,m3+0+0+s"e=0onéy +s’é (B.48)

Soucin stfedniho napéti oy, a rychlosti objemové deformace €y predstavuje vykon spojeny se zménou objemu,
soucin deviatorického napéti s a rychlosti deviatorické deformace € predstavuje vykon spojeny se zménou tvaru.

Pro pruzny material se veskerd prace vykonana napétim na zménach deformace transformuje na potencidlni
energit pruzné deformace. Pokud je materidl linedrné pruzny, lze potencidlni energii pruzné deformace v daném
stavu popsaném deformaci € a napétim o = D, € vypocitat jako

We=10"e=1e"D.e =10"C.0o (B.49)

a v pripadé izotropniho materialu pak lze tuto energii rozlozit na ¢asti odpovidajici objemovym a tvarovym
zménam:

We=120"e = L(omi+s)" (emi+e) = Jomey + 35" e = Wey + Wep (B.50)

1
2

3Pfesnéji fec¢eno, soucin napéti a rychlosti deformace je vykon na jednotku objemu materialu.
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Po uplatnéni vztaht (B.29) a (B.45) (pfipadné (B.46)), umoziiujicich pfevody mezi napétim a deformaci, zjistime,
Ze energie spotfebovana na pruznou zménu objemu je

K ,
WeV = 2O'mSV = EEV = ﬁO’m (B51)
a energie spotfebovana na pruznou zménu tvaru je
1
Wep = 2sTe = Ge"P e = ESTPS (B.52)

Zavérem jesté ukazeme, jak lze na objemovou a deviatorickou ¢ast rozlozit matici pruzné tuhosti D, ktera se
objevuje v maticové podobé zobecnéného Hookeova zékona (B.13). Rozlozime-li napéti podle (B.36) a uplatnime
vztahy (B.29) a (B.45), dostaneme

o =o0mits=Keyit+t2GP e (B.53)

Abychom mohli pravou stranu vyjadfit v zavislosti na celkové deformaci &, musime najit maticové vyjadieni
objemové deformace ey a deviatorické deformace e pomoci €. Pro objemovou deformaci si staci pripomenout
vztah ey = i’e a deviatorickou deformaci vyjadiime jako

e=e—cni=e—Ltiey=e—-1lii'e=(I-1ii")e=1Ipe (B.54)

kde T je jednotkova matice a

2/3 ~1/3 ~1/3 0 0 0

“1/3 2/3 ~1/3 0 0 0

o | =13 —1/3 2/3 0 0 0
ID:I—%II = 0 0 01 0 0 (B.55)

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

je matice transformujici celkovou deformaci na deviatorickou. Po dosazeni do (B.53) nakonec zjistime, ze zobec-
nény Hooketuv zakon lze prepsat jako

o =Kiey+2GP 'e=Kii'e + 2GP 'Ipe = (Kii’ +2GP'Ip)e (B.56)

takZze matice pruzné tuhosti je

111000 4/3 —2/3 —2/3 0 0 0
111000 —2/3  4/3 —2/3 0 0 0
- e ol 111000 ~2/3 —2/3 4/3 0 0 0
D, = Kii” +2GP "o =K | ;o 0 0 o o |+C 0 X 510 o (B.57)
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1
Porovnanim s (B.14) miZzeme ovérit, ze jde skuteéné o stejnou matici. Stad¢i si uvédomit, ze
4 E 4 F 1+v+2—-4v 1-—v
Kildo = 4 _ B o B.58
3 31—20)  32040) 30-20(1+0) (A-20)1+0) (B.58)
2 E 2 E 1 —1+2
K--G = -~z _p_tr_ 1t g v (B.59)
3 31-20) 320+v) 31-20)1+v)  (1-20)1+v)
E
G = — B.60
2(1+v) ( )

Zarovern (B.57) ukazuje, Ze matici pruzné tuhosti mizeme chépat jako soucet dvou matic, z nichZ jedna zavisi
na objemovém modulu pruznosti a uplatni se pfi zménach objemu (které ovlivni hydrostatickou ¢ast napéti) a
druhd zavisi na smykovém modulu pruznosti a uplatni se pfi zméndch tvaru (které ovlivni deviatorickou ¢ast
napéti).
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mezni plasticka, 68
prirtstkova pruznoplasticka, 68
cas
relaxacni, 12
retardacni, 11
¢lanek
idealné plasticky, 49
Cast
kladné, 143
deformace
deviatoricka, 171
ekvivalentni, 141
hlavni, 169
hlavni deviatoricka, 171
kumulované plasticka, 63
objemova, 170
dilatace
plasticka, 101
dotvarovani, 7

délka

charakteristicka, 152
efekt

Bauschingertiv, 62
energie

lomova, 123
pruzné deformace, 172
uvolnovana, 124
faktor
intenzity napéti, 114
koncentrace napéti, 112
funkce
Heavisidova, 8
plasticity, 50
poddajnosti, 7, 8
poskozeni, 141
prerozdélovaci, 43
relaxacni, 7, 24
houzevnatost
lomova, 120
integrita, 138
koeficient
dilatace, 102
vnitiniho tfeni, 93
konzola
dvojita, 122
kotfen trhliny, 112
kritérium
maximéalniho hlavniho napéti, 135
maximalniho obvodového napéti, 134
lokalizace
nepruzné deformace, 137, 150

material

bez starnuti, 8
duktilni, 150
kvazikiehky, 150
kiehky, 48, 150

S vnitfnim tf¥enim, 88
se starnutim, 8
soudrzny, 88

tazny, 48, 150

matice

pruzné poddajnosti, 168
pruzné tuhosti, 168
pruznoplastické tuhosti, 104
skalovaci, 169

skalovaci inverzni, 170

mechanika

linearni lomova, 119

meridian, 87

tahovy, 87
tlakovy, 87

metoda

AAEM, 28

mez kluzu, 49

okamzita, 58
pocatecni, 58

model

B3, 15

idealné pruznoplasticky, 53
idealné tuhoplasticky, 49
Kelvintiv, 10

Maxwelltv, 9

poskozeni izotropni, 142
tuhoplasticky se zpevnénim, 57

modul

plasticky, 57
pruznoplasticky, 61
pruznosti
asymptoticky, 14
dynamicky, 14
konven¢ni, 14
objemovy, 170
smykovy, 167
Youngtv, 167
prifezovy
elasticky, 76
plasticky, 77
secny, 140
upraveny efektivni, 28
zpevnéni, 57

moment

mezni elasticky, 76
mezni plasticky, 76

mody I, IT, III, 117
napéti
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efektivni, 137
ekvivalentni, 106
hlavni, 83, 168
hlavni deviatorické, 171
Misesovo, 88
nominalni, 137
stfedni, 83, 168
zpétné, 57
nasobitel
plasticky, 50
oblast
plasticky pfipustna, 69
pruzna, 143
obalka
pevnosti, 145
odtizeni
pruzné, 55
operator
poddajnosti, 32
relaxacni, 32
osa
hydrostaticka, 87
parametr
poskozeni, 138
pevnost, 48
plocha
poskozeni, 141, 143
podminka
komplementarity, 51
okrajova, 163
plasticity, 51
Druckerova-Pragerova, 93
Misesova, 85
Mohrova-Coulombova, 88
Rankinova, 92
Trescova, 84
plastické konzistence, 56
plastické pfipustnosti, 51
pocatecni, 163

zatézovani-odtézovani, 51, 103

pole napéti

asymptotické, 113
postulat

maxima plastické disipace, 96
potencial

plasticky, 102
poskozeni, 137
pravidlo

kinematického zpevnéni

Melanovo-Pragerovo, 107

princip

kauzality, 8

maxima plastické disipace, 68, 70

superpozice, 7
proces, 55
kinematicky pfipustny, 71
prostor
Westergaardiv, 87
relaxace, 7
rovina
deviatoricka, 87
merididnova, 87

Renduli¢ova, 87

rovnice
homogenni, 163
charakteristicka, 163
nehomogenni, 164
rozevieni trhliny, 119
rozklad
aditivni, 53
rada
Dirichletova, 19
Pronyho, 19
Tetézec
Kelviniv, 18
Maxwelltv, 26
rez
deviatoricky, 87
Rendulié¢uv, 87
fizeni
posunem, 125
silou, 125
soucinitel
dotvarovani, 15
Poissonuv, 167
zatizeni, 72
kinematicky pripustny, 72
staticky pripustny, 72
stav, 55
mezni elasticky, 67
mezni plasticky, 68
plasticky pripustny, 71
staticky pripustny, 71
systém
kluzny, 48
sila
mezni plasticka, 65
trhlina
fiktivni, 159
kohezivni, 159
thel
vnitiniho tfeni, 89
viskoelasticita, 7
viskozita, 9
véta mezni plastické analyzy
kinematicka, 72
staticka, 72
zékladni, 72
zkouska
dotvarovaci, 7
relaxacni, 24
zpevnéni, 57
izotropni, 62, 107
kinematické, 59, 106
zakon
Hooketuv zobecnény, 168
koheze, 159
plastického pretvareni, 51
nesdruzeny, 102
sdruzeny, 98
plastického zpevnéni, 59
poskozeni, 138
Schmiduv, 47
zpevnéni, 63
zOna
procesni, 119

175



176 REJSTRIK



Literatura

Bazant, Z. and Chern, J. (1985). Log double power law for concrete creep. American Concrete Institute Journal,
82(5):665-675.

Bazant, Z. P. and Kim, S. S. (1979). Approximate relaxation function for concrete. Journal of the Structural
Division, ASCE, 105(2695-2705).

Inglis, C. (1913). Stresses in a plate due to the presence of cracks and sharp corners. Transactions of the
Institution of Naval Architects, 55:219-230.

Jirdsek, M. and Bazant, Z. P. (2002). Inelastic Analysis of Structures. John Wiley and Sons, Chichester.

Kormeling, H. A. and Reinhardt, H. W. (1983). Determination of the fracture energy of normal concrete and
epoxy modified concrete. Technical Report 5-83-18, Stevin Lab, Delft University of Technology.

Kupfer, H. and Gerstle, K. (1973). Behaviour of concrete under biaxial stress. Journal of the Engineering
Mechanics Division, ASCE, (99):853-866.

Maugin, G. A. (1992). The thermodynamics of plasticity and fracture. Cambridge University Press, Cambridge,
UK.

Prochézka, J., Brada¢, J., Kratky, J., Filipové, J., and Hanzlova, H. (2003). Betonové konstrukce. Priklady
navrhovdni podle Eurocode 2. Ceské betonaiska spolecnost CSSI, 8. vydani edition. 170 stran.

177



