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Teorie plasticity



Pruznoplastické chovani

* Princip: material se chova elasticky
dokud napéti nedosahne urcité
hodnoty, poté dochazi k plastizaci

* |dealné pruznoplasticky model:
predpoklady
— Napéti je dano vztahem o = Eg,
— Po prekrocni meze plasticity o, dochazi
k plastizaci a €, roste nade vsechny
meze, zatimco se napéti nemeéni

—————— —



Pruznoplastické chovani

e Toto lze popsat tremi zakladnimi vztahy:

— Podminka plastické pripustnosti:
flo)=lo|l -0y <0
— Zakon plastického pretvareni:
Ep = A+ sgn(o)
— Podminka komplementarity:

A f(o) =0



Zakony plasticity ve 3D (viceosa napjatost)

* Slozitéjsi situace — linearni problém prechazi na prostorovy

* Funkce plasticity zde neudava jen body na ose, ale cely
povrch v prostoru napeéti

* VeliCiny napéti a deformace prechazeji na veliciny tenzorové
* RUzné podminky plasticity (materidlové modely)

* Volumetricka vs deviatoricka deformace
e Hydrostatické vs deviatorické napéti



Pruzné chovani — zobecnény Hookuv zakon

* Jednotlivé osy napjatosti se navzajem ovlivnuiji
* E, G, v— materialové konstanty

* Matice pruzné tuhosti:
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Zakladni vztahy pro plasticitu pri viceosé
napjatosti

e Toto lze popsat tremi zakladnimi vztahy:
— Podminka plastické pripustnosti zUstava (bude se liSit tvar funkce

plasticity):
fla) <0
— Zakon plastického pretvareni - obecné:
Ep =A-g(0)

— Podminka komplementarity téz zustava:
A-f(o) =0



Zakon plastického pretvareni

* Rychlost deformace jako takova je stale dana spolecnym
nasobitelem A

* Plasticky gradient g (o) je tenzor zavisly na stavu napjatosti,
udavajici pomeér rychlosti deformace v jednotlivych smérech

e Sdruzeny zakon plastického pretvareni = princip, pouzivany u
df (o)
do

nékterych materidlovych model(, ze g(o) = f(o) =
(gradient funkce plasticity)



Materialové modely

 Nemoznost jednotné popsat chovani ruznych materialu

* Ruzné materidlové modely — teoretické predstavy o plasticitnim
chovani

* LiSi se tvarem funkce plasticity a sdruzenosti zakona plastického
pretvareni (u nesdruzenych treba jinak definovat funkci g(o))

 Tvary funkci f (o), popt. g(o) lze upravovat ke konkrétnimu
pouzivani empiricky pomoci skalovani urcitych koeficientu na
zakladé zkousek materialu

* Napr. modely Von Misesuyv, Drucker-Prageruv apod.



Modifikovany Cam-Clay model



Zakladni udaje

e Pouzivan pro popis chovani zemin
* Vyvinut v 50. az 60. letech 20. stoleti na univerziteé v
Cambridge praci prof. K. H. Roscoea a J. Burlanda

e Upravuje puvodni model Cam-Clay tak, aby jeho funkce
plasticity méla elipticky tvar -> jednoduchost numerické
implementace



Parametry modelu
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Parametry modelu 1= 30,

e Sdruzeny zakon plastického pretvareni, tj.:
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Parametry modelu

» Zpevnovani/zmeékcéovani, tj. princip, Ze hodnota funkce
plasticity se v prubéhu zatézovani vyviji

* Zde vyjadreno proménnou hodnotou parametru p,

Pe  3émp

Pc A — K



Algoritmus pro numericky vypocet



Pouzivané algoritmy

 Metoda konecnych prvku

e Plasticita se resi na urovni
jednoho prvku

e ,navrat na plochu
plasticity”

—— -

Return
mapping




Navrat na plochu plasticity

* Predepisovana deformace v pseudocasovych krocich
* |dea: dva kroky
e 1) elasticka predikce

"Agpn+1 =0 2 Opyrer = De(£n+1 — gp,n)

= Pokud f (anﬂ,tr) < 0 - hotovo

= Pokud f (anﬂ,tr) > (0 — plasticka korekce



Navrat na plochu plasticity

 2) plasticka korekce = vraceni stavu napjatosti do
pripustnych hodnot

. Agp,n+1 #0 - A}\n+1 #0 - f(o'n+1) =0 (1)

" 01 =D, (8n+1 — & n A}\n+1g(0'n+1)) (2.)
= Dvé rovnice, neznameé g, a A\, ;1
= Resitelnost?



Metoda projekce na nejblizsi bod ..

n+1

* |teracni metoda reseni
problému z predchozi strany

e Algoritmus popsan v
SIMO, J. C. a Thomas J. R.
HUGHES. Computational inelasticity.
New York: Springer, c¢1998. ISBN 0-387-

97520-9 (obrazek také prevzat)

e V soucasné dobé varianta pro
d O ko Na I ou p | a St i C it U FiGURE 3-10. A geometric interpretation of the closest point projection algorithm in stress

space. At each iterate (), the constraint is linearized to find the intersection (cut) with
f = 0. The next iterate (8)**" located on level set f"] "= 0, is the closest point of that
level set to the previous iterate (8)*’ in the metric defined by the elasticities C.



Metoda projekce na nejblizsi bod

[

Define the plastic flow residual R, ., and yield condition:

R, = —5ﬁ+1 + &l + Ayd, fas

(3.6.1)
ﬁ:—H = f(0n+|)

: p
where 0,41 = C : [€,41 — €,4,]-

. Linearize the above equations. Since €,4 is fixed during the return-mapping

k) s L 1 . 5
stage, itfollowsthat Ae?, | = —C 3 Aa:ﬂ,.and one is led to the linearized
problem

(k) .:.(kl =4 _ (k) 2 (k) . k) __
Rn+| + [‘—‘n-H] : Aarr+l T A yn-+—l()0’ n+1 — 0
=0

(k) y (k) . (k)
fn-i-l + a" n+l ° Aarr+l

(3.6.2)

where = := [CF| + A}/E)fmf]_l is the exact Hessian matrix.



Metoda projekce na nejblizsi bod

3a. Solve the linearized problem to obtain A%y,%, and Ae”{):

n+1°
(k) k) . =(k) . . k)
A2 3y . fn+l _Rn+l " gl = ‘)Ufn+l
Ya+1 = g 0 =® 9, 3
oJn+l * “n+l - n+1
(k) .__ (k) . (k) (k) (k) ! 3.6.3
Aarr+1 T =~n41 [ Rn*l l+|a f;r+|] (3.6.5)
and
plk'l 5 . (k)
AE:H—I E A _C Ao-n+l

3b. Update the plastic strain e N +| and consistency parameter Ay‘“ :

pik-f- 1y Plk ) Puh
€n+l n l + AE‘n---
and
Ayt = Al £ A9 (3.6.4)



Konkrétné pro model Cam-Clay
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Implementace do programu OOFEM



OOFEM

* SW pro konecné prvky
° C++
* MUj ukol = materialovy model Cam-Cay

* Objektova struktura programu -> vse soustredeno v jedné
tridé CamClayMat v jednom souboru camclaymat.c

* Jednoducha integrace se zbytkem
 Metoda performPlasticityReturn() a dalsi



performPlasticityReturn()

* Funkce, ktera provadi cely algoritmus (prediktor+korektor)

* Argumenty: GaussPoint, novy &, 1, timeStep, ostatni si
program pro dany bod pamatuje

* Vyuziva funkce jiz obsazené v programu OOFEM (predevsim
pro maticové operace)

* Na konci zpracuje vysledky



performPlasticityReturn()

performPlasticityReturn(GaussPoin

iyMatStatus *status = < CamClayMa
pc = status->givePreconsolidationPressure();
plasticStrain;

r fullStress;

plasticStrain = status->givePlasticStrain();
FloatArray elStrain =
elStrain.subtract(plasticStrain);
FloatArray elStrainDev;
elStrainVol;
elStrainVol = computeDeviatoricVolumetricSplit(elStrainDev, elStrain);
FloatArray trialStressDev;
applyDeviatoricElasticStiffness(trialStressDev, elStrainDev, G);
trialStressVol = 3 * K * elStrainVol;

.

> trialQ sqrt(3. / 2.) * computeStressNorm(trialStressDev);
> trialP = -trialStressVol;
> yieldvalue = trialQ*trialQ - M*M*trialP*(pc-trialP);

lambda = status->givePlasticMultiplier();




perforPlasticityReturn( )

yieldValue

patMatrix dE;
give3dMaterialStiffnessMatrix(dE, MatResponseMode::ElasticStiffne

iterationNumber e;
deltalambda = 0.0;
FloatArray nextPlasticStrain;
nextPlasticStrain. cop,Suchctc”xpla;tlcSt”aln s
FloatArray nextStress;
nextStress.beProductOf(dE, elStrain);
1 convergence;
plasticStrainError;

FloatMatrix inverseHessianMatrix;

inve"se essianMatrix.beInverseOf(dE);

FloatMatri jl.:Jri-..m-h.-\nnm.hl;r\.:—-a-.:1—1”...;

gl”chtld unctionDoubleDerivative(yieldFunctionDoubleDerivative);
yieldFunctionDoubleDerivative.times(deltalambda);
inverseHessianMatrix.add(yieldFunctionDoubleDerivative);
FloatMatrix hessianMatrix;
hessianMatrix.belnverseOf(inverseHessianMatrix);

FloatArray gradient;
givePlasticGradientAtStress(gradient, nextStress, pc);




performPlasticityReturn()

nextStress.add(deltaNextStress);
nextPlasticStrain.add(deltanNextPlasticStrain);
deltaLambda += deltaDeltalLambda;

yieldvalue = givevieldvalueAtstress(nextstress, pc);
plasticStrainError = sqrt( residual.dotProduct(residual) );

iterationNumber++;
convergence = ( fabs(yieldvalue) < yieldTolerance && plasticStrainerror < plasticStrainTolerance );

oo

(iterationNumber <= maxIter && !convergence);

fullStress = nextStress;
plasticstrain = nextPlasticStrain;
lambda += deltalLambda;

convergence) {

computeDeviatoricvolumetricsum(fullstress, trialstressDev, trialstressvol);

status->letTempStressvectorBe(fullsStress);

status->letTempPlasticStrainBe(plasticStrain);
status->setTempPreconsolidationPressure(pc);
status->setTempPlasticMultiplier(lambda);



Dalsi funkce

* giveYieldValueAtStress() — jednoducha funkce pro
vyhodnoceni funkce plasticity vdaném napjatostnim stavu

* givePlasticityGradientAtStress() — podobné, ale vraci
hodnotu g(o) (sdruzeny zdkon -> je to derivace)

e giveYieldFunctionDoubleDerivative() — tato hodnota
kupodivu nezavisi na napéti — viz vyse



Funkce zustavajici k implementaci

* give3dMaterialStiffnessMatrix() — tato funkce nyni vraci
elastickou matici — pro splnéni predpokladu nelinearni
elasticity by méla vracet teCcnou matici, pripadné
elastoplastickou v pripadé ze material jiz plastizuje

* Uprava algoritmu v performPlasticityReturn() tak aby
zohlednil zpevneéni



Demonstrace spravnosti plochy plasticity

e ZkusSebni vstupni soubor s jednim MKP prvkem —
predepisovany deformace ve dvou smeérech

* p. =10 MPa,M = 10
* Predepsani ruznych poméru deformaci —ruzné hodnoty p, g
vzniklych napéti

e Zobrazeni vypoctenych napéti v plastickych stavech v
prostoru p,q a porovnani s teoretickou elipsou plasticity dle
parametrd modelu



Vysledek
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Dékuji za pozornost



