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Abstrakt Dynamickad fragmentace (rozpad spojitého télesa na mensi ¢4sti v disledku dynamic-
kého zatiZeni) je fyzikdln{ jev, se kterym se miZeme setkat v mnoha oblastech védy a techniky.
Vznik a rozvoj trhlin v materiélu je pfi dynamickém chovani pfi¢inou odtéZujicich pruznych vin,
jejichz disledkem muiZe byt zaviran{ jen z¢asti rozevienych trhlin, pfipadné opétovné rozevirani
jiz zavienych trhlin. Navic oba tyto jevy mohou produkovat dal$i nové pruzné viny a cel4 situace
se tak stdva znacné& netrividlni a obtiZné popsatelnd analytickymi metodami

Tato prace se zabyva popisem dynamické fragmentace kruhového prstence (pfipadné valcové sko-
fepiny) za vysokych rychlosti deformace (zptsobenych napfiklad explozi uvnitf vdlcové skote-
piny). Je ukdzano néekolik analytickych modeli pro odhad primérné velikosti fragmentl v zavis-
losti na rychlosti zat€Zovani a porovnani s numerickymi vysledky z dostupné literatury (ziskanymi
prevazné za pomoci kohezivnich prvki).

V ramci prace byl vytvoren konecné prvkovy program Fragmentld, efektivni numericky ndstroj
pro feSeni dané ulohy zaloZeny na mechanice poskozeni. Kromé samotného popisu a porovnédni
s jinymi dostupnymi programy jsou samoziejmé ukdzany a diskutoviny dosaZené numerické vy-
sledky (primérna velikost fragmentd, rozdéleni jejich velikosti a celkova disipovand energie) v za-
vislosti na kone¢né prvkové diskretizaci (velikosti prvki) a zptisobu perturbace materidlovych
vlastnosti (prostorové nekorelované vs. korelované parametry).

Porovnani naSich vysledkd s odbornou literaturou ukazuje v nékterych ohledech (napf. konver-
gence disipované energie v zdvislosti na poctu pouZzitych kone¢nych prvki) na vyrazné lepsi cho-
van{ nasi metody.

Klicova slova: dynamickd fragmentace, metoda kone&nych prvkd, zdvislost na velikosti prvku,
pramérna velikost fragmentd, rozdéleni velikosti fragment, konvergence disipované energie, pro-
storové korelace.
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Abstract Dynamic fragmentation (disintegration of a continuous body into smaller pieces under
dynamic loading) is a physical phenomenon observed in many fields of engineering and science.
In the dynamic case, crack initiation and propagation causes stress release elastic waves, whose
consequence could be closure of partially opened cracks or reopening of already closed cracks.
Both these effects can produce additional release waves and the situation becomes considerably
nontrivial and difficult to describe properly without numerical analysis.

This thesis deals with the analysis of dynamic fragmentation of an expanding ring (or cylindrical
shell) subjected to radial loading at a high strain rate (caused for example by explosion inside
the cylindrical shell). Some simple analytical models for prediction of average fragment size as
a function of strain rate are shown and compared to numerical results from literature (computed
mainly by the cohesive element method).

As a part of the thesis, an efficient finite element tool Fragmentld based on continuum damage me-
chanics was developed. Besides its description and comparison with other available programs, the
obtained numerical results (average fragment size, fragment size distribution and total dissipated
energy) are of course presented and discussed, with particular attention paid to their dependence
on the finite element discretization (mesh size) and on the form of material properties perturbation
(spatially correlated vs. uncorrelated parameters).

The comparison of our results with specialized literature shows considerably better behavior of
our method in certain aspects (convergence of total dissipated energy with the number of used
elements).

Keywords: dynamic fragmentation, finite element method, mesh size dependency, average frag-
ment size, fragment size distribution, convergence of dissipated energy, spatial correlation.
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KAPITOLA
PRVNI

UvoD

Fragmentace (z latinského fragmentatio = rozdéleni, roz¢lenéni) oznacuje proces déleni celku
na mensi Casti — fragmenty (piekvapivé opét z latiny, fragmentum = cast, zlomek, dlomek).
V soucasném jazyce md slovo fragmentace mnoho vyznami, od fragmentace biologické (zpi-
sob rozmnoZovani organismt), ekologické (d€leni krajiny lidskou ¢innosti, napt. vystavbou sil-
nic) a informatické (nesouvislé uloZeni dat na médiu, napf. pevném disku) pres fragmentaci
viceméné fyzikalni (St€peni atomového jadra na vice nukleonti nebo Stépeni molekul DNA) az
po fragmentaci Cisté mechanickou, kupiikladu tfisténi talife pfi dopadu na kuchyiiskou podlahu.

Tento fyzikalni fenomén, pro tcely nasi prace definovan jako nelinedrni nevratny proces d¢-
leni télesa na mensi celky, miiZzeme najit v Siroké Skdle méfitek — od jiZ zminéného Stépeni DNA
[23] aZ po teorii velkého tiesku a utvareni galaxii [7]. Krom takovychto extrémnich pfipadt se
s fragmentaci mtiZzeme setkat i v mnoha oblastech kaZdodenni lidské Cinnosti (drceni kminu
v hmoZzdifi, $tipani diivi, mleti kdvovych zrn, snad jiZ legenddrni jsou (ne)rozbitné sklenicky
z Ceského filmu Peh’§k), piimé primyslové aplikace nevyjimaje (raZba tunelu pomoci vybus-
nin [48], vrtan{ [§], demoli¢ni prace [45], téZebni Cinnost [44]...).

Nehledé k vyse zminénym viceméné modernim piikladim, fragmentace doprovazi ¢lovéka
jiZ od dob ddvno minulych. Kupfikladu v jedné z nejstarSich pamadtek evropského pisemnictvi,
Homérové Iliad%, se ve tietim zpévu pokousi v souboji pred trojskymi hradbami spartsky kral
Meneldos, syn Atretiv, zabit svého nepfitele, trojského prince Parida:

But fierce Atrides wav’d his sword and strook
Full on his casque: the crested helmet shook;
The brittle steel, unfaithful to his hand,

Broke short: the fragments glitter'd on the sand.

Tento zdmér je vSak prekaZen necekanym rozpadem (fragmentaci) jeho mece pfi kontaktu s Pa-
ridovou pfilbou, ktery je posléze ze souboje a od jisté smrti zachranén bohyni Afroditou.
Pokud uvazujeme (kvazi)staticky priibéh zatéZovani, obvykle se v télese vyvine nizky pocet
trhlin a téleso se tim padem rozd€li na nizky pocet Casti. Typicky piiklad je jednoosa tahova
zkouska prutového vzorku. Do urcité drovné zatiZeni vzriistd pretvoreni monoténné ve vsech
bodech, avS§ak po dosaZeni meze pevnosti se deformace za¢ne lokalizovat do nejslabsiho mista

"Pelidky; Jan Hiebejk, 1999.
“konkrétni citovany tsek lépe neZ v Geském prekladu vyzniva v anglickém prekladu A. Popea [23,124]
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a toto se zacne poruSovat (za soucasného odtéZovani zbytku vzorku). V télese vznikne pouze
jedind makrotrhlina.

Pokud je ale zatéZovani dynamické (kuprikladu jako v pripadé Meneldova mece), setrvacné
sily mohou hrét v celém procesu rozpadu velice vyznamnou roli. Porusujici se oblasti jsou zdro-
jem Sificich se odtéZujicich elastickych vin a jejich interakce (,.komunikace*) ovliviiuje dalsi
pribeéh celého déje. Situace se tak stdva znacné€ netrividlni a pii hledani vhodného modelového
popisu je tfeba vénovat zvladStni péci celé fade faktort.

Jedna z prvnich systematickych studif dynamické fragmentace byla na podnét arméadnich ¢ini-
telti provadéna ve Ctyficatych letech dvacatého stoleti Mottem [35]. Ten si k popisu vybral dutou
vélcovou skorepinu zatiZenou urcitym radidlnim impulzem. V pivodnim vyzkumu (vzhledem
k vojenské zakazce) valec pfedstavoval plast bomby a zatiZeni odpovidalo detonaci ndloZe umis-
téné uvnitf. Vysledkem byla statistickd teorie predpovidajici pocet a rozdéleni velikosti (resp.
hmotnosti) fragmentti na zaklad¢ fenomenologickych pozorovani.

Krom rozvoje statistické teorie [[17,[19] byla pozdé€ji vyvinuta energetickd teorie fragmentace
[19, 133, 49], jakoz i teorie zaloZend na termodynamickych principech [41],147]. V mnoha stu-
diich byla analyza zaméfena na situaci radidlné zatiZené valcové skofepiny (pfipadné radidlné
zatiZeného prstence) [18,132,134,|51], nebof tento piipad se miize velice vyhodné zjednodusit na
jednorozmérnou udlohu [13, 21, 33].

Mimo vySe zminénych viceméné analytickych studii bylo provedeno i mnoho studii nume-
rickych pomoci metody charakteristik [40] a metody konecnych prvkt [6,/12,132] kombinované
s kohezivnimi prvky [30,134,150]. I pfes pomérné velké mnoZstvi publikaci na toto téma i dobu
vyzkumu neexistuje zatim pro fragmentaci jednotnd univerzalné uzndvand teorie a i v oblasti
numerickych simulaci setrvdvd mnoho otevienych otdzek (napriklad zdvislost na zvolené dis-
kretizaci, uvazovani prostorové korelace materidlovych vlastnosti. .. ). Na n¢které z nich se praveé
snazi odpovédeét tato diplomové préce.

Jeji Clenéni je nésledujici: na zacatku, v kapitole 2] jsou predstaveny zaklady mechaniky kon-
tinua a termodynamiky. Ddle se kapitola zabyva mechanikou poSkozeni, jakoZto zvolenym mo-
delem pro fragmentaci kiehkych materidla. V kapitole [31jsou teoretické poznatky z predchozi
kapitoly pouzity pfi pfedstaveni a odvozeni né€kterych vySe zminénych analytickych modeld
a jejich porovnani s modely numerickymi. Kapitola 4 je vénovdna odvozeni numerického fe-
Seni jednorozmérné tlohy (simulujici rozpad radidlné zatiZeného prstence) metodou kone¢nych
prvki s prihlédnutim k prostorové korelaci materidlovych vlastnosti. Nasledujici kapitola s ¢is-
lem [ popisuje pocitac¢ovou implementaci modelu a metod popsanych v kapitole 4] a porovnava
vysledky i ¢asové ndroky nékterych dostupnych vypocetnich ndstroji s programem Fragmentld,
ndstrojem vyvinutym autorem v ramci tvorby diplomové prace. Kone¢n¢ v kapitole [6ljsou pred-
staveny a zhodnoceny dosaZené numerické vysledky, porovndny navzdjem a také s vysledky
jinych autort.



KAPITOLA
DRUHA

TEORIE

Tato kapitola je vénovadna obecnému matematicko-fyzikdlnimu popisu mechaniky kontinua [10,
14,125] a nevratnych (ireverzibilnich) procest [9,26,136] se zaméfenim na mechaniku poSkozeni
jakoZto zvoleny model pro dynamickou fragmentaci kiehkych materidla [11-13, 22,28, 29,134,
48, 149].

Znaceni je nasledujici: skaldrni veliiny jsou oznaceny prostymi symboly, tenzorové veliCiny
jsou v kompaktnim zapisu znaceny podtrZzenim (pocet podtrZzeni oznacuje fad piislusného ten-
zoru) a v zdpisu slozkovém pak dolnimi indexy. Ve slozkovém zdpisu je fdd tenzoru d4n poctem
dolnich indext nabyvajicich hodnot 1, 2 nebo 3 podle vztahu ke kartézskym soufadnym osam
X1, X3 nebo x3.

Pfi ndsobeni tenzortl je pouzita obvykla (nékdy nazyvéana Einsteinova) konvence pro s¢itani
pres opakujici se indexy, kupiikladu

3 3
a; = bijkcjk <~ a; = Z Zbijijk, 2.1
j=1 k=1

kde i se méni od 1 do 3. Symbolem - je oznacena kontrakce (iZen{) tenzord, napf. (g . Q)l, =

Yev s

a;bj, (¢-d) = cid;, znakem : dvojitd kontrakce, napf. (g : Q) = a;bj;, a znakem ® vnéjsi
(tenzorovy, dyadicky) soucin, napf. (a ® Q)ij = a;b;. Znak V je operdtor parcidlnich derivaci
podle prostorovych soufadnic. Pfi pouZiti v operaci vnéjsiho soucinu (zkrdcené znaceno bez
operdtoru) se jednd o gradient, napt. (V ®a); = (Va); = Via; = da;/0x; nebo (Vb), =
db/dx;. Pti pouziti v operaci kontrakce se jednd o divergenci, napt. (V - a) = Via; = da;/dx;
nebo (Y . Q)] = V;b; = 0b;j/0x;. Tetkou nad symbolem veliiny je oznaCena jeji Casova
derivace (@ = da/dr), dvojitou teckou druhd derivace podle &asu (i = 6%a/dr?).

2.1 Zaklady mechaniky kontinua

V trojrozmérném eukleidovském prostoru uvazujeme v case t spojité t€leso B zaujimajici objem
V aohrani¢ené povrchem S. V po¢ate¢nim stavu v ¢ase t = 0 ma kazdy materidlovy bod p svoji
materidlovou (¢i lagrangeovskou nebo referencni) soufadnici X . V jiném (napf. deformovaném)
stavu se nd§ bod p miZe dostat do jiné polohy s prostorovou (i eulerovskou) soufadnici x.
Nasim cilem bude vysetfovani casového vyvoje polohy vSech materidlovych bodd, tedy funkce
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x = x (X ,t). Tento popis pohybu (sledujici drdahu jednotlivych materidlovych bodd po bodech
prostorovych) se nazyva lagrangeovsky a je obvykly v tlohach pevnych téles [10, [14]. Inverzni
popis pohybu X = X (x,7), nazyvany eulerovsky, sleduje prichod materidlovych boda (resp.
jejich rychlost) v jednotlivymi bodech prostorovych a je naopak obvykly v tlohdch mechaniky
tekutin.

Za predpokladu, Ze oba soufadné systémy jsou kartézské, shodné orientované a se shodnym
pocdtkem O, plati v pocateénim stavu x(X ,#=0) — X = 0. Definujeme vektor posunuti

E(X’I)ZL(XJ)—X- (22)

V oboru malych deformaci (ktery je uvaZovén v celé praci) miiZeme malou zménu posunuti
du (rozdil posunuti ve dvou infinitezimalné blizkych bodech) zapsat jako totdlni diferencial
Ou; T
du; = — dx;, du= (Vu) - dx = dx-Vu, (2.3)
ox j
kde gradient vektoru posunuti se miZe dile rozlozit na symetrickou (S) a antisymetrickou (A)
cast

Vu = % [Yz + (Yz)T] + % [Yz - (Yz)T} = (Vu)?® + (Yu)* =g+ w (24)

w= (YE)A je tenzor rotace a & = (Yg)s je tenzor deformace.

 Dile uvaZzujeme, 7Ze na t&leso B pasobi vnéjsi povrchové sily 7 (nezaménovat s veli¢inou ¢as
1) a vnéj§i objemové sily b, které jsou pficinou sil vnitinich. Pokud t&leso v bodé p myslené
rozdélime rovinou s normdlou z a jednu ¢4st odebereme, vliv odebrané Césti na ¢ast zlstavsi

(tak aby se stav ponechané ¢asti nezménil) musi byt nahrazen vektorem napéti z(ﬂ) (nyni mySlené
vnéjsi povrchovou silou). Pro libovolnou normélu miZeme zapsat

I YRR O A ) P (O S 2.5)
Definujeme (Cauchyho) tenzor napéti ¢ jako tenzor druhého fddu, jehoz slozka ij je Ciselné
rovna j-té sloZce vnitfni sily pisobici na jednotkovou plochu kolmou na osu i. Matematicky

E.g") — fl@ = fi(g")nj = ojin;, Z(ﬂ) =n-g. (2.6)

V ramci mechaniky hmotnych bodi uvazujme N hmotnych bodi n s rychlosti v = 4" a na
né pusobici sily F ". Diferencidl mechanické prace vsech sil dW, jeji celkovy thrn W a vykon
vSech sil P miZeme vyjadfit jako

N N aw N du N
_ n, n _ n, n I A n, = __ n_n
dw =3 F"- du", W—Z/M"E ', P=-——=3) F"--=) F"i
n=1 n=1"%"%= n=1 n=1
2.7
a kinetickou energii a jeji casovou zménu jako
| N 1 | N N N
K= Zlmlly”n2 =g =g Zlmzz K= Zlmé"'ﬁ” - Zlmzz (2.8)
n= n= n= n= n=
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Pro spojité prostiedi je postup analogicky, pouze soucet pres v§echny hmotné body se nahradi
objemovym integralem, hmotnost i hustotou p a sila F taktéZ svoji hustotou b nebo 7. Konkrétné
pro objemové sily

de:/E-dgdv, WV://E-dzdv, PVZ/E'QdV, 2.9)
\% VdJu \%

pro povrchové sily

dWg :/Z- duds, W ://Z- duds, Pg :/Z-QdS, (2.10)
S SJu N

a pro kinetickou energii

1 1 .
K:—/sz\Pde—/pz-zdv, K:/pz-zdv. (2.11)
2)y 2 )y v
Celkovy vykon mechanickych vnéjsich sil je tedy
Pext:/E-g’dV+/Z-g’d5. (2.12)
14 s

Ze z&kladnich axiomd mechaniky kontinua, totiZ zdkona zachovdni hmotnosti M, hybnosti H
a momentu hybnosti N [[10,14]

dMm d

—_— = — dv =0, 2.13

dr dt/vp @13)
dH d - _
—_— = — 1dV = bdVv tdS F", 2.14
dt dt/v'oE /v_ +/S‘ +Zn:_ ( )

% = %/Vp(zxz’) dV:/V(sz) dV+/S(£><Z) dS+;(£”xE”)+;M", (2.15)

kde r znaci rameno piislusné veli¢iny k pevné zvolenému bodu, znak x vektorovy soucin a M"
osamélé momenty sil, plyne (popofadé€) rovnice kontinuity

p+Y - (pi) =0, (2.16)

pohybova rovnice

IS

pii=Y g+ (2.17)

a symetrie tenzoru napéti o;; = o j;. Rovnice (2.17) je spojitym zobecnénim zndmého druhého
Newtonova zdkona F' = am nebo jinymi slovy rovnovdha vSech sil v€etné sil setrvacnych. Pokud
vynechdme dynamicky ¢len pii, bude vysledkem rovnice lok4lni statické rovnovahy V-o+b = 0.

V naésledujicim textu vyuZijeme Gaussovu — Greenovu vétu (integrace per-partes ve vice roz-

mérech), ktera fika
/Q-QdSz/Y-QdV, 2.18)
S \%

/Sg-g-gdsz/vy-(g-g) dV:/V(y-g)-ng+/Q:(yg) av

1%
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2.2 Zaklady termodynamiky

Krom vyse zminénych Cisté mechanickych zdleZitosti se mtze v télese vyskytovat jesté zdroj
tepla & (zplisoben napiiklad odporem materidlu pfi prichodu elektrického proudu) a na jeho

23

hranici hustota tepelného toku g, které jsou piiCinou tepelného vykonu

Pea :/pth—/q-QdS. (2.19)
1% s~

Znaménko minus u druhého ¢lenu pravé strany rovnice vyjadiuje fakt, Ze pokud je tepelny tok
orientovan shodné€ s vnéjsi normélou, teplo ,,vytéka* ven a prace konand na télese je tedy za-
pornd.

Prvni termodynamicky zdkon

E; + K = Pegy + P (2.20)

vyjadiuje, Ze ¢asovd zména celkové energie (soucet vnitini energie E; a kinetické energie K)
je rovna souctu tepelného vykonu a vykonu mechanickych sil. Jinymi slovy, energie se nemize
,,jen tak ztratit* a ani se ,,brat odnikud*, rovnice (2.20) tedy vyjadfuje globdlni zdkon zachovani
(bilanci) energie. Po pouZiti rovnic @2.6), 2.17), .18) a pfislusnych tpravach

/q-ndS:/Y-qu, (2.21)
s Vv -

/z-gdS:/Q-g-QdS:/g:(Yg') dV+/(Y-g)-QdV: (2.22)
N N 1% 14

Pext:/E-g’dV+/Z-g’dS:/(E+Y-g)-ng+/g:§dV: (2.23)
\%4 \% - -

\%4
z/pz-z’dV+/g:§'dV=K+Pim,
\% v

kde Vi byl nahrazen pouze symetrickou Césti & [, mézeme rovnici @20) piepsat do podoby
(kde ey je specifickd vnitfni energie — vnitfni energie vztaZend k jednotce hmotnosti)

Elz/példV:Pim+Pca1:/gzng+/ (ph— Y - q) AV (2.24)
\% v |4 -

/(pe',—g:g—pmy-q) dv = 0. (2.25)
v g q

Tato globdlni rovnice musi byt splnéna pro libovolny objem V, proto vyraz miZeme zapsat bez
integrdlu jako lokdlni energetickou bilanci (neboli lokalni podobu prvniho termodynamického
zakona)

pér=ag:+ph—YV-q. (2.26)

! protoZe tenzor napéti o je symetricky a toto nahrazenf nijak neovlivni vysledek. Tenzor rotace w byl zanedban.
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Termodynamika déle zavadi fyzikaln{ veli¢inu S zvanou entropie (nezaméiiovat s povrchem).
Entropie ma nékolik moznych vykladt, napriklad mira vnitini neusporddanosti systému anebo
mira schopnosti systému konat ,,uziteCnou* prici. Podle prvniho termodynamického zdkona je
mnoZstvi energie v uzavieném systému konstantni, jeji ,,kvalita* se ale miZe ménit. Jedeme-
li na jizdnim kole po roviné s urcitou rychlosti, jsme schopni bez jakéhokoliv pfi¢inéni vyjet
mirny kopec a preménit tak svoji kinetickou energii v potencidlni. Pokud ale kopec nasleduje
az za urcitou vzdalenost, kinetickd energie se tfenim v loZiscich (napiiklad — za teoretického
predpokladu cyklistického vyletu ve vzduchoprdzdnu a s dokonalymi pneumatikami a povrchem
vozovky) preméiuje na ,,neuZiteCnou* energii vnitfni, nas bicykl zpomaluje a posléze zlstane
stat pod kopcem. MnoZstvi energie je v obou piipadech shodné, kvalitativné se ale oba piipady
lisi. Matematicky lze tento jev popsat pomoci druhého zdkona termodynamického (Clausiovy —
Duhemovy nerovnosti) [14, [26]

. P h ‘n
S:/ps'dvz cal :/’O—dV—/g—_dS, 2.27)
y T ), T T

ktery fikd, Ze Casovd zména entropie je vZdy vétSi nebo rovna tepelnému vykonu délenému
absolutni (termodynamickou) teplotou 7. Aplikaci Gaussovy — Greenovy véty (Z.I8)) na druhy

¢len v T
q q V-q q-V
/STES/TY(T)V/V<T T2>V (229

a jeho dosazenim do pdvodni rovnice miZeme globdlni zdkon prepsat do podoby

ho V- VT
/ps'dVZ/<p7—_Tg+gT; )dV. (2.29)
1% \%

Rovnice musi opét platit pro libovolny objem, tudiZ ji opét miiZeme zapsat bez integralu a ob-
drzime lokdlni podobu druhého termodynamického zdkona

vT

>0, (2.30)

Tps'—ph+Y-Q—g

kde s je specifickd entropie — entropie vztaZend k jednotce hmotnosti.

Dle definice v [14] je proces termodynamicky piipustny tehdy a jen tehdy, splituje-li Clausi-
ovu — Duhemovu nerovnost (2.30) lokdlné ve vSech bodech a je-li absolutni teplota T ve viech
bodech nezdpornd, a mechanicky pripustny (konzistentni), splituje-li zdkony zachovani hmot-
nosti, hybnosti, momentu hybnosti 2.13)-@.17)) a energie (2.26)).

Ve fyzice existuje nékolik tzv. termodynamickych potencidll (a jejich hustot). Jednim z nich
je napiiklad vnitini energie E; a jeji specifickd hodnota e;. Dal§im je napiiklad Gibbsova volnd
energie

G=E—-X:E-TS, pg =pey—a:e—Tps (2.31)

nebo Helmholtzova volna energie
v=F—-TS§, W =er —Ts. (2.32)
Dosazenim druhé jmenované do rovnic (2.26)) a (2.30) miiZzeme tyto piepsat do tvaru

p1ﬁ+st+ij:g:§+ph—Y-g — st'—ph+Y-gzg:§—p(tﬁ+Ts), (2.33)
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o VT
o-:g'—p(tﬁ+Ts)—gT > 0. (2.34)

Predpokladejme nyni d€j Cist€ mechanicky, tzn. izotermicky (kdy teplota je v Case i prostoru
konstantni, 7 = 0, VT = 0, g = 0) a bez vnitinich zdroji tepla (2 = 0). Zavedenim nové
veli¢iny hustoty rychlosti disipace energie (dale jen zkrdceng disipace) d = T's miiZeme rovnice
2.33) a (2.34)), tedy prvni a druhy termodynamicky zakon, pfepsat jako

pt/}+d:g:§ — d:gzg—pg[/, (2.35)

ciE—py>0. — d>0, (2.36)

kde posledni vyraz je tzv. disipa¢ni nerovnost [26]. Rovnitko plati pro vratné procesy (kdy d = 0
a k disipaci tim pddem nedochdzi), ostrd nerovnost pak pro procesy nevratné (d > 0 a &ast
energie se nevratné disipuje - méni se na jiny ,,neuZite¢ny‘ druh).

Hustota volné energie je obecné (pro izotermicky déj) funkci deformace £ a vnitfnich pro-
ménnych @, coZ miize byt soubor skaldrd a tenzord riiznych fadd, proto oznacen tu¢né:
v=y(ga) — ¢:a—‘”:§+a—‘/’.a. (2.37)

= Jde = Oa
Symbol e znaci operaci skaldrniho soucinu (operaci nasobeni, jejimz vysledkem je skaldr) pfi-
sluSnou konkrétni podobé vnitfnich proménnych (prosty soucin pro skaldry, kontrakci pro vek-
tory a dvojitou kontrakci pro tenzory druhého fadu), nebof konkrétni volba vnitfnich promén-
nych (poskozeni, plasticka deformace apod.) zdvisi na pouzitém konstitutivnim zakoné. Dosa-

zenim (2.37) do (2.36)) dostaneme

Woe P as>o (238)

d(g’,d,g,a): “Poe £ Poa

IS
I

Oznacme kvazikonzervativni napéti (Cast napéti nezavisld na rychlosti deformace £)

oo (ea) =20 &)

) o (2.39)

a kvazikonzervativni termodynamické sily sdruzené s vnitfnimi proménnymi (zkrdcené termo-
dynamické sily)

o (e, a
By (g.@) =p é; ) (2.40)
a zapiSme
d=(z-0g) &-Boea (2.41)

Déle predpokladejme existenci disipacniho pseudo-potencidlu ¢ (g a,g, a) a pomoci né¢ho
zapsany vyraz pro disipaci:
.09 9¢

d—a—£:§+£od:2:§+ﬂDod, (2.42)
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kde o
ap (& ¢.8 @) = dl Zf’ ?) (2.43)
je disipacni napéti a -
.. 00 (&,a,e
Bp (& d.z.@) = % (2.44)

jsou disipativni termodynamické sily sdruZené s vnitinimi proménnymi. Ziejmé pokud je disi-
pacni pseudo-potencidl konvexni a nabyvd minima v € = 0, @ = 0, je nerovnost d > 0 (a tudiz
i splnéni druhého termodynamického zakona a podm_l’nky_termodynamické pripustnosti) vzdy
zarucena.

Porovnanim rovnic (2.41)) a (2.42)) mGZeme zapsat

(c-oo-ap):a=0 (2.45)

a vyjadrit obecnou formu konstitutivntho (materidlového) zdkona
a , .’ . &,
g(g,d,g,a):2(%(1)4_0—1)(2’&):}0 v (sa) ¢(&ds@)

g 9e | 0e

(2.47)

a obecnou (implicitni) podobu funkce vyvoje vnitinich proménnych

(9 > 6 _'7 'a_’ .
By (&.@) +Bp (£, @, 8,0)) @@ = (p ‘ﬁ(gia) + ¢(§ac;§ a)) ea=0. (2.48)

Explicitni vyjadfeni Ize ziskat Legendrovou transformaci prevadéjici disipacni pseudo-potencidl
¢ na dudlni disipacni pseudo-potencidl ¢*

P (g,ﬂD,g, a') = max [O’D tE+Bped—¢ (& a.s, a)} (2.49)

a ,,dudlné“ k rovnici (2.44)) zapsat
C’)d)* (@’BD’ g, a’>

@ = . (2.50)
9Bp
Analogicky k (2.49) miizeme zapsat inverzni vztah mezi obéma disipaénimi pseudo-potencidly
¢ (&d.2.0) = max |op:s+fped—¢* (cnbpea)l. (2.51)
= = O-:DsﬂD _ = _— =

Za piedpokladu idedln€ linedrn€ pruZzného materidlu (¢ = 0 — op = 0) se symetrickym ten-
zorem materidlové tuhosti D, je Helmholtzova volnd energie  rovna energii pruzné deformace

(a Gibbsova volna energie rovna zdporné hodnoté dopliikové energie):

1,
N 2 (e
T2 "0 * d

U= we L&, (2.52)

1=
IS
[1o
1=
IS
N—
I
1=

coZ je zapis zobecnéného Hookeova zdkona odvozeny ze zdkladnich termodynamickych prin-
ciptl a kvadratické formy potencidlni energie pruzné deformace.
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2.3 Zaklady mechaniky poskozeni

Mechanika poskozeni je konstitutivni teorie popisujici vyvoj poskozeni (ztratu integrity) ma-
teridlu v disledku tvorby a rozvoje mikrotrhlin, mikrodutin a podobnych vad. Oblasti s témito
mikroméfitkovymi zménami se na makroskopickém méritku projevuji jako mista se snizenou
materidlovou tuhosti. Tato sniZend (se¢nd) tuhost Djji; je v rimci mechaniky poSkozeni modelo-
vana jako soucin pivodni (elastické) tuhosti Dg. 1 S jistym parametrem £2 vztaZzenym k poskozeni

v daném bodé

s

=D, - 20D, (2.53)

kde £2, parametr poskozeni, je obecné tenzorova veli¢ina a o k ni prislusnd operace nasobent,
jejiz vysledkem je tenzor Ctvrtého fadu.

V obecném piipadé tento parametr poSkozeni (berouci v potaz anizotropii poskozené oblasti)
muzZe byt aZ tenzor osmého fadu, praktictéjsi a castéjsi je vSak uZiti tenzorl nizsich radd (Ctvr-
tého, druhého, pfipadné mnoZiny vektoril). Mluvime pak o anizotropnim modelu poskozeni.

Pokud je £ skalarniho charakteru, mluvime naopak o izotropnim modelu poskozeni, ve své
zékladni podobé se dvéma nezdvislymi parametry poskozeni pfisluSejici dvéma nezdvislym
elastickym konstantdm. Nejjednodussi model poskozeni (dile pouZit v celé préci) je izotropni
model poSkozeni s jedinym parametrem poSkozeni w € (1;0). Navic budeme uvaZovat pouze

jednorozmérny piipad, vyraz (2.33) proto miZzeme piepsat jako
E,=(1-w)E, (2.54)

kde E je Youngiv modul pruznosti a E takzvany secny modul pruZnosti.

Tento popis je vhodny pro monoténni tahové zaté€Zovani, kde vlivem rozpinani materidlu pred-
pokldddme tvorbu a rozvoj trhlin a poSkozeni. Pokud ale zatiZen{ piejde do tlaku, ocekdvdme na-
opak zavieni trhlin a tuhost v tlaku obdobnou tuhosti ptivodni (alespon do urcité miry zatiZeni).
Tento jev zavedeme deaktivaci poSkozeni v tlakové oblasti naméahdni, kterd je v jednorozmérném
piipadé€ (na rozdil od viceosého namdhani) velmi jasn€ definovatelna:

E;=(1—-wH(e))E, (2.55)
kde H (x) je Heavisideova funkce
0 prox<0
H (%) = pro» = (2.56)
1 prox>0

V zékladni podobé budeme poskozeni modelovat jako nez4vislé na rychlosti deformace, takze
materidlovy zdkon (2.47) a disipaci (2.42) miZeme prepsat do tvaru

op(.0) =0 — o=0g(ea) :pw. (2.57)
&
i=% a>0 (2.58)
Oa
Predpokldddme @ = {w} a
1 ) oy
oY = 5 (1 — wH (¢)) Ee”, T=py = (1 — wH(w)) Ek, (2.59)

10
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oy oy 0 proe<0
= — = — = 2.60
po o dw { —1E&? proe>0 (2:60
— O ER _0¢ _0¢ _ 1.5
¢ =O3EG (0),  Bp=5o =50 = 5EG (w), (2.61)
Z rovnice (2.48)
(Bo +Bp) w = (—%Eaz + %Eg”z(w)> w=0 (2.62)

plyne, Ze « miiZe byt nenulovd pouze tehdy, je-li hodnota zavorky rovna nule, to jest

1 1 1 1
_EESQ + EEéz(w) =0 — EESZ = EEgQ(a)) — €= — e=§w) (2.63)
je-li hodnota deformace & rovna funkci g(w) v daném bod€. Za normélnich podminek by se
muselo uvaZovat /e = |g|, diky rovnici (2.60) ale stali uvaZovat jen kladnou (tahovou) &ést
pietvoieni €. Dle rovnice (2.38) musi byt pfirtstek «» vZdy nezdporny:

. 96 . 0. 1, . .
- =" == > > .
d 70 @ 8a)w 2Eg (Ww>0 — >0 (2.64)
>0

Definujeme zat&Zovaci funkci poskozeni f (g, w) = & — §(w) a funkci f (g, w) = g(e) —w (za
predpokladu, Ze g(&) je inverzni funkci g(w)). Spojenim rovnic 2.62)), 2.63) a 2.64) miZeme
zapsat (podobné jako pro plasticitu, viz napt. [26]) soustavu ,,poSkozovacich* rovnic

w>0, <0, fo=0. (2.65)

Funkce vyvoje poskozeni miZe nabyvat mnoha tvart (viz napt. [27]), obvykle je ale vztazena
ke konstitutivnimu chovani konkrétntho modelovaného materidlu. V nasem pfipadé budeme
uvazovat w(t) = max,<; [g(e(1))] = g (max,</[e(7)]) = g(k(7)), kde k = max.<,[e(1)].
Funkce g(k) konkrétné:

0 prok < g
g & —kK

w=g (k) = ]_Sf—b‘o p progy <k <&f (2.66)

1 prok > &

0 prok<g Vk>e&
dg () _ gy " 2.67)
dk T~ 5 Prog <k<gys
(Sf - 80) K

To odpovid4 bilinedrnimu pracovnimu diagramu, tedy pruznému pretvareni az do hodnoty de-
formace &y (maximalni pruzné deformaci) a linedrnimu zmekceni az do hodnoty deformace &y
(,,rozpadové“ deformace, kdy se v tahu jiz nepiendsi Zadné napéti), viz obr2.1l « je dle definice
s Casem neklesajict, tim pddem zvolend funkce g(k) taktéZ, coZ implikuje splnéni rovnice (2.64)

a splnéni podminky nezaporné disipace a termodynamické pripustnosti.
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2 TEORIE 2.3 ZAKLADY MECHANIKY POSKOZEN{

Pokud v rovnici (2.64)) nahradime ¢asovou derivaci pfiristkem

d—dd, &— do=d(gk)= dgdf('() dk, (2.68)

muaZeme za pomoci rovnice (2.67) vyjadfit pririistek disipované energie

0¢ 1 _,dg (K)
dd = —dw = —ZEK “dk de« =

0 prok<egyVk>egr

= 1 1 2.69
—EKZ& = %08 de progy <k <egy (2.69)
27 (& —&0) k? 2 (& — &)

a disipaci v zdvislosti na proménné «

0 prok < g
“1 d
d(K):/ EEKZ gdf:()dK: %E%(K—So) pro g < k < &
0
| - 508 1
EE(st_f;O) (67 — 80) = 3Es08; prok > &5

(2.70)
Posledni z vyrazi je hustota celkové disipované energie a dle ocekdvani odpovidad plose pod
ktivkou pracovniho diagramu.

o
w
1 70 d(x)
g(k) A
—TE,
,"/ 1 i
&0 Er K &0 K ef e

Obrazek 2.1: UvaZovana funkce vyvoje poSkozeni a pfislu§ny pracovni diagram.
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KAPITOLA
TRETI

ANALYTICKE MODELY

V dobé, kdy se dynamickd fragmentace zacala systematicky zkoumat, nebyly jesté moderni nu-
merické metody (napf. metoda konecnych prvki) rozvinuté. Jako prvni se tedy k popisu tohoto
jevu vyuZivalo riiznych analytickych pfistupl, od pouhého shrnuti pozorovanych experimentti
pres rtizné fenomenologické piistupy aZ po sofistikované teorie zaloZené na energetické bilanci
¢i termodynamickych principech. Nékolik takovychto metod je struéné€ odvozeno, shrnuto a po-
rovndno v této kapitole.

Vsechny modely jsou odvozeny pro jednorozmérnou idealizaci rozpindni prstence s polomé-
rem R (obvodem L = 27R) a priifezovou plochou A vyrobeného z materidlu o hustoté p, Youn-
gové modulu E, lomové energii Gy a maximalnim tahovém napéti og. Budeme ptedpoklddat, Ze
materidl vykazuje (kvazi)kfehké chovani pti porusovani v médu I (pri tahovém rozevirani trh-
lin). Prstenec je vystaven radidlni rychlosti v, a tedy rychlosti deformace ¢ = v,/R. Cely proces
je ilustrovdn na obrazku 311

~ e

* PIn€ rozeviené trhliny

¥ Zavirajici se trhliny

3% Rozevirajici se trhliny

|9 Odt&Zovaci pruzné viny

e

Obrazek 3.1: Schématické zndzornéni rozpinani prstence dle [34].

<
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3 ANALYTICKE MODELY 3.1 ENERGETICKE TEORIE

v(x) = éx

=12

72 *

Obrazek 3.2: Idealizace stavu fragmentu tésné po vytvoreni.

3.1 Energetické teorie

Energetické teorie, jak uz nazev napovid4, jsou zaloZeny na principu bilance ¢i minimalizace
energie. KaZzdy z ndsledujicich pfistupii uvazuje ¢i zanedbdva rizné druhy energie, vSechny maji
ale spolecny zdklad a spolecné predpoklady. Uvazujme jednorozmérny prut (idealizaci rozpi-
naného prstence) s délkou L, prifezovou plochou A, materidlovou tuhosti £ a lomovou energii
G s predepsanou rovnomérnou rychlosti deformace €. AZ do dosazeni meze pevnosti se cely
prut chova linearné pruzné. Za predpokladu modelovani kiehkych materidl idealizuji vSechny
popsané teorie tvorbu trhliny (a tedy i samotné vytvoreni fragmentu) jako proces odehrévajici se
po kratkou dobu a rozloZeni rychlosti po délce fragmentu tim paddem neni ovlivnéno a je fizeno
rychlosti deformace (v = £x), viz obrdzek [3.2] Rychlost je vztaZena ke stfedu nové vytvofeného
fragmentu prozatim neznamé délky /.

Nez pfistoupime k popisu jednotlivych modeld, vypiSeme pro prehlednost vzorce pro celkové
hodnoty jednotlivych druhti energie (oznaceny velkymi pismeny) a jejich primérné hustoty po
délce fragmentu (malymi pismeny). Konkrétné pro kinetickou energii vzhledem ke stfedu prvku

L) L WP L 03
K | =pv=dV = —Apg“x“dx = —Ape“l’,
/v 2 /—1/2 R o

K K 1 ,,
v

potencidlni energii pruzné deformace

1, | 10}
W, = | ~Ee® = AlE&*? = A1 70,
¢ /Vz € 27 2E

L0, _log

we = -Eet" = - —

) 2 E

(0 je napéti na mezi pevnosti) a povrchovou energii nové vytvoreného fragmentu (na dvé Cela,
kazdé o plose A)

3.2)

r r Gy
I' =2Ay = AGy, Yy=—=—=—, 33
YEAEL YRy T T (3-3)
kde y je hustota povrchové energie nové vytvorené trhliny a ¥ ,,objemova‘“ hustota povrchové
energie (celkova povrchovd energie délend objemem fragmentu). Pro dal$i moZn4 form4lni{ zjed-

noduseni zapiSme jeSt€ vztah mezi lomovou energii G a lomovou houZevnatosti Kjc pro méd I

14



3 ANALYTICKE MODELY 3.1 ENERGETICKE TEORIE

s L s

(tahové rozevirani trhlin)
Kk = EG; (3.4)

a vztah mezi rychlosti pruznych vin (Rayleighovou rychlosti) ¢, hustotou p a tuhosti E

pc? = E. (3.5)

3.1.1 KT model (bilance kinetické K a povrchové energie I")

Tato teorie predpoklddd, Ze kinetickd energie K je mnohem vEtsi neZ potencidlni energie pruzné
deformace W, a tudiZ je mozno druhou jmenovanou ve vypoctu zanedbat [33]. Pfredpoklada se
tedy, Ze veskera kinetické energie fragmentu se spotfebuje na jeho vytvoreni (vSechna kineticka
energie K se transformuje na povrchovou energii /", odtud oznaceni). JednoduSe porovninim

rovnic (3.1) a 3.3)
|
K=rI — ﬂAps'zﬁ = AG; (3.6)

vyjadiime primérnou velikost fragmentu

1

Gr\3

lavg = \/3 24 <—f2> 3.7
PE

Z predpokladu zanedbatelné potencidlni energie vici energii kinetické plyne pouZitelnost této

metody pouze pro vySSi rychlosti deformace (viz obrazek [3.3)).

3.1.2 Gradyho model

Gradyho model (viz napt. [20, 133, 50]) opét predpoklada, Ze prispévek kinetické energie k vy-
tvafeni nového fragmentu je fadové vyssi, nez je prispévek energie pruzné deformace a dile
s ni nepocita. Na rozdil od rovnovéihy v pfedchozim piipadé Grady odvodil primérnou velikost
fragmentti z podminky minimalizace celkové energie (principidlné podobné Yewoveé odvozent,

viz kapitolu B.1.3):

1,272, Gy
o a(k+7)_5(ﬂpsl +T) 1, Gy
mlln[k+y] — TR 3l = lzpsl— = 0. (3.8)

Z toho obdrZime vyraz pro primérnou velikost fragmentu

g/ T2 <ﬁ> ! (3.9)

pE?

ktery se od KI" modelu lis{ V2 krat, tzn. priblizn€ 1,26 krat.

3.1.3 Modifikovany Yewuv — Tayloriiv model

Prvnim vlastnim piinosem autora prace k analytickym fragmentacnim modeldm je tzv. modi-
fikovany Yew — Tayloriiv model. Oproti pfedes$lym teoriim vychdzi z ponékud odliSnych pred-
pokladi. Nejprve predpokladd, Ze k zacatku tvorby trhlin (dosaZeni meze pevnosti materidlu)

15



3 ANALYTICKE MODELY 3.1 ENERGETICKE TEORIE

dojde po zanedbatelné kratké dobé vici celé dobé fragmenta¢niho procesu. DalSim piedpokla-
dem je, Ze (jak je ukdzano v [[19]) doba fragmentace 7. (Cas potfebny k vytvoreni trhliny) je
rovna podilu polovi¢ni délky fragmentu a rychlosti Sifeni elastickych vin

f, = —. 3.10
¢ =70 (3.10)
Spolec¢né s predpokladem, Ze trhliny se plné oteviou aZ po Case ¢., zapiSeme (s vyuZitim rovnice
(3.3)) vyraz pro hustotu potenciélni energie pruzné deformace a hustotu energie kinetické:
Los 1., 1 on I on
w, = -Eet; = —E¢ = —pel”, k= —pel”. 3.11
eT T a2 TR 247 G-10)

V ptivodnim ¢lanku [47], zabyvajici se obecnym trojrozmérnym piipadem, uvazuji autori ki-
netickou energii zanedbatelnou vzhledem k energii potencidlni. Pro specidlni jednorozmérny
piipad (viz rovnici (3.11)) je ale kinetickd energie pouze 3x mensi, proto byla autorem prace
navrZena ,,modifikovand* metoda, kterd zapocitava i vliv kinetické energie. Pfedklddany model
ma opét dvé varianty — rovnovaZnou a minimalizacni.

Rovnovazna varianta (pracovné nazvand Y-T(eq)) jednoduse porovnd energii pruzné defor-
mace, kinetickou energii a energii povrchovou

_ I . | G
we+k=7 — §P8212 + ﬂpszlz = Tf (3.12)

1

g = V6 (G—f;> . (3.13)
PE

Tento vyraz se od piivodniho Gradyho modelu li§f v/2 krit, tedy pfiblizn& 1,26 krit.

Pro minimaliza¢ni verzi zvolili autofi v ptivodnim ¢lanku Gibbsiiv termodynamicky potenciél
@.31). Zéroveti je v [47] ale ukdzano, Ze pro béZné materidly je ¢len rovnice obsahujici entropii
zanedbatelny, vypocet se tedy v konecném disledku (pfi ptivodnim zanedban{ kinetické energie)
redukuje na minimalizaci souctu potencidlni energie pruzné deformace a energie povrchové
(srovnej s B.1.2). V modifikované verzi (pracovné nazvané Y-T(min)) postupujeme obdobné,
pouze do minimaliza¢niho procesu zahrneme i ¢len kinetické energie:

1 272 1 272, Gy
in (w, +k+7) — AWetk+y) 0 (40 + fp?P+ ) 2
min (w = — _p&t]— 2L —
e Y ol ol 3P P2

lavg = V3 <ﬁ> . (3.15)

pE?

Od Gradyho modelu se tento model odliduje v/4 krit, tedy asi 1,59 krt. Jak ale ukazuje graf na

obrazku [3.3] pro zndzornény materiél jsou predpovidané hodnoty bliZ§i numerickym vypoc&tim
(obzvlaste pro oblast vysoké rychlosti deformace).
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3 ANALYTICKE MODELY 3.2 NovyY MopeL YTGC

3.1.4 Glennuv — Chudnovského model

Vysledkem v8ech pfedchozich modeld jsou funkce /v, = ké~?1, kde k je pro viechny modely
uréeno materidlovymi vlastnostmi a 1isi se pouze o konstantu danou piislusnymi predpoklady.
Zéroven je z obrazku[3.3]vidét, Ze pro nizké hodnoty rychlosti deformace tyto metody nevykazuji
dobrou schodu s numerickymi simulacemi.

Dal3i pfedstavovany model autor Glenna a Chudnovského (pracovné oznacen G-C, viz napf.
[16] nebo [33]) uvazuje, stejn¢ jako modifikovany Yewtliv — Taylortiv model, vSechny slozky
energie. Stav fragmentu tésné€ po jeho vytvoieni je pfedpoklddén podle obrazku [3.2]a hodnota
energie pruzné deformace je uvaZovana v okamziku fragmentace a tedy spoctena z hodnoty na-
péti rovné pevnosti 0. Opét se porovnadva kinetickd energie a energie pruzné deformace s energii
povrchovou:

1 2 1 0'(2) _ Gy _

w7 70

k+w.=%y —

120 12G
o=

= o -

P+al-28=0, = ,
al =2p pEE? pE

(3.16)

Resenim této rovnice je vyraz (viz napf. [46])

= 2\/§sinh <?> , kde ¢ = sinh~! [ﬂ <E> 1 . (3.17)
3 3 a

Jak je vidét z grafii na obrdzku [3.3] dosud jako jediny z prezentovanych modelii se 1isi od ostat-
nich pro piipad niZsich rychlosti deformace. Zatimco ostatni modely v této oblasti grafu nad-
hodnocuji primérnou velikost fragmentfi, Glenntiv — Chudnovského model priimérnou velikost
fragmentli naopak podhodnocuje. Moznym vylepSenim by mohlo byt uvazovani zavislosti meze
pevnost materidlu nebo lomové energie na rychlosti deformace (jak je naznaceno v [16]).

3.2 Novy model YTGC

Poslednim popsanym analytickym modelem je autorem prace navrZzeny model, kombinujici vyse
zminéné modely Glenna a Chudnovského a modifikovany model Yewa a Taylora (odtud zkrdcené
pojmenovani ,,YTGC*). Jeho predpoklady jsou nasledujici: pro dobu vzniku fragmentu plati
Gradyho predpoklad 7. = I/2c, av§ak tento ¢as je uvaZovan velmi kratky, takZe se napéti ve
vzorku neméni (nebo jen zanedbateln¢) a ma hodnotu o, tedy napéti na mezi pevnosti. PrirGstek
potencidlni energie a energie povrchové za dobu z, je pfi uvazovani téchto podminek

_ Gy

; (3.18)

1
Aw, = ooet, = ope=—I, Ay
2c

Porovnanim obou energif (tedy uvazovdnim, Ze pouze piirtstek energie pruzné deformace je
transformovan na energii povrchovou)

1 G 2G
Mwe =47 — il =L 5 [y =L (3.19)
2c [ ooE
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3 ANALYTICKE MODELY 3.3 POROVNANI MODELU

nebo minimalizaci souctu obou energif

: G;
. _ 0 (dw, + A7) 0 <O-082_cl+ T) _oo¢ Gy
mlm (dw, + Ay) — 5l = 3l =5 TR~ 0 (3.20)

12G
lavg = f'C (3.2])
go€

dostaneme shodny vysledek. Jak je patrno v grafu na obrazku [3.3] ve stfedni oblasti grafu ma
s numerickymi vysledky pro dany materidl nejlepsi shodu.

3.3 Porovnani modelu

Pro porovnani je uvazovan keramicky materil, jehoz materidlové vlastnosti dle [50] jsou zna-
zornény v tabulce 3.3 Z grafu je patrné, Ze modely KI", Gradyho, Y-T(eq) a Y-T(min) dévaji
velice podobné vysledky (alesponi co se tvaru grafu tyce). Jejich shoda s numerickymi vysledky
(ziskanymi v pribéhu tvorby price i pfebranymi z odborné literatury) se dle poradi, v jakém
zde byly vyjmenovény, zlep3uje a pro vysoké hodnoty rychlosti deformace (£ > 10° s~1) vysti-
huji trend vyvoje primérné velikosti fragmenti pomérné rozumné, pro levou oblast grafu jsou
ale vysledky nadhodnoceny. PouZitelnost téchto modelti je tedy omezena jen na vyssi hodnoty
rychlosti deformace. Model G-C se od ostatnich modeli odliSuje pro niZs$i hodnoty rychlosti de-
formace (tam kde ostatni modely vysledky nadhodnocuji), primérnd velikost fragmentt je ale
naopak podhodnocena. Pro hodnoty rychlosti deformace 103 s~! az 107 s~! vykazuje autorem
prace navrzeny novy model YTGC nejlepsi shodu s numerickymi vysledky, pro vy$§i hodnoty
se ale zd4 lepsi pouZit (také autorem prace navrzeny) model Y-T(min). Viz graf na obrazku 3.3

Tabulka 3.1: Uvazované materidlové vlastnosti pro porovnani analytickych mo-
delt dle [50].

Parametr Oznaceni Hodnota
Youngliv modul E 275 GPa
Objemova hmotnost e 2750 kgm 3
Lomové energie Gy 100 Nm ™!

Mezni napéti o) 300 MPa
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3 ANALYTICKE MODELY 3.3 POROVNANI MODELU

102 Fragmentld @
Zhou 2005
Novy YITGC ——
E ® e Kr
- ® o Grady —-----
£ 10° et SN Y-T (min)
g Y-T (eq)
£ G-C ——
2 10% F
©
>
Al
s
2 10° | RESN
o
10° 1 Izl I3 I4 II5 I6 I7
10 10 10 10 10 10 10
Rychlost deformace [1/s]
Obrazek 3.3: Porovnani analytickych modeld a numerickych vysledk:
Fragmentld - naSe numerické vysledky
Novy YTGC - Novy model YTGC
Zhou 2005 — numerické vysledky dle [50]
Kr — KI' model (bilance kinetické a povrchové energie)
Grady — Gradyho model
Y-T(min) — modifikovany Yewiv — Tayloriv model

(minimalizacni verze)

Y-T(eq) — modifikovany Yewtv — TaylorGiv model
(rovnovazna verze)
G-C —  Glenntiv — Chudnovského model.
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KAPITOLA
CTVRTA

NUMERICKE RESENI

Analytické modely pfedpovidaji hife ¢i 1épe primérnou velikost fragmentd, ale na nékteré dalsi
otazky fragmentacniho procesu (rozdé€leni velikosti fragmentti, disipovand energie apod.) bud
nedokdZi viibec odpovédét, anebo je k uspokojivé predpovédi potieba velky pocet experimen-
talnich méfeni. Numerické metody naopak pii vhodném nastaveni a uzivani umoZznuji detailni
studium fyzikdlntho pozadi dynamické fragmentace a sledovédni vlivu riznych faktort na jeji
pribéh a vysledky.

V rdmci diplomové prace byla numericky feSena tiloha dynamické fragmentace prstence vy-
staveného vysokym hodnotdm radidlni rychlosti (popsand v kapitole [3]). Tato kapitola se vénuje
popisu samotné dlohy (modelové idealizaci, okrajovym a pocdteénim podminkdm atp.) a od-
vozeni numerického feSeni pomoci metody konecnych prvkid (MKP). Ve druhé Casti je poté
vysvétleno zavedeni prostorové korelace materidlovych vlastnosti pomoci Karhunenova — Lo-
eveho rozkladu, pro ktery je ukdzdno obecné numerické feSeni (pouZitelné na obecnou oblast s
obecnou kovarian¢ni funkci) a ddle analytické feSeni pro specidlni jednorozmérny piipad s ex-

ponencidlni kovarian¢ni funkci.

4.1 Popis feSené ulohy

Numericky feSend dloha v této praci simuluje fragmentaci kruhového prstence (resp. valcové
skofepiny) dle [18, 132, [34, 51] a je modelovana jako jednorozmérny prut [13, 21|, 133], mate-
maticky interval L: x € (—a;a) s hranici S: x = {—a,a} (modelovand oblast tedy predstavuje
z prstence vyjmutou ¢ast délky L). Jednorozmérnosti mame na mysli nezavislost veli¢in na pro-
storovych soutfadnicich y a z a také to, Ze nebudeme ve vypoctech pracovat se sloZkami tenzort
prislusejicim t€émto soufadnicim, takZe

u(x,y,z,1) = ue(x, 1) = u(x,1), g(x,y, Z,1) = exc(x, 1) = &(x,1),
a(X,y,2,1) = Tu(x, 1) = 0 (x,1), 4.1)
/ / o(x,t)dxdz = / o(x,1)dA = A(x)o(x,1) = N(x,1).
y(x) Jz(x) A(x)
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4 NUMERICKE RESEN{ 4.1 Popris RESENE ULOHY

Modelovany prut je po celou dobu simulace makroskopicky vystaven predepsané rovnomérné
rychlosti deformace €. Rychlost v = & v bodé€ x a v ¢ase r = 0 je urena pocate¢ni podminkou

v(x,1=0) = éx. (4.2)

Aby byla pfedepsand rychlost deformace makroskopicky zachovéana, poloha (posun u) krajnich
bodt (se soufadnicemi a a —a) je fizena okrajovymi podminkami

u(a,t = u(a,t = tEL)2,
(@) (@0 ! @3)
u(—a,t) = u(—a,t) = —teL)2,
atedy S = S, kde S, je ¢dst hranice s pfedepsanymi posuny, viz obr. 4.1l
v
A v(x,1=0) = éx
_a _
\f\ \ _ v(a,t) =7,
V., )= la
a
t
Obrazek 4.1: Schématické znazornéni idealizace tlohy a pocatecni a okrajové
podminky.
Cel4 tdloha je fizena soustavou geometrickych (kinematickych) rovnic 2.4)
du(x,1t)
1) = , 4.4
(1) = 2 (@)
konstitutivnich ¢i materidlovych rovnic (2.39)
o(x,1) = Es(x,1)e(x, 1),
N(x,t) = / o(x,1)dA = A(x)o(x,1) = Es(x,1)A(x)e(x, 1), 4.5)
Ax)
a rovnovaznych rovnic (za pfedpokladu absence objemovych sil) 2.17)
Ao (x, t 0u(x, Ao (x, t Ou(x,t
70-()( ) —p(x)iu(x ) =0— / 70-()( ) dA —/ p(x)iu(x ) dA=0
0x or? A(x) X A(x) or?
ON (x,1) *u(x,1)
_ — 7 0, 4.6
x5 (*0)
kde E¢(x,1) = [l — w(x,1)H(&(x,1))]E je se¢ny modul pruznosti, & je relativni deformace,

A priifezovd plocha, o napéti, N normdlova sila, p hustota, y délkovd hmotnost (hmotnost na
jednotku délky), w poskozeni a H(x) Heavisideova funkce.
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Spojenim vySe popsanych rovnic dostaneme

ulx 21/[ X
7 (Ee0an ) - =520 o

Pole posunuti u(x, ¢) spliiujici tuto rovnici ve viech bodech a ¢asech a navic spliiujici okrajové
podminky (3) nazveme silnym feSenim. V rovnici (7)) si poviimneme druhé derivace pole
posunuti podle prostorovych souradnic.

4.7)

4.2 Metoda koneénych prvku

A

Metoda kone¢nych prvki je matematicky néstroj pro pfiblizné feseni (soustav) parcidlnich di-
ferencidlnich rovnic. Kompletni teorii této metody se zabyva napiiklad [4, 5], zde je ukdzdno
pouze jednoduché odvozeni pro jednorozmérnou tlohu pouZitou v dalsi analyze.

4.2.1 Slabé feSeni

Pokud je rovnice (4.7) rovna nule ve v§ech bodech a ¢asech, musi byt rovna nule i po pfendsobeni
libovolnou (testovaci, vahovou) funkci du(x, 1) a po integraci pfes celou oblast L:

/L <% (ESA(X)%> —M(X)%> su(x,t)dx = 0. (4.8)

Nyni silné feSeni ,,0slabime®, tzn. Ze nepoZadujeme striktni splnéni rovnice @.7)), ale poZa-
dujeme splnéni rovnice (4.8)) pro v§echny funkce du(x, t). Po integraci per-partes prvniho ¢lenu

levé strany
0 Ou(x,t) B
/La—x (Es(x,t)A(x) 5 ) Su(x,t)dx =

X

ou(x,t)

= Es(x,1)A(x) o Su(x, 1) Ou(x,t) d6u(x,r)

S—/LEs(x, 1)A(x) o o dx (4.9)

a zavedeni pfedpokladu, Ze funkce du(x, 1) je virtudlni posunuti (variace skute¢ného posunuti)
a tedy nulova na ¢asti hranice S, kde je posun predepsdn (na celé hranici v naSem konkrétnim
piikladé), miZzeme rovnici (.8)) piepsat do tvaru

ddu(x,t) du(x,1) Pu(x,1)
/LTES(X,Z)A(X) o dx+/L6u(x,t),u(x)T dx =0, (4.10)

coz muze byt chapdno jako zdpis pro rovnost mezi virtudlni praci setrvacnych sil a virtudlni
praci vnitfnich sil (praci skute¢nych sil na virtudlnich posunutich) a tedy princip virtudlnich
posunuti (PVp). Pole posunuti u(x, ) spliiujici rovnici (.10) pro vSechny funkce du(x, r) (kde
Su(x, )]s = 0) a spliujici podminku u(x,1)|s = u(x,)|s nazveme slabym feSenim. Povsim-
néme si pouze prvni derivace pole posunuti podle prostorovych soufadnic.

Tato forma rovnice dovoluje flexibilni numerické feseni. Jedna z nejpouZivanéjsich numeric-
kych metod je metoda kone¢nych prvki, kterd aproximuje funkci feSeni i testovaci funkce ve
specidlnim tvaru na jednotlivych prvcich, tj. diskrétnich podoblastech piivodniho problému. Po-
kud je feSeny problém Casové zdvisly, mize se diskretizovat celd ¢asoprostorova oblast, anebo
je prostorova a Casova diskretizace provedena nezdvisle. V této prici je pouZit druhy pfistup.
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4.2.2 Prostorova diskretizace

Oblast L rozdélime na koneéné prvkovou sit (viz obr. 4.2) a feSeni a testovaci funkce na jednot-
livych prvcich budeme aproximovat ve tvaru

W) 2 N0, EEE s

au(x,t) ~ a[]\;e](x) {r*}(1) = [B](x){r°} (1), (4.11)

X

e
5 (x, 1) ~ [N¥] () {ou 1), ‘9&:9(;" ) A a[jva)]c(") (60} (1) = [B)(0) {ou} (1), (4.12)
kde index e znadi piislusnost k ur¢itému prvku, [N¢] je matice aproximacnich funkci prvku e,
[B¢] matice derivaci aproximac¢nich funkci (geometrickd matice), {r¢} vektor uzlovych hodnot
aproximace funkce u(x,) na prvku e a {6u®} vektor uzlovych hodnot aproximace testovaci
funkce du(x,t) na prvku e.
Dosazenim této aproximace do rovnice (4.10) miZeme psat

> [ / (B {ouH0) T Es (6, DA B (x){r} (1) dv+

e

[ N6 o) TV 7<) x| = @.13)
K0
S0 YT 0L [ BT B DA B () dx () 1)+

2 re
[Tl as D < @19

[M°]

> {ou o) (K I {r}e) + M} (1)) = 0, (4.15)

{6ut () ([K)(){r} (1) + [M]{F}(r)) = O, (4.16)

kde L¢ je oblast prvku e a [K¢] a [M*] jsou matice tuhosti a matice hmotnosti prvku e. Posledni
vyraz je zapsan po sumaci pfes viechny prvky v globdlni podob&. Vektory a matice {6u}, {r},
[K], [M] jsou globdlni vektor uzlovych hodnot aproximaci testovacich funkci a pole posunuti,
globélni matice tuhosti a globdlni matice hmotnosti. Rovnice (4.16) musi byt splnéna pro libo-
volny testovaci vektor {Su}(r), musi tedy platit

[K)(0){r}(2) + [M]{7}(z) = {0}. (4.17)

Na jednotlivych prvcich budeme uvazovat linedrni aproximaci pole posunuti, tzn. Ze kazdy
prvek e bude mit dva uzly se soufadnicemi x{ a x5 a aproximacni funkce budou mit tvar

e e
X§—x x—x§
le le

N(x) = 1), N2<x>]=[ } Fevmex @18)
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4 NUMERICKE RESEN{ 4.2 METODA KONECNYCH PRVKU

[B] = Ox ox ° Ox e e

Materidlové vlastnosti a vnitfni proménné budeme na prvku aproximovat konstantni hodnotou

rovnou hodnoté dané veli¢iny uprostied prvku (pro jednorozmérnou dlohu a linedrni aproximaci
prostfedek prvku odpovidd integracnimu bodu), tedy

€+ e €+ e
E(x,1) ~ E <x2 . xl,x) = E°(1),  A°(x) ~ A ("2 : xl) = A

a[zvg](x):[azvl(x) 8N2<x)}:[ ! 1} (4.19)

€+ e e+ e
ue(x) ~ p <x2 . ) =i W (nn) R (%r) = (1) (4.20)

Dle rovnice (.14) vyjddiime matici tuhosti jednotlivych prvka (kde k(1) = kf, (1))

10 = [ BT e 0 = 0 [ - ] ERiCE

e
1 L

1 1 e
P !

1 _ 1 X2 E¢ A€ 1 —1 i 1 —1
= ES(nAc| / ax = B0 [ = k(1) oo | @
X1 —

a matici hmotnosti jednotlivych prvk

x3 xg [ Ap—x e _ _ye
) = [T on I ar = [ [ 5 ] i e

e e
1 1

x5 (x5—x) (x—=x9) (x5 —x)
: 2 2 were | 201

— 4€ le le o

- ﬂ /xe (x_x(l))(xg_x) (X—)CT)Z d'x - 6 [ . (422)
! lez le2

Takto definovand matice hmotnosti se nazyva konzistentni.

N7 (x)

> T 6 T 6 U o

Obrazek 4.2: Prostorovd diskretizace tlohy a linedrni aproximacni funkce.
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> T o T o T o

X
Obrazek 4.3: Znazornéni vysledné aproximace pole posunuti.
Pro nazornost je ukazano okoli k-tého fadku globdlni matice tuhosti
0 —k,'j k,‘j +kjk —kjk 0 0
[K] = .. 0 0 _kjk kjk + ki —ky; 0 0 cee > (4-23)
0 —kii | kit + kim | —kim

kdeindexyi =k —2, j =k — 1,1 =k+1am = k +2. Cleny, kde se scitaji pfispévky od dvou
prvki, lezi na hlavni diagondle.
4.2.3 Casova diskretizace

Pro ¢asovou diskretizaci pouZijeme, stejn€ jako v [34], explicitni Newmarkovu metodu. Samot-
nou Newmarkovou metodou se zabyva napfiklad [31]].

o < s . rooL < .
Uvazujme Casové zdvislou funkci a(f) = a. Jeji hodnotu v ¢ase t + At = t+ budeme aproxi-
movat pomoci Taylorova rozvoje

t] t
a4 =a+Ata+ Emld +0 (47 (4.24)

s chybou fadu O(4¢3), kterou pozdéji zanedbame. Po dvojndsobném derivovani podle Easu mii-
Zeme zapsat
A A N o1 A )
d:d+ma+§m a+0(4) — i —d=d4ta+0 (4r). (4.25)
——

o(4r?)

1+ t
Do rovnice (#24)) pfi¢teme a odecteme Clen 4123 ( a — c'i) , kde  je redlny parametr:

ro] t t+ t + t
a =a+Ata+ EAt2d + AP G + APBi — APB i — APBi + O (4F°) =

25
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— &t At + AP <ﬁ2i++ <% —/3> é) — A8 (2,-* —é> +0 (47). (4.26)

Po vyuZiti rovnice (4.23) na posledni dva ¢leny

t+ t
—A%B <a — a> + 0 (4P) = 42BAG + 480 (41%) +0 (A7) (4.27)
N——  \ ,
o(4r) 041

N ol

a zanedbani ¢lenti, kde se vyskytuje Ar ve tieti a vys$si mocnin€, miZeme psat
t 1+ 1 !
a =~ a+ Ata + At <,8d+<5—/3>d>. (4.28)
Pro vyjadfeni prvni derivace funkce a je postup analogicky, pouze zanedbdvdme jiZ Cleny,
kde je At ve druhé a vySs$i mocniné:
1+ t t 5
a =a+Ati+ 0 (4r), (4.29)
+ 1 N 5 + ! N )
d =a+Ata+0(4r°) —  d —d=A4rd +0 (4r), (4.30)

t+ t t

I+ t t+ t 5
G = a+ i+ Aty i +Atyi — Aty i — Aryi + O (A7) =

t 1+ t t+ t )
:d+At<yd +(1—y)d>—Aty<c’i—d>+0(At), 4.31)
I+ 4 2 t 2 2
dry (a - a> 40 () = Aty + 41y0 (42) +0 (47 (4.32)
S ———
o(4r?) 0(413)

1+ t t+ t

d%d+At<yc'i +(1—y)c'i>, (4.33)

kde y je opét redlny parametr.
Oba parametry § i y je moZno riizné kombinovat a ziskat tak mnoho zpisobli numerické
integrace. Pro nase ucely zvolime 8 =0ay = 1/2:

t 1t
a4 ~a+adt + Eaztﬁ, (4.34)
t+ t] o+
ami+5m<d+ a> (4.35)

coZ je explicitni vyjddieni funkce a (hodnota v Case ¢+ je vyjddiena vyhradné z hodnot v Case
t). Aplikovano na nasi MKP rovnici (4.17):

() = {1} + {F) + %Atz{ft'}, (4.36)
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+ 1+ + 1+

K|} + M) = {0} = {7} = — (M K] (o), 4.37)

(7} = {7} + %m ({;’} N {?}) (4.38)

MiiZzeme si pov§imnout inverze obecné nediagondlni matice hmotnosti. Tato operace (i pro
vyrazné pasovou matici) je vypocetné pomérné narocnd, proto se v mnoha aplikacich (viz napf.
[34]) pouZziva soustiedénd matice hmotnosti, na prvku e definovana napiiklad jako

om0 L1 o
M — —m , (4.39)
R
0 mj; + m 0 0 0
M =>"M=| ... 0 0  mpt+my 0 0 ... [. (440
¢ 0 0 0 my; +my, 0

Tato rovnice je opét ukazka okoli k-tého fadku soustiedéné matice hmotnosti (s indexy i = k—2,
j=k—1,1l=k+1am =k + 2). Pro nasi jednorozmérnou dlohu je tedy matice hmotnosti
i snadnou inverzi).

Vyraz @.37) se pak ,,rozpadne“ na jednotlivé nezavislé rovnice pro prvky n vektoru zrychlen{

=+ 1 LS

= > K]y i (4.41)

kde sumace pres vSechny sloupce i na pravé stran¢€ rovnice znamend v naSem jednorozmérném
pripadé soucet pouze pres nejvySe tii nenulové prvky daného fddku matice tuhosti (viz rov-
nici (4.23))). Za cenu nekonzistentni (pfesto ale pouZivané) definice matice hmotnosti jsme tedy
ziskali zna¢né uSetfeni vypocetniho Casu, ktery (jak je diskutovdno v kapitole [3) je pro nasi
specidlni dlohu kriticky.

4.2.4 Algoritmizace

Pro pocitacové feseni je vhodné celou tlohu pfevést na posloupnost opakujicich se jednoduchych
operaci, neboli cely proces algoritmizovat.

Pro nasledujici odvozeni je pouzit predpoklad &islovani uzld a prvkd z obrazku 4.4l pricemz
(konzistentné s dosavadné pouZitou notaci) horni indexy znaci ¢isla prvkl a dolni index ¢isla
uzld aplati j =i+ 1, k = i + 2. Déle pfedpoklddame, Ze (ackoliv to nebude explicitn€ znazor-
néno) prislusné veliCiny jsou Casové z4vislé.

Pfi zvolené linedrni aproximaci pole posunuti dle rovnic (4.11)) a (4.18) a za pouZiti rovnice
@.4) je deformace i napéti po délce prvku konstantni:

e e e
r np—n

11 e
e = [B){r'} = [—l—e, l_e] Loy=25" &="— (4.42)
2
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ST T T e g

Obrazek 4.4: Predpokladané ¢islovani uzlt a prvka.

PouZitim rovnice (.3))

E¢ . E!
o =Eief = l—es (rs—ri), E{=(1—wH())E, o' = l—ls (rj —ri), (4.43)
E A° . EA ;
N¢ = Ao = Sle (rs—rf), N' = ;i (rj—ri):kl (rj—ri). 4.44)
Dle rovnic (4.23), @.41) a (¢.44) mGZeme napsat
.. 1 1
Iy = — [M]kk Za:[K]ka rg = —m—k ([K]kj ri+ [K]kk e + [K]kl rl) =
1 1 . .
= —— (—kjkrj + (kjk +kk1) ry — kklrl) = —— (—k] rj+ (kj +kk) Yy — kkrl) = (4.45)
iy my

1 : 1 : 1 /- —i
= — (K- (rp=r) =K (e —r;)) = — (N* =N/ :—(AO'k—A]O'])
o (K (=) = (=) = (V=) =
Soustava téchto rovnic a rovnic (4.36]) a (4.38)) spole¢né s konstitutivnimi vztahy (.51)) a (£.32))
je velice snadno feSitelnd a vhodné k pocita¢ové implementaci, viz kapitolu 3

4.2.5 MKP a mechanika poskozeni

Nyni jediné, co zbyva dofesit, je konkrétni podoba funkce vyvoje poskozeni g(«), resp. (jak
se ukdze vzapéti) hodnota parametru £¢. Pro materidl budeme uvaZovat tfi nezdvislé materid-
lové konstanty: Youngliv modul pruZnosti E, tahovou pevnost oy = Egg (pfipadné ekvivalentné
mezni pruzné pfetvoieni £y) a lomovou energii G (mnoZstvi disipované energie vztaZené k jed-
notce plochy nové vytvorené trhliny pfi poruseni vzorku), ptipadné ekvivalentné Irwinovu cha-

rakteristickou délku
/ EGy 1 2Gy Esy wy
1 = —2 ===

= = 4.46
o 20 o9 Egy 2gg ( )

kde wy = 2G¢/op symbolizuje rozevieni fiktivni trhliny pfi poruseni.

V MKP vypoctu s linedrni aproximaci uvazujeme poskozeni w (symbolizujici pritomnost trh-
lin) konstantn{ (tedy jaksi ,,rozetfené*) po celém prvku. Pfistup je dle toho nazyvin modelem
s rozetfenymi trhlinami. TaktéZ hustota disipované energie d (pfimo zavisejici na hodnoté po-
Skozeni) bude po prvku konstantni a celkova disipovand energie D pfi tiplném poruSeni prvku

1
D} =djl°A° = 50’8 gpleAC. (4.47)
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V materidlu dplnou disipaci (,,zmizenim*) prvku e fiktivn€ vznikne trhlina o ploSe A¢, materidl
ma tedy lomovou energii

e ch ] e .eje

Jediny zatim nedefinovany parametr ve vyrazu (.48) je &¢:

2G*¢ wé
_ f _f
(T (449

Aby feSeni nebylo nestabilni, nesmi dochazet ke ,,snapbacku® (sestupna vétev pracovniho di-
agramu se po dosaZeni tahové pevnosti nesmi vracet zpét k nule ,,doleva‘ nybrZ pokracovat
,doprava®), tzn. 7 > e a tedy nejvétsi pfipustnd velikost prvku je omezena vyrazem

wé w
ey = l_ef >& — lrenax = e—g (4.50)
Z rovnic (4.49) a (2.66)) plyne
t t
0 pro«® < g
t
t t e e e t T
w’ =¢° <K€> =94 1- 680 EL ‘ prosg</<te<s€ , Kk =max <8€> (4.51)
PR 1 f T<t
f 0 ke
t
1 pro«® > &

B <1 —oH ()) e (452)

4.3 Prostorova korelace materialovych vlastnosti

V mnoha tlohéach je mozné v modelu uvazovat material ¢i téleso, jejichZ vlastnosti jsou shodné
ve viech bodech prostoru. Reseni nékterych tloh se tim ale stivé nestabilnim (napiiklad staticka
tahovd zkouska prutového vzorku s poskozenim) a nékdy i fyzikdln€ nesmyslnym. Je proto
vhodné (popfipadé i nutné) materidlové vlastnosti alespoii drobné perturbovat. Nejjednodussi
mozZnosti je tyto vlastnosti zvolit ve vSech uvaZovanych bodech (v MKP se jednd o uzly nebo
prvky) zcela ndhodné. Obvykle odpadne nesndz s nestabilitou ulohy, fyzikalni adekvatnost je
ale stdle diskutabilni, obzvl4sté pii vySsi hustoté sit€¢ numerického feSeni, kdy ma materidl bod
od bodu zcela rozdilné (nekorelované) vlastnosti.

Jednou z mozZnosti je uvaZovat prostorovou korelaci vlastnosti popsanou napiiklad v [[15].
V télese B s objemem V uvazujme skaldrni vlastnost y. V dokonalém piipadé m4 tato vlastnost
stejnou hodnotu ve vSech bodech prostoru, tedy y(x) = yo. Pokud ale uvaZujeme stochasti-
citu (ndhodnost) veli¢iny y, vyjadiime ji jako zdvislou (kromé prostorovych soufadnic) také na
ndhodné proménné 6, tedy y = y(x, 6). Takovouto funkci nazveme ndhodnym procesem. V nej-
obecnéjsim pripadé je mozno ndhodny proces vyjadrit jako soucet nekonecné mnoha soucint

y=y(x.60) = g:i(x)ui(6) (4.53)
i=1
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obecnych deterministickych funkei g;(x) a vzdjemné ortogondlnich obecnych ndhodnych veli¢in
1;(0), pro podrobnosti viz [15]. Ortogonalita ndhodné veli¢iny znamend

E(ui(0)u;(6)) =0 proi # j. (4.54)

E(x) znad&i stfedni hodnotu veli¢iny *. Ndhodny proces y(x, §) ma stfedni hodnotu

y(x) = E{y(x,0)) = E <Z gi(l)ﬂi(9)> =Y E(gix)ui(8)) = Y g:i(x)E(ui(6)) (455
i=1 i=1 i=1
a kovarian¢ni funkci

Clx1,22) = E((y (x1.60) — Ey (x1.6))) (v (x2,0) — E(y (x2.6)))) =

= E(y (x1.0) y (x2.0)) — E(y (x1.6)) E{y (x2.6)) =

) E< (i 91 (1) (9)> jigf (x2)p; (0) | ) =7 (x1) 7 (x2) =
) E<i > o) 009, (1) <9>> 7 ()7 (x2) = @.56)

=33 i (x1) gy (x2) Edus (0) 1y (0)) — 5(x1)(x2),

i=1 j=1

kterou za pouZiti rovnice (£.34) miZeme jesté zjednodusit na

C(x1,x2) Zgz x1)gi (x2) E(u7 (8)) — 7(x1)7(x2). (4.57)

Z definice je kovarian¢ni funkce omezend, symetrickd a pozitivné definitni [15]. Tim pddem
pro ni existuje spektrdlni rozklad

C(x1.x) Zﬂnfn (x1) fr(2), (4.58)

kde A, a f,,(x) jsou vlastni &isla a vlastni funkce integralniho kovarianéniho operatoru, tzn. feSeni
integrdlni rovnice

/V Clan x2) fu(x) dxs = Aufu(x2). (4.59)

Diky symetrii a pozitivni definitnosti kovarian¢ni funkce jsou jeji vlastni funkce vzdjemné or-
togondlni. Ddle budeme uvazovat pouze funkce normované tak, Ze

/V fu(X) fin(x) dx = Spuns (4.60)

kde 6,,,, je Kroneckerovo delta.
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4.3.1 Karhunentv - Loeveho rozklad

Karhunentv — Loeveho (KL) rozklad uvaZzuje ndhodny proces rozloZeny dle (4.33) a determi-
nistické funkce g;(x) definuje ve specidlnim tvaru

gi(x) = VA fi(x), 4.61)

kde A; a f;(x) jsou vlastni Cisla a vlastni funkce kovarianéniho operdtoru dle rovnic (.58
a (£.39) a normované dle rovnice (€.60). Cely proces y(x, 6) je pak vyjadien vztahem

9) = Z \//Tnfn (l)lun(g)- (4.62)
n=1

KL rozklad se nékdy téZ nazyva rozklad podle vlastnich ¢isel a vektord.

Pro zjednoduseni rozdélime proces y(x,0) = y(x) + a(x,0) na soucet jeho stfedni hod-
noty 7(x) a jiného ndhodného procesu a(x,6) s nulovou stiedni hodnotou, kovarianéni funkei
C(x1, x2) shodnou s pivodnim procesem y(x,6) a tedy KL rozkladem

0) = > VAufu(2)é4(6). (4.63)
n=1

kde 4, a f,(x) byly diskutovany diive a jediné co zbyva uréit jsou charakteristiky &,(6) , opét
vzdjemné ortogondlnich ndhodnych proménnych (obecné riiznych od piivodnich ndhodnych pro-
ménnych p(0) z rovnice (4.62))). Dle predpokladu nulové stiedni hodnoty procesu a(x, 8) a rov-

nic (4.33) a (4.63)) miZeme psét

Elalx, <§jffn )6 (0 > Z\an E0) =0

— E{&(0)=0 (4.64)

Po vyndsobeni rovnice (.63 vyrazem «(x;,6), zprimérovanim obou stran (primérovanim
je myslena operace, jejimz vysledkem je stiedni hodnota) a pouZitim rovnice (4.36) dostaneme

C(x1,x2) = E{a(x1,0) Z Z E(€4(0) £n(0)) VA fu(x1) fin(x2).  (4.65)

n=1 m=1

Dile po vynésobeni této rovnice funkci fi (x2), integraci pies V (podle x»), vyuZiti rovnic (£.59)

a (4.60)
/ Clx1, %) fi(x2) dxa = Ay fic(x1) ZE £(0) &(0)) Ak fa(x1), (4.66)
\%4

opétovném ndsobeni f;(x; ), integraci pfes V (podle x;) a vyuZiti rovnice (£.60)

[ Al dsn = 3 EG(60) 6(0)) VAt (4.67)
n=0
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pouZiti rovnice (4.60) jesté jednou
b = / A AE (E(0) &(6)) (4.63)

se kone¢né dostaneme k vysledku
E(&(0) &(6)) = on- (4.69)

To znamend, Ze ndhodny proces y(x, 0) lze rozlozit do tvaru
e}
y(x.0) = 5x) + 3 VL) ful), (4.70)
n=1

kde ndhodné veli¢iny &,(6) jsou vzdjemné ortogondlni s nulovou stfedni hodnotou (4.64) a jed-
notkovym rozptylem (4.69).

4.3.2 Numericka diskretizace

Analytické feSeni problému popsaného v pfedchozich odstavcich je moZné jen pro specidlni po-
dobu oblasti B a specidlni tvar kovarian¢ni funkce C(x1, x2). Pro obecny piipad je proto nutné
feSeni aproximovat numericky. V piipadé MKP je mozné pro aproximaci vlastnich funkci ko-
varian¢niho operatoru vyuZit interpolacnich funkci

fex) =Y ON; (@), 4.71)

kde index i znaci piisluSnost k urcitému uzlu, P pocet uvazovanych uzli pouZité diskretizace,
(k)

fi(x) k-tou vlastni funkci, N;(x) interpolacni funkci (resp. funkce) pfislusnou uzlu i a ;" uz-

lovou hodnotu k-té vlastni funkce v uzlu i.
Dosazenim této aproximace do rovnice (4.39) definujeme chybu ep (plynouci z omezeni
souctu nekone¢né fady P-tym ¢lenem) jako rozdil mezi levou a pravou stranou rovnice (4.59):

eP(ﬂ) = Z‘P,(k) [/v C (ﬂ,ﬂ) N; (Q) dxy — AN; (ﬂ) . 4.72)
Chybu ep budeme poZadovat ortogondlni k aproximac¢nim funkcim
/‘/Ep(g)Nj(g) dx=0, j=1,...,P (4.73)
Dosazenim (4.72) do (&.73)) obdrzime

gw@ ([ ([ € ) M) aaa) ¥ (1) a1 = ae [ 200 ax) =

(4.74)

= [ ([ €)M a2) an ) (1) s, @75)

Definicemi
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[B]; = / Ni () N; (x) dx (4.76)
\%
[@li = o) 4.77)
a
[Alix = A6 4.78)

miizeme rovnici [4.74]) pfepsat do maticové podoby
[Cl[®] = [A][B][#] (4.79)

. )

a vyresit vlastni ¢isla Ay a vlastni funkce (vektory) %(k standardnimi metodami linedrn{ algebry.
Funkci y(x, 6) 1ze tedy vyjadfit v diskrétnich bodech i (se soufadnicemi x;) dle rovnice @.70)
jako

y(3.0) = G(x:) + > VAL (0)el" (4.80)
kde &, jsou dany rovnicemi (4.64) a (.69).

4.3.3 Analytické reseni

Pomoci numerické aproximace popsané v predchozi kapitole je principidlné mozZné priblizné
vyfesit ndhodny proces na libovolné oblasti s libovolnou kovarian¢ni funkci. Pro nés piipad,
kdy je mnohdy pouZzito i n€kolik stovek tisic uzld, ale tato metoda nemusi byt nejvhodnéjsi,
nebof fesen{ vlastnich Cisel a vektorti matic rozméru nékolik stovek tisic na n€kolik stovek tisic
by bylo vypocetné netinosné nidro¢né nebo i nemozné.

Jednim z moZnych feSeni je vycisleni poZadované ndhodné funkce pouze v nékolika malo
bodech nezdvislych na kone¢né prvkové siti a mezi nimi (napiiklad linedrn¢) interpolovat.

Pokud je ale pro nas pripad zndmo analytické feSeni vlastnich Cisel a funkci kovarian¢niho
operatoru a implementace tohoto feSeni je Casové tinosnd, miZeme pouZit ndsledujici piistup.

Uvazujme jednorozmérnou oblast o délce L = 2a na intervalu x € (—a;a) a ndhodny proces
y(x,6). Kovarianéni funkci budeme pfedpoklddat ve specidlnim, avSak ne neobvyklém [4, |13,
42], exponencidlnim tvaru

Clx1,x0) = 07R(x1,xp) = e 1072l (4.81)

kde R(x1, x2) je korelacni funkce, o je smérodatnd odchylka procesu a r je takzvand korelacn{
délka. Cim vice jsou body vzdélené, tim mensi je jejich korelace, tzn. pravdépodobnost, Ze v nich
bude mit ndhodnd funkce stejnou ¢i podobnou hodnotu. Naopak body velmi blizké maji velkou
pravdépodobnost podobné hodnoty. Co ale znamena ,,velmi blizké* pravé urcuje korelacni délka
r, rozmérové kvantifiujici vzdjemnou prostorovou korelaci. Pro nd§ jednorozmérny piipad ma
kovarian¢ni funkce tvar

C(x1,x2) = o2ei=2llr, (4.82)

Dle rovnice (4.59) definujeme vlastni &isla A a vlastni funkce f(x) kovarianéniho operétoru
C(x1, x2) jako feSeni rovnice

/ " p2ech—n) fu(x2) dxy = A, fr(x1), (4.83)

—a
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kde pro zjednoduSeni ¢ = 1/r. Tuto rovnici miZeme ptepsat do tvaru

x| a
/ O—Zeic(m 7xz)fn(x2) dx; + / O—Zec(mixz)fn(xﬁ dxy = 4, fn(xl) =

—da X1

X1 a
O_Qe—cxl / ecx2f(x2) dXQ + O_Zecxl / e—szf()Q) dX2. (484)

—a X1

Pro zopakovéni zapiSeme zdkladni vztahy pro derivovéni integrald (kde () = d = /dx;):

/xl h(x2)dx, = H(xy) — H(—a), </x, h(xz)dx2>/ = (H(xy) — H(—a)) = h(x})

—a —a

/ﬂ h(xy)dx, = H(a) — H(x1), (/a h(xz)dx2> = (H(a) — H(x1)) = —h(x;) (4.85)

X1

<g<x1> [ e dx2>' = gx) [ ) e+ gl )hin)

—a —a

<g(x1) / ’ h(xz)dxz>, —glxY / " hxa) dxa — g1 )Vh(x1)C (4.36)

x| x|
S pomoci rovnic (#83)) a (#.86) spocteme prvni derivaci rovnice (£.84) podle x;

X1

Af'(x1) = —co?e / e f(xy)dxy + ole e f(xp) +

—a

a
+CO’2€CX'/ e~ f(xy)dxy — cote™Me N f(x)) = (4.87)
x

a

X
= —ccrze_cx‘/ e f(xp)dx, + ccrzec’“/ e P f(xp)dxy
X

—a 1
a druhou derivaci rovnice (#.84) podle x;

X1

Af"(x1) = c20'2ecx]/ 2 f(xy)dxy — cole e f(x)) +

—a

+ cole /a e Pf(xy)dxy — cazecx‘e_cx‘f(xl) (4.88)
X1
Porovnanim s ptivodni rovnici (4.84)) miZeme jeji druhou derivaci zapsat jako
Af"(x) = (=2co? + A) f(x). (4.89)
S vyuZitim oznaceni ., )
e e - L. % (4.90)
piepiSeme rovnici (4.89) na
%)+’ f(x) =0, —a<x<+a, (4.91)
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jejiz reSeni je

f(x) = C cos(wx) + Cy sin(wx). (4.92)

Rovnici @.87) vycislime v krajnich bodech
Af'(a) = —caze_ca/ e f(xp)dx, = —cA f(a), (4.93)
Af'(—a) = co2e ) / e f(x)dxy = cAf(—a), (4.94)

coZ dohromady tvoii okrajové podminky problému:

cf(a) + f'(a) = 0,
cf(~a) - f/(~a) = 0,

Dosazenim rovnice (4.92)) do téchto okrajovych podminek dostaneme soustavu rovnic

(4.95)

Ci(c — wtan(wa) + Cr(w + ctan(wa)) = C1z(w) + C2z*(w) =0 4.96)
Ci(c — wtan(wa) — Ca(w + ctan(wa)) = Ciz(w) — Cz* (w) =0, .
jeZ ma netrividlni feSeni pouze pokud
Z(w) = ¢ —wtan(wa) =0 4.97)
V
7" (w) = w + ctan(wa) = 0. (4.98)

Symbolem w, ozna¢me feseni rovnice z(w) = 0 a symbolem w}; feseni rovnice z*(w) = 0.
Obecné potom plati
z(wy) # 0, 7" (w) # 0. (4.99)
Z rovnic (4.99) a (4.96) a podminky nenulovosti vlastni funkce (£.92]) plyne:

pokidw=w, — z(w,)=0A*(wy) #0 — Ci#0ANC,=0

(4.100)
pokud w=w;, — z(w)#0 Az w)=0 — C=0AC#0
Dosazenim té&chto vysledki do rovnice (4.92) obdrZzime tvar vlastnich funkci:
fu(x) = Cy cos(wpx), f = Cysin(w)x). (4.101)

wy a W}, jakoZzto feSeni rovnic (#.96) mohou byt obecné z oboru redlnych &isel. Dokonce diky
sudosti funkce z(w), tzn. z(—w) = z(w), plati, Ze je-li w, feSenim z(w) = 0, pak i —w, je
feSenim z(w) = 0. Obdobné diky lichosti funkce z*(w), tzn. z*(—w) = —z*(w), plati, Ze je-li
w? feSenim z*(w) = 0, pak i —w} je feSenim z*(w) = 0. Dle rovnice (4.90) je ale vlastni &islo
A shodné pro kaZdou takovouto dvojici, sta¢i tedy uvazovat w > 0.

Jednim z feSeni rovnice z*(w) = 0 je také w{ = 0, to ale vede na nepfipustnou vlastni funkci
15 (x) = Co0 = 0, proto budeme uvazovat pouze w > 0. Vysledné vlastni funkce potom budou
mit tvar

fulx) = L ST (4.102)
a+ singi)a;,,a) a4+ singii)lna)
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a
«\ _ sin(wpx) B 1
fn (X) o sin(2w}; a) G2 = sin(2w};a) ’ (4.103)
T 2wk T 2w

kde integra¢ni konstanty C; a C, normuji vlastni funkce tak, aby spltiovaly rovnici (£.60), tedy

K fi(x)dx =1, b £ (x)dx = 1. (4.104)

—a —a

Diky povaze funkce tangens a tvaru funkci z(w) a z*(w) je v kazdém intervalu

<—f+lm;f+lm), k=0,1,2, ... (4.105)
2 2
pravé jedno feSeni z(w) = 0 a pravé jedno feSeni z*(w) = 0, kterd oznacime w(yi41) @ Wi,
a déle také plati

w;k < Wk+1- (4.106)

Vznikne tak monoténné vzriistajici posloupnost pro w a dle (4.90) monoténné klesajici posloup-

nost vlastnich Cisel

2 2

= — 4.107
WP+t ( )

1= 2co
w2+ e

Pro feSeni rovnic z(w) = 0 a z*(w) = 0 je mozné pouZit iterativnich numerickych metod,
napiiklad Newtonovu metodu anebo (diky omezeni mozné polohy kazdého fesSeni na omezeny
interval délky ) metodu pulen{ intervald (viz. tabulku [5.8).

Cim vysii je &islo vlastniho tvaru n, tim je hodnota vlastnich &isel A niz§f a také ,,vlnova délka*
vlastnich funkci 27r/w kratsi (,.frekvence* w/2m niZsi), viz obr. al4.6l Jinymi slovy miZeme
fici, Ze (dle prirozeného predpokladu) vlastni tvary s kratsi a kratsi vinovou délkou jsou vice
a vice potlacovény a tudiZ materidlové vlastnosti se neménf ,,bod od bodu*, nybrz spojité. Ddle
¢im niZsi je korelacni délka r, tim pomalejsi je pokles vlastnich Cisel a pomalejsi potlacovani
vlastnich funkei s krat$i vinovou délkou a vysledny proces je potom ,,divocejsi*‘. Pro ndzornost
viz obr. 471

Pro praktické vypocty samoziejmé nepracujeme s nekone¢nym souctem, ale uvaZujeme jen
urcity pocet dominantnich vlastnich tvart (v souladu s vySe popsanym pfedpokladem vétSiho
potlacovani vlastnich tvart pro vyssi n). Konvergence aproximované kovarian¢ni funkce ke ko-
varian¢ni funkci skute¢né (dle rovnice (@.58) pro rostouci uvazovany pocet vlastnich tvard je
znézornéna na obréazku [4.8]
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1e
gA r=10 a
X ¥ r=0,1 ¥
01k K % »
A X K
[ A X % X %y
= 0,01 | A XX x
g 4 %X>KX>K
A A
[ A a,
A
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0,0001- | | | | ]
1 5 10 15 20
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Obrazek 4.5: Vlastni ¢isla pro prut délky a = 0.5 a riizné korela¢ni délky r.
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15

Obrazek 4.6: Vlastni funkce pro parametry a = 0,5 a korela¢ni délku r = 1,0

(nahote) ar = 0,1 (dole).

Y
1 1
00000 0000
ORWNRORNWR

Obrazek 4.7: Ukdzky realizaci ndhodného procesu pro riizné korelacni délky.
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1 Skutec¢nd kovarian¢ni funkce
aproximace 1 vlastnim tvarem -------
08 - % aproximace 5 vlastnimi tvary --------
o\ aproximace 9 vlastnimi tvary -
06 F "\

aproximace 29 vlastnimi tvary —----

C(0,x)

-0,2

X

Obrazek 4.8: Konvergence aproximace kovarianéni funkce (rovnice (4£.358) ke
skute¢né hodnoté (rovnice(@.84))).
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KAPITOLA
PATA

POCITACOVA IMPLEMENTACE

Numericky model popsany v kapitole dje v sou¢asné dob¢ implementovéan (mimo jiné) ve tiech
riznych programech — Oofem, Yade a Fragmentld. V této kapitole je stru¢né pojedndno o prv-
nich dvou (v€etné ukdzky vstupnich soubortl), vétSina je vSak v€novdna autorem prace imple-
mentovanému programu Fragment1d. V zavéru kapitoly jsou vSechny tfi metody porovndny jak
z hlediska vysledki (které se prakticky nelisi, viz obrazek 5.2)), tak z hlediska ¢asovych narok

......

tabulku 5.10).

5.1 Oofem

Vv

necnych prvki s objektoveé orientovanou architekturou pro feSeni dloh mechaniky pevné fize,
transportnich jevli a mechaniky tekutin® [[1] a je vyvijen na katedie mechaniky Fakulty stavebni
CVUT pod vedenim prof. Dr. Ing. Botka Patzdka. Pro simulace byl pouZit zpiisob vypoctu
N1DEIDynamic (pfimé explicitni nelinedrni integrace pohybovych rovnic metodou central-
nich diferenci s uvaZovanim soustfedéné diagondlni matice hmotnosti), prvky Truss1d (jed-
norozmérné prvky prendsejici tah/tlak s linedrni aproximaci pole posunuti) a materidlovy mo-
del 1dm1 (model s izotropnim poskozenim). Parametr d 2750 . definuje objemovou hmotnost
materidlu, E 275e9 Youngliv modul pruznosti, damlaw 1 funkci vyvoje poskozeni odpovi-
dajici bilinedrnimu pracovnimu diagramu, e0 1.e-3 mezni pruZnou deformaciawf 1.e-6
rozevfeni fiktivni trhliny pfi poruseni. Zptsob vypoctu, materidlovy model i vstupni materidlové
parametry tedy v podstaté odpovidaji odvozené tloze v kapitoled|a také implementaci programu
Fragmentld, viz déle.
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Tabulka 5.1: Uk4zkovy vstupni soubor fragOofem. in pro dynamickou frag-
mentaci v programu Oofem.

fragOofem.out

Example input file for dynamic fragmentation in Oofem

N1DEIDynamic nsteps 100 dumpcoef 0.0 deltaT 1.000000e-06 nmodules 0
domain 1ldTruss

OutputManager tstep_all element_all

ndofman 11 nelem 10 ncrosssect 10 nmat 1 nbc 2 nic 11 nltf 2
Node 1 coords 3 -2.500000e-02 0. 0. ic 1 1

Node 2 coords 3 -2.000000e-02 0. 0. ic 1 2

Node 3 coords 3 -1.500000e-02 0. 0. ic 1 3

Node 4 coords 3 -1.000000e-02 0. 0. ic 1 4

Node 5 coords 3 -5.000000e-03 0. 0. ic 1 5

Node 6 coords 3 0.000000e+00 0. 0. ic 1 6

Node 7 coords 3 5.000000e-03 0. 0. ic 1 7

Node 8 coords 3 1.000000e-02 0. 0. ic 1 8

Node 9 coords 3 1.500000e-02 0. 0. ic 1 9

Node 10 coords 3 2.000000e-02 0. 0. ic 1 10
Node 11 coords 3 2.500000e-02 0. 0. ic 1 11

Trussld 1 nodes 2 1 2 mat 1 crossSect 1
Trussld 2 nodes 2 2 3 mat 1 crossSect 2
Trussld 3 nodes 2 3 4 mat 1 crossSect 3
Trussld 4 nodes 2 4 5 mat 1 crossSect 4
Trussld 5 nodes 2 5 6 mat 1 crossSect 5
Trussld 6 nodes 2 6 7 mat 1 crossSect 6
Trussld 7 nodes 2 7 8 mat 1 crossSect 7
Trussld 8 nodes 2 8 9 mat 1 crossSect 8
Trussld 9 nodes 2 9 10 mat 1 crossSect 9
Trussld 10 nodes 2 10 11 mat 1 crossSect 10
SimpleCS 1 area 9.899272e-01

SimpleCS 2 area 9.975046e-01

SimpleCS 3 area 9.794905e-01

SimpleCS 4 area 9.917894e-01

SimpleCS 5 area 1.001783e+00

SimpleCS 6 area 9.910027e-01

SimpleCS 7 area 1.012007e+00

SimpleCS 8 area 9.986016e-01

SimpleCS 9 area 9.968323e-01

SimpleCS 10 area 9.923334e-01

idml 1 d 2750. E 275e9 n 0.3 talpha 0. equivstraintype 0 damlaw 1 e0 1l.e-3 wf l.e-6
BoundaryCondition 1 loadTimeFunction 2 d -250.

BoundaryCondition 2 loadTimeFunction 2 d 250.

InitialCondition 1 conditions 1 v -2.500000e-02
InitialCondition 2 conditions 1 v -2.045455e-02
InitialCondition 3 conditions 1 v -1.590909e-02
InitialCondition 4 conditions 1 v -1.136364e-02
InitialCondition 5 conditions 1 v -6.818182e-03
InitialCondition 6 conditions 1 v -2.272727e-03
InitialCondition 7 conditions 1 v 2.272727e-03
InitialCondition 8 conditions 1 v 6.818182e-03
InitialCondition 9 conditions 1 v 1.136364e-02

InitialCondition 10 conditions 1 v 1.590909e-02

InitialCondition 11 conditions 1 v 2.045455e-02

ConstantFunction 1 f(t) 1.0

PiecewiseLinFunction 2 nPoints 3 t 3 0. 1.e-8 100000. f(t) 3 0. 0. 100000.
#%$BEGIN_CHECKS%

#TIME

#NODE number 100 dof 1 unknown d
#NODE number 101 dof 1 unknown d
#ELEMENT number 50 gp 1 record 0
#ELEMENT number 50 gp 1 record 1
#%%END_CHECKS%%

keyword strains component 1
keyword stresses component 1
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5.2 Yade

Yade (zkratka z ,,Yet Another Dynamic Engine*) je ,rozSifitelny otevieny nastroj pro diskrétni
numerické modely, zaméfeny na metodu diskrétnich prvk“ [3]. Vyvoj zacal na univerzité
v Grenoblu, nyni ma vSak vyvojafe na mnoha mistech zemékoule, pfevazné z akademické sféry.
V poslednich nékolika letech je de facto hlavnim vyvojifem Mgr. Ing. Véclav Smilauer, PhD.
[43]. Vypocetni (opét objektoveé orientovand) ¢ast Yade je napsdna v C++, umoZiujici neza-
vislou implementaci novych algoritmi, materidlovych modeld, tvart ¢astic (diskrétnich prvki),
rozhran{ s jinym software apod. Pro uZivatelské rozhrani se vyuZivd dynamického jazyka Py-
thon.

V soucasné dobé se Yade vyuzivd k nejriznéjSim simulacim, napf. v mechanice zemin, me-
chanice hornin, pfi modelovani snéhu, mésicniho povrchu, pfi modelovani sdruZeného problému
proudéni vody v zemindch a vlivu tohoto proudéni na mechanickou odezvu apod.

Pro tcely této prace byl upravou c¢asticového modelu pro beton CpmMat [43] vytvofen mo-
del pro poSkozeni DmgMat s funkci vyvoje poSkozeni odpovidajici bilinedrnimu pracovnimu
diagramu.

5.3 Fragmentid

Oba piedchozi programy byly k dispozici jiZ na zacatku tvorby préce, avsak jejich vypocetni
ndroky byly shleddny jako netdnosné pro zvolenou aplikaci (kdy je Casto potfeba simulace s né-
kolika stovkami tisic prvkl a soucasné s n€kolika stovkami tisic ¢asovych kroki). Proto byl
v rdmci prace autorem vytvoren efektivni jednoicelovy numericky ndstroj, pracovné nazvany
Fragmentld. Hlavni motivaci a cilem tvorby programu byla co nejmensi ¢asovad ndro¢nost vy-
poct. Za takovychto podminek je nezbytné sdhnout k nékterym nizkodroviiovym technikdm,
jako je pristup k operacni paméti apod. Jako kompromis mezi touto ,,nizkotirovnosti* a srozu-
mitelnosti (a viibec rozumnou proveditelnosti) byl pro implementaci zvolen jazyk C++.

Pro sniZeni vypocetniho Casu byla vyuZzita veSkerd moZznd zjednoduseni plynouci z usporé-
dani dané tlohy a moznosti jazyka C++. Jednou z hlavnich vyhod feSené tlohy je diagonalita
matice hmotnosti konstrukce. Disledkem je, Ze v rdmci jednoho ¢asového kroku jsou vypocty
na jednom prvku nezavislé na vSech ostatnich prvcich a vypocty na kazdém uzlu téZ nezavislé
na vSech ostatnich uzlech (tzn. nefesi se Zadna soustava rovnic jako v piipadé€ feSeni statické
rovnovéhy).

Z hlediska jednoucelovosti tvofeného programu nebyla uvaZzovdna moznost ani potieba rozsi-
fitelnosti programu pro jiné tcely (na rozdil od programii Oofem a Yade, jejichZ jednou z hlav-
nich prednosti je pravé snadnd rozsifitelnost), proto byla snaha o co nejjednodussi zptisob ucho-
vavani proménnych (jako je posunuti nebo rychlost uzll, poskozeni prvki atp.) v operacni pa-
méti. Opét v kontrastu z vySe zminénymi programy, které obvykle jednotlivé vlastnosti prvki a
uzld uchovévaji v objektu daného typu (napt. uzlu, prvku nebo ¢éstice), v naSem piipadé (s pri-
hlédnutim k vyhodné algoritmizaci dané tlohy, viz. 4.2.4) je mozné jednotlivé veliiny ukl4-
dat primo do jednotlivych ,,vektord . Mame-li napiiklad vektor posund, miZeme posun k-tého
uzlu ziskat jako k-ty prvek vektoru posunuti (na rozdil od j-t€ proménné k-tého uzlu v piipadé
uchovédvani jednotlivych posunuti v objektu uzel). Po nékolika numerickych pokusech byl jako

N P

nejvyhodnéjsi néstroj pro tento ucel shleddn std: : vector (viz dile).

Idiscrete element method, DEM
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Tabulka 5.2: Ukdzkovy simulaéni skript fragYade.py pro dynamickou frag-
mentaci v programu Yade.

# fragYade.py, python script for dynamic fragmentation in Yade
# simulation input parameters

1 = 5e-2 # length of simulated bar

A = 1. # cross section area of the specimen
sr = leb # prescribed strain rate

E = 275e9 # Young'’s modulus

eps0 = le-3 # limit elastic strain

wf = le-6 # crack opening

rho = 2750 # bulk density of material

nP = 101 # number of particles

ns = 500 # number of time steps

rad = .5*1/(nP-1) # particle radius

from yade import *
from numpy import random

# define material
O.materials.append (DmgMat (young=E, epsO=eps0, wf=wf, density=1.5*A*rho, G_over_E=1.))
O.bodies.append ([ # create particles

utils.sphere((-1*0.5+x/float (nP-1)*1,0.,0.),rad) for x in xrange (nP)])
# block rotation and displacement of particles in transversal direction
for b in O.bodies: b.state.blockedDOFs='yzXYZ’
# prescribe velocity for boundary particles
O.bodies[0] .state.blockedDOFs=0.bodies[-1].state.blockedDOFs='xyzXYZ'
for b in O.bodies:

b.state.vel[0]l=sr*b.state.pos[0] # initial condition
0.dt=0.4*rad/sqgrt (E/rho) # set time step

res=open (’'disEn.out’,’w’) # file for saving results

res.write('# time step disEn\n’)

O.engines=[ # actual simulation setup
ForceResetter (),
InsertionSortCollider ([Bol_Sphere_Aabb()]),
InteractionLoop (

[Ig2_Sphere_Sphere_Dem3DofGeom() ],
[Ip2_DmgMat_DmgMat_DmgPhys (cohesiveThresholdIter=-1)],
[Law2_Dem3DofGeom_DmgPhys_Dmg () 1),

PyRunner (command='computeDisEn()’, iterPeriod=1),
NewtonIntegrator ()

]

def computeDisEn(): # function to compute dissipated energy
disEn=0.

for i in O.interactions:
if i.phys.kappaD>epsO:
ef=1i.phys.epsf
l1=i.geom.reflLength
k=min (ef, i.phys.kappaD)
disEn+=A*1*.5*ef*epsO0*E* (1- (ef-k)/ (ef-eps0))
res.write (’'%e %d %e\n’%(0.time,O.iter,disEn))
for i in xrange(nP-1): utils.createlnteraction (i, i+1) # create interactions
for i in O.interactions: i.phys.E=random.normal (i.phys.E, .01*i.phys.E)

O.engines=[ # engines again (to take new interaction stifness kn into account)
ForceResetter (),
InsertionSortCollider ([Bol_Sphere_Aabb()]),
InteractionLoop (

[Ig2_Sphere_Sphere_Dem3DofGeom () ],
[Ip2_DmgMat_DmgMat_DmgPhys (cohesiveThresholdIter=-1)],
[Law2_Dem3DofGeom_DmgPhys_Dmg () 1),
PyRunner (command='computeDisEn()’, iterPeriod=1),
NewtonIntegrator ()
]
O.run(nS); O.wait() # run
res.close()
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Tabulka 5.3: Ukdzka zrychleni vypoctu pri paralelnim spusténi pro simulaci s
10000 prvky a 50 000 fasovymi kroky.

Pocet jader | Vypocetni cas [s] | Relativni zrychleni
1 59,3 1.0
2 31,8 1,87

5.3.1 Trida Vector

Implementovand tfida Vector je inspirovand tfidou std: :vector, soucdsti standardni kni-
hovny Sablon (Standard Template Library, STL) jazyka C++. VSechny ndzvy metod jsou ve sku-
teCnosti shodné s vyse zminénou standardni tfidou a i ¢asova ndro¢nost jednotlivych operaci je
shodnd pro oba piipady (v ptipade potieby jsou tedy obé implementace ekvivalentné ziménné),
ale v ramci sebezdokonalovani se v jazyce C++ byla provedena origindlni implementace (viz.
tabulka [5.4). Jednd se vlastné o dynamicky alokované pole (souvisly blok opera¢ni paméti),
umoziujici nezavisly ptistup k jednotlivym prvkiim v konstantnim case.

Celkovy ¢as zdpisu na dané misto v paméti (nebo ¢teni z paméti) se tedy skldd4 z pouhého se-
¢tenf ukazatele na prvni polozku pole (pamétové adresy prvni polozky) s poZadovanym indexem
a provedeni pifslusné operace na této adrese, viz obrazek [3.11

Vector[0]=*begin Vector[5]=* (begin+))
begin=20 (begin+5)=20+5*8=48

Y Y

0,4712,56]6,7215,3712,9410,5212,37]9,51

10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 (HEX)

double=8B
Obrazek 5.1: Zndzornéni alokované paméti a pfistupu k ni a ukdzka ukazatelové

aritmetiky.

Diky nezdvislosti pfistupu k jednotlivym uloZenym prvkiim vektoru je moZzné a nékdy i
vhodné cely proces paralelizovat. V sou€asném stavu je v programu Fragmentld implemen-
tovand paralelizace pro systémy se sdilenou paméti pomoci OpenMP [2].

#define PRAGMA_OMP_PARALLEL_FOR (cycle) \
_Pragma ("omp parallel num_threads (nThread)") { \
_Pragma ("omp for") cycle }

_Pragma("x") je ekvivalentni zdpisu #pragma * a pfi pouZiti znamend, Ze pokud je pfi pre-
kladu k dispozici * (v naSem pifipadé OpenMP), normélné se zahrne do procesu piekladu. Pokud
k dispozici nenti, ¢asti, kde by se muselo * pouZit, se preskoci. Preklad tedy prob¢hne ispésné na
prekladaci, ktery OpenMP podporuje, i na piekladaci, ktery OpenMP nepodporuje. Ve druhém
pfipad€ samoziejmé ptijdeme o moZnost spoustét paralelni vypocty, jinak ale vysledny program
fungovat bude.

Pfiklad zrychleni vypoctu na dvoujaddrovém procesoru je ukédzéna v tabulce 3.3
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Tabulka 5.4: Implementace tfidy Vector.

class Vector {
private:
double *begin; //pointer to the first Vector element
int numberOfElements;
public:
Vector () {}

Vector (int n) {
numberOfElements = n;
begin = (double*) malloc (sizeof (double) *numberOfElements) ;
if (begin==NULL) {
printf ("ERROR: Could not allocate requested block of memory\n") ;
exit (1) ;

Vector (int n, double initValue) {

numberOfElements = n;

begin = (double*) malloc (sizeof (double) *numberOfElements) ;

if (begin==NULL) {
printf ("ERROR: Could not allocate requested block of memory\n") ;
exit (1) ;

}

for (int i=0; i<numberOfElements; i++) {
* (begin + i) = double (initValue) ;

~Vector () {}

// access through integer indices (numbering from 0)

double&
at (int i) |
if (i < 0 || i >= numberOfElements) {
printf ("ERROR: index exceed Vector dimension\n");
exit (1) ;

}

return *(begin + 1i);

const doubleé&
at (int i) const {

if (i < 0 || i >= numberOfElements) {
printf ("ERROR: index exceed Vector dimension\n");
exit (1) ;

}

return *(begin + 1i);

double&
operator([] (int i) { return *(begin + 1i); }

const double&

operator[] (int i) const { return *(begin + 1i); }
int
capacity () { return numberOfElements; }
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Tabulka 5.5: Vytvofeni simulace.

Vector coord(nNodes), dspl (nNodes,0.), vel(nNodes), accel (nNodes,0.), mass (nNodes) ;
Vector sig(nElems,0.), kappa(nElems,0.), omega(nElems,0.), epsO(nElems), \
area (nElems), len(nElems), epsf (nNodes) ;

// set coords and initial velocities
double dx = barLen/nElems, x = —-barlLen/2+dx;
coord[0] = -barLen/2;
vel[0] = —-sr*barlen/2;
for (int i=1; i<nNedes-1; i++) {
coord[i] = x + randNormal (0., dx*lenDev, -dx*.4, dx*.4);
vel[i] = coord[i]*sr;
X += dx;
}
coord[nNodes-1] = barLen/2;
vel [nNodes-1] = sr*barLen/2;
if (exportCoords || lenDev!=0.) { COORDS_EXPORTER }

// set eps0

if (epsOdev == 0.) { for (int i=0; i<nElems; i++) { epsO[i] = epsO_; } }
else {
if (epsOCL == 0.) {
for (int i=0; i<nElems; i++) { eps0[i] = randNormal (epsO_, epsO_*areaDev, 0.); }

}

else { klDecompose (eps0, 1000, barLen/2, eps0CL, eps0_, epsO_*epsOdev); }
}
if (exportEpsO || epsOdev!=0.) { EPSO_EXPORTER }

// set area

if (areabev == 0.) { for (i=0; i<nElems; i++) { areali] = ar; } }
else {
if (areaCL == 0.) {
for (int i=0; i<nElems; i++) {
area[i] = randNormal (ar, ar*areaDev, 0.);

}

else { klDecompose (area, 1000, barLen*.5, areaCL, ar, ar*areaDev); }
}
if (exportArea || areaDev!=0.) { AREA_EXPORTER }

// set length and epsf
for (int i=0; i<nElems; i++) {

double 1 = coord[i+l] - coord[i];
if (l<minLen) { minLen = 1; }
len[i] = 1;

epsfl[i] = wf/1l;

}

// set mass
for (int i=1; nNodes-1; i++) {
mass[i] = .5*density*(len[i-1]*areal[i-1] + len[i]*arealil);

}

// set nSteps (according to chosen stop condition)
if (tStop) { nSteps = (int) (tStop/dt); }
else if (epsStop) { nSteps = (int) (epsStop/sr/dt); }
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Tabulka 5.6: Casovy krok (s vypoétem disipované energie).

// update positions of nodes
PRAGMA_OMP_PARALLEL_FOR (

for (int i=1; i<nNodes-1; i++) { dspl[i] += dt*(vel[i] + .5*dt*accel[il]); }
)
dspl[0] = -macroStrain*barlLen/2;
dspl[nNodes-1] = macroStrain*barlen/2;

// step for elements
double disEn=0.;
PRAGMA_OMP_PARALLEL_FOR (
for (i=0; i<nElems; i++) {
double e = (dspl[i+1l] - dspl[i]) / len[i];
double& o = omegal[il];
double& k = kappalil;
const double& ef = epsf[il];
const double& e0 = epsO0[i];

if (e > k) { k = (e>ef)? ef:e; }

// simple linear softening material law

if (k > e0) { o = (ef/k)*(k-e0) / (ef-e0); }

sig[i] = (e > 0)? (l-o)*young*e : young*e;

if (k > e0) { disEn += area[i]l*len[i]*.5*ef*e0*young* (1- (ef-k)/(ef-e0)); }

)

// remaining step for nodes
PRAGMA_OMP_PARALLEL_FOR (
for (int i=1; i<nNodes-1; i++) {
double f = areal[i]l*sig[i] - area[i-1]*sig[i-11];
const double& m = mass[i];
vel[i] += .5*dt* (accel[i] + f/m);
accel[i] = f/m;
energyl

Tabulka 5.7: Generator normélné rozdélenych nahodnych ¢isel Boxovou — Mulle-
rovou metodou [@].

// function generating normally distributed random numbers using Box-Muller method

double

randNormal (double mean, double stddev, double min=-1e200, double max=1e200) {
double r, u, v, c, ret;

do {
do {
u = 2* (double)rand() / (double)RAND_MAX-1;
v = 2*(double)rand() / (double)RAND_MAX-1;
r = u*u + v*v;
} while (r==0. || r>1.);

c = sqrt(-2*log(r)/r);

ret = mean + u*c*stddev;
} while (ret <= min || ret >= max);
return ret;
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Tabulka 5.8: Implementace Karhunenova — Loeveho rozkladu dle kapitoly 4.3.3]
#define PT 3.1415926535897932384626433832795028841968
/* —usage:

Vector vector; klDecompose (vector, N, a, b, mean, sigma); */

// solve omega from transcendental equations by interval halving

void
solveOmegasl (Vector& omegasl, double a, double c) {
for (int i=0; i<omegasl.capacity(); i++) {
double 1=PI* (i-.5)/a, r=PI*(i+.5)/a, o;
for (int j=0; j<10000; J++) {
o = (r+l)*.5;
if (c-o*tan(o*a) < 0) { r=o; }
else { 1l=o0; }
}
omegasl[i]=o0;
}
}
void
solveOmegas2 (Vector& omegas2, double a, double c) {
for (int i=0; i<omegas2.capacity(); i++) {

double 1=PI* (i+.5)/a, r=PI*(i+1.5)/a, o;
for (int j=0; j<10000; J++) {

o = (r+l)*.5;
if (o+c*tan(o*a) < 0) { l=o; }
else { r=o0; }

}

omegas2[i]=0;
}

// actual Karhunen-Loeve decomposition (filling Vector answer by random field

// with mean ’'mean’, standard dev. ’'sigma and 'b’ correlation length,
// using 2*N first KL eigenvectors.
void

klDecompose (Vector& answer, int N, double a, double b, double mean, double sigma) {
double c=1/b, temp, x, size=answer.capacity();
Vector omegasl (N), omegas2(N), sqgrtLambdasl (N), sgrtLambdas2 (N),
Vector coeffl(N), coeff2(N), rl(N), r2(N);
// evaluation of constants
// evaluate omegas

solveOmegasl (omegasl, a, c); solveOmegas?2 (omegas2, a,c) ;

for (int i=0; i<N; i++) {
const double& ol=omegasl[i]; const double& o2=omegas2[i];
// eigenvalues
sgrtLambdasl[i] = sigma*sqgrt (2*c/ (ol*ol+c*c));
sqrtLambdas2[i] = sigma*sqrt (2*c/ (o2*02+c*c));

// integration coefficients of sines and cosines
coeffl[i] 1/sqgrt (a+sin(2*a*ol)*.5/01) ;

coeff2[i] 1/sqgrt (a+sin(2*a*o2) *.5/02) ;

// random coefficients

rl[i] = randNormal(0.,1.); r2[i] = randNormal (0.,1.);

}
// filling Vector answer
for (int i=0; i<size; i++) {
temp=mean; x = a* (-14+42*i/size);
for (int j=0; Jj<N; J++) |
temp += rl[j]*sqgrtLambdasl[j]*coeffl[j]*cos (omegasl[j]l*x) \
+ r2[j]l*sqgrtLambdas2[j]*coeff2[j]*sin(omegas2[j]*x);
answer[i] = temp;

}
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5.4 Porovnani jednotlivych programi

Vsechny tfi popsané programy byly testovany na pocitaci s 2GB operacni paméti, procesorem
Intel® Core™ Duo T2225 (1,73 GHz) a opera¢nim systémem Linux Ubuntu 10.10 (Maverick
Meerkat).

V piipadé Oofemu byla pro porovnani programi pouZita svn verze 744 instalovana sekvenci
piikazti

autoconft

./configure OOFEM_TARGET="oofem"

make OOFEM_TARGET="oofem"

Samotny vypocet je pak spustén pomoci cofem —-f fragOofem.in.

V piipadé Yade byla pouzita verze bzr2642 instalovana piikazem

scons optimize=1 version=trunk linkStrategy=monolithic
Vypocet se spousti prikazem

yade-trunk fragYade.py

Fragmentld byl pfekldddan pomoci GCC (GNU Compiler Collection) s moznosti —03 (zna-
menajici co moznd nejvétsi optimalizaci vysledného spustitelného souboru). Za cenu nékoli-
kandsobné delsi doby prekladu (v pripad€ ne prili§ objemného zdrojového kédu se ale i tak
jednd o pouhé desetiny aZ jednotky sekund) byla vyslednd doba vypoctu priblizné 2x kratsi,
neZ v piipadé bez optimalizace.

Pro porovnani vysledkd téchto programt byla zvolena tdloha s parametry zndzornénymi v
tabulce Samotné porovnani vysledkl (celkova disipovana energie v zavislosti na makro-
skopické relativni deformaci) je ukazano v grafu na obrazku ProtozZe je uvaZovéna jednot-
kovéa plocha modelovaného prutu, je vyslednd disipovand energie vztaZena k této jednotkové
plose (a proto je Jm ™2 jednotkou svislé osy grafu[5.2)). Je vidét, Ze vysledky viech programi
jsou velice podobné, drobné se vsak 1isi. To je ddno zpiisobem vypoctu a drobnymi rozdily v
jednotlivych programech.

Napriiklad v Oofemu se nezavadi obnova tuhosti poSkozenych prvki v tlaku, kdeZto v Yade
a ve Fragmentuld ano. Prifezové plochy (a tim padem tuhosti) jednotlivych prvkl jsou rzné
a hmotnosti jednotlivych uzll jsou téZ rtizné (ve Fragmentuld a v Oofemu), sobé si odpovidajici
uzly a prvky jsou ale do obou programii zavedeny shodnymi hodnotami. V Yade maji naopak
vSechny cdstice (ekvivalent uzlu v MKP) stejnou hmotnost a jediné, co je perturbovano, je tuhost
vazeb (ekvivalent kone¢nych prvkii MKP).

Obecné jsou ale vysledky velmi podobné, coZ uz ale neplati o ¢asovych narocich jednotlivych
programi. Simulaci s 10000 prvky a 50000 ¢asovymi kroky byla ve Fragmentuld pfibliZné
35x rychlejsi nez v Yade a pfiblizn€ 80x rychlejsi nez v Oofemu (viz tabulku [5.10). Z t&chto
vysledki je patrné, Ze icel implementace Fragmentuld, totiZ sniZeni ¢asové ndrocnosti vypoctd,
byl splnén.
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Tabulka 5.9: Vstupni parametry simulace pro porovnani vysledkt jednotlivych

programd.

Parametr Hodnota

Délka prutu 0,05 m

Prifezova plocha 1

Rychlost deformace 5-10° s7!
Youngiiv modul pruZnosti 275 GPa

Mezni pruznd deformace 1-1073
Rozevfent trhlin 1-107%m

Objemova hmotnost 2750 kgm 3

Pocet prvkt 1000
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Obrazek 5.2: Porovnani vysledki jednotlivych program.

Tabulka 5.10: Porovndni casové ndrocnosti vypoctli jednotlivych programa pro
10000 prvki a 50000 ¢asovych krokd.

Program Oofem Yade Fragmentld

Absolutni vypocetni ¢as || 01h:20m:50s | 00h:34m:15s | 00h:00m:59s
Relativni ¢as 82,2 34,8 1,0
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KAPITOLA
SESTA

VYSLEDKY

Vysledky numerickych vypoctd, jejich vzadjemné porovndni a diskuse jsou nédplni této kapitoly.
Pro veskeré simulace byly pouZity materidlové parametry z tabulky (materidl je tedy po-
dobny jako pro porovndni analytickych modelti). Délka ¢asového kroku se volila jako pétina

kritické hodnoty:
1 min(7)

_5\/2,
o

kde min(/) zna¢i délku nejmensiho prvku v simulaci.

At (6.1)

Tabulka 6.1: UvaZované materidlové vlastnosti pro numerické simulace.

Parametr Oznaceni Hodnota
Délka vzorku L 0,05 m
Youngiv modul E 275 GPa
Objemova hmotnost P 2750 kgm 3
Rozevieni trhliny wy 1-107%m
Mezni pruznd deformace &0 0,001

6.1 Vliv prostorové diskretizace

V disledku usporadani simulace (pfedepsany posun uzli dle okrajovych podminek 4.3)) je ne-
zbytné, aby se vzorek alespon nékde porusil, tzn. aby v nékterém prvku nastalo tiplné poruSeni
(stav, kdy hodnota parametru pos$kozeni je rovna 1,0). Pfi statické zkousSce, jak jsme se jiZ zmi-
novali v dvodu price, vznikne pouze jedind trhlina. V dynamickém piipad€ vznikne (obvykle)
trhlin vice. Kazdy konecny prvek predstavuje jednu lokalitu mozného vzniku trhliny. Mame-li
v simulaci mdlo prvkl, miiZe se stdt, Ze se porusi vSechny. ZvétSime-li pocet prvki a vysledny
pocet porusenych prvkid bude vétsi, je ziejmé, Ze predchozi diskretizace nebyla dostatec¢nd. Pocet
prvki tedy ddle zvétSujeme, ale pfi urcité hodnoté ocekdvame ustdleni poctu fragmenti (a tedy
konvergenci tulohy).
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Obrazek 6.1: Konvergence poctu fragmenti pro rtizné zplsoby perturbace mate-

ridlovych vlastnosti (£ = 1- 107 s~ ).

Vyse popsany jev je pro hodnotu rychlosti deformace & = 1-10° s~! moZno vidét v grafu na
obrazku V pripad¢ idedlniho prutu se porusuji vSechny prvky, a aZ pro pocet prvka veétsi neZ
1000 za¢ne vlivem numerického zaokrouhlovani pocet fragment (roven poctu plné porusenych
prvkia + 1) klesat. Konvergence je tedy nemonoténni, a to vlivem nestability tdlohy pfi idedlnich
materidlovych vlastnostech. Ve skutecnosti se zacne deformace lokalizovat do nejslabsich mist,
ktera ale v simulaci nejdiive musi existovat. Proto je tieba materidlové vlastnosti (vice ¢i méné)
pozménit neboli perturbovat.

= 250 ¢ Nekor. pert. A+l (o4 = 0,014, oy = 0,40) ———
g 200 |- Nekor. pert. A (04 = 0,014) ———
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2 Pert. délky prvki [ (o; = 0,401)
%ﬁ 150 Ideélni prut
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Obrazek 6.2: Konvergence disipované energie pfi ,,zakladni* perturbaci riiznych

veli¢in (6 = 1-10° s71).

Vysledky pro rizné ,,zdkladni* (nekorelované) zpilisoby perturbace miZeme vzdjemné po-
rovnat. Jak je vidét z grafu[6.1] riznoroda velikost prvki (¢imZ md kazdy prvek — dle zvoleného
materidlového modelu — jiny pracovni diagram) m4 tedy priznivy vliv na konvergenci poctu
fragmentli. Z dosavadniho pribéhu se zdd, Ze obé metody konverguji ke stejné hodnoté (coZ
spliiuje naSe ocekdvani, Ze pri pouhé zméné diskretizace by dloha méla konvergovat ke stejné
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hodnot¢€). Rozdil je ale v (ne)monoténnosti.

Pokud budeme ménit materidlové (nebo geometrické) vlastnosti vzorku samotného (napiiklad
prifezovou plochu A nebo mezni pruznou deformaci £¢), zménime tim i fyzikdlni podstatu dlohy
(z nestabilni na stabilni). Konvergenci ke stejné hodnoté jako u pivodni metody tak obecné
nemiZeme piedpokladat (¢ehoZ diikazem je i graf [6.1)). Pfiznivé ale vypadd fakt, Ze vSechny
metody perturbace konverguji prakticky stejn€ k prakticky stejné hodnoté. Jako nejvyhodnéjsi
se jevi samotnd perturbace prifezové plochy A nebo mezni pruzné deformace &g.

Timto predpokladem bychom méli vyfeSenu otdzku poctu fragmentd, jak se ale ukazuje, vétsi
péci je tieba vénovat disipované energii. Ta totiz dle grafu [6.2konverguje aZ pfi fadové vétsim
poctu prvki nez pocet fragment. Zména prifezové plochy A nebo mezni pruzné deformace
g0 vykazuje prakticky stejné chovani. Zajimavym faktem zlstava, Ze pfi perturbaci prifezové
plochy i velikosti prvki je hodnota disipované energie nizsi (ackoliv pocet fragmentt je pro oba
ptipady shodny).

Nutno podotknout, Ze jinym autortim ([34]), pouZivajicim metodu kohezivnich prvki (jinak
vsak stejny materidlovy model i parametry), vychazela disipovand energie nemonoténné kon-
vergujici i pro perturbaci mezniho napéti oy (ekvivalentni perturbaci mezni pruzné deformace
£o) se smérodatnou odchylkou o, = 0,010, tedy pro tplné stejnou perturbacni techniku, pro
kterou jsou sestrojeny grafy[6.21al6.5l Z tohoto ohledu se metoda koneénych prvkd kombinovana
s mechanikou poskozeni jevi jako vhodnéjsi varianta.

Pro ukézku nésleduji grafy riiznych vysledkt jednotlivych ,,zdkladnich* perturba¢nich metod
pro rtizné rychlosti deformace.

- 1200 r . 104 S—l -
£ 1000 10t s
=2 2107 57!
8 800 2105 ¢!
%D . 106 Sil N
S 600
N
8 400
2.
z 200
a

0 2

10

Pocet prvki

Obrazek 6.3: Konvergence disipované energie pro idedlni prut (se vSemi materi-
dlovymi parametry neménnymi po délce prutu).
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Obrazek 6.4: Konvergence disipované energie pfi nekorelované perturbaci priie-

zové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%.
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Obrazek 6.5: Konvergence disipované energie prfi nekorelované perturbaci mezni

pruzné deformace & se smérodatnou odchylkou 1%.
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Obrazek 6.6: Konvergence poctu fragmentl pro idedlni prut (se vSemi materiélo-
vymi parametry neménnymi po délce prutu).
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Obrazek 6.7: Konvergence poctu fragmentdl pii zcela nekorelované perturbaci
prifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%.
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Obrazek 6.8: Konvergence poctu fragmentd pii zcela nekorelované perturbaci
mezni pruzné deformace g se smérodatnou odchylkou 1%.
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Obrazek 6.9: Rozdéleni velikosti fragmentl pro rtizné rychlosti deformace pfi
zcela nekorelované perturbaci prifezové plochy A se smérodatnou

odchylkou 1%.
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Obrazek 6.10: Pomér fragmentd mensich nez dana velikost pfi zcela nekorelované
perturbaci prifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%.
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Obrazek 6.11: Rozd€leni velikosti fragmentd pro rizné perturbacéni metody.
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6.2 Vliv prostorové korelace

Dosavadni zobrazené vysledky jsou ziskdny pii ndhodné (nekorelované) volbé materidlovych
parametrli v jednotlivych prvcich. Jak jsme jiZ ale v prlibéhu prace ukézali, pro parametry je
mozné pouZivat fyzikaln€ vystiznéjsi (zvlaste€ pro veétsi rozptyl dané veliCiny) prostorovou kore-
laci.

Extrémni hodnoty odpovidaji t€m dosud pouzZitym — nulova korela¢ni délka je ekvivalentni
zcela ndhodnému pfifazeni vlastnosti jednotlivym uzliim, naopak velice dlouhd korela¢ni délka
r (napfiklad n€kolikandsobné delsi, neZ je modelovany prut) odpovidd idedlnimu prutu, kdy se
materidlové vlastnosti nemeéni. Pfesnéji bychom méli fici, Ze pro nekonecnou korela¢ni délku se
materidlové vlastnosti neméni, ale i pro kone¢nou dostatecné velikou délku se vlastnosti méni
jen minimalng€ a ve vysledku se prut chova téméf jako idedlni.

Mezi témito dvéma extrémy leZi redlné rozloZeni materidlovych vlastnosti. Jak je vidét ze
vSech nasledujici grafii, mezilehlé hodnoty tvofi (vicemén¢) monoténni posloupnost. Dle oce-
kavani se tedy simulace s velmi nizkou korelacni délkou bliZi pripadu nekorelovanému a si-
mulace s velmi dlouhou korela¢ni délkou piipadu idedlnimu. Vysledky simulaci s mezilehlymi
hodnotami leZi téméf vZdy ,.nékde mezi®.
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Obrazek 6.12: Konvergence disipované energie pii uvazovani prostorové korelace

priifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%. Rychlost defor-
mace & = 10% s~
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— r=1,0000m —
£ r = 0,1000 m

) r = 0,0100 m

2 r=00010m —
2 r=0,000lm —
5 r=0,0000m ——
>

o

§=?

z

10 L Lol L Lol L Lo el L Lol
100 1000 10000 100000 1e+06

Pocet prvkii

Obrazek 6.13: Konvergence disipované energie pii uvaZzovani prostorové korelace
prifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%. Rychlost defor-
mace & = 5-10* s,
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Obrazek 6.14: Konvergence disipované energie pii uvazovani prostorové korelace

priifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%. Rychlost defor-
mace & = 10° s~
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Obrazek 6.15: Konvergence disipované energie pii uvaZzovani prostorové korelace
prifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%. Rychlost defor-
mace & = 5107 s,
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Obrazek 6.16: Konvergence disipované energie pii uvazovani prostorové korelace

priifezové plochy A se smérodatnou odchylkou 1%. Rychlost defor-
mace & = 106 s~
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Obrazek 6.17: Konvergence disipované energie pii uvaZzovani prostorové korelace
mezni pruzné deformace &y se smérodatnou odchylkou 1%. Rych-
lost deformace & = 10* s~!.
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Obrazek 6.18: Konvergence disipované energie pii uvazovani prostorové korelace

mezni pruzné deformace &y se smérodatnou odchylkou 1%. Rych-
lost deformace & = 5 - 10* s~
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Obrazek 6.19: Konvergence disipované energie pfi uvaZzovani prostorové korelace
mezni pruzné deformace &y se smérodatnou odchylkou 1%. Rych-
lost deformace & = 10° s,
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Obrazek 6.20: Konvergence disipované energie pii uvazovani prostorové korelace

mezni pruzné deformace &y se smérodatnou odchylkou 1%. Rych-
lost deformace € = 5-10° s~ !.
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Obrazek 6.21: Konvergence disipované energie pii uvaZzovani prostorové korelace

mezni pruzné deformace &y se smérodatnou odchylkou 1%. Rych-
lost deformace & = 10° s~
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KAPITOLA
SEDMA

Tématem predklddané diplomové prace byla analyza dynamické fragmentace materidli pfi vy-
sokych hodnotach rychlosti deformace se zaméfenim na konkrétn{ piipad rozpinaného prstence
(resp. rozpinané vélcové skorepiny). Hlavni dosazené vysledky mohou byt shrnuty ndsledovné:

V kapitole 3] byly navrZeny tfi nové analytické modely (pojmenované Y-T(eq), Y-T(min)
a YTGC) pro predpovéd primeérné velikosti fragmentti v zavislosti na rychlosti deformace.
V porovnéni s ostatnimi modely z dostupné literatury vykazuji lepsi shodu s numerickymi
experimenty (prvé dva pro vysoké rychlosti deformace, posledni jmenovany pro vysoké
a stfedni rychlosti deformace).

Byl vytvoren jednoucelovy efektivni nastroj Fragmentld pro numerické feSeni dyna-
mické fragmentace rozpinaného prstence. Jeho vysledky byly verifikovany porovnanim
s vysledky jinych dostupnych programi (konkrétné kone¢né prvkového programu Oofem
a diskrétné prvkového programu Yade). Zatimco ve vysledcich samotnych jsou rozdily za-
nedbatelné, v Casovych ndrocich vypoctu jsou rozdily znacné a doba vypoctu v programu
Fragmentld je pfibliZné 35x mens$i neZ doba vypoctu v Yade a pfiblizn€ 80 x mensi nez
doba vypoctu v Oofemu.

Pouziti metody konecnych prvkii a mechaniky poskozeni vykazuje monoténni konver-
genci celkové disipované energie pii 1% ndhodné perturbaci mezni pruzné deformace
u jednotlivych prvkil (na rozdil od [34], kde pro tutéZ perturbacni metodu a pti pouZiti
metody kohezivnich prvki je vysledkem nemonoténni konvergence).

UvaZovani prostorové korelace materidlovych vlastnosti (alespoii dle dosavadnich nume-
rickych vysledkil) ma za nésledek, Ze vysledky takovéto simulace lezi mezi vysledky dvou
korela¢nich extrémi — idedlniho prutu (s extrémni korelac¢ni délkou oo) a prutu s neko-
relovanou perturbaci materidlovych parametrd (ekvivalentni extrémni nulové korela¢ni
délce).

Jako mozZnosti dalsi prace na tomto tématu se nabizi napiiklad hlubsi studium vlivu prostorové
korelace, studium vlivu vét§tho rozptylu materidlovych vlastnosti, verifikace navrzenych analy-
tickych modeld i pro jiné materidly, rozsifeni analyzy na vicerozmérné problémy atp.
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