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Formulace problému 

• Zadané veličiny: 
o Pozice styčníků 

o Vzájemné vazby 

o Uzlové síly (jeden zatěžovací stav) 

o Umístění podpor 

o Omezení posunů styčníků (protažení prutu) 

o Materiálové charakteristiky 
 E – Youngův modul pružnosti 

 0 - mez kluzu pro tah/tlak 

homogenní 



Formulace problému 

• Minimální hmotnost: 
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• Redukce na minimální objem: 

min 𝑎𝑖𝑙𝑖

𝑛
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• Hledáme minimální plochy ai a vyřešené normálové (osové) 
síly si → 2np neznámých, které splňují předešlá omezení 

𝑥 = [𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑠1, … , 𝑠𝑛] 



Příhradové konstrukce 

𝑟 

Uzlové síly 

Protažení prutů 

Styčníkové posuny 

Osové síly 

𝑒 𝑠 

𝑓 

𝑒 = 𝐵𝑟 𝑓 = 𝐴𝑠 = 𝐵𝑇𝑠 

𝑠 = 𝐷𝑒 

𝑓 = 𝐴𝐷𝐵𝑟 = 𝐾𝑟 
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Geometrická matice soustavy 

• Zjistíme souřadnice počátečního (j) a koncového (k) 
styčníku 

• Geometrie prutu: 

 𝑙𝑗𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗
2
+ 𝑧𝑘 − 𝑧𝑗

2
 

 𝑐 = cos α =
∆𝑥

𝑙𝑗𝑘
=
𝑥𝑘−𝑥𝑗

𝑙𝑗𝑘
 

 𝑠 = sin α =
∆𝑧

𝑙𝑗𝑘
=
𝑧𝑘−𝑧𝑗

𝑙𝑗𝑘
 

𝑙𝑡𝑜𝑡 =

𝑙1
⋮
𝑙𝑛𝑝
−−
0
⋮
0

 



Geometrická matice soustavy 
• Závislost posunů u a w na celkovém protažení prutu 

∆𝑙𝑗𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑢𝑗 cos α + 𝑤𝑘 −𝑤𝑗 sin α 

∆𝑙𝑗𝑘 = −𝑐𝑢𝑗 − 𝑠𝑤𝑗 + 𝑐𝑢𝑘 + 𝑠𝑤𝑘 

• Sloupce odpovídají posunům u a w, řádky jednotlivým prutům 

• Pro prut jk je potom odpovídající řádek matice: 
2𝑗 − 1  2𝑗  2𝑘 − 1  2𝑘 = [−𝑐𝑗𝑘  − 𝑠𝑗𝑘 𝑐𝑗𝑘 𝑠𝑗𝑘] 
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Statická rovnice soustavy 

𝑓 =

𝑓1𝑥
𝑓1𝑧
⋮
𝑓𝑛𝑠𝑥
𝑓𝑛𝑠𝑧

 

• Matice f ale uvažuje nulové síly v místech podpor, 
které tam ve skutečnosti nejsou – dotčené řádky z f a 
A musíme odstranit → vzniknou fred a Ared 

• Uvažované neznámé jsou ale plochy a síly 



Statická rovnice soustavy 

0 ⋯ 0 |

⋮ ⋱ ⋮  |

0 ⋯ 0 |
𝐴𝑟𝑒𝑑

𝑎1
⋮
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↔ 
𝐴𝑡𝑜𝑡𝑥 = 𝑓𝑡𝑜𝑡 



Omezení protažení prutů 

𝑠 = 𝐷𝐵𝑟                               𝐷 =

𝐸𝑎1
𝑙1
⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯
𝐸𝑎
𝑛𝑝
𝑙
𝑛𝑝

 

• Jednotlivé osové síly: 

𝑠𝑖 =
𝐸𝑎𝑖
𝑙𝑖
𝐵𝑖𝑟 

• Bi – i-tý řádek geometrické matice soustavy (vychází z 
násobení matic Br) 

 



• Omezení protažení – max. a min. osové síly 

    𝑠𝑖, min = 𝑎𝑖  min
𝐸

𝑙𝑖
𝐵𝑖𝑟 = 𝑎𝑖𝜎min 

    𝑠𝑖, max = 𝑎𝑖  max
𝐸

𝑙𝑖
𝐵𝑖𝑟 = 𝑎𝑖𝜎max 

 

 

• Převedení podmínek na tvar s neznámou na levé 
straně a menší nebo rovné pravé straně: 

 −𝑟𝑗 ≤ −𝑟𝑗,min 

 𝑟𝑗 ≤ 𝑟𝑗,max 

 

∀{𝑟𝑗,min ≤ 𝑟𝑗 ≤ 𝑟𝑗,max} 

Vytvoření matice 



Omezující matice 
• Sloupce matice odpovídají posunům, řádky počtu 

podmínek 

• K nalezení minima a maxima (záporného minima) 
funkcí jednotlivých osových sil za lineárních omezení 
použita v Matlabu funkce linprog 
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𝑤1
⋮
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−𝑢1,min
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⋮
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Mez kluzu 
• Vyhnutí se plastickým deformacím, navrhování 

maximálně na mezi kluzu σ0 

• Pro osové síly platí také dříve vypočtená omezení 
protažení prutů 
𝑎𝑖𝜎min ≤ 𝑠𝑖 ≤ 𝑎𝑖𝜎max    ∧    −𝑎𝑖𝜎0 ≤ 𝑠𝑖 ≤ 𝑎𝑖𝜎0 

• Porovnání omezujících hodnot 

• Obdobné vytvoření omezující matice 

𝑂

𝑎1
⋮
𝑎𝑛𝑝
𝑠1
⋮
𝑠𝑛𝑝

≤ 𝑃 



Nezáporné plochy 

• Uvažujeme možnost odebírání prutů – nulové plochy, 
nesmí být ale záporné 

• Dolní číselná mez neznámých: 

 

𝑙𝑏 =

𝑎1,min
⋮

𝑎𝑛𝑝,min
𝑠1,min
⋮
𝑠𝑛𝑝,min

=

0
⋮
0
−∞
⋮
−∞

 



Optimalizace 

 min {𝑙𝑡𝑜𝑡
𝑇 𝑥} 

 st: 𝐴𝑡𝑜𝑡𝑥 = 𝑓𝑡𝑜𝑡 

  𝑂𝑥 ≤ 𝑃 

  𝑙𝑏 ≤ 𝑥 ≤ [ ] 

 

• Matlab: 𝑙𝑖𝑛𝑝𝑟𝑜𝑔 𝑙𝑡𝑜𝑡 , 𝑂, 𝑃, 𝐴𝑡𝑜𝑡 , 𝑓𝑡𝑜𝑡 , 𝑙𝑏 , [ ] ; 



Výhody a nevýhody přístupu 

• Globální minimum, tj. globálně optimální řešení 

• Odebrání nadbytečných prutů u staticky neurčitých 
konstrukcí -> možné využití pro topologický návrh 
(optimalizaci skladby) konstrukce 

• Získání hodnot průřezových ploch při předepsaných 
max. a min. protaženích prutů 

• Možnost vzniku výjimkového případu – mechanismu 



Příklady řešených konstrukcí – staticky 
neurčitá úloha 



Topologická optimalizace 
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Zadání 

• Pozice styčníků, jejich vazby, umístění podpor, 
vnější silové zatížení: 

𝑙𝑜𝑐 =

𝑥1 𝑧1
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𝑑𝑖𝑠 =
0 0
⋮ ⋮
1 0

    𝑒𝑥𝑡 =
𝑓1𝑥 𝑓1𝑧
⋮ ⋮
𝑓
𝑛𝑠
𝑥 𝑓𝑛𝑠𝑧

 



Zadání 

• Omezení posunů r (u ve směru x, w ve směru z) 

 

𝑑𝑖𝑠_𝑙𝑖𝑚 =

𝑢1, min 𝑢1, max
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⋮
𝑢
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𝑤
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=

𝑟1, min 𝑟1, max
⋮ ⋮

𝑟2𝑛𝑠 , min
𝑟2𝑛𝑠 , max

 


