Numerické metody v inZenyrskych tlohach (YNMI)
Cast I: Metoda koneénych diferenci

Milan Jirasek, 26. 9. 2019

Uvod

Vzhledem k omezenému rozsahu se v tomto predmétu budeme zabyvat hlavné obycejnymi
diferencidlnimi rovnicemi (ODR) 1. fadu, které obvykle popisuji vyvoj néjakého systému
v Case, takze nezavisle proménnou oznacime ¢ a hledanou funkci budeme znacit u. Pro ODR
1. fadu je treba predpsat jednu podminku, kterd ma obvykle charakter pocatecni podminky
v ¢ase 0 a popisuje vychozi stav zkoumaného systému. ReSenim rovnice pak ziskdme piedstavu
o dalsim vyvoji tohoto systému v casech t mezi 0 a 7T

Pokud ¢as dovoli, zminime se také o ODR 2. fadu (s aplikaci napt. na popis kmitani mecha-
nického systému s jednim stupném volnosti) a struéné o soustavach oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic.

1 Obycejné diferencialni rovnice 1. fadu

1.1 Cauchyho tuloha
Obecné by ODR 1. fadu mohla byt zadana v implicitnim tvaru

F(a(t), u(t),t) =0 (1)

Pokud by ale pro nékterou kombinaci hodnot u a ¢ tato rovnice byla splnéna pro vice hodnot <,
pripadné nebyla splnéna pro zadné 1, nastaly by problémy — dalsi vyvoj systému, ktery se
dostal do tohoto stavu, by nebyl jednoznac¢ny nebo by ho viibec nebylo mozné urcit. Proto je
rozumné piredpokladat, Ze rovnici popisujici redlnou inzenyrskou tlohu lze formulovat rovnou
v explicitnim tvaru

u(t) = fu(t),t) (2)

kde f je jista funkce, kterd v zavislosti na okamzitém stavu systému a na case udavéa rychlost,
jakou se stav méni. Nalezeni funkce u(t), kterd spliiuje diferencidlni rovnici (2) a pocatecni
podminku

u(0) = 1o 3)

se oznacuje jako Cauchyho tloha. Pritom f(u,t) je dand funkce a @ je dana pocatecni hod-
nota. Ulohu (2)—(3) fesime na kone¢ném ¢asovém intervalu [0, 7.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze Cauchyho tloha (2)—(3) ma vzdy jednoznacné feseni,
protoze vychozi hodnota u v ¢ase 0 je ddna pocateéni podminkou (3) a pro kazdy ¢as t > 0 je
rovnici (2) jednoznac¢né urceno, jak rychle se hodnota v méni. Podivejme se v8ak na nasledujici
priklady zdanlivé “neskodnych” rovnic.

Priklad 1:

Reste rovnici



s pocatecni podminkou

u(0) =1 (5)
Pfi feSeni mizeme vyuzit tzv. separaci proménnych, tj. prepsat rovnici jako

du

— =dt 6

- (6)

a poté na obou stranich integrovat od pocate¢niho do soucasného stavu. Tim dospéjeme ke
vztahu

1=t (7)

a nalezneme resSeni

1
u(t) = —— 8
)= — (®)
Problém je v tom, Ze toto feSeni neni definovano pro ¢as t = 1 a v okoli tohoto ¢asu se chova
“divné” — exploduje do plus nekonecna a pak “pfibéhne zpét” z minus nekonecna. Vzhledem

k nespojitosti v ¢ase 1 si nemiizeme byt jisti, Ze ziskané feseni (8) plati i pro ¢t > 1, a tudiz
nevime, jak se po tomto ¢ase bude nas systém chovat.

Priklad 2:

Reste rovnici
s pocatecni podminkou

Separace proménnych vede k podmince

2,/u(t) = 2t (11)

a tedy k fesSeni
u(t) =t (12)

V tomto piipadé fesSeni sice roste nade vSechny meze, ale spojité, a je definovano pro vSechny
Casy t > 0. Zdanlivé je tedy vse v poradku. Problém je ovSem v tom, Ze i funkce u(t) =
0 splituje rovnici (9) a po¢dteéni podminku (10). Reseni dané Cauchyho tlohy tedy neni
jednoznacéné a od samého pocatku nevime, jak se bude nas systém chovat.

Je tedy zfejmé, Ze pro obecny tvar pravé strany rovnice (2) nelze garantovat jednoznacnost
FeSeni ani jeho existenci pro vSechny kladné casy. Proto se omezime na pripady, kdy funkce
f(u,t) je lipschitzovskd vzhledem k proménné u, coz zhruba feceno znamend, ze pfi zméné u
se funkéni hodnota muze zménit nejvys o jisty nasobek zmény w. Jinymi slovy, rist (¢i pokles)
funkéni hodnoty nemtize byt libovolné rychly. Presné definice pozaduje existenci takové realné
konstanty L, aby pro vSechna (uq,t) a (up,t) z definiéniho oboru funkce f platilo

|f (ua, t) = f (up, t)] < Llua — (13)

V uvahach o lokéalni chybé pouzijeme i silnéjsi predpoklad, ze funkce f je spojité diferenco-
vatelna.



1.2 Eulerova dopifedna (explicitni) metoda

Piiblizné numerické feseni budeme hledat pro ¢asové okamziky tg = 0, t1, to, ... txy_1,tn =T.
Symbolem u,, ozna¢ime aproximaci presného feSeni u(t,) v Case t,, n = 0,1,2,...N. Na
zakladé pocateéni podminky (3) polozime ug = uy. Eulerova dopfednd metoda aproximuje
pravou stranu rovnice (2) v intervalu [t,,—1, t,] konstantou f(u,—1,t,—1). Odtud pak snadno
vyplyne vztah pro vypocet priblizné hodnoty

Up = Un—1 + M f(Un—1,tn-1), n=12...N (14)

kde
B = tn — tn_1, n=1,2,...N (15)

je délka n-tého casového kroku. Tento postup je explicitni v tom smyslu, ze vyzaduje pouze
pfimé vyhodnoceni funkce f, nikoli feSeni algebraickych rovnic, jak je tomu u implicitni
metody popsané v oddilu 1.3.

Priklad 3:

FEulerovou dopfednou metodou sestrojte priblizné feseni rovnice
u(t) = —u(t) (16)

s pocatecni podminkou
u(0) =1 (17)

Tato tloha samoziejmé ma jednoduché analytické feseni
u(t) =e " (18)

Zmalosti presného feSeni muzeme vyuzit k vyhodnoceni chyby numerické metody.
Pokud aplikujeme Eulerovu dopfednou metodu s konstantnim krokem h, ziskdme nésle-
dujici numerické feseni v ¢asech h, 2h, 3h atd.:

up = ug+ hf(ug,0) =ug—huy=(1—-h)up=1—-nh

(
g uy + hf(uy, h) =uy —huy = (1 — h)up = (1 — h)? (
uz = ...=(1-h) (
(
(

[N}
—_
o — — Y —

unN — :(1—h)N
Pro ¢as T = Nh tedy ziskavame piiblizné feseni uy = (1 — h)Y zatimco pfesné Feseni je

uw(T) = e = e~ N, Zkoumejme nyni, jak pro pevné zvoleny ¢as T zavisi chyba na poétu
dilk N, na ktery jsme rozdélili interval [0, 7]. Tuto chybu muzeme vyjadrit jako

w(T) —uy =e 1 — <1 — T)N (24)

Pfipomerite si znamy vzorec

lim (1 + 1)k =e (25)



pomoci kterého miizeme ukazat, ze

N—oo

lim <1 — ]z\;)N —e 7 (26)

S rostoucim poc¢tem kroki N (pfi pevné zvoleném T') tedy numerické feseni skuteéné kon-
verguje k pfesné hodnoté. Otazka je, jak rychle. Chceme-li chybu snizit na desetinu, kolikrat
mensi krok mame pouzit?

(a) (b)
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Obrazek 1: Zavislost absolutni chyby na poc¢tu kroku: (a) chyba v ¢ase T' = 1, (b) chyba v
case T'=10

Zakladni predstavu mutzeme ziskat vyhodnocenim chyby pro zvolené T a rostouci N. Na
obr. 1 je zavislost absolutni hodnoty chyby na poctu krokti N vynesena v logaritmickém
métitku pro dvé vybrané hodnoty ¢asu T'. Jednotlivé body odpovidaji skute¢nym chybam pro
pocty kroku dané celymi ¢isly, zatimco piimky predstavuji grafy funkce

T2 1

er(N) = 2T N (27)

ktera popisuje, jak se chyba vyviji asymptoticky pro N — oc.

Pro T' =1 se pri zvySovani poc¢tu krokti chyba monoténné zmensuje, coz odpovidé oceka-
vani. Naproti tomu pro 7' = 10 je pfi nizkém poctu krokt vyvoj chyby ponékud zvlastni, viz
obr. 1b. Pfi vypoctu s jednim krokem maé absolutni chyba hodnotu 10, ktera je o mnoho radi
vétsi nez presné feseni e 10 ~ 4,54 x 107°. Pfi vipoctu se dvéma nebo tiemi kroky je dokonce
jesté o néco vétsi a teprve poté zacne klesat. Nicméné teprve pro 8 kroki se chyba dostane na
uroven srovnatelnou s hodnotou presného feseni a pri dalsim zvysovani poc¢tu kroki zustava
zhruba konstantni. Poklesu chyby nepfimo timérného pocétu kroktt IV je dosazeno az pro N
vétsi nez 100.

Obrovské chyby pii vypoctech s T'= 10 a N < 8 souviseji se ztratou numerické stability,
kterda bude podrobné analyzovana pozdéji. Na tomto misté jesté ukazme, jak odvodit vztah
(27) pro asymptoticky vyvoj chyby. Misto zkouméni limitniho chovani rozdilu u(7") — uy pro
N — oo je pohodlngjsi zavést proménnou z = 1/N a zkoumat limitni chovani pro = — 07.
Pro dané T popiseme chybu v zavislosti na x funkci

f@)y=e T (1 -Ta)/* =T —exp (i In(1— Tx)> (28)
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Pro z — 0" se funkéni hodnota blizi nule. Derivaci funkce f mtZeme pro kladné x vyjadrit
jako
1 Tz + (1—Tx)In(l —Tx)
() = —In(1-T 29
Fa) =exp (3 (1~ 1) ) FEEC ST (29)

Exponencialni ¢len pied zlomkem konverguje k e 7. S vyuzitim Taylorova rozvoje logaritmické
funkce kolem bodu 1 vypocteme

Tz + (1 —Tz)In(l — Tx) z+(1—2)In(l—2)

li = T? i
20t 22(1 —Tx) 0+ 22(1—2)
_ T2 i 2T (1—z2)(z+22/24+23/3+24/4+..)
N z—0t 22(1 — Z) -
9 22/24+23/6+24/12+... T2
— 72 lim ST S (30)
z—07F z (1 Z) 2
Po dosazeni do (29) dostaneme
T2
lim f'(a) =e "= 31
A = (31)
takze pro  — 07 mame
T2
flx) =~ 2T * (32)
COZ znamena, ze
T 1
u(T) —un ~ 25T N (33)

Ze ziskaného odhadu vyplyva, Ze pro dostatecné vysoky pocet kroki je chyba v pevné zvo-
leném case T' nepfimo tmérnéd poctu kroki N a tudiz pfimo tmérna délce kroku h = T'/N.
Zkraceni kroku na polovinu pak vede také ke snizeni chyby na polovinu. Hovofime o linedrni
konvergenci metody.

Analyza chyby Eulerovy dopfedné metody zde byla provedena na zakladé znalosti presného
feseni pro konkrétni Cauchyho tlohu (16)—(17). Podivejme se nyni, jak se odvozeny vysledek
da zobecnit.

Lokalni chyba

Zkoumejme numerické feseni obecné Cauchyho tlohy (2)—(3) Eulerovou dopfednou metodou.
Kdybychom v n-tém ¢asovém kroku vysli z pfesné hodnoty u,_1 = u(t,—1), vznikla by na
konci tohoto kroku tzv. lokalni chyba e, ktera je rozdilem presného prirtstku

u(tn) = ultar) = [ i) de (34)

tn—1

a jeho aproximace (zalozené na ptesné znalosti hodnoty na pocatku kroku)

Up — u(tnfl) = hnf(u(tnfl)a tnfl) (35)
Lokélni chybu .
e = / ") dt — o f (1), b 1) (36)
tn—1



Ize odhadnout za piedpokladu, Ze feseni u(t) je dvakrat spojité diferencovatelné! na intervalu
[0, 7). Podle véty o stiedni hodnoté totiz existuje 7 € [t,_1,t,] takové, Ze

1{71 a(t) dt = (tn — tar)i(r) = huit(7) (38)

n—1

a po dosazeni do (36) dostaneme
en = hn [0(7) = f(ultn-1), tn1)] = hn [0(7) = @(tn-1)] (39)

Pfesnou hodnotu 7 nezname, ale vime, Ze se nachazi v intervalu [t,,—1, ], takze mtze byt
maximalné ve vzdalenosti h,, od t,,—1. Opétovnym pouzitim véty o stfedni hodnoté dostaneme

T

i(r) =~ ifta) = [ ilt) de = (7 = ta-2)i(€) (40)
tn—1

kde ¢ € [t,—1,7]. Podle predpokladu je i(t) spojitd funkce na uzavieném intervalu, je tedy
omezend a existuje C takové, ze |ii(t)| < C pro vSechna t € [0,7T)]. Jelikoz |7 — tp—1| < hy,
ziskdme z (40) odhad

|i(7) = @(tn-1)] < Chy, (41)
a ten muzeme ve spojeni s (39) vyuzit k sestrojeni odhadu
len| < ChZ (42)

Lokalni chyba tudiz nemitize prekrocit jisty nadsobek druhé mocniny délky kroku. Zmensime-li
krok desetkrat, da se ocekavat, ze lokalni chyba se zmensi stokrat. Jde vSak o chybu v ramci
jednoho kroku, ktery je nyni mnohem kratsi. Otazka je, jak se zmenSuje chyba aproximace
u(t) pro n&jaké pevné zvolené ¢, napt. prot =T

Globalni chyba

V prvnim kroku vychdzime z predepsané pocateéni podminky (3), takze po prvnim kroku
je rozdil mezi presnym a pfibliznym fesenim roven lokalni chybé e;. Ve druhém kroku ale
vznikne kromé lokalni chyby 9 i chyba zpusobenda tim, Ze na jeho pocatku uz vychazime
z aproximace u; misto z presné hodnoty wu(t;). Nestaci ovSem pouze secist lokalni chyby 1
a g9, protoze chyba €1 vnesend do feSeni na pocatku kroku se miize v pribéhu kroku jesté
zveétsit. To lze nejlépe vysvétlit, jestlize rozepiseme celkovou chybu na konci druhého kroku
nasledujicim zptsobem:

t2
u(te) —ue = wu(t1) + / a(t) dt — [ug + hof(ui, t1)] = (43)
t1
= u(t) —w + (44)
to
/ u(t) dt — hgf(u(tl), tl) -+ (45)
t1
ho [f(u(t1), t1) — f(ur,t1)] (46)
'Druhé derivace feseni u(t) je spojita, jestlize jsou spojité prvni parcialni derivace dané funkce f(u,t). To
plyne ze vztahu
ii(t) = 3f(’tg(u7f)7t)u(t) N Bf(ig(tt),t) _ 8f(15(1f),t)f(u(t)’t) N W )

ktery ziskdme diferenciaci rovnice (2) podle ¢asu s uplatnénim pravidla pro derivaci slozené funkce a s opétov-
nym dosazenim (2).



Cleny na fadku (44) odpovidaji chybé vnesené z predchoziho kroku, tedy v tomto piipadé e;.
Cleny na fadku (45) piedstavuji lokdlni chybu e vzniklou v rdmci druhého kroku. Zbyvajic
¢leny na Fadku (46) souviseji s sifenim chyby z pfedchoziho vypoctu. Misto presné derivace
feSeni v Case t1, ur¢ené jako f(u(t1),t1), pracujeme s hodnotou f(ui,t;). Diky tomu, ze
funkce f je lipschitzovské s konstantou L (viz (13)), mizeme chybu pii urceni derivace (1)
odhadnout jako

|f(u(tr), 1) = flur, t1)] < Llu(ty) — ui| = Lleq] (47)

V rovnici (43)—(46) je vyjadiena tzv. celkova (tj. globalni) chyba po druhém kroku, ¢§ =
u(te) — ug, kterou nyni mizeme odhadnout takto:

9| < |e1| + |ea] + Lhale1| < (1 + Lho)Chi 4+ Ch3 (48)

Ve tretim kroku mtizeme postupovat podobné, ale za chybu na poc¢atku kroku musime dosadit
globalni chybu £J. Dostaneme tak odhad

€3 < (1+ Lh3)|e3| + |es| < (1 + Lh3)(1 + Lha)Ch3 + (1 + Lh3)Ch3 + Ch3 (49)

Jestlize jsou vSechny casové kroky stejné (h; = h, i = 1,2...N), dostaneme po n-tém kroku
odhad .
— (1+Lh)"—1 Ch

9] < Ch? ;u + Lh)' = mﬂm = [+ Lh)" —1] (50)

Piipometite si, ze s rostoucim k posloupnost (14 1/k)* konverguje k e, a to monoténné zdola.
Vyraz v hranaté zavorce na pravé strané (50) lze tedy shora odhadnout jako e"” — 1, kde
souc¢in hn odpovida ¢asu t,, po n krocich. Vysledny odhad globalni chyby mtzeme zapsat jako

Ch , 1,
e8] < =2 (eH — 1) (51)
Pro pevné zvoleny cas tedy chyba neprekroci jisty nasobek délky kroku. Mluvime o konver-
genci fadu 1. Pri desetindsobném zkraceni kroku lze ocekavat, ze chyba se snizi zhruba na

desetinu. To ale plati jen asymptoticky, pii dostateéné kratkém kroku.

Stabilita

Podle odhadu (51) sice pfi zkracovani kroku h konverguje feseni vyhodnocené pro pevné
zvoleny casovy okamzik k presné hodnoté, ale jestlize naopak zvolime pevnou délku kroku h
a zvySujeme pocet kroku (tedy i ¢as t,), odhadnuté chyba rychle narista, pro dlouhé casy
exponencialné. Ve skute¢nosti tomu tak byt nemusi. P¥i odvozeni odhadu (51) jsme vychazeli
charakter rovnice jsme predpokladali pouze, ze je lipschitzovska.

V fadé prakticky vyznamnych tloh lze pfedpokladat, ze f je nerostouci funkci proménné u,
coz ma pozitivni disledky pro Sifeni chyby. Pfikladem je rovnice popisujici Kelviniiv reologicky
model, tj. paralelné zapojenou pruzinu a viskézni tlumi¢. Pomoci proménnych s fyzikalnim
vyznamem se tato rovnice zapise jako

né(t) + Be(t) = o(t) (52)



kde € je deformace, o je napéti, n je viskozita tlumice a F je tuhost pruziny. Rovnici lze
prepsat do tvaru

) = —=— —¢(t 53
(t) i (t) (53)
a pokud preznacime ¢ jako u, bude funkce f dana predpisem
o(t) E
flu,t) = —= — —u 54
(u,t) P (54)

Jelikoz E a n jsou kladné konstanty, je f skutecné nerostouci funkci proménné u. V tomto
pripadé jde dokonce o funkci linearni vzhledem k u, protoze jsme pouzili linedrni pruzinu a
tlumic.

Pokud je f klesajici funkce proménné u, maji piispévky k chybé v fadcich (44) a (46)
opacnéd znaménka a nemusi dochéazet k Sifeni lokdlni chyby. Diky tomu se pak da zlepsit
vysledny odhad globélni chyby. Stale predpokladame, ze f je lipschitzovska vzhledem k u s
konstantou L. Je-li navic nerostouci vzhledem k u, 1ze misto (13) napsat

—L(up — ug) pro u, < up (55)
—L(up — ug) Pro ug > up (56)

)
IN
=
g
N
\
=
g
&
IN IV

V obou ptipadech (tedy nezavisle na znaménku up — u,) je zaruceno, ze
|up — uq + h[f(up) — fug)]| < Jup — ug| max(1, Lh — 1) (57)
Pokud plati
Lh <2 (58)
pak lze (57) zjednodusit na

|up = ua + h[f(up) = f(ua)ll < |up — tal (59)

Tuto nerovnost miizeme vyuzit pfi odhadu propagované lokalni chyby, ktera je reprezentovana
souctem fadku (44) a (46). Staci dosadit u(t1) za up a u; za u,. Za predpokladu, ze Lhy < 2,
pak miizeme zarucit, ze soucet fadki (44) a (46) nebude v absolutni hodnoté vétsi nez samotny
fadek (44) a chyba z pfedchoziho vypoctu se tedy nebude zvétsovat. Samoziejmeé k ni ale opét
pribude lokalni chyba z dalsiho kroku, reprezentovana radkem (45). Celkové tedy miizeme
sestrojit vylepseny odhad chyb

9] < |e1| + |e2| < ChT + Ch3 (60)
€3] < [e5] + les| < ChT + Ch3 + Chj (61)

a obecné .
l<oyn (62)

=1

Tyto odhady jsou platné za predpokladu, ze vSechny ¢asové kroky spliuji podminku Lh,, < 2.
Pokud jsou vsechny kroky stejné velké a rovné h, bude

9] < Cnh? = Ctyh (63)



Za uvedenych predpokladt tedy pro pevné zvoleny krok a rostouci ¢as chyba nartista nejvys
linedrné (nikoli exponencialné). Podminkou je, aby byla splnéna nerovnost (58), coz znamena,
ze Casovy krok nesmi pfekrocit kritickou hodnotu
2

hcrit — Z (64)
Pri prekroceni kritické hodnoty ¢asového kroku mtize dojit k exponenciadlnimu nartstu chyby
v Case. V takovém pripadé mluvime o ztraté numerické stability. Eulerova dopfedna metoda je
pouze podminéné stabilni, protoze numerické stabilita je zajisténa jen pro dostatecné kratké
kroky.

1.3 Eulerova zpétna (implicitni) metoda

Ukazuje se, ze stabilitu numerického feseni lze zlepsit uzitim zpétné varianty Eulerovy metody.
Pfi tomto postupu se prava strana rovnice (2) nahradi konstantni hodnotou uréenou na konci
kroku, coz vede ke vztahu

Up = Up—1 + b f(Un, tn), n=12,...N (65)

Jelikoz hodnota u,, se vyskytuje i na pravé strané, neda se do vzorce (65) jednoduse dosadit,
ale je treba jej chapat jako rovnici pro vypocet neznamé u,. Proto mluvime o implicitni
metodé. Reseni je snadné, pokud je funkce f linedrni vzhledem k proménné u. Jinak je tieba
Uy, ziskat iterativnim feSenim, napt. Newtonovou metodou, ktera ale vyzaduje znalost derivace
af /ou.

Pokud ma funkce f linearni tvar
f(u,t) = a(t)u + b(t) (66)
pak lze (65) pfepsat jako
Uy, = Up—1 + by, [a(tn)un + b(ty)], n=12,...N (67)
a snadno odvodit explicitni vyraz pro hodnotu feseni na konci kroku:

_ Up—1 + hnb(tn)

T T Tt (0%)

Funkce f ve tvaru (66) je nerostouci funkci proménné u, pokud je a(t) < 0 pro kazdé t. V
tom pripadé je jmenovatel zlomku na pravé strané (68) vétsi nebo roven jedné a nedochazi k
Sifeni lokalni chyby. Pozoruhodné je, Ze to plati nezavisle na délce kroku h,,. RikAme proto, ze
Eulerova zpétni metoda je nepodminéné stabilni. R4d konvergence je v8ak i pro tuto metodu
pouze 1.



1.4 Dalsi metody

Eulerovu dopfednou i zpétnou metodu je mozné chapat jako rtizné aproximace integralu,
ktery definuje ptiristek hodnoty funkce u podle (34). Aproximace

tn

fu(t),t) dt = (tn — tn—1) f(un—1,tn-1) (69)

tn—1
zalozena na jednobodové integraci pomoci hodnoty integrandu na levém okraji vede k do-
predné metodé, aproximace

tn

fu(t),t) dt = (tn, — tn—1) f(un,tn) (70)

tn—1

pak vede ke zpétné metodé. Radu podobnych metod je mozno konstruovat podle vylepsenych
integracnich schémat. Mezi explicitni metody patii napfiklad modifikovand Eulerova metoda

Up = Up—1 + hnf (’U,n,1 + hnf(unfla tnfl)/27 tp—1 + hn/2) (71)
Heunova metoda
hay
Up = Up—1 + ? [f(un—b tn—l) + f (un—l + hnf(“n—ly tn—1)7 tn)] (72)

nebo Rungeova-Kuttaova metoda 4. raddu

hn,
Up = Up—1 + F (kl + 2k2 + 2]’{:3 + k4) (73)
kde

ki = f(un-1,tn-1) (
ky = f(up—1+ hnk1/2,tn—1+ hy/2) (
ks = f(up—1+ hnka/2,tn—1+ hp/2) (
ks = f(un—1 + hnks, ty) (

Implicitni metody mohou byt zaloZeny napf. na zobecnéném pravidle stiedniho bodu
(generalized midpoint rule = GMR)

Up = Up—1 + hp f ((1 - a)unfl + qup, tn—1 + ahn) (78)
nebo na zobecnéném lichobéznikovém pravidle (generalized trapezoidal rule = GTR)
Up = Up—1 + (1 - a)hnf(un—ly tn—l) + ahnf(u'm tn) (79)

kde « je parametr mezi 0 a 1. Pro a = 0 dostavame doprednou Eulerovu metodu a pro o =1
zpétnou Eulerovu metodu. Pro o = 1/2 jde v ptipadé rovnice (79) o standardni lichobéznikové
pravidlo a v pfipadé rovnice (78) o standardni pravidlo stfedniho bodu.

Jestlize je funkce f linedrni vzhledem k proménné u a mé tvar (66), jsou rovnice (78)—(79)
linearni a lze je vyresit v uzavieném tvaru. Naptiklad pro zobecnéné pravidlo stfedniho bodu
(78) dostaneme
[1 + (1 - a)hnan—l+a]un—l + hnbn—l-i-a

1 —ahpan—14a

(80)

Up =

10



kde jsme pro jednoduchost zapisu pouzili oznaceni an_1+aq = a(tn—1 + ahy) a byp_144 =
b(t,—1 + ahy,). Numerické stabilita je zaru¢ena, pokud koeficient nasobici w,_; nepiekroc¢i v
absolutni hodnoté jednicku, tedy pokud

1+ (1 —-a)hpan—1+a

—-1<
1- ahnan—l—‘rOc

<1 (81)

Pro a(t) <0 to vede na podminku

(2a — Dhpap—14+a <2 (82)
ktera je splnéna pro o > 1/2 pii libovolné velkém kroku h,, a metoda je nepodminéné stabilni.
Pro o < 1/2 pak dostavdame podminéné stabilni metodu, pfi¢emz kriticky ¢asovy krok

2
hcm' = - 83
! (1 —-20)an—1+a (83)

se pro klesajici a postupné zmensuje az k minimélni hodnoté hepyy = —2/a,—1 pro a = 0, coz
odpovida dopfedné Eulerové metodé, viz (64).
Pokud je soucinitel nasobici u,_; zadporny, lze ocekavat oscilace v feseni. Tento ptipad
nastava pri délce kroku vétsi nez
1

hose = — 77— 84
(1 - a)an—l—l-a ( )

Podobné pro zobecnéné lichobéznikové pravidlo a linedrni funkei f ve tvaru (66) mtzeme
feseni rovnice (79) napsat jako

w, = 1+ (1 —a)hpan—1]upn—1 + (1 — a)hpbp—1 + ah,by, (85)
1 — ahyan,

kde a,—1 = a(tp—1), an = a(ty), by—1 = b(tn,—1) a b, = b(t,). Za predpokladu a(t) < 0 lze
podminku stability
1+ (1—a)hpan—1

—-1<
1— ahyan,

<1 (86)

upravit na tvar
[aan, — (1 — a)an—_1]hy, <2 (87)

Pokud je a(t) = a = const., tedy pokud jde o linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty, jsou
zaveéry podobné jako pro zobecnéné pravidlo stfedniho bodu: Metoda je nepodminéné stabilni
pro o > 1/2 a podminéné stabilni pro a < 1/2, s kritickym krokem

2

(1-2a)a (88)

hcrit = -
V piipadé proménného koeficientu a(t) 1ze splnéni podminky (87) zcela obecné zajistit pouze

pro
2
hp < - 89
Y () P (89)
V tomto smyslu by tedy metoda byla jen podminéné stabilni pro vSechna o < 1. Pro hodnoty
a > 1/2 ale k naruseni stability miize dojit jen pfi prudkém poklesu absolutni hodnoty

11



funkce a v ramci daného kroku, ktery se vSak tézko miize opakovat v celé fadé na sebe
navazujicich kroki. Pokud tedy metodu pouzijeme s ¢asovym krokem nesplnujicim podminku
(89), muze chyba v nékterych krocich nartist, ale nelze ocekavat jeji systematicky dramaticky
rust. Mohli bychom také pro zvoleny krok h, nespliujici podminku (89) nejprve zkusmo
spoéitat a, = a(t,—1 + hy) a zkontrolovat podminku (87). Pti jejim splnéni lze krok bez obav
provést, pii nesplnéni je 1épe jej zkratit a provést novou kontrolu podminky (89).

Podrobnéjsi analyza by ukézala, ze obavy ze ztraty stability implicitni metody zalozené
na zobecnéném lichobéznikovém pravidle jsou pro o > 1/2 pfi konstantni délce kroku zby-
tecné. Lze to ilustrovat na jednoduchém prikladu. Zkoumejme naptiklad, jak chyba obsazena
v aproximaci pfesné hodnoty u(ts) pfibliznou us pfispéje k chybé v aproximaci pfesné hod-
noty u(tg) pribliznou ug. Pii opakované aplikaci vzorce (85) bude ptvodni chyba postupné
nasobena tfemi faktory, z nichz kazdy mé tvar zlomku z podminky (86), pficemz n nabyva
hodnot 4, 5 a 6. Celkové tedy bude chyba nasobena faktorem

1+ (1 —a)hag " 1+ (1—-a)has 1+ (1—a)has

= 90
36 1 — ahay 1 — ahas 1 — ahag (90)
Pro a(t) <0 a a > 1/2 plati
1 1—a)h 1 1—a)h
1+ (A =ahas| - 1A =a)has| (91)
1 — ahay 1 — ahas
takze lze napsat odhad
1 1—a)h
|Asg) < L+ A =ahas] (1, (1= a)hl —1) (92)

1 — ahag

Obdobné Ize postupovat pro libovolny pocet krokt, takze kazda nové vznikla lokalni chyba
nemize neomezené rust, ale muze se “sSifenim” zvysit maximalné na jisty nasobek. Proto
exponencialni rist globalni chyby nehrozi.

1.5 Priklad

Reseni Kelvinova modelu pomoci implicitni metody zaloZené€ na zobecneném lichobéznikovém
pravidle

For illustration, the graphs in Fig. 2b-d show the numerical solutions of the strain history
induced in the Kelvin model (see equation (53)) by the prescribed stress history specified in
Fig. 2a. The stress scale is normalized by the spring stiffness E and the time scale by the
retardation time 7 = n/FE. The stress jumps to 10~*E at time 0 and remains constant until
time 57. Then it increases linearly to value 5 x 10~4E attained at time 107, and subsequently
decreases quadratically and reaches zero at time 207. From that moment on, the stress remains
at zero level.

The strain histories numerically computed by three special versions of the generalized
trapezoidal rule (79) are presented in Fig. 2b-d. For each integration scheme, three different
time steps (in this example kept constant during the entire solution) have been used. For the
shortest time step, h = 0.27, the results (plotted as solid curves) are almost the same for all
the three methods, and are visually indistinguishable from the exact solution. Some differences
can be observed for larger time steps. The forward Euler method (Fig. 2b) is inaccurate for
h = 7, and becomes unstable for h = 57. Note that the Lipschitz constant is L = E/n =1/7
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Obrazek 2: (a) Predepsany vyvoj napéti pusobiciho na Kelvintv model; (b-d) vyvoj defor-
mace vypocteny (b) dopfednou Eulerovou metodou, (c¢) zpétnou Eulerovou metodou, (d)
standardnim lichobéznikovym pravidlem

and the critical time step according to (64) is herit = 2/L = 27. The backward Euler method
(Fig. 2c) is somewhat more accurate for h = 7 and the error remains reasonable even for
h = 57. The standard trapezoidal rule leads to a good accuracy for h = 7 (Fig. 2d), but large
deviations of an oscillatory character appear for h = 57.

Accuracy of the methods can be compared quantitatively if a specific measure of the error
is defined and evaluated. In this example, we use the root mean square of the differences
between the numerical solution and the exact one at all times ¢ between 0 and 307. For a
piecewise polynomial stress history, equation (53) admits an analytical solution, and so the
error of the numerical scheme can be evaluated precisely. The dependence of the error on the
step size is shown in logarithmic scale in the convergence diagram in Fig. 3. Individual points
correspond to errors of the numerical schemes for different time steps, ranging from 0.017 to
107. The dashed straight lines do not directly connect the points; they just indicate slopes
1:1 and 2:1 and help to identify the asymptotic convergence rates. As the step size tends to
zero, the error of the forward as well as backward Euler methods is proportional to the step
size, which means that in the logarithmic plot the points lie on a straight line of slope 1. For
the standard trapezoidal rule, the error is proportional to the square of the step size and the
points lie on a straight line of slope 2. This is in agreement with the theoretical analysis of the
numerical scheme,? according to which o = 0.5, corresponding to the standard trapezoidal

2The numerical approximation of the integral in (34) based on the STR is exact for a linear function, and so
the error of integration from ¢, to tx+h is dominated by the quadratic part of the integrand and is proportional
to h3. The total number of time steps over an interval of fixed length is inversely proportional to h, and so the

13



b

1 dopredny Euler —+
X R zpétny Euler ©
VX | lichob&znik x

chyba (RMS)
—
o
&
T

1077 K 1 1 b
0.01 0.1 1 10

bezrozmérny ¢asovy krok, h/7

Obrazek 3: Konvergencni diagram pro rtzné verze zobecnéného lichobéznikového pravidla
(zévislost chyby na délce kroku)

rule (STR), is the only value that leads to a quadratic convergence rate, and for all the other
values the convergence rate is linear.

The asymptotic convergence rate determines the error evolution as the step size tends
to zero, and thus is related to accuracy for very short time steps. From this point of view,
the STR is clearly superior to the forward or backward Euler methods. However, it is also
interesting to look at the accuracy for medium or even large step sizes. As seen in Fig. 3,
the error of the forward Euler method blows up for steps larger than ¢ = 27, due to the
loss of numerical stability. Already for step sizes below f.t but comparable to it, the error
is substantially larger than for the other methods; see also the strain values for h = 7 in
Fig. 2b. The STR gives the best accuracy for step sizes below 2.57, but for larger steps the
backward Euler method seems to be superior. This can be confirmed by a computation with
step size 107 continued over a longer time interval (still using the prescribed stress history
from Fig. 2a, with stress after time 207 identically equal to zero). Of course, one cannot
expect a high accuracy with such a long step, but the numerical results should at least reflect
the main features of the solution, in particular they should quickly approach zero after time
207. This is indeed the case for the backward Euler scheme but not for the STR. As shown
in Fig. 4a, strain values computed by the STR oscillate even after complete removal of the
stress, and the amplitude of oscillations decreases only slowly. Pollution of the results by such
oscillations becomes especially strong if the step size is progressively increased. Fig. 4b shows
the strain values obtained when the initial step size h; = 0.17 is doubled in each subsequent
step. For the STR, a large error is still observed at times one or two orders of magnitude
larger than the duration of the loading impulse. Again, the backward Euler method gives
acceptable results.

cumulative error is proportional to h%. For all other versions of the generalized trapezoidal rule, with a # 0.5,
the integration is exact for a constant function only, and the error is due to the linear part of the integrand,
thus being proportional to h? in one time step and to h after accumulation over a fixed interval.
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Obrézek 4: Porovnani vyvoje deformace vypocteného pomoci standardniho lichobéznikového
pravidla a zpétné Eulerovy metody s vyuzitim (a) konstantni délky kroku 107, (b) pocatecni
délky kroku 0.17 zvysSované v kazdém kroku na dvojnésobek
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