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Cil prace

Cilem prace bylo vyfesit metodou konecnych prvki rovnici ve tvaru
[:f_',[_‘]'__t_r I']I'I' —_ f

na intervalu(o,1) s okrajovymi podminkami u(o)= u(o) = u(1) = u'(1) = o
a pro takové a, které je po ¢astech konstantni, v prostoru W “a posléze
navrhnout néjaky snadno spocitatelny ukazatel chyby a posoudit jeho

vérohodnost.
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METODA KONECNYCH PRVKU
Uloha

Celou rovnici miizeme vynasobit libovolnou funkei w(x) e W, a
zintegrovat. Pokud dvakrat po sobé provedeme integraci per partes na
levé strané rovnice, mizeme postupné vyjadrit

1 1
J. (au”) vdx = J. fv dx,
0 o
1 1
f (au') v'dx = j fvdx,
0 o

1 1
f au'v'dx = J. fr dx.
0 0

&
Lok

Slabou formulaci ulohy je tedy nalézt @ e w,*, aby pro libovolné v e W~

platilo : :
j au'v'dx = f fvdx.
0 0



METODA KONECNYCH PRVKU
Uloha

* Oznacime skalarni souciny

(1 v)) = f auot d

d

(f.v) = Efvdr

a normy

Halll = + (. w))

lull = v (w,w)



METODA KONECNYCH PRVKU
Uloha

Pro hledané reseni 1w, musi platit

[:[:uU!EJ:]} = [:f! ?-j]r
((up,v)) = (f.v) = 0,
[[:HUJ'E]]) R ([:ﬂ: E’]] L F

((uy —tv))= 0

provsechna v e U. ReSeni u je tedy kolmd projekce  do prostoru
konec¢nych prvkd U ve smyslu skaldrniho souc¢inu ((--)).
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METODA KONECNYCH PRVKU

Volba konecnych prvku
Nasim cilem je tedy najit priblizné feseni 1, v prostoru U konec¢nych
prvka.

Konecné prvky volime po ¢astech jako tzv. Hermitovy polynomy, jejichz
definice se méni pouze v uzlovych bodech XqsXgy s Xy

Na kazdém elementu (x,,x,.,} jsou dany c¢tyfi stupné volnosti pro
bazové funkce - hodnoty a derivace v krajnich bodech.



N

METODA KONECNYCH PRVKU

Volba konecnych prvku

* Prlbéh funkci na elementu délky h

. Vi Pr+1 |

T X s
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METODA KONECNYCH PRVKU

Volba konecnych prvku

* Prabéh bazovych funkci na celém intervalu (o0,1)

LA LA




METODA KONECNYCH PRVKU
Matice tuhosti

Vyuzivame tzv. matici lokalnich vztahi.

Skalarni souciny ((~-)) budou nenulové pouze pro funkce na stejnych
nebo po sobé jdoucich intervalech.

Integraly na pravé strané vyjadiujeme pouze priblizné.



METODA KONECNYCH PRVKU
Matice tuhosti

* Systém zapisovani do matice je zndzornén na obrazku

el 1 el 2

el 6




METODA KONECNYCH PRVKU

Prubéh feseni
K vyreseni matice vyuzijeme program MATLAB.
Reseni ovliviiuji pouze koeficienty ptipadajici funkcim ¢, koeficienty
pripadajici funkcim ¥ neovlivni hodnoty v uzlovych bodech.

Cim jemnéjsi déleni pouZzijeme, tim presnéjsi je feSeni.



METODA KONECNYCH PRVKU

Prubéh reseni
* Re$eni pro funkci f, jejiz ¢tvrta derivace f™ = (1 — x) sinknx’ kde k= 5
* Cervena — presne reseni
* modra - feSeni spocitané metodou konec¢nych prvki

* Pocet elementti n =15
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METODA KONECNYCH PRVKU

Prubéh reseni
* Re$eni pro funkci f, jejiz ¢tvrta derivace f™ = (1 — x) sinknx*  kde k= 5
* Cervena — presne reseni
* modra - feSeni spocitané metodou konec¢nych prvki

* Pocet elementti n = 30

0.8




METODA KONECNYCH PRVKU

Prubéh reseni
* Re$eni pro funkci f, jejiz ¢tvrta derivace f™ = (1 — x) sinknx*  kde k= 5
* Cervena — presne reseni
* modra - feSeni spocitané metodou konec¢nych prvki

* Pocet elementti n = 50
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ODHAD CHYBY
Teorie

Pro ziskani ukazatele chyby budeme potfebovat zavést novy prostor W
konec¢nych prvk .

Bazové funkce tohoto prostoru budou také tvorit po ¢astech polynomy
tretiho stupné, ale délka jejich nosice bude polovi¢ni, tedy h.

V nasledujicim obrazku jsou bazové funkce nové pridaného prostoru
zobrazeny modpie.

Funkce z U a W jsou linedrné nezavislé, ozna¢ime V = U@W
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ODHAD CHYBY

Teorie

Poc¢itdme odhad normy chyby ¢ = u,, — ii pribliZného feseni u,,, ktery
bude opét kolmou projekci chyby e tentokrat vsak do rozsifeného
prostoru V. Tuto kolmou projekci chyby nazveme . ResSime teély

((e—epv)) =0,
(ug—ti—epv))= 0,
(e, ) = ((wy — 0, %)),
(e, ) = ((up,)) - (. )

pro vSechna
el



ODHAD CHYBY
Teorie

Pokud porovname odhad chyby & a pfesnou chybu e ziskame

lleyll1? = ((ev.e)) = ((ey — e +e.e)) = ((e. ) < llley Nl Hlelll,
tedy
eyl < [llelll

Z druhé strany se da ukazat, zZe

Hlelll = =M
T i

kde Be(0,1) je tzv. saturacni konstanta, ktera je obtizné ziskatelnd a
obecné nelze jeji existenci zarucit.



ODHAD CHYBY
Teorie

* Odhad chyby ziskame vyieSenim
{{:E].?J 1?}:] = {{HUJ 1?}] i {:f: 1?}

pro vSechna vel.



ODHAD CHYBY
Teorie

V pripadé€, ze mame feSeni uy £ V' tlohy
[[uw 1:']) = (f,v)

pro veV, aoznacime-li u, = u,, +u,,,, prokteré y e awu,, W,
plati

||Iul;.-"l;.-|..?'||| = | |IE|;.I|I| = —_—— ||Iul;.-"l;.-|..?'||| ’
T ey o
Kde konstanta y&(0,1) je dana vztahem

(Gew))” < ¥l liwll]

ProvSechna uel a wel,
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ODHAD CHYBY

Teorie

Reseni u ziskame pokud doplnime do matice tuhosti nové pridané
jemnéjsi funkce
Leva strana matice je Cisté diagondlni

Prava strana matice je pro funkce ¥ nulova - zptisobeno nepiesnou
integraci
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ODHAD CHYBY
Vysledky
Na nasledujicich grafech je zobrazena opét funkce f, pro kterou plati
f¥ =(1— x)sinkrx?

Ddle je vykreslen pribéh normy skute¢né chyby e (zelené) a pribéh
normy odhadu chyby #- (modre)



ODHAD CHYBY
Vysledky
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Vysledky
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ODHAD CHYBY
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ODHAD CHYBY
Vysledky
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Zaver
Vytesili jsme zadanou rovnici metodou konec¢nych prvkd a porovnali
jsme feSeni se skute¢nym feSenim
Navrhli jsme ukazatel chyby

Vzhledem k priibéhu ukazatele chyby a skute¢né chyby a vzhledem k
jejich chovani pfi zjemriovani déleni miizeme povazovat navrzeny
ukazatel chyby za vérohodny






