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ZADANTI

Predmeétem prace bylo analyzovat, jak se
bude chovat prizmatickjf, 1dealne
primy prut, ktery je kolmo vetknuty do
vodorovného podkladu a na Jehoz volny
konec pusobi svisle dolu sila F

/name:

- materialové a prurezové
charakteristiky prutu (E,l)

- délku prutu L

- velikost pusobici sily F

Vyboceni prutu uvazujeme libovolné
velké.

Gravitacni pole uvazujme homogenni.
Vlastni hmotnost prutu zanedbejme.




OSNOVA

Rovnice
Odvozeni pro vetknuty prut
Odvozeni pro kyvadlo
Pomoci silové rovnovahy
Pomoci energetické bilance
Analogie rovnic
Resenf
Zjednoduseni rovnice — analytické reseni
Program pro numerické reseni
Kategorie reseni
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Zaver



ODVOZENI ROVNICE PRO OHYBANY PRUT

Vychdazeli jsme z definice derivace:

OM(s) M(stds)—M(s) F.or—dy)—Fr _ _Fa_y

ds ds ds ds

Kde moment a silu lze vyjadrit jako: M = Elk = EI Z—(p,

S

. d -
A z geometrie situace % = sin(¢)

(o .. |87 :
Dostavame rovnici: % + ¢ sin(p) = 0

kde ¢c; = =2 = konst.

El
Podminky:
@(0) = 0 ve vetknuti je nulové pootoceni
M(L)=0= %1 — 0 navolném konci je
os (L)
nulovy moment S S -

Ulohu budeme fesit jako pocateeni, bude tedy potfebovat pocateéni
podminky, proto zavedeme novou podminku, tedy zvolime pocatecni

- a r rs rd e - rd
hodnotu derivace % - = @'y = Ky, kterd odpovida kfivosti ve vetknuti.
0



ODVOZENI ROVNICE PRO MATEMATICKE
KYVADLO
POMOCI SILOVE ROVNOVAHY"

Na hmotny bod predstavujici matematické kyvadlo ptsobi
gravitacni sila G a tahova sila vlakna T
Vyslednou silu Ize vyjadrit: F = mg sin(@)

Dale plati: s = lp T = mg cos @
ds d
v===12% o
dt dt mg cos @ mg s ¢
a = dv d’e
dt dt? G =mg

Z 2. Newtonova zakona F = ma dostavame rovnici:

dzrp .
—7 e sin(p) =0

kde ¢, = % = konst.
Pocatecni podminky:
Zname pocatecni polohu kyvadla ¢(0) = @y = 0

A pocatecni rychlost v(0) = ‘;—(i o = vy
0




ODVOZENI ROVNICE PRO MATEMATICKE
KYVADLO

POMOCI ENERGETICKE BILANCE:
Predpokladejme, Ze nedochazi k disipacim energie, pak je vnitfni energie AU

systému konstantni.

1
AU=E, .= Epmax tedy > MVnay = mgh

d
=212 =v=+/2gh, h=I(cosgy— cose) !
dt @
d(p Zg - s 2
= —-= |7 (cosgy — cosg) derivovanim dostaneme
2g .
dz — Sing d P ’
= ! .22 po vykraceni dostaneme
dt 2g dt
2 T(cos @o—Cos Q)
2 g . b = 1o @ — cOs @
— +Zsing =0 1= HcosTp=COSTY
az T sing '

Stejné pocatecni podminky:
(0) =@ =0

a
v(0) = % © =1y




ANALOGIE ROVNIC:

Prut:
] Rovnice:

ZT(ZP + ¢ sin(p) =0
Konstanta:
==t 7
PocCatecni podminky:
¢(0) =0

dop

ds 0)

Kyvadlo:

Rovnice:
d2

P :
4z + ¢, sin(@p) =0

Konstanta:

g _
CZ:T [s7%]

Pocatecni podminky:

p(0) =0
dp

- =7
atlg P




RESENT:

Zjednodu3eni rovnice pro malé uhly ¢

sin(p) = @ - " +cp=0

rovnice pro harmonicky oscilator

Analytické feseni: funkce ve tvaru ¢@(x) = 4, cos(\/E x) + Azsin(\/E x).

U kyvadla toto reSeni predstavuje

harmonické kmity s Ghlovou frekvenci Vc.

_lk

Prut se prohne do tvaru funkce sinus.




NUMERICKE RESENT:

@' + csin(¢) = 0 analyticky fesit nelze = numerické feseni

Cil:
charakteristiky prutu (E, I, L)

zatizeni (F)

g

PROGRAM

gt

funkce ¢ naintervalu (0, L)

(tvar prutu, obrazek)



PROGRAM

Interval (0, L) rozdélime na mensi intervaly velikosti A na kterych funkci ¢ po
castech nahradime kvadratickou funkci pomoci Taylorova rozvoje.

Q, (p' na pocatku zndme
¢ (0) = —csin(e(0))

Hodnoty pro dalSim interval:
(s +8) = () +9/().A+5¢"(s). A7

9 (s+8) =¢'(s) +39"(s).A

o (s+A)=—c sin((p(s + A))

Souradnice v jednotlivych intervalech lze spoditat ze vzorc(:
Sp = Sp_1 +A

x(s+A) =x(s) + A Cos(<p(s))

y(s+A) =y(s) + A sin(<p(s))

Pokud nastane <p' = 0, potom platis,, = L — Konec.



PRESNOST PROGRAMU:

Pfesnost takto sestaveného programu lze vyjadrit nasledovné:

Chyba dand Taylorovym rozvojem je 0(A3) = 0 (n%)

Na intervalu (0, L) se vyskytne chyba n-krat.

Celkova chyba je tedy O (niz) a pro rostouci n vysledek rychle konverguje.

Problémem je, Ze do takto sestaveného programu je potfeba zadat k.
— iteracni algoritmus (metoda pUleni intervalu)
— pro dané L, c zjisti odpovidajici k.

— vyrazné zvyseni ¢asové narocnosti programu.



KATEGORIE RESENI

Pro ocelovy prut (E = 210 GPa) o primérud = 3 cm asilu F = 100 N dostavame

m F i _ —
c="9 = —.=1210"%m2 = 0,01 m2
EI wd
64
1. Kategorie
T ql ———
il
il
|
;|
JL
bl
Ky = 0,01 Ko = 0,14
6 \ ol
Ko = 0,16 kg = 0,18 kg = 0,19
0 0 0
3. Kategorie
ol e W] 2 g Pi vétsich &y nikdy nebude
. J - ix spinéno 22|  =o.
gl == —— | st e ds I¢s,,)
g -—_-_:)(;j S —82 Pruty v feSeni 3. kategorie
| I . ——— / nejsou konetné. Jde tedy jen o
- ‘ o ‘ T teoreticka feseni a nelze je
) o _ 001 ’ ) : el ocekavat v praxi.
Ko = 0,201 iy = 0,25




Pro zaporné pocatecni krivosti dostavame reSeni symetricka podle osy y. To plyne
z faktu, Zze znaménko krfivosti se meéni s orientaci osy x. Totéz pro kyvadlo kde zaporna
pocatecni rychlost znamend opacnou orientaci osy x.

Prut se ohne tak, ze @(L) = .
Pro kyvadlo plati @ € (—a, ).

Porovnanim Ey = E, dostaneme %mvo2 = mgh = mgl(1 — cos(a))

2
odkud vy2 = 2gl(1 — cos(a)), a = arccos(1 —~>).
8 2gh

1-2: a = %dostévéme podminku VOZ = 2gl, pro prut obdobné K02 = 2cC.

2-3: a = T dostdvame podminku vy% = 4gl, pro prut obdobné Kg? = 4c.

Prut se bude nekonecné ohybat se svislou asymptotou.
Kyvadlo bude mit praveé tolik energie, aby dosahlo polohy s max E,, ale

v nekonec¢ném case.
!
3 kategorie: nebude splnéno ¢ = 0.

To znamena, Ze neexistuje prut konecné délky, ktery by situaci splrioval
Pro kyvadlo to znamena, ze se prehoupne pres polohu s max E;, a bude obihat

porad dokola.



PREHLED KATEGORII RESENT:

1. Kategorie

kg2 < 2¢

n
p(l) < 7

1-2:
rc(,z =2c

T
o) = 2

2. Kategorie
Ky € (2c,4c)

@(L) € (g,n)

2-3:
rc(,z =4c

L

pl)==m

Reseni pro nekoneény prut

3. Kategorie

rc(,z >4c

Reieni pro nekoneény prut

°
~
=
o
8




L = f(c) pfi konstantni x;
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ZAVER:

Soucasti prace bylo vytvoreni programu v jazyce Pascal.

Pomoci vytvoreného programu:

pro dané £ [ L, F urcime k,

nasledné simulujeme cely prut s pozadovanou
presnosti

Ze ziskanych dat lze vytvorit obrazek napr. pomoci
programu Gnuplot
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