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Vedoućı práce: Ing. Martin Doškář Ph.D.
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1 Úvod

Seminárńı práce se předevš́ım věnuje řešeńı roštových konstrukćı obecnou deformačńı metodou. Hlavńım
ćılem práce je vytvořit s pomoćı výpočetńıho programu MatlabR©obecný skript na řešeńı rošt̊u po-
moćı ODM. Daľśım úlohou práce je vyšetřeńı vlivu krouceńı na jednoduchém balkonovém nosńıku v
zaávislosti na jeho mechanických a geometrických parametrech a dále optimalizace rozmı́stěńı prut̊u
plošně zat́ıženého roštu s danými rozměry.

2 Rošty a balkonové nosńıky

Definice: Rošt je rovinná konstrukce sestávaj́ıćı zpravidla ze dvou soustav kř́ıž́ıćıch se prut̊u zat́ıžená
kolmo ke své rovině.
Pro standardńı souřadný systém v roštu tedy vzniká posouvaj́ıćı śıla Vz a dva momenty - kroutićı Tx a
ohybový My.

3 Rošty v ODM

Ćılem programu je z dodaných materiálových a geometrických informaćı konstrukce automaticky vypoč́ıtat
vnitřńı śıly, neznámé posuny a vykreslit deformovaný tvar konstrukce. Obecná deformačńı metoda je k
tomuto účelu navýsost vhodná, nebot’ je velmi jednoduše algoritmizovatelná.

3.1 Nast́ıněńı principu řešeńı

Podstata řešeńı je analogická té u rámových konstrukćı, rozd́ıl je jen v nahrazeńı normálové śıly N
momentem Tx, respektive posunem u pootočeńım ϕx. Závislosti pr̊uběhu jsou obdobné - śıla/moment
záviśı na koncových deformaćıch a po délce prutu je rozložen rovnoměrně.

N l =
EA

L
(ul2 − ul1)

Tx =
GIk
L

(ϕx
2 − ϕx

1)

Do struktury styčńık̊u se zadefinuj́ı globálńı souřadnice jednotlivých styčńık̊u a informace o tom, jestli
je př́ıslušným pootočeńım ϕx , ϕy a posunu w bráněno vazbami, respektive jestli maj́ı být považovány
za neznámé ve výpočtu pro př́ıpady s kloubovým spojeńım. Struktura prut̊u nese informace o koncových
styčńıćıch, materiálu (E, ν/G, αT ) , pr̊uřezu (tvar, rozměry) a typu uložeńı. Každému zat́ıžeńı se přǐrad́ı
subjekt, na který p̊usob́ı (prut, styčńık) a př́ıslušné pořadové č́ıslo, zp̊usob zat́ıžeńı (osamělá śıla, spojité
zat., nesilové zat́ıžeńı atd.) a intenzita v odpov́ıdaj́ıćıch jednotkách.
Prvńım krokem ve výpočtu je sestaveńı matic tuhost́ı Kei všech prut̊u v závislosti na globálńıch posunech
a globálńımu zat́ıžeńı a s pomoćı techniky kódových č́ısel sestaveńı globálńı matice K. Pro názornost
uvád́ım maticový zápis.

Klul = F l

S využit́ım standardńı transformačńı matice v globálńım SS a v závislosti na neznámých globálńıch
posunech a globálńım vektoru zat́ıžeńı tedy

KlTug = TF g

T ′KlTug = F g,

kde člen T ′KlT odpov́ıdá zmı́něné matici tuhosti Ke prutu v globálńım SS.
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Pro neznámé řazené v pořad́ı ϕx ϕy w v rozepsané formě

T =


c s 0 0 0 0
−s c 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
0 0 0 0 0 1

 ; ul =


ϕx
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Nápodobně sestav́ıme vektor pravé strany. Pro účinky prutového zat́ıžeńı plat́ı

f̃g = T ′f̃ l,

přičemž f̃ l je vektor koncových sil prutu určený z podmı́nek rovnováhy pro dané prutové zat́ıžeńı

f̃ l =
[
T̃ x
ab M̃y

ab Z̃ab T̃ x
ba M̃y

ba Z̃ba

]T
a k sestaveńı potřebného vektoru zat́ıžeńı odpov́ıdaj́ıćımu maticiK a vektoru neznámých u opět využijeme
kódových č́ısel a lokalizace. Vlnka odlǐsuje, že p̊uvodem sil/deformaćı je zat́ıžeńı na prutu.

Nebot’ každý sloupec v matici tuhosti K odpov́ıdá śıle/momentu od jednotkových koncových de-
formaćı a každý řádek reflektuje konkrétńı př́ıslušnou silovou/momentovou podmı́nku rovnováhy na
styčńıku, do vektoru zat́ıžeńı F vstupuj́ı ve znaménkové konvenci ODM v kladném smyslu účinky vněǰśıho
styčńıkového zat́ıžeńı a v záporném smyslu koncové śıly od prutového zat́ıžeńı.

Skript 1: Př́ıklad lokalizace koncových sil od rovnoměrného zat́ıžeńı do F
1 i f strcmp ( load ing ( iL ) . entityType , ’ element ’ )
2 switch load ing ( iL ) . loadType
3

4 case ’ uniform ’
5 Fe{ iL} = g i v e l o a d v e c t o r f o r u n i f o rm d i s t r i b u t e d f o r c e ( beams ( load ing ( iL ) .

en t i t y Id ) , nodes , l oad ing ( iL ) . loadValue ) ;
6 end
7

8 % Loca l i z a t i on
9 locN = [ nodes ( beams ( load ing ( iL ) . en t i t y Id ) . nodeIds (1 ) ) . codeNumber , nodes ( beams (

load ing ( iL ) . en t i t y Id ) . nodeIds (2 ) ) . codeNumber ] ;
10 f o r j = 1 :6
11 i f ( locN ( j ) ˜=0)
12 F( locN ( j ) ) = F( locN ( j ) ) − Fe{ iL }( j ) ;
13 end

V tuto chv́ıli je možné vyřešit soustavu lineárńıch rovnic Ku = F a stanovit hodnoty globálńıch
posun̊u a pootočeńı u a následně dopoč́ıtat koncové vnitřńı śıly všech prut̊u. Transformaćı účink̊u od
koncových deformaćı a nestyčńıkového zat́ıžeńı zpět do lokálńıch souřadnic prutu a źıskáme śıly od-
pov́ıdaj́ıćı konvenci DM. Skutečné vnitřńı śıly jsou na koncovém uzlu prutu orientovány totožně, na
vstupńım opačně než v DM. Skutečné vnitřńı śıly dostaneme

T x
ab

My
ab

Zab

T x
ba

My
ba

Zba

 =


−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

T (Kug + f̃g)
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A lze vykreslit deformovaný tvar. Celkový pr̊uhyb v jakémkoli bodě na konstrukci źıskáme lineárńı
superpozićı pr̊uhyb̊u od koncových pootočeńı a posun̊u w a prutového zat́ıžeńı. Pro odvozeńı pr̊uběhu
pr̊uhybu od nestandardńıch typ̊u zat́ıžeńı si můžeme pomoci symbolickými výpočtu v programu MatlabR©.

Obrázek 1: Vykresleńı roštu s pruty vetknutými na konćıch. Pr̊uhyby 100x přehnány
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4 Parametrická studie balkonového nosńıku

4.1 Úvod

Ćılem parametrické studie je vyšetřit vliv krouceńı na pr̊uhyb uprostřed vyložené části balkonového
nosńıku v závislosti na vstupńıch parametrech.

Obrázek 2: Balkonový nosńık

4.2 Využit́ı silové metody a redukčńı věty

Zadaný symetrický staticky neurčitý nosńık převedeme na základńı soustavu přerušeńım v polovině čelńı
části. Na základńı soustavě vyřeš́ıme pr̊uběhy vnitřńıch sil od skutečného zat́ıžeńı a dvojic jednotkových
sil X1, torzńıch moment̊u X2 a ohybových moment̊u X3.
Soustava rovnic má standardńı podobu:δ11 δ12 δ13

δ21 δ21 δ23
δ31 δ32 δ33

X1

X2

X3

 =

−δ10−δ20
−δ30

 (1)

Uváž́ıme-li vlivy krouceńı, matice poddajnosti má tvar

C1 =
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a řešeńım je X1

X2
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 =


0
0

fB2 (BGIk + 6EIL)

24 (BGIk + 2EIL)


Pokud se rozhodneme účinky krouceńı zanedbat, dostaneme matici podadajnosti v podobě

C2 =


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a př́ıslušný ohybový moment X3 =
fB2

24
.

S využit́ım PVs a redukčńı věty nyńı již můžeme zkoumat vliv krouceńı na pr̊uhyby. Se symbolickými
výpočty si opět můžeme pomoci programem MatlabR©.

Pro pr̊uhyb se započ́ıtaným vlivem krouceńı plat́ı:

w1 =
1

GIk

[
L

(
−B
2

)(
B2f

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

)
− fB2

8

)]
+

(
fB

2

)
L3

3EI

+
1

2EI

[
−
(
B

2

)2(
fB2

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

))]
+

f

(
B

2

)4

8EI

, kde názorný význam jednotlivých sč́ıtanc̊u odpov́ıdá postupně pr̊uhybu uprostřed vyložené části od
vzájemného pootočeńı rohových konc̊u na obousměrně vetknutém nosńıku, pr̊uhybu na konci konzoli
zat́ıžené osamělou silou, pr̊uhybu od momentu v reakci źıskaném z podmı́nky kompatibility př́ı řešeńı SM
na konci konzoli a pr̊uhybu na konci konzoli zat́ıžené rovnoměrným zat́ıžeńım.

V př́ıpadě zanedbáńı krouceńı bychom dostali

w2 =

(
fB

2

)
L3

3EI
−

(
B

2

)2
fB2

24

2EI
+

f

(
B

2

)4

8EI
, (2)

kde se logicky neuplatńı člen od zkrouceńı bočńıch prut̊u.

Sledujme nyńı podobnost vyjádřených hodnot
w2

w1
v závislosti na poměru B/L a torzńı tuhosti. Bez-

rozměrný relativńı pod́ıl pr̊uhyb̊u je pro rotačně symetrické pr̊uřezy v upravené podobě roven

w2

w1
= 1− 8B3L(1 + ν)

B4 + 64BL3 + (10B3L+ 128L4)(1 + ν)

Obrázek 3: Závislost poměru B/L a G/E na chybu ve výpočtu pr̊uhybu vlivem zanedbáńı krouceńı
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Dominantńı roli tedy hraje geometrie konstrukce, vlivy tuhosti krouceńı jsou ale také výrazné a pro
běžné př́ıpady je nelze unifikovat. Přesnost řešeńı konverguje ke 100 % jen v extrémńıch př́ıpadech. Malých
chyb bychom se dopouštěli jen pro velmi vyložené nosńıky, kde je celkový pr̊uhyb silně ovlivněn samotnými
pr̊uhyby bočńıch prut̊u společných pro oba př́ıpady, nebo u velmi širokých nosńık̊u, kde převládá vliv
pr̊uhybu od spojitého zat́ıžeńı rostoućı se čvtrou mocninou B. U běžných balkonových nosńık̊u bychom se
při zanedbáńı krouceńı dostali až pod 60% hranici věrnosti hledaného pr̊uhybu, je třeba jej tedy uvažovat.

Jelikož ke krouceńı docháźı pouze u bočńıch prut̊u, můžeme tutéž závislost vyšetřit na čelńım prutu
”očǐstěném”o pr̊uhyby prut̊u bočńıch.

Pro rotačně symetrické pr̊uřezy je pak pod́ıl
w2

w1
roven

w2

w1
=

B + 2L(1 + ν)

B + 10L(1 + ν)

Uspokoj́ıćı přesnosti dosáhneme jen u mimořádně ńızkého poměru B/L, vliv zkrouceńı hraje silnou roli.

Obrázek 4: Závislost chyby vypočteného pr̊uhybu na poměru B/L a G/E při zanedbáńı krouceńı, pouze
čelńı prut

Jelikož poměr
w2

w1
v grafu 4 konverguje k 1 pro

B

L
→ ∞, čemuž z rovnice 2 oproštěné o pr̊uhyby od

bočńıch prut̊u odpov́ıdá známý výraz pro pr̊uhyb na oboustranně vetknutém spojitě zat́ıženém nosńıku

w2 = −

(
B

2

)2
fB2

24

2EI
+

f

(
B

2

)4

8EI
=

1

384

fB4

EI
,

sledujeme, že rohové uzly se na čelńım prutu v tomto př́ıpadě chovaj́ı jako vetknuté.

6



Obrázek 5: Působ́ıćı ohybové momenty

Toto chováńı lze dokázat i limitńımi přechody pro pr̊uběh ohybových moment̊u na čelńım prutu. Pro
složky pr̊uběhu momentu My p̊usob́ıćı na čelńı prut zobrazené v obrázku 5 źıskané z řešeńı silovou meto-
dou v rovnici 1 při fixovaném B a L→ 0 plat́ı pro

krajńı moment

lim
L→0

(
−fB2

8
+
fB2

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

))
= − 1

12
fB2

a moment uprostřed rozpět́ı

lim
L→0

(
fB2

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

))
= −fB

2

24
,

což podle očekáváńı odpov́ıdá moment̊um na oboustranně vetknutém nosńıku.

Pro limitńı přechod L→∞
pro krajńı moment:

lim
L→∞

(
−fB2

8
+
fB2

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

))
= 0

pro moment uprostřed

lim
L→∞

(
fB2

24

(
1 +

4EIL

BGIk + 2EIL

))
=

1

8
fB2

což odpov́ıdá moment̊um na prostě podepřeném nosńıku.
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5 Optimalizace roštu s využit́ım funkćı programu MatlabR©

Úkolem optimalizace bylo nalezeńı co nejefektivněǰśıho rozmı́stěńı jednotlivých vzájemně kolmých prut̊u
na plošně zat́ıžené kosntrukci tak, aby byly minimalizovány pr̊uhyby. Rošt se skládal z dvou sad prut̊u
v každém směru kloubově podepřených na všech konćıch. Úloha se numericky řešila na konstrukci o
rozměrech 10 a 6 m s p̊usobeńım rovnoměrného plošného zat́ıžeńı intenzity 10 kN/m2. Pro zjednodušeńı
výpočtu byla zavedena řada zjednodušuj́ıch předpoklad̊u. Zat́ıžeńı je mezi jednotlivé pruty rozloženo
striktně pod úhlem 45◦a dále uvažováno jako rovnoměrně spojité prostým poděleńım p̊usob́ıćı śıly délkou
zatěžovaného prutu. S ohledem na zabráněńı zanášeńı výpočetńı chyby vlivy deplanace byly pro pruty
zvoleny kruhové profily s mechanickými vlastnostmi odpov́ıdaj́ıćımi oceli.
Konstrukce je zadána záměrně jako dvojose symetrická. Tento fakt nám při numerickém výpočtu zásadně
sńıž́ı výpočetńı náročnost. U rošt̊u symetrických podle osy x plat́ı symetrie pr̊uhyb̊u w a pootočeńı ϕx a
antisymetrie pootočeńı ϕy, u symetrie podle osy y plat́ı rovnost pr̊uhyb̊u w pootočeńı ϕy a antisymetrie
pootočeńı ϕx.

Obrázek 6: Schéma optimalizovaného roštu

Globálńıho minima pro uvedený postup dosáhne pro a = 0, 6004m a b = 0.0501m, př́ıpadně podle
okrajových podmı́nek. Druhé významné lokálńı minimum úlohy se dosáhne při a = 3, 5156m a b = 2.95m

(a) (b)

Obrázek 7: a) Globálńı minimum úlohy, b) Druhé lokálńı minimum
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6 Závěr

Dı́ky semestrálńı práci jsem si v́ıce osvojil použ́ıváńı programu MatlabR©, seznámil jsem se s jeho opti-
malizačńım baĺıkem a naučil se jej částečně použ́ıvat. Prohloubil jsem si své znalosti o roštech a naučil
se je efektivně řešit deformačńı metodou. Seznámil jsem se nav́ıc s webovými git repozitáři a sázećım
programem LaTeX.

Děkuji vedoućımu své práce a výbornému učiteli Ing. Martinu Doškářovi, PhD. za veškeré rady a čas
strávený u konzultaćı.
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