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Abstrakt

Numerické modelovani je stale rozsahlejsi pristup k feseni inzenyrskych
tloh. Pokrok vypocetni techniky umoznuje fesit i mnohem slozitéjsi modely a
ziskat tak vice informaci o chovani systému v urcitych podminkéch. Jednou z
takovychto tloh muze byt rozsireni modelu o nahodnost, ktera muze mit na-
priklad ptivod v nedostatku nebo nepfesnosti méreni vstupni veliciny. Cilem
predlozené prace je algoritmické zpracovani a porovnani dnes pouzivanych
metod pro feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic s nejistymi vstupnimi pa-
rametry v popisu proudéni podzemni vody.
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Abstract

Numerical simulations have become popular approach for solving engi-
neering problems. The progress of computer technology then enables to solve
more complex models and consequently to get more information about sys-
tem behavior. Such a complex problem is here represented by the extension
of deterministic material model by uncertain inputs, which may take origin
in the lack or inaccuracy of the measurements. Therefore the aim of this
work is to create an algorithms and to compare currently used methods for
solving partial differential equations with uncertain input parameters in the
description of groundwater flow.
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1 Uvod

Svét se zménil z analogového na digitalni, z klasické kontinualni do diskrétni
matematiky [19, 17] a numerické simulace se béhem poslednich let staly béz-
nou praxi a neodmyslitelnou ¢asti pri feseni inzenyrskych tloh. Trvajici trend
rustu vykonu pocitacii umoznuje najit presnéjsi reseni stale komplexnéjsich
systémil zalozenych na matematickych modelech.

Tyto modely lze priblizné rozdélit do dvou kategorii, které se vzajemné
prolinaji. Prvnim a nejspiSe nejznameéjsim druhem jsou modely, které se snazi
néjakym zptisobem predpoveédét budoucnost. Do této kategorie patii napti-
klad model predpovédi pocasi [6, 30, 31|, ktery ze znalosti aktualni teploty a
tlaku urcuje vyvoj téchto veli¢in v ¢ase. Dalsim druhem prognostického mo-
delu muze byt obchodovani na burze a feseni Black-Scholes rovnice [3, 24].
Zminéné modely jsou velmi obtizné fesitelné a obsahuji velké mnozstvi ne-
jistot, které vyplyvaji z obtizné sestavitelného popisu zédkladniho systému.

Dalsim druhem jsou modely vytvorené za ticelem omezeni poctu experi-
mentt z divodu vysokych nakladi na jejich realizaci. Ty slouzi napriklad v
leteckém priamyslu pro navrh tvaru kridel, trupu nebo motort a posouzeni
jejich efektivity [12, 21, 18]. Prakticky se vyzkousi jen mald ¢dst vysled-
nych navrhi. Do této kategorie tedy patii i veskeré optimalizac¢ni algoritmy
hledajici naptiklad idedlni geometrii, rozlozeni hmotnosti nebo materiadlové
vlastnosti za podminek, kterym model vystavujeme [36, 12, 21].

Zejména druhd kategorie modell je z dnesniho pohledu velmi zadand a
vice nez kdy jindy se klade diraz na efektivitu navrhu, setfeni materialem a
celkové snizeni mnozstvi spotfebované energie. Tento vyvoj jde ruku v ruce s
vyvojem na poli materiali, automatizaci vyrobnich procest, ve kterych hraje
lidsky faktor stale mensi roli, atp..

Matematické modely je zaroven nutné chapat pouze jako idealizace, je-
jichz cilem je zapsani zakonu prirody v matematickém jazyce, nasledné posta-
veni modelu do neznamé situace a predikce chovani reality. Mize byt velmi
obtizné zachytit vSechny vlivy a parametry ridici dany systém af jiz z duvodu
nedostatecné znalosti zakladniho systému, slozitosti feseni tiplného modelu
nebo nejistotami vstupnich hodnot.

Porovnanim chovani modelu oproti realité tedy budeme vzdy nasledné po-
zorovat odchylky zplisobené idealizacemi jak na trovni modelu, jeho feseni,
tak na jiz zminénych nejistotach vstupnich parametrii pochazejicich z real-
nych méreni v podobé geometrie, fyzikdlnich konstant, vlastnosti materiala
nebo pisobeni okolniho prostredi. Odchylkou na tirovni modelu je myslena ta-
kova chyba, ktera i za presného feseni modelu se vstupnimi daty vystihujicimi
okolni prostiedi vede na vyrazné odlisné vysledky, nez jaké ukazuje realné



pozorovani. Tato chyba muze byt zpusobena napriklad prekro¢enim mezi, za
kterych byl model vytvoren nebo obecné nespravné zavedenymi predpoklady.
7 hlediska numerického feseni vysledné tlohy mtize navic hrat vyznamnou
roli diskretizac¢ni chyba, ktera se vyvojem na poli vypocetni techniky stava
zanedbatelnou, coz dava moznost vénovat se obohaceni modelu o dalsi vlivy.
lezeni urcité rovnovahy moznych nepresnosti, nez neuvazena snaha odstranit
jediny zdroj chyb, coz ve vétsiné pripadli vede na netimérné zvyseni vypo-
¢etnich narokl za nepatrného priblizeni se k presnému feseni. Je tedy nutné
se nejprve zamyslet jaky model fesime, jakou presnost ocekdvame a nasledné
se rozhodnout jaké vlivy je vhodné zanedbat a jakymi se naopak zabyvat.

Néaplni této prace je kombinace modelu pro makroskopicky popis proudéni
podzemni vody s prostorovou nejistotou materidlové vlastnosti, vyjadiujici
jak snadno prostiedi propousti vodu. Predpoklada se tedy, Ze nejistota ma-
teridlového parametru dosahuje takovych hodnot, ze mé v redlnych podmin-
kach nezanedbatelny vliv na odezvu systému. Zejména v prostiredi proudéni
podzemni vody je toto téma aktualni z divodu obtiznosti odhadu vlastnosti
podlozi a experimentélni vrty jsou zaroveri velmi drahé. Usp&Sné prognéza
chovani takového modelu je zalozena na znalosti vstupni statistiky tohoto
parametru a obecné znalosti prostorové distribuce této veliciny.

Tato myslenka je motivovana analyzou rizik inzenyrskych systémi. Mozna
kritéria pro vyhodnoceni riznych poruch protipovodnovych opatfeni jsou
uvedeny napiiklad v [8]. Porucha zemni hrdze muze nastat naptiklad vnitini
erozi v télese nebo samotném podlozi disledkem zvysené rychlosti proudéni,
kterd ma pri prekroceni kritickych hodnot za nasledek odplavovani jemnych
zrn a oslabovani skeletu. Velmi zajimava muze byt analyza casové zavislych
procest, kdy lze napriklad studovat vznik poruchy vlivem kolisani hladiny a
doba odvodnéni télesa vyjadrena pravdépodobnosti. V opac¢ném piipadé pak
miize jit o odhad doby, za kterou dojde k priisaku podzemnich vod na terén
chranéného tzemi [9]. Mimo poruch u protipovodnovych opatfeni muze byt
také zkoumana pravdépodobnost vyskytu a polohy vyronového bodu, pritok
do drénu a podobné.

V neposledni tadé je cilem této prace poskytnout predstavu o matema-
tickém popisu proudéni podzemni vody, popsat vyznam jednotlivych veli¢in
a vztahil mezi nimi, stejné jako smysl a popis metod vyvinutych za tcelem
feseni takovychto tloh. Diraz byl rovnéz kladen na srozumitelnost textu, nez
na obecnost a tuplnost, tj. vynechani takovych detaili, aby byla hlavni mys-
lenka pochopena, ale zaroven ukazani celého postupu feseni s konkrétnimi
vysledky. Ctenai s hlub§im zdjmem o jednotlivé ¢asti prace je odkézan na
odbornou literaturu v dané kapitole.



Posloupnost a napln jednotlivych kapitol je nasledujici: Druhé kapitola se
vénuje odvozeni zakladnich fidicich rovnic pro popis proudéni podzemni vody.
Odvozeni jednotlivych ¢asti je provazeno popisem zjednodusujicich predpo-
kladt s jejich dusledky a struénym popisem vyznamu pouzitych matematic-
kych operaci. Celkové dava nahled na mozné omezeni, ve kterych se v ramci
modelu miizeme pohybovat, tj. za jakych podminek byl model vytvoren a
v jakych podminkach je tedy reprezentativni. Velmi struéné jsou néasledné
popsany pouzité okrajové podminky:.

Tteti kapitola zavadi zakladni vztahy teorie pravdépodobnosti. Zaklad-
nim smyslem této casti je poskytnuti celkového prehledu o vyznamu a znaceni
jednotlivych operaci a pojmi, které budou pouzity v dalsich kapitolach.

Obsahem c¢tvrté kapitoly je predstaveni zptsobu modelovani ndhodného
pole jako funkce nezavislych ndhodnych proménnych. Zaroven se zabyva chy-
bou zplisobenou diskretizaci ve stochastickém prostoru v ramci aproximova-
ného materialového parametru.

Pata kapitola poskytuje iivod do polynomialniho chaosu, tj. bazi pro apro-
ximaci odezvy stochastické ¢asti. Po struéném predvedeni zakladnich vlast-
nosti je ¢ast kapitoly vénovana zplisobu aproximace znamych funkci.

Sesté kapitola je vénovana feseni tohoto druhu tiloh metodou kone¢nych
prvki. Presnéji feceno je prostorova cast tlohy vzdy zpracovana Galerki-
novou metodou a pro feseni stochastické casti jsou celkem ptredvedeny tri
pristupy, kterymi jsou stochastickd Galerkinova metoda, stochasticka kolo-
kace a metoda Monte Carlo. Vysledky jednotlivych metod jsou koeficienty
bazovych funkci, pripadné jednotlivé simulace a odezva modelu v predem
definovanych uzlech. V zavéru této kapitoly jsou proto odvozeny vztahy pro
transformaci téchto koeficientii do relevantnich statistickych velic¢in s fyzikal-
nim vyznamem.

V sedmé kapitole se porovnavaji dva hlavni pristupy pro teSeni rozsi-
fenych rovnic, tj. standardni metoda Monte Carlo a stochastickd Galerki-
nova metoda. Celkem jsou ukazany dva priklady a porovnani obou metod na
urovni presnosti, ¢asovych a systémovych naroki. Pro metodu Monte Carlo
je znazornéna efektivita implementace paralelni verze. Nasleduje diskuse nad
obéma pristupy, zhodnoceni hlavnich vyhod a nevyhod a navrh tprav pro
zrychleni pripadné moznostmi navyseni vypocetnich kapacit.



2 Proudéni podzemni vody

Simulovani proudéni podzemni vody je zalozeno na vytvoreni a nasledném re-
seni matematického modelu, nejc¢astéji reprezentovaného diferencidlnimi rov-
nicemi s okrajovymi a pocateénimi podminkami. Tyto rovnice jsou odvo-
zeny z fyzikalnich principti, jimiz se fidi proces, ktery chceme modelovat a
jejich zakladnim smyslem je ,zakédovani“ urcité zdkonitosti na elementar-
nim dilku. V ptipadé proudéni podzemni vody jsou relevantnimi fyzikalnimi
principy Darcyho zakon a rovnice kontinuity. Kombinaci vSech matematic-
kych vztaht popisujicich jednotlivé principy je mozné ziskat obecnou rovnici
popisujici proudéni podzemni vody, v tomto pripadé parcialni diferencialni
rovnici (PDR) druhého radu.

Nasledné se pouziva nékolik variant této rovnice v zavislosti na tom, zda
feSime dvojrozmérnou nebo trojrozmérnou tulohu, jestli je uvazovany mate-
rial izotropni nebo anizotropni nebo jestli bude treba celou tlohu modelo-
vat jako ¢asové zavislou (neustalenou, nestacionarni) nebo ¢asové nezavislou
(ustalenou, stacionarni). V nasledujicich kapitolach nejprve odvodime nej-
obecnéjsi rovnici proudéni (neustdlené proudéni stlacitelné kapaliny v he-
terogennim anizotropnim prostredi) a dale zavedeme fadu zjednodusujicich
predpokladi (ustélené proudéni nestlacitelné kapaliny v homogennim izot-
ropnim prostredi)!, které vyjadiuji povahu systému a vlastnosti, které jsou
rozhodujici pro zkoumany problém. Tyto predpoklady zjednodusi resitelnost
ulohy za prijatelné ijmy na presnosti reseni.

Autor vnima jako velmi dilezité pochopit odvozeni, vznik a prijeti vsech
zjednodusujicich predpokladta zakladniho problému, jakozto interpretaci fy-
zikdlnich a matematickych (geometrickych) vyznamu. V ndvaznosti na ka-
pitolu 6.2, ktera pojednava o stochastickém rozsiteni, se bude pristupovat
k modelu proudéni jako k samostatnému objektu bez omezeni k zavedenym
piredpoklad@im. Resen{ rozsffenych rovnic pak mize velice jednoduse vést k
poruseni zakladnich pfedpokladii a tedy k neredlnym vysledktim?. Je tedy
dilezité védét o omezenich, za kterych vytvarime predpoklady a ve kterych
se zaroven muzeme bezpecéné pohybovat. To je také divod, proc¢ je vénovana
této problematice zvysend pozornost.

1Je rovnéz diilezité chapat jako prvni zjednodusujici prvek oproti realité pfijeti Darcyho
zékona, jelikoz jde o empiricky vztah a je odvozen pro makroskopickou troven a uvazuje
pouze linedrni zavislost rychlosti proudéni na hydraulickém gradientu.

2Napiiklad linearni zavislost hydraulického gradientu na hydraulické vodivosti je s ros-
touci rychlosti proudéni pozvolna porusovana. Kritériem posouzeni platnosti Darcyho za-
kona v tomto pripadé byva kontrola Reynoldsova ¢isla, které rozlisuje lamindrni a turbu-
lentni proudéni. Obvykle Re<1 je laminarni proudéni a Darcyho zakon lze pouzit. Expe-
rimentdlni testy prokézaly, Zze pro Re<10 mtze byt stdle rychlost proudéni Darcyovska.
Pro Re>10 neni Darcyho zékon platny [32].



2.1 Darcyho zakon

V roce 1856 francouzsky inzenyr Henry Darcy pracoval na projektu zahr-
nujici pouziti pisku na filtraci vody. Provadél laboratorni pokusy a zkoumal
faktory, kterymi se ridi rychlost proudéni vody piskem. Vysledky jeho pokust
definuji zakladni empirické principy makroskopického proudéni podzemnich
vod, které jsou zaclenéné v rovnici nyni zndmé jako Darcyho zdkon [43].

Pokus se sestava ze sloupce naplnéného piskem. Dva manometry méri
hydraulickou vysku u ve dvou bodech, kterou lze rozlozit podle (rov. 2.2)
na vysku geodetickou u, a tlakovou u,*. Vzorek je plné nasyceny a je v
ném vynuceno ustalené proudéni. Pratok @ je pak pfimo timérny rozdilu
hydraulickych vysek mezi manometry Au, inverzné tmeérny vzdalenosti mezi
manometry Al a primo umérny prutocné plose A.

Q x Au roAll Qx A (2.1)
U= u, + u, (2.2)

Kombinaci téchto pozorovani a zapsanim rovnice v diferencidlni podobé
ziskdme Darcyho zdkon pro jednorozmérné proudéni [43]

du
Q=-kKA 1k (2.3)
kde A [m?] je pritocnd plocha, k; € (0,00) [m/s] je hydraulickd vodivost* ve
sméru [. Je to materidlovy parametr, ktery je méritkem, jak snadno prostiedi
propousti vodu. Vyssi hodnoty k; sndze propoustéji vodu a naopak. @ [m?/s]
je celkovy priitok plochou A ve sméru °, %—7 [—] je hydraulicky gradient a
predstavuje miru, s jakou se méni hydraulicka vyska ve sméru [.

37 definice je hydraulicks vyska u vyska vodniho sloupce od libovolné zvolené srovna-
vaci roviny. Tlakova vyska je ¢ast hydraulické vysky opravend o polohovou vysku a je tedy
invariantni vzhledem k poloze soufadného systému. Zaroven pokud plati w, > 0, naché-
zime se v bodé s pretlakem. V opa¢ném piipadé pro u, < 0 dochazi k sani. Konvence pro
tah a tlak je zde tedy opacné nez v pripadé klasické stavebni mechaniky.

4Pro termin hydraulické vodivost se pouzivaji také nazvy filtrac¢ni koeficient, Darcyho
koeficient, propustnost nebo pouze vodivost. Casto je také udavana v jednotkéch [m/den,
m/rok, mm/den] a li§{ se tedy od pravidla pouzivani jednotek SI.

5Z4porné znaménko na pravé strané rovnice je ddno tim, Ze hydraulickd vyska klesd
ve sméru proudéni. V pripadé, Ze je prutok v kladném sméru [, @ je pozitivni a ‘31—1; je
negativni.



Dalsi zptisob zapsani Darcyho zakona je vyjadreni specifického toku q, coz
je rychlost proudéni na jednotku pritocéné plochy

_Q du

Zobecnénim predchozi rovnice pro vicerozmérnou ulohu ziskame nasledujici
vztah (zobecnény Darcyho zikon)

a(x) = —k(x)Vyu(x), (2.5)

kde k(x) [m/s] je tenzor filtrace, Vxu(x) [—| je gradient skaldrniho pole
hydraulickych vysek. Index x u diferencidlniho operatoru je znaceni derivaci
vzhledem k prostorovym souradnicim a vyznam tedy ziskd az po rozsiteni
rovnic o stochastickou proménnou.

Darcyho zakon pro trojrozmérnou tlohu je analogicky k jednorozmérné
uloze a v kartézskych soutradnicich je nejcastéji vyjadien jako

ky 0 0
k(x)=| 0 k, 0|, (2.6)
0 0 k.

kde kgs, kyy a k.. jsou hydraulické vodivosti v prislusnych smérech sou-
fadného systému. Presnéji feceno to jsou vlastni ¢isla tenzoru filtrace, tj.
skute¢né velikosti hydraulické vodivosti ve smérech vlastnich vektora (nato-
¢eného soufadného systému)®. Pro urcéeni hodnoty k,, je Darcyho zkouska
provedena podél osy x natoceného souradného systému. Stejnou myslenku
Ize aplikovat na zbyvajici sméry. Obecné nemusi byt pro dané pérovité mé-
dium hodnoty k,,, kyy a k.. stejné, v takovém pripadé se nazyva anizotropni.
Pokud plati k,,=k,y=F.., nazyva se médium izotropni”.

Pro materidl vykazujici anizotropii bez ortotropie, tj. hlavni osy vodivosti
se neshoduji se souradnym systémem, ma tenzor filtrace nejobecnéjsi tvar s
deviti komponentami

6Pravidlo natodeni souradného systému plati pouze za predpokladu symetrie tenzoru
filtrace, tedy za predpokladu ortotropie materialu. Pro nesymetricky tenzor filtrace ne-
vznikd ortogondlni systém vlastnich vektorti a nejedna se pouze o natoceni souradného
systému.

"V prostiedi zemin mohou byt povaZovdny za izotropni napiiklad pis¢ité zeminy.
Obecné vsak nelze Tici, ze by existoval jednoznacné izotropni material a jde tedy pouze o
urcitou idealizaci. Anizotropni zeminou jsou naptiklad jily a obecné vrstvené zeminy.



kzz k:vy k.tz
K(X) = | kye kyy Ky |, (2.7)
kza: kzy kzz
kde kij 7& kjia pro 1 7é j
Darcyho zadkon méa pak tvar

Q ¢ =—| kyo kyy Fky: ou/dy ¢ . (2.8)
q- kow kuy ki ou/0z

V nasem pripadé se omezime na ortotropni material s hlavnimi sméry ori-
entovanymi ve sméru zvoleného souradného systému a pouze dvojrozmérnou
ulohu, tedy

{qx }_ [kx 0 ]{81&/837}_ {k;ﬁu/ﬁx}
=— = — : (2.9)

q- 0 k., ou/0z k,0u/0z

Vzhledem k tomu, Ze ve studiich proudéni podzemni vody je pfi vyuziti
Darcyho zékona tok vody q makroskopicka veli¢ina vztazena k hydraulic-
kému gradientu a hydraulickym vlastnostem prosttedi (tj. porozita, propust-
nost, hydraulickd vodivost), jsou i odvozené PDR pro obecné proudéni pod-
zemni vody stanoveny pro makroskopické proudéni v poréznich materidlech.
7 inzenyrského pohledu to znamena, ze Darcyho zakon aproximuje tok poro-
vitym prostiedim spojitym fiktivnim polem prumérné rychlosti a zanedbava
prostorové rozlozeni pért a puklin®.

2.1.1 Nelinearita hydraulické vodivosti

Hydraulicka vodivost vykazuje nelinearni chovani jak vzhledem k hydraulic-
kému gradientu’, tak k hodnoté samotné hydraulické vysky. Zatimco prvni
zminény typ nelinearity je vztazen k rychlosti proudéni, druhym typem se
modeluje nenasycené pudni prostfedi. Pro tento typ nelinearity byly zatim
nalezeny pouze priblizné empirické vztahy zalozené na laboratornich experi-
mentech. V soucasnosti je k dispozici velké mnozstvi rovnic, které se snazi
najit vztah pro relativni propustnost K, € (0, 1) pro proudéni v nenasycenych
zeminach, viz [5, 41, 10, 16]. Déle budeme pracovat s Van Genuchtenovym

8Pro potieby popisu proudéni byly vyvinuty jesté obecnéjsi rovnice pro mikroskopické
meéritko, zalozené na teorii hydrodynamiky. Naptiklad vyuzitim Navier-Stokesovych rovnic
byla prokézdna platnost Darcyho zdkona na makroskopické drovni [2].

9Tuto nelinearitu zanedbame, protoze pro tento typ tlohy se pohybuje hodnota Rey-
noldsova ¢isla v mezich linedrniho chovani.
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Obrazek 1: Redukce hydraulické vodivosti K,

modelem [10], ktery uvazuje vztah mezi relativni propustnosti a tlakovymi
vyskami néasledujicim zptisobem

k(x,u(x)) = K, (u(x))r(x), (2.10)

kde K, je bezrozmérny skalarni redukéni soucinitel nebo také relativni pro-
pustnost dle (rov. 2.11). Graf tohoto soucinitele vzhledem k tlakovym vyskdm
je na (obr. 1).

Redukéni soucinitel ovliviiuje pouze hydraulickou vodivost nad freatic-
kou linii'°, kde dochézi k sani. Timto soudinitelem se modeluje proudéni v
nenasycenych (K, — 0) nebo ¢asteéné nasycenych (1 > K, > 0) zeminach.

_ = Gl [+ Ol
o) = T S e

(2.11)

kde § >0 [1/m],n > 1 [-]am =1—1/n [-] jsou parametry modelu ziskané
z laboratornich pozorovani.

kam nezasahuje hladina podzemni vody zaroven za splnéni principu spoji-
tosti, respektive za moznosti pouziti divergentni véty, viz nasledujici kapi-
tola.

10Freatick4 linie je vyraz pro hranici mezi kladnou a zépornou tlakovou vyskou, tedy
teoretickou hladinu podzemni vody.



2.2 Rovnice kontinuity

Odvozeni zakladni rovnice pro proudéni podzemni vody je zalozeno na prin-
cipu spojitosti a zdkonu zachovani hmotnosti. Zatimco princip spojitosti
predpoklada, ze kapalina spojité vyplnuje celou uvazovanou oblast, zakon
zachovani hmotnosti nam rika, ze celkova zména hmotnosti dm v této oblasti
musi byt rovna rozdilu vSech zdroju a propadu. Tato rovnost se vyjadri jako

Am = (m; +m,) — (m, + ms), (2.12)

kde m; [kg/s| je hmotnost kapaliny za jednotku ¢asu, ktera pritéka do oblasti,
m,. [kg/s| je hmotnost zdroji uvniti oblasti, m, [kg/s| je hmotnost kapaliny,
kterd odtéka z oblasti a my [kg/s|] je hmotnost propadiui uvniti oblasti.

Tento vztah, jakkoliv je obecny a pochopitelny, je z hlediska popsani
komplexnéjsiho systému nepouzitelny a rovnici je tfeba zapsat v integralni
podobé jako rovnovahu vsech zdroju a propadi. Tato rovnovaha musi pla-
tit na libovolné oblasti, kde plati princip spojitosti. Vybereme tedy takovou
podoblast A C D s hranici A a zapiseme stejnou rovnost jako v pripadé
(rov. 2.12)

aat/A"SpdV__ﬂgA“'QPdSﬂL/AfpdV, (2.13)

kde n, = ny(x,t) [—] je porovitost, p = p(x,t) [kg/m3] je hustota kapaliny,
q = q(x,t) [m/s] je vektor filtraéni rychlosti, f = f(x,t) [1/s] je intenzita
pritoku nebo odtoku ze zdroji nebo propadu uvnitf oblasti A za jednotku
casu, % Ja nspdV vyjadiuje zménu hmotnosti v case, — §;, n-qpdS je celkovd
hmotnost vody, ktera protece hranici oblasti. [, f pdV vyjadiuje celkovou bi-
lanci zdrojt a propadii uvniti oblasti. PouZitim Gauss-Ostrogradského véty'!
ve tvaru

j{ n-FdS:/v-de, (2.14)
oA A

prevedeme plosny integral na objemovy

;/AnspdVJr/AqudV—/AfpdV (2.15)

UTntuitivni pfeklad a inZenyrsky pohled na vétu o divergenci je moZny interpretovat
pfimo na proudéni podzemni vody. Pokud se tekutina pohybuje uvnitt spojité oblasti a
chceme védét, kolik tekutiny vytéka nebo vtékéa do urcité casti v této oblasti, pak nam bud
staci secist toky po hranici sledované oblasti, nebo secist intenzity tokt uvniti sledované
oblasti. Pfesnéji receno proudénti je reprezentovano vektorovym polem rychlosti tokt, jehoz
divergence v libovolném bodé predstavuje pravé intenzitu toku v daném bodé. Soucet
intenzit tok uvniti uvazované oblasti musi byt tedy v souladu se souctem samotnych
toku na hranici stejné oblasti.



Vzhledem k tomu, ze oblast A C D je libovolna, je rovnice splnéna pouze
v pripadé, kdy jsou si i samotné integrované funkce rovny. Tento krok vede
piimo k diferencidlnimu tvaru rovnice kontinuity

0
5;(sP) +V - (dp) = fp. (2.16)
Dale plati [11]
0 ou
57 1sP) = Spr (2.17)
kde S = S(x,t) [—] je mérnd storativita (objemova zasobnost), u = u(x,t)

[m] je hydraulické (piezometricka) vyska.
Po dosazeni vztahu (rov. 2.17, 2.5) do zakladni rovnice (rov. 2.16) ziskdme
rovnici neustaleného proudéni stlacitelné kapaliny

Sp

81; Vi - (kVxup) = fp. (2.18)

0

Tato rovnice nejlépe popisuje proudéni podzemni vody na makroskopické
urovni, avsak jeji TeSitelnost je velmi komplikovana. Pro vétsinu pripadu si
vystacime s ustdlenym proudénim, kde zména v ¢ase je nulova (rov. 2.19) a
vypadne tedy clen s ¢asovou derivaci.

ou

ot

Minoritni prispévek v presnosti feseni prinasi stlacitelnost kapaliny, tj. jak

je ovlivnéna hustota p pro rozdilné hydraulické vysky. Po zavedeni casové a

prostorové konstantni hustoty vztahem p(x,t,u) = p ziskdme ¥idici rovnici
systému s okrajovymi podminkami ve tvaru

— 0. (2.19)

—Vi- (k(x)Vsu(x)) = f(x), xeD,
n(x) - (k(x)Vyu(x)) = fy(x), x€dDuy, (2.20)
uw(x) = fp(x), xe€dDp, dDyUIDp =D,
kde fN jsou piedepsané toky kolmé na hranici 0Dy, které jsou definovany

jako kladné, ptuisobi-li proti sméru vnéjsi normaly n, fp jsou predepsané hyd-
raulické vysky.

10



2.3 Okrajové a pocatecni podminky

7 hlediska Teseni stacionarniho proudéni potiebujeme jako vstupni informaci
pouze okrajové podminky, tedy predem znamé stavy na urcitych castech
konstrukce, které co nejlépe vystihuji realnou situaci, tj. kde pusobi jaké
tlaky, kde je v doméné umistén zdroj vody nebo kde je naopak cerpana atd..

e Prvnim typem je tzv. Dirichletova podminka oznacena indexem D, tj.
podminka, kde pfredepisujeme samotnou hodnotu hledané veli¢iny. V
nasem pripadé tato podminka slouzi pro predepsani hodnot znamych
hydraulickych vysek.

e Druhym typem je tzv. Neumannova podminka oznacena indexem N,
tj. podminka, kde predepisujeme znamé derivace hledané veli¢iny. De-
rivace hledané veli¢iny se vyskytuji ve vztahu pro popsani toku a tato
podminka tedy slouzi pro predepsani znamého odtoku, zdroje nebo izo-
lace na ¢éasti hranice.

e Tretim typem podminky, kterou budeme pouzivat je tzv. prisakovd
okrajova podminka, kterda je kombinaci Neumannovy a Dirichletovy
podminky. Z praktického hlediska slouzi tato podminka k nalezeni vy-
ronového bodu.

Predchozimi kroky jsme ziskali linearni eliptickou parcidlni diferencialni

rovnici druhého rfadu s moznymi okrajovymi podminkami a zaroven jsme
definovali tzv. silnou formulaci problému.

11



3 Pravdépodobnost

Tato kapitola se vénuje zakladnim vztahtim v teorii pravdépodobnosti. Sou-
casné zavadi pojmy a znaceni, které budeme dale pottebovat pro stochastické
vypocty.

Vzdy kdyz se ptame na to, jaké mame Sance, nadéje nebo obecné na néjaké
meritko ocekavatelnosti, mluvime o pravdépodobnosti. Svou matematickou
podobu ziskala sledovanim a kvantifikovinim hazardnich her, které byly a
jsou stredem zajmu [4]. Vétsina lidi m4 intuitivni predstavu o tom, co vlastné
pravdépodobnost je a uz od utlého véku si za¢iname uvédomovat, jaké jsou
Sance na vyhru a jakymi pravidly se ndhodnost v urc¢itych systémech tidi.
To, co déla hazardni hry jednodussi ve smyslu pravdépodobnosti na rozdil
od nejistot v realném zivoté, je fakt, ze hazardni hry jsou ze své podstaty
jednoznacné opakovatelné. V téchto hrach se opakuje velké mnozstvi hodi,
tazeni nebo pokust. Po mnoha pokusech v zasadé stejného experimentu zacne
byt i bez znalosti principt fidicich tento systém ziejmé, jaké jsou relativni
frekvence nebo Sance na vyhru.

Pravdépodobnost se tedy vyskytuje u systémii, kde zatim nemame dosta-
tecné kapacity nebo znalosti pro popsani zakladnich vlastnosti af materiala,
fyzikalnich déji nebo nejsme schopni dané veli¢iny mérit s dostatecnou pres-
nosti nebo v potfebném rozsahu. Naptiklad u popularniho prikladu hazeni
yspravedlivé® mince je vyuziti pravdépodobnosti pomocnym krokem jak né-
jakym zptisobem zachytit realitu, tj. alespon c¢astecné odpovédét na otazku
jaka strana mince padne. Druhy pohled na tento problém je ale takovy, ze
o tomto systému jen nemame dostatecné mnozstvi informaci, jako naptiklad
pocatecni rychlosti, prostiredi v jakém se mince pohybuje, povrch na ktery
mince dopada atp., pti jejichz znalosti jsme schopni predpovédét vyslednou
se nahodné vysledky makléiskych aktivit, které reprezentuji ekonomické pro-
stfedi, trzni sentiment, politické zajmy, atd., promitaji v cené akcii a smén-
nych kurzu.

Tento druh tloh se matematicky tesi tak, ze kazdému ndhodnému vy-
stupu priradime néjaké ¢islo. V ptipadé hodu minci pritadime jedné strané
¢islo 1 a druhé strané ¢islo 0. Timto jsme definovali ndhodnou proménnou
X = X(w) € {0,1}, kde w je elementarni déj, ktery nalezi prostoru vsech
moznych vystupti experimentu 2 = {panna, orel}. Cisla X (w) ndm tedy po-
skytuji informaci o daném jevu i v pripadé, kdy presné nevime, jakymi zakoni-
tostmi se dany systém tidi. Presnéji feceno, €2 je abstraktni prostor obsahujici
vSechny mozné realizace w daného experimentu. Potom nahodnéd proménna
X = X(w) je funkce obecné obsahujici realnd ¢isla definovand na €.

Pro zpracovani nahodné proménné X je nejprve potieba vybrat vSechny

12



relevantni podmnoziny €2 ve tridé F, nazyvané o — algebra. Je prirozené
zahrnout i vSechny w z prostoru €2 a také sjednoceni, rozdil a prinik jednot-
livych podmnozin. Zaroven se pozaduje, aby zakladni operace jako U, N, ¢
na podmnozinach F nelezely mimo t¥idu F [39)].

3.1 Zakladni vztahy pravdépodobnosti

Pravdépodobnostni prostor je tvoren trojici (2, F, P), kde € je prostor vSech
pripustnych realizaci, F C 2% je o — algebra a P je pravdépodobnostni mira
splnujici:

1. 0< P(A)<1, VAeF,
2. P(Q) =1,
3. PrOAl,AQ,...EJT“CZAimA]’:@, vfl#j,

P(Ua) =3 re

Distribucni funkce Fx veliciny X je vyjadiena pravdépodobnosti vyskytu
daného jevu jako

Fx(x)=P(X <z)=Plw: X(w) <z),x €R, (3.1)

pravdépodobnost vyskytu veli¢iny X na intervalu (a, b] se vyjadii distribuéni
funkei jako

P(w:a< X(w) <b) = Fx(b) — Fx(a), a<b. (3.2)

V této praci se budeme zabyvat pouze spojitym rozdélenim, které nema skoky.
Pravdépodobnost, ze X se rovna ¢islu je nasledné rovna

P(X =h) = Fx(h) —lim Fx(h—2) =0, VreR. (3.3)

Vétsina spojitych rozdéleni ma hustotu pravdépodobnosti fx, pomoci které
se da vyjadrit distribu¢ni funkce Fx(z) jako

Fx@) = [ Ixw)dy, aeR (34)

kde .
fx(x) >0, zeR, /a fx(y)dy = 1.

13
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Obrézek 2: Standardni normalni rozdéleni, y =0, o =1
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leni (NR), znacené jako N (p,0?), kde parametr 1 € R je stredni hodnota
rozdéleni a 02 > 0 je rozptyl. Hustota pravdépodobnosti je vyjadiena jako

Fela) = — expl—(x_'u)j, TER (3.5)

NG 202

Specidlnim pripadem tohoto rozdéleni je standardni normalni rozdeleni
(SNR) N (0,1) s hustotou pravdépodobnosti (obr. 2).

Z inzenyrského hlediska je velmi dilezité logaritmicko-normadlni rozdéleni
(LNR) LN (p,0,7), (obr. 3).

2
f(@) = ——exp [—W)’”] , (3.6)
ro\/ 2T 20
kde = > 7. Nejcastéji se vyuziva pro definovani hustoty pravdépodobnosti
fyzikalnich veli¢in, které nejsou definovany nebo nemaji vyznam pro x < T a

stejné jako u hydraulické vodivosti byva toto omezeni x > = = 0.

Je to takové rozdéleni, Ze pokud plati X ~ LN (u,0), pak Y = In(X) ~
N (p, 0%). Toto pravidlo lze aplikovat i obracend, tedy pokud X ~ N (u, 0?),
pak Y = exp(X) ~ LN (u,0). Tyto rozdéleni tedy lze mezi sebou libovolné
transformovat. Transformace lognormalnich parametr pro standardni nor-
malni rozdéleni'? se vypocte dle vztahu (rov. 3.7).

127§, piedpokladdme, Ze ndhodna proménnd X ~ LN (ux in,ox n). Pak rovnéz X =
exp(Z), kde Z ~ N (puxn,0x,n). Pfepocet parametri z pux, na pux, je dén vztahy
(rov. 3.7).
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2
a‘%{?ln = In|l+ (UX’"> } ,
1
pxm = In (MX,n) - §0§(Jn-

3.2 Charakteristiky nahodné veliciny

Pro nasledné studium nahodné veli¢iny X je tfeba vyhodnotit zakladni cha-
rakteristiky, které popisuji dilezité vlastnosti této veli¢iny a vyjadiuji je jed-
nim ¢islem. Zékladni informaci veli¢iny X je jeji stredni hodnota px, tj. pri-
mérny nebo nejocekavanéjsi vysledek sledovaného procesu.

px = E[X] = /_O:O rfx(z) dz. (3.8)

Rozptyl 0% veli¢iny X nebo piesndji smérodatnd odchylka ox vyjadiuje roz-
ptyleni ndhodné veli¢iny okolo stfedni hodnoty a je definovan jako

ok = var(X) =E[(X = px)?] = [ (¢ = pxPfx(e) do. (39)

Déle pro ziskani informaci o ndhodné veli¢iné mtizeme vyuzit necentrované
momenty m-tého tadu, pro m € N definované jako

E[X™ = / 2" fx(z) da, (3.10)
nebo centrované momenty, kde centrem veli¢iny X je stfedni hodnota px, tj.
E[(X = ux)") = [ (@ — )" fx(x) do. (3.11)
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Pro nase ucely ale budeme pottebovat vyhodnotit tyto charakteristiky
pro realnou funkci g ndhodné proménné X. Stfedni hodnota takové funkce se
vypocte dle (rov. 3.12) a ostatni statistické momenty se vypoctou dle stejného
pravidla'®.

Elg(X)] = [ g(@)fx(@) da. (3.12)

3.3 Nahodna pole

Nahodnost se v riznych systémech muze projevovat bud v prostorovém roz-
lozeni, ¢asovém rozlozeni nebo v jejich kombinaci. Nahodné procesy jsou tedy
funkci prostorové a casové proménné. V této praci se zamérime na diskrétni
a pouze prostorové rozlozeni nahodnosti parametru hydraulické vodivosti.
Matematicky model, ktery toto popisuje se nazyva nahodné pole a miize byt
v diskrétnim pripadé chapan jako sada nahodnych proménnych:

X;=Xy(w), proteT, we,

kde T je v nasem piipadé koneéné rozmérny soubor indexti'. Stochasticky
proces pak tvori ndhodny vektor X = (X, ... , Xy,), t1, ... , t, € T,
ktery muze byt povazovan za funkci dvou proménnych, tj.

e Pro zafixovany index ¢ se jednd o ndhodnou proménnou zachycujici
vyvoj nahodné veli¢iny v bodé anebo v ¢ase, v zavislosti na vyznamu
indexu ¢:

X = Xi(w), w e Q.

e Pro zafixovany stochasticky parametr w se jedna o funkci prostorové
anebo casové proménné t:

X, = Xy(w), teT.

To se nazyva realizace nebo trajektorie procesu X; [39].

Diskretizaci nahodného procesu redukujeme dimenzi ptivodniho problému
a aproximujeme ho koneénym poctem nezdvislych ndhodnych proménnych,
coz vede k vneseni urc¢ité chyby do vypoctu. Pravidla, jak priblizné volit jem-
nost diskretizace na tikor presnosti feseni jsou ukazany v podkapitole 4.2.1.
Metoda pouzivana pro diskretizaci ndhodného procesu je struéné popsana v
nasledujici kapitole.

13Vgechny piedchozi vztahy piredpokladaji, Ze zndme funkei hustoty pravdépodobnosti
fx nahodné velic¢iny X
14V pifpadé spojitého stochastického procesu ma index ¢ roli spojitého intervalu [39].
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4 Karhunen-Loéve rozvoj

Tato sekce struéné pojednava o Karhunen-Loeéve rozvoji (KLR), tedy o sto-
chastické diskretizaci nahodnych poli na jednotlivé, vzajemné nezavislé na-
hodné proménné. Detailnéjsi popis je k nalezeni v [29, 13, 14, 39].

KLR reprezentuje stochasticky proces a vyjadiuje ho jako nekonecnou
fadu, podobné jako Fourierova fada slouzi k reprezentaci funkci na omezeném
intervalu. Na rozdil od Fourierovy trady, kde koeficienty jsou realna cisla a
baze tvori goniometrické funkce, jsou koeficienty KLR nahodné proménné a
baze je v tomto pripadé sada vlastnich funkci dle daného procesu. Zakladni
myslenkou je zaroven vytvoreni takovych béazi, které nejlépe pokryvaji dany
problém v Ly smyslu, tj. minimalizuje stfedni hodnotu kvadratu chyby.

KLR skalarni veli¢iny pro Gaussovské ndhodné pole lze zapsat nasleduji-
cim zptisobem

K(x, w) = i VAbs(x)wi(w), (4.1)

kde je zrejmé rozdéleni prostorové ¢;(x) a stochastické y;(w) ¢éasti. Tento
zapis je vyhodny zejména v dalsim pokracovani a pri postupném hledani
feSeni celé tlohy. Castéji se ale lze setkat se vztahem, kdy \y =1, 31 = 1 a
¢1(x) = p(x), pro které se predchozi vztah d& prepsat jako

(o, 0) = pue(x) + i N6 u(e), (4.2

kde p(x)rappa je sttedni hodnota ndhodného pole, y; jsou vzajemné nezé-
vislé'® ndhodné proménné s nulovou stiedni hodnotou a jednotkovym rozpty-
lem, \;, ¢; jsou vlastni ¢isla a vlastni funkce kovariancniho jadra C. U vztahu
(rov. 4.2) si Ize povsimnout, Ze pro zafixovany prostorovy bod x = X a jedinou
ndhodnou proménnou y; = Y se KLR prepise jako k(YY) = p+ApY = p+oY,
kde k ~ N(u,0) a Ap(X) je tedy v kazdém prostorovém bodé pouze kon-
stanta zesilujici rozptyleni nahodné veliciny.

Pro tcely numerického vypoctu je vzdy fada (rov. 4.2) zkracena na m
pocet tvart

m+1

R(X,w) & Kp(X,y) = Z: \/):vqbi(x)yi, (4.3)

protoze v/A; md pouze roli skalovani vlastnich funkei, pro snazsi manipulaci
a prehlednost prepiSeme vztah ¢; = \/\;¢;, se kterym ma vysledny KLR tvar

1575, pro Gaussovské nahodné proménné nekorelované ndhodné proménné [39)].
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m

(X, y) = Y 6i(x)yi. (4.4)

gk

(2

Chybé zpusobené zkracenim tady (rov. 4.2) se zabyva samostatnd pod-
kapitola 4.2.1.

V nasem pripadeé ale potfebujeme vytvorit rozvoj tenzorové veli¢iny, ktera
ma pro dvojrozmérnou ulohu obecné ¢tyti slozky, kde kazda by mohla byt
modelovana samostatnym nahodnym polem. V nejjednodussim pripadé, pro
izotropni material vyjadreny nasledujicim vztahem

H(x):[% ;]:k[éﬂ (4.5)

plati stejna rovnice jako v pripadé rozvoje skalarni veli¢iny, protoze jako né-
hodné pole staci modelovat pouze skalarni veli¢inu k,. Pro zachovani izotropie
materidlu je rozhodujici, aby obé nenulové slozky byly modelovany jednim
ndhodnym polem, coz se v (rov. 4.5) predpoklada.

V modelu proudéni podzemni vody se dale budeme soustiedit na mode-
lovani anizotropniho ortotropniho materialu vyjadireného nasledujicim vzta-
hem

(%) = l s koy ] . (4.6)

Pro jednoduchost zavedeme stejny predpoklad jako v pripadé izotropniho
materialu, tedy korelaci mezi nenulovymi slozkami rovnou jedné. Vyhoda
zavedeni takového predpokladu je moznost modelovat anizotropni tenzorové
pole vodivosti jednim nahodnym polem. Nevyhodou je omezeni modelu pouze
na pripady, kdy je tento predpoklad platny, coz omezuje vyuziti modelu.

4.1 Karhunen-Loeve médy

Pro uréeni vlastnich funkei (tj. bazi, tvaria) ¢; a vlastnich ¢isel \; KLR se
nejcastéji pouzivaji analytické piredpisy kovarianénich funkei'® se zédkladnimi
statistickymi momenty daného procesu, tj. sttedni hodnota a smérodatna od-
chylka nebo v pripadé, kdy mame k dispozici reprezentativni snimky oblasti
1ze kovarianéni funkei ziskat pomoci obrazové analyzy [42, 28].

Vzhledem k nedostatecnym realnym vstuptim v podobé reprezentativ-
nich snimkt oblasti nebo zaznami variogramu se budeme dale v této praci

soustiedit na pouziti kovarianéni funkce C}; jako zédkladu k tvorbé vlastnich

6Kovarianéni funkce je v odborné literatufe rovnéz oznacovana jako kovarianéni jadro.
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funkci a vlastnich cisel. Je tfeba mit na mysli, ze kovarian¢ni jadro, jako
jeden ze vstupnich parametr, ma nejvétsi vliv na koneé¢nou podobu nahod-
ného pole a tedy i odezvu modelu. Volba kovarian¢niho jadra nebo jakykoliv
jiny zptsob pro ziskani prislusnych bazi je tedy kritickym krokem celé tlohy
ve smyslu porovnani vstupnich parametria k realité.

Nejbéznéjsi typy kovariancnich funket:

x—a

ly

CWY(x) = &%exp (—

ly—v
ly

). (17)

C}?)(x) = 5 exp [_ <$\/—§l33/> B (y\/—g;/) ] ’ (48)
C¥x) = ¢ (4.9)

kde I, a l, jsou korela¢ni délky'” [42, 28] a & je smérodatnd odchylka.

Presné teseni KLR pro zadanou kovariancni funkci je zname pouze ve
specidlnich ptipadech, které jsou demonstrovany napiiklad v [39]. Obecné se
pristupuje k numerické aproximaci problému vlastnich ¢isel. Pro tento tucel
se nejcastéji vyuziva prostorova diskretizace pomoci sité konecnych prvka a
feseny problém ma tvar

Wo; = \Mdy, (4.10)

kde ¢ jsou nenormované vlastni vektory diskretizované tlohy a \; jsou od-
povidajici vlastni ¢isla. Matice W=MOCM je symetrickd pozitivné semi-
definitni [13], M je Gramova matice dle (rov. 4.12), pficemz matice M je
symetrickd, pozitivné definitni, regularni [13] a vzorec (rov. 4.10) lze prepsat
v nesymetrické formé jako

CMg; = \idi. (4.11)

Matice C se ziska projekei kovarianéni funkce na konecné prvkovou sit
a C;; tedy odpovidad kovarianci mezi uzly diskretizované domény. Jde tedy
o transformaci matice vzdalenosti (distance matrix), kdy se vzdalenosti jed-
notlivych boda prepocitavaji na kovariance dané vstupnimi hodnotami, tj.
smérodatnou odchylkou, korela¢ni délkou a transformacni funkci. Matice C
bude tedy vzdy plna, symetrickd a pozitivné definitni.

17T, délka vyjadiujici vzdalenost, v jaké jiz dva body nejsou vzajemné vyznamné kore-
lovény, resp majf korelaci dle (rov. 4.7) rovnou corr) < e~ !. Timto parametrem se tedy

voli mira prostorovych fluktuaci modelované veli¢iny.
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Mﬁ:/Jw@Mm@dA ij=1,...,n (4.12)
D
kde N(x) = (Ny(x), ..., N,(x)) jsou prostorové bazové funkce. Vyhodnoceni
integralu se vénuje priloha B.2.

Prvky matice C v uzlech sité se vypocitaji dle nasledujiciho vztahu
€T; — l‘j

lo

Y Y
l

Cij = 5’2 exp <—

),ilew”m. (4.13)

Yy

Viechny vlastni funkce ¢; pak musi byt normovany tak, aby vyhovély
nasledujici podmince

/¢ YAA=1, i=1,...,n. (4.14)

Vlastni funkce ¢; aproximujeme jako ¢;(x) = 3% $ijN;(x)'® a predchozi
rovnici prepiseme jako

[ #aa = [ (Z¢N )2dA
Lfe g
ié%% [ NN da (4.15)

¢ ¢zk

¢iTM¢i=1, proVi=1,...,n

kde ¢; jsou jednotlivé vlastni vektory a M je Gramova matice dle (rov. 4.12).
Predchozi rovnice je tedy vzdy splnéna pro vlastni vektory nasobené vahou
dle nasledujictho vztahu

bi
Vo Mo
Vlastni ¢isla s odpovidajicimi vlastnimi tvary musi byt serazeny od nej-
vétsiho po nejmenst, tj.

bi = (4.16)

AM>N>. 0>\, (4.17)

8Pro aproximaci ndhodného pole si vzdy vystaéime s linedrnimi bézovymi funkcemi.
Prostorova aproximace odezvy modelu muze pouzivat bazové funkce s odliSnym stupném
polynomu.
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(a) Posloupnost vlastnich ¢isel (b) Relativni chyba vlastnich ¢isel

Obréazek 4: Vlastni ¢isla pro rizné kovarianéni délky v semi-logaritmickém
métitku: (a) vlastni ¢isla A, (b) chyba ey dle (rov. 4.18).

4.2 Chyba Karhunen-Loéve rozvoje

Volba poctu vlastnich tvara ovliviiuje presnost aproximace nahodného pole.
Minimalni pocet tvarti pro zvolenou chybu zalezi na okrajovych podminkéach,
tvaru domény a zejména na stochastickych vstupnich parametrech, tj. kore-
la¢ni délky, rozptylu a kovariancéni funkci. Vzorec pro apriorni urc¢eni chyby
v zavislosti na poc¢tu tvaru pro obecnou doménu a diskretizaci zatim neni k
dispozici. Pro orienta¢ni odhad chyby pouzijeme vlastnost konvergence vlast-
nich ¢isel, jelikoz urcuji vahu, se kterou jednotlivé tvary vstupuji do vypoctu
a lze je tak samotné povazovat za priblizné méritko chyby.

Piiklad 4.1. Graf (obr. 4a) ukazuje posloupnost vlastnich ¢isel pro doménu
(obr. 9) pro rtzné volby stochastickych parametri, graf (obr. 4b) je relativni
chyba vyhodnocena dle nasledujiciho vzorce

Z?:l >\z

Exg = (1 — W) - 100. (4.18)
j=1 A\j

Z obrazki 1ze mimo jiné vycist logickou spojitost mezi volbou parametri

a rychlosti konvergence, kdy zvysenim korelacni délky zvysujeme prostorovou

korelaci a snizujeme tim tedy fluktuace v prostorovém rozlozeni hydraulické

vodivosti. Vezmeme-li v ivahu, ze KL-funkce ¢; jsou obecné oscilujici funkce

s jemné&jsimi prostorovymi fluktuacemi s rostoucim indexem ¢ (obr. 5), zvysSo-

vanim korela¢ni délky, tzn. zvySenim prostorové korelace, si tak pro zvolenou

chybu vystacime s nizsim poctem vlastnich tvart. Mira konvergence vlastnich
c¢isel je tedy inverzné imérna korelacni délce.
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Obrazek 6: Realizace ndhodnych poli kyp . (a)-(c) I, = 1, = 1m, (d)-(f)
l, =1,=5m

Tento fakt zndzornuji jak samotné vlastni tvary (obr. 5), tak priklady
realizaci ndhodnych poli (obr. 6)' kde lze pozorovat sniZeni jemnéjsich pro-
storovych fluktuaci pro vyssi korelacni délky.

4.2.1 Chyba aproximované veli¢iny

Dalsim druhem chyby, kterym se 1ze zabyvat v ramci KLR, je chyba na sa-
motné aproximaci veli¢iny, tj. jakou chybu vneseme do vypoctu zkracenim
fady pro zvolenou diskretizaci. Zatim tedy neresime odezvu modelu, ale jen
modelovani vstupniho pole vodivosti. Pro vyhodnoceni chyby byl nejdiive pro
kazdy testovaci priklad vytvoren soubor 5 000 000 vzorkiti metodou Monte
Carlo. Jelikoz jsou zékladnimi vstupnimi parametry KLR stfedni hodnota a
smérodatna odchylka parametru, byly i chyby sledovany na téchto statistic-
kych veli¢inach dle vzorct (rov. 4.19) a (rov. 4.20).

190znaéen{ obrazkt (a-c) a (d-f) v (obr. 5) koresponduje se vstupnimi parametry (a-c) a
(d-f) v (obr. 6). Pro kazdou sadu obrazkt byla ale pouzita odlisnd kombinace ndhodnych
¢isel.
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- 100, (4.19)

1 var (50W9) = D)
n i—1 ’UCLT(j) (R%) (y(]))) ’

(4.20)

kde S je pocet simulaci a n je pocet uzli konecné prvkové sité. Index k£ je
oznaceni zkraceni sumy oproti plnému poctu vlastnich tvart m pro danou
diskretizaci a index 7 je pofadnice vektoru koneéné prvkové sité*’. Vysledkem
je prostorové priumérna relativni chyba, kterou zptisobime zkracenim tady
oproti plnému KLR.

Jak lze vidét na (obr. 7), je chyba na stfedni hodnoté parametru oproti
smérodatné odchylce zanedbatelnd, coz se projevi i na odezvé modelu. Tuto
vlastnost nasledné pouzijeme pti feseni tlohy, viz priloha C.

4.2.2 Ostatni chyby

Jednim druhem chyby, na ktery ¢asto neni bran ohled, ackoliv mtze mit
rozhodujici vliv, je chyba zplisobend prilis hrubou diskretizaci kovarianéni
funkce?!. Pro tento druh chyby existuji jen obecna doporuceni a pravidla,
jak priblizné volit jemnost diskretizace vzhledem ke stochastickym vstupnim
parametrim.

20Pro konkrétni piiklad byl zvolen pocet simulaci S = 5000000. Pocet uzlti konecné
prvkové sité je n = 225 a tedy i maximalni pocet vlastnich tvari je m = 225, index k je
pofadnice osy x na obrézcich (obr. 7).

21Ve vSech zminénych piikladech je diskretizace pro kovarianéni funkei shodné s kone¢né
prvkovou siti.
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Nejjednodussim kritériem je volba velikosti prvku vzhledem ke korelac¢ni
délce, kdy pomér velikosti prvku ke korelac¢ni délce by nemél presahovat 0.5
[26], podle [15] je chyba velmi zdvisla na typu kovarianéni funkece. Pro typ 1
v (rov. 4.7) je udavana zanedbatelna chyba pii poméru 0.2 z divodu nedife-
rencovatelosti funkce v poc¢atku [15], pro typ 2 je zanedbatelna chyba uz pii
poméru 0.5. Jako relativni méritko velikosti prvku mutze postacit naptiklad
polomér opsané kruznice prvku. Tuto chybu lze obejit napriklad vypoctem
KLR na jemnéjsi siti a promitnuti vyslednych uzlovych hodnot na hrubsi
sit. Je tedy dilezité védét o omezenich a moznych fesenich tohoto problému
a s tim si pro ucely této prace vystacime. Dalsi informace je mozné najit
napriklad v [15, 26].

Chybé odezvy systému v zavislosti na poctu vlastnich tvard se vénuje
samostatnd kapitola 7.
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5 Polynomialni Chaos

V této kapitole jsou popsany zakladni vztahy a vlastnosti polynomialniho
chaosu, pficemz se omezuje pouze na Hermitovy polynomy. Detailnéjsi popis,
véetné dikazi a odvozeni je uveden napriklad v [34, 40, 39].

Polynomialnim chaosem se obecné mysli sada polynomu s predem defi-
novanymi vlastnostmi, kterymi jsou v nasem pripadé ortogonalita ke zvolené
mite a spojitost. Pro Hermitovy polynomy se predpoklada, Ze jsou to funkce
standardizovanych normalné rozdélenych ndhodnych veli¢in, na zédkladé ¢eho
jsou pevné svazany s mirou, vaci které jsou ortogonalni. Zména rozdéleni
nahodné velic¢iny je tedy spojena se zménou typu polynomu. V této praci
jsou nahodné veli¢iny vzdy normélné rozdélené, coz déla z tohoto typu poly-
nomu vhodnou bazi pro zachyceni odezvy, respektive transformace vstupnich
veli¢in, pouzitou v nasledujici kapitole. V pokracovani této prace bude pfi-
stoupeno rovnéz k aproximaci log-normalniho rozdéleni pomoci Hermitovych
polynomu. Zptusob a princip aproximace rozdéleni je predveden na samotném
zavéru této kapitoly. V ramci této prace a predvedeného algoritmu ale nebyl
implementovan.

Hermitovy polynomy jsou vzajemné ortogonalni funkce splnujici

Elhy()ha(w)] = [ h(w)he(y) dB()

= [ b)) dy (5.1)
:k'éjk:fychJk, Vj,kzl,...,M,

kde h;(y) jsou jednorozmérné polynomy ndhodné proménné y s rozdélenim
pravdépodobnosti dle vahy w(y), dP(y) je pravdépodobnostni mira vici které
je sada polynomi ortogonalni a ktera se v pripadé spojitych funkci dé prepsat
jako dP(y) = w(y) dy, viz [39], 0, je Kroneckerova delta funkce definovand
jako (rov. 5.2) a =y jsou normalizacni koeficienty dle (rov. 5.3). Pocet bazo-
vych funkei M pro pokryti daného problému pak zavisi na poc¢tu nahodnych
proménnych m a maximalnim stupni polynomu p a je vyjadfen binomic-
kym koeficientem M = (m%'p). Pocet bazovych funkei tedy roste faktoridlné.
Priklad trendu rustu M pro ruzné stupné polynomiu je pak na (obr. 8).

%:F’WWZ¢ (52)
0, proi#j.
E[hi(y)] = 7. (5.3)
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Obrazek 8: Pocet bazovych funkci pro stupné polynomi p

Jednotlivé polynomy se ziskaji z diferencidlni rovnice jejiz feseni je dano
Rodriguesovym vzorcem [34] jako

2 4" 2 d\"
ha(y) = (—1)"e T —e 2 =[y—— |, n=012,.... 5.4
W= e et (- 1) (5.4

V ptipadé parametrizace stochastického prostoru, viz kapitola 4, budeme
pouzivat polynomy o m proménnych a maximalni stupni p, které se ziskaji
jako soucin jednorozmeérnych polynom, tj.

Hk(y) = hk1 (yl) Ce hkm (ym) = H hkm kl + ... —f- kfm S P, (55)
=1

kde k je tzv. multi-index, tj. fddek matice o rozmérech M x m, viz (tab. 1)
nebo [39, 13, 22], jejiz sloupce identifikuji proménnou a jednotlivé prvky pak
stupen polynomu této proménné, coz usnadnuje manipulaci s vicerozmérnymi
integraly jako je napfiklad (rov. 5.7) nebo (rov. 6.13).

Dalsim velmi dulezitym vztahem je diferencni nebo také rekurentni rov-
nice, kterd pri znalosti dvou polynomi v fadé definuje nasledujici. Pro Her-
mitovy polynomy je tento vztah dan nasledujici rovnici

hni1(y) = yha(y) — nha_1(y), (5.6)

kde stejny vztah lze uplatnit i pro polynomy vice proménnych.
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k multi-index k %, k! X0 ks

1 (0,0,0,0) 1 0
2 (1,0,0,0) 1 :
3 (0,1,0,0) 1 1
4 (0,0,1,0) 1 :
5  (0,0,0,1) 1

6 (2,0,0,0) 2

7 (1,1,0,0) 1

8 (1,0,1,0) 1 :
9  (1,0,0,1) 1 2
10 (0,2,0,0) 2 :
11 (0,1, 1, 0) 1

33 (0,1,0,2) :
34 (0,0,1,2) 2 3
35 (0,0,0,3) 6 :

Tabulka 1: Priklad multi-indexové matice pro m=4, p=3

Vztah mezi vicerozmérnymi polynomy a vypocet normalizac¢nich koefici-
entl je odvozen v (rov. 5.7)%.

E[Hy(y) iy = [ Hy(y) Hily) @(y) dy
= /R.../Rﬁhﬁﬁhksﬁj(yl)...@(ym) dyi ... dy,
_ /R . /R f[lhﬁhkr W) O) gy (57)

II /R- . /R R, b, @ (y,) dy,

r=1

(kve)! =TT krloji, Vi k=1,..., M.
r=1

ﬁ
Il

[
L=

22V (rov. 5.7) se piechdzf z vektorové notace j, k do slozkové notace, Nésledné se pouzij
indexy 7, k jako index multi-indexové matice, tj. jako indexy jednotlivych radkia v prvnim
sloupci (tab. 1).
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5.1 Aproximace funkci

Divodem k aproximaci funkci je jejich vyjadreni v polynomech nebo jinych
funkci, které dokazeme nésledné jednoduseji zpracovat. Zde se zamérime
pouze na jeden priklad aproximace znamé funkce polynomy. Zakladni vztahy
jsou vsak obecné platné a lze je vyuzit i na jiné pripady. Jak bylo zminéno
v kapitole 2.1, ma hydraulicka vodivost vyznam pouze na kladné redlné ose
a tedy nesmi mit takovy typ rozdéleni, ktery umoznuje této velic¢iné prira-
dit zadporné ¢islo. Zatim jsme predpokladali, ze k ~ N (i, o), coz umoziiuje
vyskyt zapornych hodnot koeficientt (obr. 2). P¥imy prechod na log-normalni
rozdéleni (obr. 3) nen{ moZny* a z toho divodu se piechazi na aproximaci
log-normalniho rozdéleni pomoci Hermitovych polynomi.

Prvnim krokem je vyuziti moznosti transformace mezi log-normalnim
a normalnim rozdélenim podle (rov. 3.7). Dle 3.1 budeme pro ortogonalni
projekci potiebovat vyjadiit Z = eX ~ LN pomoci Y ~ N(0,1) jako
X =pu+oY,pak f(Y) = eteY.

Déle predpokladdme aproximaci funkce f('Y) ve smyslu linedrni kombinace

fO) = (V) =3 FH(Y), (5.8)

kde fy znaci aproximaci funkce f polynomy do stupné N, H;(Y") jsou v nasem
pripadé Hermitovy polynomy a f; jsou koeficienty linedrni kombinace, které
se ziskaji jako

~ 1

fi=—E[f(Y)H:(Y)], (5.9)
kde pii znalosti funkce f(Y) lze integral vzdy vyhodnotit a v pripadé Her-
mitovych polynomt a log-normalniho rozdéleni existuje analyticky vztah
(rov. 5.10) pro jeho vyhodnoceni [39].

~ %\ o
= — ] =. 5.10
fe(n+ %) 5 (5.10)
Vyslednd aproximace je pak vyjadiena vztahem
0_2 N O_i
fn(Y) =exp (p + 2) Z jHl(Y) (5.11)
i=1 v

Z7ména typu rozdéleni je spojena se zménou vahy @ v integralu (rov. 5.1). Dany vztah
by Sel vy¢islit numericky, ale ve vysledném vztahu by se neobjevila Kroneckerova delta
funkce, protoze dané polynomy jsou ortogonalni pouze k uréité vize. Reen{ je tedy mozné
pres pouziti Laurentovych polynomi, nebo aproximaci rozdéleni Hermitovymi polynomy.
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6 ResSeni tlohy

Analytické Teseni diferencialnich rovnic je znamé pouze v nékterych special-
nich pripadech. Pro praktické tlohy se slozitou geometrii a okrajovymi pod-
minkami se obecné pristupuje k numerické aproximaci. Rozsifenim fidicich
rovnic o ndhodnost obecné vznika sdruzena tloha. Pokud se zajimame pravé
o takové tulohy, tak se v zadsadé pouzivaji tii zakladni pristupy, tj. metoda
Monte Carlo, stochasticka Galerkinova metoda a stochasticka kolokac¢ni me-
toda. Postupné podrobné predvedeme zakladni principy a jednotlivé kroky
reseni kazdé metody. Nasledujici kapitola porovnava jednotlivé metody jak
z hlediska vypocetni ndro¢nosti, piesnosti, tak naro¢nosti implementace®.

Zakladnim modelem proudéni pro nas bude linearni difiizni rovnice s okra-
jovymi podminkami

—Vx ((x)Vyu(x)) = Ji(x), x € D,
n(x) - (k(x)Vxu(x)) = fn(x), x€ 9Dy, (6.1)
(%),

uw(x) = fp(x), x€dDp, dDyUAIDp =dD.

Rozsiteny model se stochastickymi vstupnimi parametry a okrajovymi
podminkami je definovan jako

Vi (km(x,y)Vxu(x,y)) ft(x), xeD,yeR",
n(x) - (kn(x,y)Viu(x,y)) = ]iN(X), x € 0Dy, y e R™, (6.2)
u(x,y) = fp(x), x€dDp,yecR"

6.1 Metoda Monte Carlo

Referen¢ni metodou pro reseni vicerozmérnych integrali bude metoda Monte
Carlo pro jeji prithlednost, rozsiteni a minimalni zasahy do zédkladniho mo-
delu. Jedna se o standardni metodu, kde se k aproximaci stochastického
prostoru nepouziva sada polynomt, ale velké mnozstvi simulaci determinis-
tického modelu. Timto krokem se nahradi vypocet vicerozmérnych integralti
souborem pseudondhodnych ¢isel, ktery dostatecné reprezentuje vstupni sta-
tistiku. Stochasticky prostor tedy prevedeme na predem dany pocet nezdvis-
lych deterministickych rovnic. Samotny deterministicky problém, respektive
zékladni model bude, uz jen v prostoru, resen Galerkinovou metodou, které
se podrobnéji vénuje kapitola 6.2.

24VYpocetni ndroénosti se mysli jak potiebns doba vypoétu, tak hardwarové naroky pro
samotné spusténi simulace. Neni vSak bran ohled na vlastni implementaci jednotlivych
metod.
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Nejdiive zpracujeme ndhodnost vstupujici do rovnice a néasledné feseni v
prostorovych souradnicich. Smyslem metody Monte Carlo je vynuceni rov-
nosti (rov. 6.3) v jednotlivich ndhodné vygenerovanych uzlech y*). Zave-
deme tedy soubor nahodnych éisel Ug = {yM, y@ ..y} kde y® ¢
R™*! je k-t4 realizace vSech ndhodnych proménnych, S je pocet simulaci
a m je ]gocet vlastnich tvart KLR. Kazdy fadek matice Uy € R™15 je
pak \I/(Z ~ N(0,1) jedind ndhodnd proménna s i = 1,...,S simulacemi
a nezavislost jednotlivych proménnych je zarucena vynucenim podminky
corr(lllg"), \If(sj)) = 0;; [39].

Aplikaci predchoziho kroku ztrati rovnice (rov. 6.3) zavislost na ndhodné
proménné y, protoze y*), k = 1,...,S uz nema charakter nahodné proménné
ale pevné zvolenych bodu ve zvoleném nahodném prostoru.

—Vy - (H (x, y(k)) Vu (X, y(k))> = f(x), x €D,
n(x) - (/{ (X, y(k)) Vxu (x,y(k))) = fn(x), x €Dy, (6.3)
u (x, y(k)) = fD(X), x € 0Dp, 0Dy UODp = 0D.

Vysledkem je sada deterministickych diferencidlnich rovnic, které se lisi
pouze vstupnim parametrem. Reseni tlohy u s ndhodnym polem s pro pre-
hlednost prepiseme jako

u® (x) :u<x,y(k)) , prok=1,...,5,

k0 (x) = (X y# )) prok=1,...,5.

Pro kazdou k-tou rovnici pak hleddme pouze deterministické feseni u(*)
pro pole vodivosti £*) ve tvaru

uwﬁﬁw&%Q:iﬁWM@% (6.4)

i=1
kde @; jsou neznamé koeficienty a INV;(x) jsou prostorové bazové funkce.

m-+1
K0 x) ~ B (o) = 3 (). (6.5)
=1

Aplikaci Galerkinovy projekce 6.2 ziskdme nasledujici rozsiteni

—/v VzW@DM&Mx:Aﬂ@M@Mx (6.6)

kde N;(x) jsou testovaci funkce shodné s aproximac¢nimi bazovymi funkcemi
vybranymi pro hledané reseni. Nasledné se pouzije integrace per partes a po
vyhodnoceni znamych integralti ziskame soustavu linearnich rovnic.
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i=1 b (6.7)
Sl [ kP e0B)B;(x) dx = [ f()N; () dx
i=1
Z az(f)ﬂgk) =b;
=1
AR,k — p

kde al(f) = [p kW (x)Bi(x)B;(x)dx a b; = [p f(x)N;(x) dx. Zptisobu vyhod-

noceni integralti a algoritmickému zpracovani se vénuje ptiloha B.
Vysledkem je matice ﬂl(-k) € R™% uzlovych hodnot koneéné prvkové sité.

6.2 Galerkinova metoda

Dalsim pristupem je aproximace stochastického prostoru pomoci sady po-
lynomu a feSeni tlohy pomoci dvojnasobné Galerkinovy projekce. Samotna
metoda je prisuzovana ruskému matematikovi Borisu Galerkinovi a jde o
obecny postup pro feseni diferencialnich rovnic nahrazenim tzv. silné formu-
lace jeji integralni formou, tj. slabou formulaci. Metoda byla rozpracovana
ve dvacatych letech 20. stoleti, ale vyznamnéjsiho rozvoje se dockala az v
padesatych letech diky pokroku vypocetni techniky. Dnes je nejpouzivanéjsi
metodou pro numerické simulace nejriznéjsich fyzikalnich problémi.
Reseni tilohy hledame podle [39] ve tvaru

u(x,y) = up(x,y) = Z:l u;(x)H;(y), (6.8)

kde M = (mntp ) je binomicky koeficient, ktery udava potfebny pocet vza-
jemné ortogonalnich bazi pro aproximaci m-dimenzionalnimi Hermitovymi
polynomy H,(y) o maximdalnim celkovém stupni p, viz kapitola 5 nebo pri-
loha A.
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Substituci (rov. 6.8) a (rov. 4.4) do rozsitené rovnice (rov. 6.2) ziskdme

VX ' (lim(X, Y)VXUM(X7 Y)) + f(X> - T(UM7 Km, f) 7é 07 (69)

kde 7(unr, Km, f) je residuum diskretizované tlohy, pro které nemuzeme vy-
nutit rovnost v celém prostoru, protoze by to znamenalo, Ze jsme nalezli
analytické reseni.

Uvazujme P jako prostor vsech m-dimenzionalnich polynomu do stupné
p. Galerkiniv pristup je zalozen na nalezeni takového Teseni v P, Ze resi-
duum (rov. 6.9) je na zvoleny prostor ortogondlni v L% smyslu, t;j.

Hr(uMmm,f)HkHLfb = E [r(unr, fm, f)Hg] =0, Vk=1,...,M. (6.10)

Zpétnym rozepsanim predchoziho vztahu ziskame rovnici

E = E[f(x)Hi(y)],

(6.11)

S v (m; i (x); Vi (2_; ﬁj(X)Hj(y))> Hy(y)

preskupenim vsech znamych c¢lenii prepiseme rovnici na

1 M

2 —Vi - (0:(x) Vs (%)) E [y Hj(y) Hi(y)] = E[f(x) Hi(y)] . (6.12)

17

m

+

]

Vyuzitim diferen¢ni rovnice (rov. 5.6) a ortogonality polynomi (rov. 5.7)
jsme vzdy schopni vyhodnotit nasledujici integral

Ey:H;(y)H(y)] = €ijk, Vik=1,....M ANVYi=1,....m+1. (6.13)

Algoritmické implementaci je vénovana priloha A.
Prava strana rovnice se vyhodnoti dle

E[f(x) Hi(y)] = fF()E [Hi(y) Hi(y)] = f(x)0u = fi(x), Vh=1,.... M.
(6.14)
Po vyhodnoceni znamych integrali v rovnici (rov. 6.12), tj. (rov. 6.14,

6.13), zanikne zavislost rovnice na ndhodnych proménnych y a ziskame M
sdruzenych deterministickych diferencialnich rovnic ve slozkové formulaci

m+1 M N N
>3 Vi (43 Viiij(x)) eip = fr(x),  Vk=1,...,M. (6.15)
i=1 j=1
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Pti prepsani vztahu (rov. 6.16) ziskdme prehlednéjsi maticovou formu
rozsifenych rovnic (rov. 6.17).

Aji(x) = mgl i(X)esji (6.16)
— Vi - (A(x)Vii(x)) = f(x). (6.17)

Reseni v prostorovych soufadnicich se provede stejné jako v piedchozi
kapitole 6.1. Tj. predpokldaddame TeSeni ve tvaru

u(x) ~ uj(x) = Xn:lﬁerr(x). (6.18)

Dosazenim do (rov. 6.15) a analogii (rov. 6.10) v prostorovych soufadni-
cich a naslednymi tpravami ziskame

m+1 M R
_/D;]Z::lv ( V Zuﬂ" r >€l]kN )dX:/ka<x)N x)dx
M m+1 N R
/Dj; 2 (@(X)&jk) Zﬂerer(x)Vst(x) dx = /ka(X)Ns(X) dx
M m+1
/ Z ((bz ezgk) ZujTB By dx —/ fk) )dX
D=1 i=1
M N m+l ~
DI DD <¢i(x)€z’jk> B, B, dx :/ Jre(x)Ny(x) dx
j=1r=1 D0 D
M N m+1 R
32320 3 e [, 60000 Bulx) e =
M n m+1 R
Zzuﬂ' Z Cijkbirs = frs, Yk =1,..., M
j=1r=1
Vs=1,...,n.
(6.19)

Vysledkem je soustava sdruzenych blokovych linearnich rovnic Au = b, kde
u,b € RM™ o A € RMnMn kterou lze zapsat jako

m—+1

A(k Dn+s,(j—1)n+r — Z ez]kbzrsa b(k—l)n—l—s = 51k /D f(X)NS(X) dX7

Vk=1,...,M,Vs=1,....,n

(6.20)
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A vysledny vektor odezvy uj, je vektorem koeficientit bazovych funkei dle

U Ny (%) H; (y)- (6.21)

1

M n
u(x,y) ~

j=1r

6.3 Stochasticka kolokace

Posledni zminéna metoda je s nadsazkou fec¢eno kombinaci predchozich dvou.
Cista Galerkinova projekce je provedena pro FeSeni prostorového problému,
zatimco pro popsani stochastického prostoru se vynuti podobna rovnost jako
v pripadé (rov. 6.10) s tim rozdilem, Ze se nepozaduje splnéni rovnosti v inte-
gralni mite na celém intervalu, ale pouze v predem urcenych bodech danych
tzv. ridkou mrizkou [37], tj. velmi podobné jako v piipadé metody Monte
Carlo 6.1. Klicovy v rozliseni téchto dvou metod je vybér navrhovych bodii.
Zatimco metoda Monte Carlo vybirda navrhové body nahodné, u stochastické
kolokace jsou tyto body urceny predem. Zakladnim smyslem této metody
a pouziti fidké mrizky je snizeni poc¢tu bodl a rekonstrukce polynomialniho
chaosu na ziskané odezvé. Logice redukce poc¢tu navrhovych bodii se podrob-
néji vénuje napriklad [27, 38] a zakladni teorie je popsana v [39].

Reseni deterministického problému se vénovala kapitola 6.1. Jedinym roz-
dilem bude vstupni parametr Vg, ktery nyni obsahuje odlisnou sadu bodt a
pocet simulaci S je nyni dan poctem navrhovych bodi ridké miizky. Vysled-
kem je odezva systému v jednotlivych navrhovych bodech, tj. {y®, u®}2_ .

Stejné jako v pripadé Galerkinovy metody pouzijeme k aproximaci Her-
mitovy polynomy. Nyni ale mame k dispozici soubor vysledki v jednotlivych
uzlech {y(k), u(k)} a nebudeme potiebovat stochastickou Galerkinovu projekci
pro ziskani potrebnych koeficientti, ale pouze zrekonstruujeme polynomidlni
chaos na vybraném souboru uzli. Z kapitoly 5.1 vime, Ze nejlepsi aproximaci
pro vybrany prostor polynomt v Ly, smyslu pro zndmou funkci u ziskdme
jako

iy = le [u() Hi()) = [ () Hily)oly) dy. (6.22)
u(y) = un(y) = ;%Hi(y), (6.23)

kde uy znaci aproximaci funkce u polynomy do stupné N, H;(y) jsou v nasem
pripadé Hermitovy polynomy a u; jsou koeficienty linearni kombinace.
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Kazdy integral nasledné muzeme aproximovat pomoci integrac¢nich pra-
videl, tzv. kvadratur, pomoci kterych prevedeme integral na koneé¢nou sumu
M
- L WY F () o) 6.24
U; ~ Zu(y ) z(y )az ’ ( )
Vi k=1
(k)

%

kde y® nyni hraji roli integra¢nich bodt s odpovidajici vahou o

6.4 Vyhodnoceni zakladni statistiky

Metody zalozené na aproximaci polynomy se obecné lisi od metody Monte
Carlo, ktera je ve smyslu vyhodnoceni statistickych momentt primocara, za-
timco stochasticky Galerkin a stochasticka kolokace pottebuji nejdiive ma-
tematicky zpracovat.

Vysledkem metody Monte Carlo je matice o rozmérech ugk), kde k£ =
1,....,8at=1,...,n. S je pocet simulaci a n je pocet uzli kone¢né prvkové
sité. Kazdému uzlu u® tedy nélezi jeden sloupec matice ugk), ktery obsahuje
transformaci vstupni statistiky danou difzni rovnici. Vyhodnoceni stredni
hodnoty p; pro uzel ¢ konecné prvkové sité se provede jako

1
==y ugk). (6.25)
Sia
Rozptyl o? pak dle definice jako
2=1 zsj (u® — u-)Q. (6.26)
4 S = 1 1

Zpracovani vysledkit metod zalozenych na polynomialnim chaosu je slozi-
t&jsi, protoze matice u;, neni matici vyslednych uzlovych hodnot, ale matici
koeficientl jednotlivych bazovych funkei.

Stredni hodnota odezvy se vypocita dle (rov. 6.27), rozptyl dle (rov. 6.28).

P (%) = E fuass (x,¥)] = [ 320,00 Hy(y)ly) dy

=3 ,0) [ ) Hi()a(y) dy

M m

(6.27)



V obou pripadech vyhodnoceni zékladni statistiky (i, 0% ) je vysle-

dek zavisly na prostorové souradnici x. Z praktického hlediska budeme dale
vysledkem minit pouze vektor uzlovych hodnot na konecéné prvkové siti bez
prislusné prostorové aproximace.
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=
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(6.28)
V posledni kapitole je mozné ziskat nahled na mozné rizika a posouzeni
protipovodnovych opatieni. Z tohoto hlediska je jako jedna z nejdilezitéjsich
veli¢in rychlost proudéni vyjadiena jako soucin tenzoru vodivosti a gradi-
entu hydraulickych vysek (rov. 2.5). Z diavodu prehlednosti vyjadiime rych-
lost proudéni jako skalarni pole, kde hodnota v kazdém bodé reprezentuje
normu, tj. skutecnou rychlost proudéni. Informace ktera se timto krokem
ztraci je smér proudéni. V takovém pripadé se zakladni statistika této veli-
¢iny vypocita jako
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Posledni krok bere v uvahu lexikografické fazeni bazi, viz (tab. 4). Po-
nékud prekvapivé zahrnuje primérna hodnota rychlosti i polynomy prvnich
stupni. Pti bliz§im pohledu a zejména pti vyhodnoceni predchoziho vztahu
se ale ukazuje, ze vliv téchto ¢lenu je zanedbatelny.

Vyhodnocenim predchoziho vztahu zaroven ziskdme prumeérnou rychlost
ve dvou smérech. Dalsim krokem ve zpracovani vysledkl je tedy vyjadreni
velikosti rychlosti jako normy rychlosti v obou smérech, ktera je zavedena
pouze v algoritmickém zpracovani.
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Ostatni statistické momenty dalsich veli¢in je mozné dopocitat analogicky
dle predchozich postupti s odkazem na kapitolu 3.2.
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7 Porovnani metod

Jako referenéni metoda pro porovnani chyby i casové narocnosti poslouzi
metoda Monte Carlo, pro kterou byla rovnéz implementovana jeji paralelni
verze. Ve vsech zminénych ptipadech byly vypocty provedeny na shodném
pocitacovém vybaveni a se stejnymi vstupnimi parametry.

Pracovni sestava

Procesor | 2x Intel Xeon E5-2620 @ 2,0GHz
Grafické karty | 2x NVIDIA Quadro 4000
Opera¢ni pamét | 12x8GB (96GB) DDR3 1600MHz ECC
Disk systémovy | OCZ RevoDrive 80GB
Diskové pole datové | 4x3TB WD Red RAID5 (9TB)
Zakladni deska | Super X9DRG-QF
Operacni systém | Microsoft Windows 7, 64bit

Priklad 7.1. Pro nazornou ukazku vlastnosti modelu uvazujme doménu s
diskretizaci dle (obr. 9). Pro rozdéleni domény na koneéné prvky byla pouzita
funkce Mesh2d ve verzi pro Matlab [7].
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6
ol
0

20

-4t - :
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Obrazek 9: Doména s okrajovymi podminkami a korela¢ni funkei pro (pr. 7.1)
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Zékladni prostorové parametry:

e Pocet elementti: 384,
e Pocet uzlu: 225,
e Okrajové podminky: dle (obr. 9):

( ) = 0, X € 8D1,
(X) = 0, X € 3D2,
n(x) - (k(x,y)Veu(x,y)) = 0, x € 0D3 = (0D, U0Ds) NOD.

Zakladni stochastické parametry:

e Pocet simulaci S (MC): 5 000 000,

/

_ ¥y
ly

z—z’

la

Kovarianéni funkce: C,, = o2 exp (—

)

Rozptyl: 02 = 1 [m/rok]?,
Korelacni délky: [, = [, = 5m,

Stfedni hodnota tenzoru filtrace: pu,(x) = [ 100 100 ] [m/rok].

Zadanim prikladu jsme zafixovali fyzickou doménu, stejné jako okrajové
podminky a prostorovou diskretizaci. Césteéné proménnou tedy zistane sto-
chasticka cast ulohy, které vlastnosti budeme porovnavat z hlediska vsech
metod. Uplnd volnost je omezena faktem, Ze pro diskretizaci kovarianéni
funkce byla vzdy pouzita stejna sit.

Pro nazornou ukazku je na (obr. 9) zaroven s doménou ve stejném méiitku
vykreslen fez korelacni funkci (rov. 4.13) podél osy z, ktery udava vzajem-
nou korelaci dvou bodtl v prostoru pro konkrétni pifklad. Cervené je pak
vyznacena korelace pro danou korelac¢ni délku [, = [, = 5m.

Jako hlavni vysledky byly vybrany smérodatnd odchylka a stredni hod-
nota pole odezvy (obr. 10) a rychlosti proudéni (obr. 11).
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Néasledné pak muze byt zkouméana chyba na odezvé modelu zpiisobena
jak zkracenim rady k,,, po¢tem simulaci, tak volbou stupné aproximacniho
polynomu v pripadé Galerkinovy metody. V pripadé metody Monte Carlo
byla chyba vyhodnocena dle nasledujicich vzorcti

Lgn 1 i () = ul (v))
eho==3"= k97 m 2071100, 7.1
SIS ) i

n (0D () = D (y

€ = 1 3 vars (u’“ (y;?i) i <yj)) -100, (7.2)
nis var; (um (yj))

kde S je pocet simulaci a n je pocet uzli konecéné prvkové sité. Index k je
oznaceni zkraceni sumy oproti plnému poctu vlastnich tvart m pro danou
diskretizaci a index 7 je pofadnice vektoru konecénd prvkové sité®. Vysled-
kem je pak primérna relativni chyba na odezvé modelu, kterou zptsobime
zkrdcenim fady oproti plnému KLR, viz (obr. 13).

V pripadé metody Monte Carlo je do vypoc¢tu kromé zkraceni sumy r,,
vyslednéd chyba na odezvé zptisobena i snizenim poctu simulaci. Nasledujici

graf pak ukazuje trend sniZzeni chyby pro rtizné volby poctu simulaci

10°
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Obrazek 12: Chyba na odezvé v zavislosti na poctu simulaci S.

25Pro konkrétni pifklad byl zvolen podet simulaci S = 5000000. Pocet uzlii kone¢né
prvkové sité je n = 225 a tedy i maximalni pocet tvaria je m = 225, index k je pak
poradnice z osy na obrézcich (obr. 7).
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Obrazek 13: Porovnani chyby jednotlivych metod pfi zkraceni sumy k,, dle
(rov. 7.2) a (rov. 7.1).
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Primérem pres vsechny uzly ztrdcime prehled o maximalni chybé a o
informaci, kde se chyba prostorové koncentruje. Prostorové rozlozeni chyby
na hydraulickych vyskach je predmétem nasledujicich obrazkt

10

Obrazek 14: Prostorové rozlozeni chyby: (a) rozptyl, (b) stfedni hodnota,

Chyba na (obr. 14) bylo zptisobeno snizenim poctu simulaci z Syef =
5000000 na S = 50000 a vypoctena dle nasledujicich vztahi

Eluy] - E[ug).,]

et (xW) = - =100, (7.3)
Euf),,]
(i) (4)
i var|ua — varju
€Zm(x(z)) _ [ S ] (Z) [ S,Tef] i 100’ (74)
’ Var[uS,ref]

kde index ¢ znaci uzel sité konecnych prvki.
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Priklad 7.2. Druhy ptiklad je zaméfen na mozné praktické vyuziti modelu.
Na (obr. 15) je Tez télesem zemni hraze s danou diskretizaci a okrajovymi
podminkami. Materidl télesa hraze je uvazovan jako propustny homogenni
izotropni material s jistymi vstupnimi parametry. Nejisté vstupni parametry
jsou uvazovany pouze pro podlozi. Pro rozdéleni domény na konecné prvky
byla opét pouzita funkce Mesh2d [7].

: AT A e :
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: 5 N VAV e P VVivaY v g Y L eabATAYA) :
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Obrazek 15: Doména s okrajovymi podminkami a korela¢ni funkci pro priklad
(pt. 7.2)

Zéakladni prostorové parametry:

e Pocet elementii: 5171,
e Pocet uzla: 2711,

e Okrajové podminky: dle (obr. 15):

u(x) = 0, x€0dDy,
w(x) = =9, x € 9Dy,
Up(X) = 07 X € 8D37

3
I’I(X) : ('%(Xa y)ku(xay)) = 07 X € 8D4 = U 8DZ NobD.
=1
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Zéakladni stochastické parametry:

e Pocet simulaci S (MC): 500000,

z—z’
lz

e Kovarianc¢ni funkce: C,, = o2 exp (— — ‘%))7
e Rozptyl: 02 = (1 x 1073)? [m/s]?,
o Korelacni délky: [, = [, = dm,

e Stredni hodnoty tenzoru filtrace pro rizné ¢asti domény:

10 _
/LH,T(X) = 0 1 10 > [Hl/S],

= O

107* [m/s],

O =

Mk, D (X) =

ep(X) = 1075 [m/s),

0
1

S =

kde pu. p je stfedni hodnota tenzoru filtrace podlozi p. p je tenzor filtrace
drendze a pu,, 1 je tenzor filtrace télesa hraze. Stejné jako v piipadé (obr. 9)
je pro nazornou ukazku vykreslena korelac¢ni funkce ve stejném méritku jako
doména. Nahodné pole a tedy nejistota hydraulické vodivosti je uvazovana
pouze v podlozi hraze.

-5
-10
-15

Obrézek 16: Stfedni hodnota odezvy systému pro (pf. 7.2).
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Obrazek 17: Rozptyl odezvy systému pro (pr. 7.2).

Odezva modelu byla predpoklddana ve smyslu prostorové distribuce ne-
jistoty, kdy se nejisté oblasti logicky koncentruji dale od pevné zadanych
okrajovych podminek, jak je vidét zejména na (obr. 17b). V tomto smyslu
by bylo zajimavé zahrnout do vypoctu parametr v podobé nejistého bodu
zacatku hladiny na hranici D;. Pak by na celé této hranici byl konstantni
rozptyl hydraulické vysky. Za zamysleni pak stoji zvazeni moznosti modelo-
vat tyto dva parametry nezavisle a nasledné pouzit princip superpozice. V
zavislosti na rozptylu kolisani hladiny by se pak dalo urcit jaka ze vstupnich
nejistot prevazi a jakou je mozno zanedbat.

Stejnou myslenku o rozlozeni nejistoty hydraulické vodivosti lze samo-
ziejmé aplikovat obecné, tedy i na (pf. 7.1), kde tvar a pfibliznd poloha
koncentrace nejistot v systému lze odhadnout pred vypoctem. To, co model
ale nabizi je presnost a konkrétni hodnoty s moznosti rekonstrukce distribuce
odezvy v bodé.

V predchozich prikladech nebyla zavedena okrajova podminka predepi-
sujici rychlost proudéni. V takovém ptipadé bychom na takové hranici po-
zorovali nulovy rozptyl rychlosti. Na (obr. 11) si lze vSimnout, Ze nejistota
rychlosti proudéni se koncentruje v mistech s vyssi rychlosti proudéni a za-
roven logicky v mistech s vysokou nejistotou samotné hydraulické vodivosti.
Nésledné chovani modelu se da predpoveédét spojenim téchto dvou pozoro-
vani, tedy ze nejistota rychlosti proudéni bude koncentrovana v mistech s
vyssi rychlosti a zaroven dale od zadanych okrajovych podminek.

7.1 Vypocetni naroky

Porovnani metod z hlediska vypocetnich narokt se da rozdélit na dvé sku-
piny. Jednu skupinu tvori ¢asové naroky na vypocet v prepoctu na ekvivalent
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jednoho vypocetniho jadra a druhou pak systémové naroky pro vypocet, tj.
hlavné minimalni pozadavky na operac¢ni pamét.

V tomto ptipadé budou porovnavany pouze metody Monte Carlo a sto-
chasticka Galerkinova metoda. Divodem vypusténi stochastické kolokace je
jednak shodnost vypocetniho jadra s metodou Monte Carlo a také limity
knihovny pouzivané pro vyhodnoceni kolokac¢nich bodia a prislusnych vah.

Metoda Monte Carlo byla prevazné spousténa v paralelni verzi. Pro tcel
porovnani obou metod byla nasledné prevedena na ekvivalent jednoho vy-
pocetniho jadra pomoci (tab. 2). Vysledny nasobitel je vypocitany jako pru-
mérnd hodnota z 1000 simulaci pro priklad (pf. 7.1), kde S =10 000.

12

11

-
o

Zrychleni

—Realnd zrydlﬂem'

= N W A~ O N
T T T

| ---Idealni zrychleni

Pocet jader

Obrazek 18: Graf zrychleni

Pocet jader ‘ wl—] ‘ o [1 x 10]
1 1 3.1
2 2 1.07
3 2.7 1.58
4 3.5 3.58
5 4 4.47
6 4.7 3.76
7 5 8.73
8 5.2 12.4
9 5.5 12.12
10 5.9 9.21
11 6.2 8.22
12 6.6 13.45

Tabulka 2: Urychleni vypoctu
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Po pfepoctu na jedno jadro pak ziskdme konkrétni ¢asy pro riznou volbu
poctu vlastnich tvari pro obé metody.

4

10 —— ——
S s =1

7‘10j —Eva7P:2

W =%, S = 1000000

S

2102

SSE

g f

=

Ny 1,

= 10",

100 1 | \ 1

0 50 100 150 200 250

k

Obrazek 19: Vypocetni casy jednotlivych metod v zavislosti na poctu vlast-
nich tvara

Obecné vsak 1ze pro Galerkinovu metodu ziskat vyrazné lepsi vypocetni
casy. Nejnaroc¢néjsim krokem je sestaveni globalni matice tuhosti, kdy se
alokuje mnohem veétsi mnozstvi paméti nez je nutné a komprese sloupcti a
indexovani zabird neimérné mnozstvi ¢asu. V poradi druhym casové nejna-
rocnéjsim krokem je pak feSeni soustavy rovnic, viz ptiloha C.

Nasledujici graf pak porovnava minimalni systémové naroky.

10" .

' —e%0, S = 1000000
10'1 i I I MC :

0 50 100 " 150 200 250

Obrazek 20:

Pamétové naroky jednotlivych metod v zavislosti na poctu vlast-
nich tvara
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Pro priklad (prf. 7.2) pak byly provedeny zkousky kapacity vypocetniho
vykonu pracovni sestavy pro obé metody.

Galerkinova metoda

Vypocetni ¢as | ~ 3h 20min
Pocet vlastnich tvaru | 268
Stupen polynomu | 2
Dimenze matice tuhosti | 98 449 965
Pamétové naroky | ~50 GB

Metoda Monte Carlo

Vypocetni ¢as | ~ 6h 20min
Pocet vlastnich tvaru | 2711
Pocet simulaci | 500 000
Dimenze matice tuhosti | 2711
Pamétové naroky | ~ 32.5 GB

7.2 Shrnuti

Vyslednym porovnanim je shrnuti vlastnosti jednotlivych metod, jejich vy-
hod, nevyhod a celkové praktického pouziti. Z predchozi kapitoly lze udélat
vétsinu zavéra porovnanim dvou hlavnich pristupt jak z hlediska pamétovych
a Casovych naroki, tak i z hlediska vysledné presnosti.

7.2.1 Metoda Monte Carlo

Implementaci této metody bylo vénovano nejvétsi tsili zejména diky faktu,
ze byla zpracovavana jako prvni a autor se seznamoval s tématem jako ta-
kovim. Resi¢ deterministického modelu, ktery je jadrem této metody prosel
nesc¢etnymi ipravami a optimalizacemi do soucasné podoby.

Z hlediska implementace této metody pro existujici deterministicky resic
s moznosti zmény pole vodivosti je pak implementace velmi rychla a relativné
jednoduché, protoze spociva pouze v tvorbé nahodného pole a vygenerovani
souboru nezavislych nadhodnych proménnych.

Nejvetsi vyhodou této metody je fakt, ze mira konvergence chyby je za-
visld pouze na poctu simulaci S a nikoliv na poc¢tu ndhodnych proménnych,
coz je vlastnost, kterou zadna jina metoda nema. Na druhou stranu vychazi
mira konvergence z centralni limitni véty a je rovna O(S~%/2) [39], tj. v log-log
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méiitku by méla byt mira konvergence pfiblizné linedrni se smérnici —1/22°.
Problém nastava tehdy, kdy uz samotny deterministicky model je natolik
slozity, ze jediné Teseni zabere vétsi mnozstvi ¢asu a vypocetnich prostredkii.
Snizeni chyby o jedinou desetinu si pak zada 100 nasobné zvyseni poctu si-
mulaci a tim paddem i vypocetnich naroki. Je tedy rozumné se zamyslet nad
zrychlenim vypocetniho jadra a presunuti co nejvétsi ¢asti kodu mimo hlavni
cyklus, coz aktualni implementace splnuje.

Viici nynéjsimu kédu lze ziskat dsporu na vyuziti operac¢ni pameéti pri-
blizné 50% zapisem odezvy systému na misto predgenerovaného nadhodného
pole nebo rozdélenim nahodného pole a jeho postupnym nahravanim do pa-
méti v pripadé potieby. V takovém pripadé je mozné fesit i opravdu extrémné
komplexni systémy, ale je zaroven nutné se smirit s faktem, ze vypocet bude
neunosné pomaly, zejména kvuli komunikaci mezi SAT A3 a DDR3, tj. pro-
pojeni SouthBridge a NorthBridge, rozhranim a jejich kapacitam. Resenfm
by pak mohl byt bud asynchronni prevod dat z jednoho média na druhy
nebo dostatecné velké datové pole s PCI — E rozhranim, jednak diky dosa-
hovanym rychlostem téchto médii a také proto, ze obé média budou ptimo
komunikovat pouze ptes NorthBridge.

Po vyteseni otazky pamétovych prostredki je dalsim aspektem vypocetni
cas. Pro vyrazné zrychleni jadra kédu by bylo zapotiebi zménit ptistup k
sestavovani globalni matice naptiklad zachovavanim struktury, pripadné celé
matice tuhosti, lokdlnich matic nebo vylepseni uz tak vysoce efektivniho
algoritmu pro Teseni vyslednych rovnic. V kazdém pripadé je pak ale potieba
vyhodnotit velky pocet simulaci, bez ¢eho se tato metoda neobejde a jedinym
fesenim pro tento problém se zda byt silnéjsi paralelizace a vynalozeni vétsich
prostredkt na vypocetni zazemi.

7.2.2 Galerkinova metoda

Relativné novou a nadéjnou alternativou ke klasickym vzorkovacim metodam
je pak stochastickd Galerkinova metoda. Predvedené teseni i se svymi nedo-
konalostmi a obtizemi z implementacniho hlediska je vykoupeno ziskanymi
vysledky a celkové moznostmi zdokonaleni této metody.

V porovnéni s klasickou metodou pro (pt. 7.1) se pak ukézala jako efektiv-
néjsi ve vsech smérech, tj. celkové si zadala nizsi pamétové zdroje a vypocet
byl rychlejsi se zanedbatelnou chybou.

Z hlediska samotného algoritmu je nezbytné vyuzit jiné knihovny pro
zpracovani/definovani velkych soustav fidkych matic. V extrémnich ptipa-
dech standardni funkce programu Matlab neumoznuje zadavani nenulovych

26V nagem pifpadé je primérnd mira konvergence na (obr. 12) rovna ~ —1/2.
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indexii jiného typu nez double a neumoznuje piimé definovani matice ve for-
matu C'SC, tj. komprimovanych sloupci. Oba tyto faktory pak vedou pfti-
blizné na dvojnasobné paméfové naroky pro samotnou tvorbu matice nez
jaké misto v paméti nakonec skutecné zabira.

Dalsi rozvoj z algoritmického hlediska se nabizi v paralelizaci samotného
fesice vyslednych soustav rovnic anebo pouziti vhodného predpodminéni, viz
priloha C. Vzhledem k dimenzi vyslednych soustav rovnic je pak mozné zvazit
dalsi droven aproximace, viz [1] nebo vénovat tsili vyvoji Fesice soustav bez
nutnosti slozeni globalni matice tuhosti, kde samotné provedeni je relativné
jednoduché, ale otazkou ziistava Casova naroc¢nost takového pristupu. Pro
redukci vypocetniho casu je naptiklad mozné predem vypocitat integraly
eijk, protoze jsou nezavislé na feSeném problému a lze je tak vzdy v pripadé
potfeby jen nahrat z paméti.
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8 Zavér

V této praci byl predveden pristup pro reseni rovnice proudéni podzemni
vody s nejistym materidlovym parametrem pomoci tii metod, kde vsechny
byly algoritmicky zpracovany v programu Matlab. Samotné feseni ale nepo-
skytuje tuplny nahled na chovani modelu a velka ¢ast prace byla vénovana
obecnosti a efektivnosti kodu, stejné jako preprocessingu a postprocessingu,
které jsou vice nez kde jinde nezbytnou ¢asti ve zpracovani vysledku.

Vlastni zpracovani vsech tfi variant véetné pomocnych funkci obsahuje
pres ~ 6000 radki bez komentaii, kdy zaroven jednotlivé metody sdileji
spolecné knihovny. V drtivé vétsiné jsou matice v pribéhu programu defino-
vany v usporném ridkém formatu az na vyjimky, jako je napiiklad rozklad
matice na vlastni tvary na grafickych kartach?’, protoZe sou¢asnd implemen-
tace feSice zatim nepodporuje tento format, atd.. Vétsina funkci byla také
optimalizovana pomoci vestavéného profileru.

K autorovu prekvapeni se v odborné literature nevyskytuji tak zakladni
vztahy jako jsou stfedni hodnota a rozptyl rychlosti proudéni a zustava tedy
sveétlou nadéji, ze tato prace alespon nékomu ulehci praci pii odvozovani
hodnoceni statistiky odezvy ve smyslu prostorové pravdépodobnosti prekro-
¢eni urcité hodnoty jak hydraulickych vysek tak rychlosti proudéni.

Jako vysledek Teseni byla prezentovana transformace vyslednych koefici-
entll a vzorkd odezvy na stfedni hodnotu a rozptyl hydraulickych vysek a
rychlosti proudéni. Smyslem téchto metod vSak neni jen ziskani pouze téchto
hodnot, ale predevsim analyza rizik a pravdépodobnosti prekroceni kritic-
kych hodnot.

Dalsim pokracovani prace je pak orientovano zejména na stochastickou
Galerkinovu metodu, pro kterou byly pouze pripraveny matematické vztahy
pro pouziti realisti¢téjsiho log-normalniho rozdéleni ndhodné veli¢iny a mo-
del nenasyceného ptidniho prostiedi, tj. nelinearity hydraulické vodivosti.
Obecné pro vsechny metody nebylo pristoupeno k modelu kovarianéni funkce
vychézejici z realnych ptdnich podminek, ktery vyznamné ovliviiuje podobu
ndhodného pole a tedy i odezvy modelu. Vyzvou je pak vytvorit casove za-
visly model anebo sdruzené tlohy a pokryt tak vétsinu redlnych situaci.

2TProgram nabizi piepinani mezi vypoétem na CPU a GPU avsak pouziti grafickych
karet zacind byt vyhodné v zavislosti na pouzité karté az priblizné od ~ 4000 uzlt volnosti.
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A Hermitovy polynomy

V prvni fadé se zamérime na algoritmické zpracovani vyhodnoceni nasledu-
jicitho integralu

E [v:H;(y)Hi(y)] = eijk, Vijk=1,...,.M AVYi=0,...,m. (A.1l)

has1(y) = yha(y) — nho—1(y). (A.2)

Analytické feSeni pro tento integral lze ziskat za vyuziti rekurzivni rov-
nice, kterd je pro Hermitovy polynomy definovana jako (rov. A.2) a za po-
moci které mizeme prevézt vztah (rov. A.1) na nésledujici rovnici, pro kterou
zname analytické reSeni

E[Hy(y) iy = [ Hy(y) Hily) @(y) dy
m (A.3)
= I1 %168, Vi k=1,..., M.

Pro odvozeni algoritmického zpracovani vyhodnoceni (rov. A.1) si nejprve
musime uvédomit, ze y; je jedind nezavisla ndhodna proménna v polynomu
prvniho stupné a index ¢ oznacuje index sloupce multi-indexové matice. In-
dexy j,k u vicerozmérnych polynomi Hy(y) jsou indexy celych radka multi-
indexové matice.

Priklady jednorozmérnych Hermitovych polynomi

ho(y;) =1 hs(yi) = v2 — 3y
ha(y:) = vs ha(y:) = yi — 6y +3
ho(yi) = 2 — 1 | hs(y;) = 45 — 10y2 + 15y,

Tabulka 3: Priklady nenormovanych jednorozmérnych Hermitovych poly-
nomi

Indexy jednotlivych proménnych v (tab. 3) urcuji sloupec v (tab. 4) a
budou vyuzity teprve v (tab. 5).



J.k  multi-index j;, k; Y7 ki

1 (0, 0, 0) o
2 (1,0, 0) :
3 (0, 1, 0) —
4 (0,0, 1) :
5 (2,0, 0)
6 (1, 1, 0) ,
7 (0, 2, 0) N
8 (1,0, 1) :
9 (0,1, 1)
10 (0,0, 2)
11 (3,0,0)
12 (2,1, 0)
13 (1,2, 0)
14 (0, 3, 0) .
15 (2,0, 1) m
16 (1,1, 1) :
17 (0,2, 1)
18 (1,0, 2)
19 (0, 1, 2)
20 (0, 0, 3)

Tabulka 4: Multi-indexova matice pro m=3, p=3.

Vybrané piiklady trojrozmérnych Hermitovych polynomu pro (tab. 4)

(y1)h2(y2)ho(ys) = i(ys — 1)
(y2)h1(y3) = y1yays
His(y) = ha(y1)ho(y2)ha(ys) = yi(ys — 1)

Tabulka 5: Priklady trojrozmérnych Hermitovych polynomu

Kde index u kazdého polynomu Hj, v (tab. 5) zna¢i index fadku multi-
indexové matice (tab. 4). Indexy jednorozmérnych polynomu h; pak index
sloupce multi-indexové matice.

Kombinaci rekurentni rovnice a multi-indexové matice ziskame pro tento
typ tlohy velmi jednoduché pravidlo. Ve vsSech pripadech kombinaci dvou

b



polynomu se snazime vyraz (rov. A.1) pfevést na (rov. A.3), pokud takovy
prevod aby zaroven platilo, Ze ¢ = j neni mozny, polynomy jsou na sebe
ortogonalni. Diky tomu, ze se v (rov. A.1) a (rov. A.2) objevuje samotna
nahodna veli¢ina pouze v prvni mocniné, je mozné se na vyhodnocovani
integralu koukat pouze jako na porovnavani radki multi-indexové matice.

Pokud je rozdil dvou radkd multi-indexové matice R = I; — I}, jednotkovy
vektor, mé integral (rov. A.1) nenulovou hodnotu pro indexy i, j, k, kde i je
index jediné nenulové slozky vektoru R. Hodnota e;j; je rovna [[i-, I;.!, kde
na indexu j nezalezi, protoze vysledna matice je z definice symetricka.

V pripadé soucinu tii polynomu je nutné s vyuzitim Fubiniovy véty roz-
délit integral na polynomy jednotlivych ndhodnych proménnych, tj.

e = [ S(y) ©S(y) & S(y)i(y,) dy,. (A4)

kde S je vektor obsahujici polynomy jediné ndhodné proménné, kde stupen
polynomu je urcen hodnotami ve sloupci multi-indexové matice, ¥, pro r =
1,...,mjsou jednotlivé nahodné proménné, tj. m je celkovy pocet nezavislych
ndhodnych proménnych a symbol ® zna¢i tenzorovy soucin [35]. Vysledna
matice integralii se vyhodnoti jako

e=eWoe®  emboem (A.5)
kde el(-;,l jsou vyhodnocené integraly pro jedinou ndhodnou proménnou y, a
symbol o zna¢i Hadamarduv soucin [33].
Mechanické vyhodnoceni predchozich vztahtt by bylo stéle velmi narocné
a vyuzijeme tedy jednoduchou myslenku, ze v kazdém sloupci se bude vy-
skytovat jen konecny pocet kombinaci polynomi, tj. konkrétné pro soucin tii
polynomti o maximéalnim celkovém stupni p je pocet kombinaci Q% = (p ;3 .
Vzhledem k tomu, ze na pofadi polynomu v integralu (rov. A.4) nezélez,
je potieba vyhodnotit jen pocet unikatnich kombinaci stupni polynomi, tj.
QU = (p +§71> = (p §2> a vyhodnoceni integralu tedy transformujeme pouze
na hledani spravné kombinace indexti®®. Timto zpiisobem lze zkonstruovat
jednoducha pravidla pro obecny pocet polynomu libovolného stupné a po-
¢tu proménnych za extrémni efektivity a slozeni relativné slozitého integralu
primo ve formatu ridké matice.
Vyhodnocenim integralu (rov. A.1) ziskdme trojrozmérnou matici e;jy.
Nenulové ¢leny takové matice pro priklad, kde m = 10 a rizné volby stupné

polynomu pro Y-, e;j; jsou na (obr. 21).

28Navic tuto kombinaci hleddme v jednotlivych sloupcich, coz je vyhoda v piipadé po-
uziti programu Matlab a Tidkych matic, jelikoz pro ukladani pouzivd metodu C'SC a
"fezani" sloupci s naslednym hledanim v nich je velice efektivni procedura.
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Obréazek 21: Priklad vyhodnoceni integralu (rov. A.1).

Pro nazornost si jesté ukazeme nékolik dvojrozmérnych Hermitovych po-
lynomt a zaroven funkce, které integrujeme.

OB,
SRS

0 ; o}
Y 4 -4 X Y 44 X

y Ca ? X Yy " aa X y Cae ? X

Obrézek 23: Dvojrozmérné Hermitovy polynomy s pravdépodobnostni vahou.



Ve vsech pripadech jsou polynomy s odpovidajici vahou vzajemné orto-
gonalni. Aby byl integral nenulovy, bylo by nutné kombinovat polynomy se
stejnou proménnou. Proto jsou napiiklad i (obr. 23b) ortogonalni. Rozepsa-
nim s pomoci Fubiniovy véty ziskdme nésledujici vztah

/R Has(x)p(x) dx = /R ha(z)ha(y)p(2)p(y) dz dy
= /R ha(z) p(z) d /R ha(y)p(y) dy

= /R ha(z)ho(x) p() dI/R ha(y)ho(y)p(y) dy = doado2 = 0.
(A6)



B Implementace MKP

V kapitole 6 jsme se vénovali Teseni diferencidlnich rovnic a vyhodnoceni
urcitych integral jsme brali jako samoziejmost bez zminéni jednotlivych
krokii a samotného feseni pouzitelného bez dalsich tprav.

Diskretizace domény je provedena pomoci trojihelnikovych elementi s
linedrni aproximaci. Odezva systému je zaroven pouze stavovou skalarni veli-
¢inou, tj. vysledna odezva je reprezentovana skalarnim polem hydraulickych
vysek a aproximace odezvy na prvku ma tvar

u(x) = 1z + ey + c3, (B.1)
u(x):P(x)-c:{x Yy 1} e, (B.2)

kde x,y jsou nyni prostorové souradnice.

Snahou je vyjadrit neznamé v uzlech jednotlivych prvkia a nahradit tak
vektor koeficientii ¢ vektorem uzlovych hodnot r. Toho docilime jednoduse
tim, Ze vektor polynomu P(x) nahradime matici soutadnic S, resp. dosa-
dime uzlové hodnoty S; = P(x;), pro i = 1, 2, 3, kde X; jsou souradnice
jednotlivych uzli prvku, uzlové hodnoty r se nasledné vypocitaji dle

1 Y 1 C1
r=S-.-c= T2 Y2 1 Co . (Bg)
r3 ys 1 3

Samotné neznamé koeficienty ¢ vyjadrime inverzi matice souradnic S jako

c=S"'-r (B.4)
Zpétnym dosazenim vztahu (rov. B.4) do (rov. B.2) ziskdme vyjadreni

linedrni aproximace neznamé skalarni veli¢iny u(x) pomoci bazovych funkeci
N;(x), i =1,2,3 a neznamych uzlovych posuni r jako

u(x) =P(x)-c=P(x)-S'-r=N(x)-r, (B.5)
kde N(x) = [Ny(x), Na(x), N3(x)] je vektor bazovych funkei dle (rov. B.6).
1
Ni(x) = [2(y2 — ys) — y(x2 — 23) + T2y3 — T302] oA’
1
Na(x) = [2ys —y1) — y(os — 1) + 231 — 21y3] 5, (B.6)
1
N3(x) = [2(y1 —y2) —y(x1 — T2) + 212 — Tou:] A



Plocha prvku A je vyjadrena jako

1
A= §(x1y2 — Y1 — T1Y3 + T3Y1 + Tays — TaYa). (B.7)

Dalsim potfebnym vztahem je gradient bézovych funkei ViN(x), ktery
se vyhodnoti jako

gl
B = V,N(x) = { Vi } [ Ni(x) Na(x) Ns(x) |
Oy
ON1(x) ONa(x) ON3(x)
. ox ox ox
- 8N1(X) 6N2(x) 8N3(x) ] (BS)
dy oy oy

2A°

=y oy =y | 1 [ym oym oy |l
T32 T13 P21

B.1 Matice tuhosti

Predchozimi kroky jsme definovali vse potfebné pro vyhodnoceni lokalni ma-
tice tuhosti K; elementu, definované v kapitole 6.1 jako

Kl:/DB(x)-/i(x)-B(x) dx:/DB-/f(x)- B dx, (B.9)

kde B(x) = B je gradient bazovych funkci N(x) a v ptipadé linedrni aproxi-
mace si muzeme dovolit vypustit prostorovou proménnou x, kterd po aplikaci
gradientu vymizi, k(x) je tenzor filtrace jako prostorovd proménna.

V nasem piipadé je tenzorové pole k(x) v prostoru bud konstantni nebo
linedrné proménné, tj. integral lze vyjadrit jako

/D k(x)dx = ;lzzlff(f(z) A= ;l:zl [ kx(oiz) ky&z) ] - ;1%, (B.10)

kde A je plocha prvku a X; jsou souradnice jednotlivych uzli. Dosazenim
(rov. B.10) do (rov. B.9) pfepiSseme vztah na



A
K=B-—k-B
3
_ Zon ] N
_ 523 ;2 LAl k, 0 Yoz Ys1 Yz | 1
B 043 0 ky || @ 113 wm | 24
| Y12 To1 |
[ x
_ Z23 ;2 ke 0 Y23 Y31 Y12 1
31 1 ky T3g X13 21 124
L Y12 T21 |
[ y§3 Y23Y31  Y23Y12 % x%g L2331
= | Y31Y23 y§1 Y31Y12 ﬁ— L3123 $§1
| Y12Y23  Y12Y31 y%z L1223 12731

To3 >~
23412 ﬂ

1247
(B.11)

T31T12
2
Lo

kde k, = Y3 k(%) a %y =33 | k,(X;) jsou vztahy z pfedchoz{ rovnice, viz

(rov. B.10).

Podobné vztahy pak mtzou byt jednoduse odvozeny pro obecnéjsi ten-
zor hydraulické vodivosti. Cilem zépisu (rov. B.11) bylo dojit s odvozenim
vztahll co nejdale a nezatézovat vypocet zbytecnym vyhodnocovanim mate-
matickych operaci pri sestavovani globalni matice tuhosti.

B.2 Gramova matice

Pro aproximaci kovarianéni funkce je tfeba vyhodnotit Gramovu matici pro
prostorové bazové funkce. Lokalni Gramova matice linearniho trojuhelniko-
vého prvku lze vyhodnotit analyticky dle nésledujici rovnice

M, = /DN(X) ® N(x)dx

:/D_
/D_

N3N,
N3N3

(B.12)

kde A je plocha prvku a N(x) je vektor bazovych funkei na prvku. Obecné
lze Gramovu matici tohoto typu vyhodnotit predem a usettit tak systémové

naroky.



C Pouzité resice linearnich soustav

V kapitole 6 byl pro kazdou metodu odvozen vztah zakonc¢eny nutnosti resit
linedrni soustavu rovnic. Pro metody Monte Carlo a stochastickou kolokaci
jsou vzdy pouzity piimé fesi¢e Fidkych soustav programu Matlab [25, 20].
V pripadé stochastické Galerkinovy metody jsou ale vysledné soustavy prilis
velké a tyto Tesi¢e by potrebovali neimérné mnozstvi pameéti. Pro tyto tcely
bylo vyuzito implementované funkce predpodminénych sdruzenych gradientt
(pcg, z anglického preconditioned conjugate gradients) [23]. Tato funkce na-
bizi zadat jak matici predpodminéni, vyslednou presnost, maximalni pocet
iteraci, tak i startovaci vektor.

Nastaveni funkce peg():

e Maximalni pocet iteraci: 500,

Tolerance®: 1 x 1078,

Matice predpodminéni: -,

Startovaci vektor: deterministicka odezva.

V kapitole 7 bylo ukazano, ze stfedni hodnota odezvy témér nezavisi na
poctu vlastnich tvarti nebo stupni aproximacniho polynomu. Této vlastnosti
vyuzijeme pTi tvorbé startovaciho vektoru, tj. pouzije se linearni determi-
nistické TeSeni ul(d) s polem hydraulické vodivosti odpovidajici stfedni hod-
noté vstupni statistiky. Zaroven vyuzijeme (rov. 6.27), ze které lze vydcist, ze
stfedni hodnoté odezvy odpovidéd koeficient polynomu nultého stupné, pak

i’ = u, (C.1)

kde ﬁgs) je pouze cast stochastického Teseni pro polynom nultého stupné a

) je deterministické feseni pro stfedni hodnotu pole vodivosti*’,

Cilem tohoto kroku neni vysledna presnost, kterd je zafixovina na za-

catku procesu, ale snizeni poc¢tu iteraci a tim i vypocetniho ¢asu. Porovnani
)

z hlediska iteraci je na (obr. 24).

(d
w;

29Pro soustavu rovnic Ax = b se tolerance poéitd jako relativni chyba na residuu jako
b — Ax||2/[bl|>-
30P¥i¢emz stfedni hodnota pole vodivosti nemusi byt nutné konstantni funkce.
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Obrazek 24: Pocet iteraci funkce pcg, BV: bez startovaciho vektoru, SV: se
startovacim vektorem.

Konkrétni nastaveni vstupnich hodnot je shodné s (pt. 7.1), pocet vlast-
nich tvart je 25 a stupen polynomu je 2. Hodnost fesené matice je ~ 28 000 a
¢asova redukce se pohybovala v rozmezi 20 ~ 50%. Konkrétni ¢asové tispory
se zde neuvadéji z duvodu nezahrnuti ¢asu pro reseni deterministického pro-
blému a zaroven z duvodu Treseni velice malého problému, kde zahrnuti star-
tovaciho vektoru nemé z hlediska celého vypoctu rozhodujici vahu.

Zaroven si zde muzeme povsimnout, ze konvergence pro oba pristupy je
velmi podobna a odhadem ¢asti feseni tedy jen posouvame pocatecni chybu. S
vyssim poctem iteraci se tedy snizuje efektivita pouziti startovaciho vektoru.
Pti testovacich pozorovanich je rychlost konvergence vysoce ovlivnéna pou-
7itim predpodminéni*'. Kombinace spravného startovaciho vektoru a pied-
podminéni je tedy pro tuto metodu zakladem pro ziskani efektivniho fesice
velkych linearnich soustav.

31Ve vysledném algoritmu je funkce pfedpodminéni vynechéna.
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