
České vysoké učenı́ technické v Praze
Fakulta stavebnı́

Katedra mechaniky
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Úvod
Jednou z nejdůležitějšı́ch činnostı́ inženýrů je modelovánı́ a řešenı́ reálných, přirozených jevů.
Ty mohou pocházet z nejrůznějšı́ch oblastı́ od technických věd, přes modernı́ fyziku a biologii
až po společenské vědy a ekonomii. Pomocı́ fyzikálnı́ch zákonů (přı́padně jiných znalostı́)
musı́ inženýr sestavit odpovı́dajı́cı́ matematický model, který zkoumaný problém vystihuje.
Matematický model lze chápat jako množinu vztahů mezi proměnnými, vystupujı́cı́mi ve zk-
oumaném problému, která ho analyticky popisuje. Modely fyzikálnı́ch problémů, na které se
zde omezı́me, jsou obvykle založeny na fundamentálnı́ch principech, jako jsou zákony za-
chovánı́ hmoty, hybnosti a energie. Ty jsou potom popsány pomocı́ algebraických, difer-
enciálnı́ch, nebo integrálnı́ch rovnic.

S řadou těchto problémů se studenti již setkali v nejrůznějšı́ch předmětech nejen na katedře
mechaniky. Jako přı́klady lze uvést diferenciálnı́ rovnice pro tažený-tlačený prut či ohybovou
čáru nosnı́ku odvozenou v předmětu Pružnost a pevnost
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+ fx = 0, (0.1)
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)
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nebo diferenciálnı́ rovnice popisujı́cı́ stacionárnı́ vedenı́ tepla, která byla řešená v Numerické
analýze konstrukcı́ 1
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)
+Q = 0, (0.3)

Jednı́m z cı́lů tohoto textu je ukázat, že uvedené problémy je možné roztřı́dit do skupin, ve
kterých majı́ přı́slušné rovnice společné jisté vlastnosti a znaky. Z matematického hlediska
jde pak v rámci dané skupiny často o jedinou rovnici, kde různou fyzikálnı́ interpretacı́ jejı́ch
koeficientů zı́skáme modely pro různé fyzikálnı́ jevy. Napřı́klad rovnice pro prut namáhaný
tahem (1.1), stacionárnı́ (nezávislá na čase) rovnice vedenı́ tepla (0.3), patřı́ mezi takzvaně
eliptické problémy. Nestacionárnı́ (časově závislý) problém vedenı́ tepla
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+Q = 0, (0.4)

je úlohou parabolickou a úlohy probı́rané v předmětu Dynamika stavebnı́ch konstrukcı́, napřı́klad
podélné kmitánı́ prutu, nebo harmonický oscilátor
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)
− fx = 0, (0.5)

patřı́ mezi hyperbolické problémy. Formálnı́ vymezenı́ těchto pojmů je uvedeno v Dodatku
3.5. Uvedené rozdělenı́ diferenciálnı́ch rovnic umožňuje vyzdvihnout a shrnout jejich společné
znaky, což hraje zásadnı́ roli při vyšetřovánı́ vlastnostı́ těchto rovnic, zjišťovánı́ existence a
jednoznačnosti řešenı́ až po volbu metody řešenı́ a s tı́m spojenou analýzu zvolené metody.
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Prakticky významné problémy jsou však často dvourozměrné, nebo i třı́rozměrné, přičemž
geometrie úlohy může být značně komplexnı́. Nalezenı́ analytického řešenı́ proto obecně nenı́
možné. Dostupné analytické metody (jako napřı́klad Fourierova metoda separace proměnných)
majı́ navı́c většinou pouze omezenou použitelnost. I v přı́padech, kde je obecné řešenı́ úlohy
známé, nemusı́ se podařit nalézt přı́slušné partikulárnı́ řešenı́, neboť to závisı́ na okrajových
podmı́nkách úlohy. Na rozdı́l od obyčejných diferenciálnı́ch rovnic (ODR), kde partikulárnı́
řešenı́ závisı́ jen na libovolných konstantách, v přı́padě parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic (PDR)
partikulárnı́ řešenı́ závisı́ na libovolných funkcı́ch. Problém určenı́ těchto funkcı́, které závisı́ na
okrajových podmı́nkách, je pak často analyticky neřešitelný. Z teoretického hlediska se proto
analýza problému často omezuje na vyšetřovánı́ existence a jednoznačnosti řešenı́, přı́padně
jeho regularitu, nikoliv však na zkonstruovánı́ tohoto řešenı́. Z uvedeného plyne nutnost mı́t
k dispozici numerické metody, které hledané řešenı́ umožňujı́ zı́skat alespoň přibližně. Jak
však uvidı́me dále, při správném použitı́ lze docı́lit teoreticky libovolné přesnosti, a navı́c je
možno řešit i velmi složité úlohy. Nejvýznamnějšı́ a nejpoužı́vanějšı́ numerické metody řešenı́
diferenciálnı́ch rovnic jsou bezesporu metoda konečných prvků a metoda konečných diferencı́,
někdy také zvaná metoda sı́tı́. S nimi se studenti již setkali v některých předchozı́ch předmětech.
S metodou sı́tı́ v Analýze konstrukcı́ a s metodou konečných prvků v Numerické analýze kon-
strukcı́ 1. Cı́lem tohoto textu je rozšı́řit a zejména prohloubit tyto znalosti, ukázat matematické
základy jednotlivých metod, předvést analýzu konkrétnı́ch numerických schémat, ukázat jejich
výhody a omezenı́ a rozsah použitelnosti.
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1 Metoda konečných diferencı́

1.1 Úvod
Metoda konečných diferencı́ (MKD), někdy zvaná také metoda sı́tı́, je přibližnou metodou pro
řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic (ať už obyčejných nebo parciálnı́ch). Idea v podstatě všech numer-
ických metod pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic je stejná. Zhruba řečeno, daný spojitý problém,
ve kterém na zkoumané oblasti hledáme takovou funkci, která v každém bodě oblasti vy-
hovuje předepsaným rovnicı́m, chceme převést na diskrétnı́ problém, kdy hledaná funkce bude
přiblı́ženı́m řešenı́ původnı́ho problému a bude vyhovovat diskretizovaným rovnicı́m pouze v
konečně mnoha bodech řešené oblasti, přı́padně bude tyto rovnice splňovat pouze ve vhodném
zobecněném smyslu. Touto oblastı́ může být napřı́klad nosnı́k, na němž hledáme rozloženı́
vnitřnı́ch sil, nebo stěna, ve které nás zajı́má rozloženı́ teploty. Od spojitého a tedy nekonečně
dimenzionálnı́ho problému tak přecházı́me k diskrétnı́mu, konečně dimenzionálnı́mu problému.
Původnı́ diferenciálnı́ rovnice (nebo soustava diferenciálnı́ch rovnic) se převede na soustavu al-
gebraických rovnic. Pokud původnı́ rovnice byla lineárnı́, pak i soustava algebraických rovnic
bude lineárnı́. V přı́padě nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic bude vzniklá diskretizovaná sous-
tava algebraických rovnic také nelineárnı́ a i tu bude posléze třeba řešit některou z přibližných
metod. Stručnou informaci o numerických metodách obecně podává Dodatek 3.6.

V metodě konečných diferencı́ se řešená oblast nahradı́ množinou diskrétnı́ch bodů, které
tvořı́ sı́ť (odtud název metody). Tyto diskrétnı́ body se nazývajı́ uzly sı́tě. V uzlech sı́tě se potom
diferenciálnı́ operátory (nebo jednoduše derivace) vystupujı́cı́ v diferenciálnı́ rovnici nahradı́
operátory diferenčnı́mi (podı́ly diferencı́). Vše si pro snadnějšı́ pochopenı́ nejprve ukážeme
na jednoduchém přı́kladu. Mějme oboustranně vetknutý sloup délky l, zatı́žený rovnoměrným

l

f
EA = konst

1 2 3 4 5 x

u

Obr. 1.1: Přı́klad 1 - Zadánı́

spojitým zatı́ženı́m dle Obr. 1.1. Tahová tuhost prutu EA nechť je po délce prutu konstantnı́.
Známý princip řı́ká, že aby byla celá konstrukce v rovnováze, musı́ být v rovnováze každá
jejı́ část. Převedeno do řeči matematiky musı́ v každém bodě intervalu (0, l) splněna rovnice
rovnováhy. Navı́c v krajnı́ch bodech intervalu musı́ být splněny okrajové podmı́nky, simulujı́cı́
způsob podepřenı́/zatı́ženı́ nosnı́ku na jeho koncı́ch. Z teorie pružnosti je známo, že přı́slušná
rovnice rovnováhy znı́

EAu,xx + fx = 0, (1.1)

kde fx je podélné rovnoměrné spojité zatı́ženı́ prutu a čárkou jsme označili derivaci podle
proměnné, která je uvedena spodnı́m indexem za touto čárkou, tj. u,xx značı́ druhou derivaci u
podle x. Toto označenı́ budeme užı́vat v přı́padech, kdy zpřehlednı́ zápis. K této rovnici přı́slušı́
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okrajové podmı́nky ve tvaru

u(0) = 0, (1.2)
u(l) = 0. (1.3)

Pro úplnost připomeňme, že zcela analogická rovnice popisuje i časově ustálený problém vedenı́
tepla v jedné dimenzi (pouze normálová tuhost EA je nahrazena tepelnou vodivostı́ λ). Tuto
úlohu je pochopitelně možné vyřešit analyticky 1. Znalost analytického řešenı́ nám posloužı́ k
porovnánı́ a ověřenı́ řešenı́ zı́skaného numericky metodou sı́tı́. Řešenı́ této úlohy lze zapsat ve
tvaru

u(x) = − fx
2EA

x2 +
fxl

2EA
x. (1.4)

Ověřenı́, že (1.4) je řešenı́m (1.1) je snadné na základě dosazenı́. Nynı́ úlohu vyřešı́me metodou

xj−1 xj xj+1

uj−1

uj

uj+1

x

u

Obr. 1.2: Přı́klad 1. - náhrada derivace

sı́tı́. K tomu účelu je nejprve třeba celou oblast (v našem přı́padě interval (0, l)) diskretizo-
vat, to znamená vytvořit sı́ť uzlů. Jak hustá sı́ť bude, záležı́ čistě na nás. Zvolme nejprve pro
jednoduchost sı́ť dle obrázku. Dělenı́ intervalu je pro jednoduchost ekvidistantnı́. Obecně to
však nenı́ nutné. Vzdálenost dvou sousednı́ch uzlů xj+1 a xj označı́me h, tzv. prostorový krok
sı́tě. Mı́sto požadovánı́ platnosti rovnice (1.1) v každém bodě (0, l), budeme tuto rovnici řešit
pouze v uzlech vytvořené sı́tě. Navı́c v těchto uzlech nahradı́me derivaci pomocı́ podı́lu difer-
encı́. Náhrada derivace je založena na geometrické představě pojmu derivace jakožto směrnice
tečny ke grafu funkce v daném bodě. Při použitı́ označenı́ z Obr. 1.2 lze pro derivaci v bodě xj
psát přibližný vztah:

du(xj)

dx
≈ u(xj+1)− u(xj)

h
=

∆+xu(xj)

h
(1.5)

Přitom výrazu
∆+xu(x) = u(x+ h)− u(x) (1.6)

1Ohledně řešenı́ lineárnı́ch ODR odkazujeme čtenáře na přednášky z Matematiky 2.
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budeme řı́kat dopředná diference. Podobně můžeme nahradit derivaci pomocı́ zpětné diference
vztahem

du(xj)

dx
≈ u(xj)− u(xj−1)

h
=

∆−xu(xi)

h
(1.7)

kde výraz
∆−xu(x) = u(x)− u(x− h) (1.8)

nazýváme zpětnou diferencı́. Je výhodné definovat také centrálnı́ diferenci:

δxu(x) = u(x+ h/2)− u(x− h/2) (1.9)

Znovu a detailněji se náhradami derivacı́ pomocı́ podı́lů diferencı́ a přesnostı́ těchto náhrad
budeme zabývat v dalšı́ch oddı́lech. Uvedené diference jsou diferencemi prvnı́ho řádu, neboť
nahrazujı́ prvnı́ derivace. V rovnici (1.1) však vystupuje druhá derivace, kterou je nutné vhodně
aproximovat. Vyjdeme z faktu, že druhá derivace funkce je derivacı́ jejı́ prvnı́ derivace, a defin-
ujeme analogicky diferenci druhého řádu vztahem

δ2
xu(x) = δx(δxu(x)) = δx(u(x+ h/2)− u(x− h/2)) =

δxu(x+ h/2)− δxu(x− h/2) = u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h). (1.10)

Druhou derivaci funkce v bodě xj je pak možno nahradit pomocı́ následujı́cı́ho vztahu

d2u(xj)

dx2
≈

δxu(xj+h/2)

h
− δxu(xj−h/2)

h

h
=
u(xj + h)− 2u(xj) + u(xj − h)

h2
=
δ2
xu(xj)

h2
. (1.11)

Pokud nynı́ zavedeme následujı́cı́ označenı́ pro aproximaci hledané funkce u v bodě xj

u(xj) ≈ Uj, (1.12)

je možné původnı́ formulaci problému (1.1) převést na diskretizovaný tvar

EA
δ2
xUj
h2

+ fj = EA
Uj+1 − 2Uj + Uj−1

h2
+ fj = 0, (1.13)

který je platný ve všech vnitřnı́ch uzlech sı́tě (v našem přı́padě dělenı́ intervalu (0, l) jde o uzly
j = 2, 3, 4). V rovnici (1.13) jsme označili fj hodnotu spojitého zatı́ženı́ v bodě xj , tj. f(xj)
(protože je f(x) konstantnı́ funkce, je fj = f ve všech uzlech. Pokud (1.13) rozepı́šeme pro
jednotlivé vnitřnı́ uzly, dostaneme následujı́cı́ sadu rovnic

j = 2 :
EA

h2
(U3 − 2U2 + U1) + f2 = 0

j = 3 :
EA

h2
(U4 − 2U3 + U2) + f3 = 0 (1.14)

j = 4 :
EA

h2
(U5 − 2U4 + U3) + f4 = 0.

K nim náležı́ ještě okrajové podmı́nky zohledňujı́cı́ uloženı́ prutu, které v diskretizované podobě
nabudou tvaru

j = 1 : U1 = 0 (1.15)
j = 5 : U5 = 0.
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Spojenı́m (1.14) a (1.15) dostaneme výslednou soustavu rovnic, kterou lze v maticové podobě
zapsat jako

EA

h2

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

U2

U3

U4

 =

f2

f3

f4

 . (1.16)

Řešenı́m soustavy rovnic (2.123) zı́skáme vektor uzlových hodnot obsahujı́cı́ aproximaci hledané
funkce posunutı́ u ve vnitřnı́ch uzlech sı́tě. Pro dané dělenı́ intervalu vycházı́U2

U3

U4

 =
fh2

EA

3/2
2

3/2

 . (1.17)

Na Obr. 1.3 je uvedeno porovnánı́ analytického řešenı́ a přibližných řešenı́ zı́skaných pomocı́
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souřadnice x [m]

analytické řešenı́
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přibližné řešenı́ - 10 uzlů

Obr. 1.3: Přı́klad 1 - Řešenı́

MKD při dělenı́ na 5 a 10 uzlů. Z obrázku je patrné, že pro hustějšı́ dělenı́ intervalu zı́skáváme
přesnějšı́ řešenı́. Přirozeně přitom vznikajı́ otázky, jaké se při daném dělenı́ dopouštı́me chyby,
jak rychle se chyba zmenšuje, pokud zjemňujeme dělenı́ sı́tě, přı́padně zda je možné chybu
teoreticky zmenšit libovolně (a tedy se dostat libovolně blı́zko k přesnému řešenı́). Abychom
na tyto otázky mohli odpovědět, zavedeme nejprve následujı́cı́ pojem chyby diskretizace, kterou
označı́me εh(xj), definované jako reziduum2 diskretizovaného problému (1.13), v němž nahradı́me
přibližné řešenı́ Uj přesným řešenı́m u(xj), tj.

εh(xj) = EA
δ2
xu(xj)

h2
+ fj = EA

u(xj+1)− 2u(xj) + u(xj−1)

h2
+ fj.

2Reziduum rovnice je chyba vzniklá tı́m, že jsme do nı́ nedosadili funkci, která ji identicky splňuje. Mějme
napřı́klad soustavu algebraických rovnic Ax = b, kde matice A je regulárnı́. Pokud je vektor y jejı́m řešenı́m, pak
Ay − b = 0. Pro libovolný vektor z 6= y je potom Ay − b = r 6= 0. Vektor r se nazývá reziduum této rovnice.
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V libovolném vnitřnı́m bodě intervalu (0, l) tedy pro libovolné dělenı́ platı́

εh(x) = EA
δ2
xu(x)

h2
+ f(x) = EA

u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+ f(x). (1.18)

Použitı́m nekonečného Taylorova rozvoje následovně upravı́me jednotlivé členy (1.18)

u(x+ h) = u(x) + u,x(x)h+
1

2
u,xx(x)h2 +

1

6
u,xxx(x)h3 +

1

24
u,xxxx(x)h4 + ... (1.19)

u(x− h) = u(x)− u,x(x)h+
1

2
u,xx(x)h2 − 1

6
u,xxx(x)h3 +

1

24
u,xxxx(x)h4 + ... (1.20)

Dosazenı́m těchto rozvojů do (1.18) dostáváme

εh(x) = EA
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+ f(x) = EA

u,xx(x)h2 + 1
12
u,xxxx(x)h4 + ...

h2
+ f(x) =

EA

(
u,xx(x) +

1

12
u,xxxx(x)h2 + ...

)
+ f(x) =

EA

12
u,xxxxh

2 + .... (1.21)

Poslednı́ rovnost (1.21) plyne z faktu, že EAuxx(x) + f(x) = 0 (což nenı́ nic jiného, než
původně řešená rovnice). Třemi tečkami jsou přitom označeny členy vyššı́ho řádu. Pro dalšı́
analýzu je však výhodnějšı́ uvažovat pouze konečné Taylorova rozvoje ve tvaru

u(x+h) = u(x) +u,x(x)h+
1

2
u,xx(x)h2 +

1

6
u,xxx(x)h3 +

1

24
u,xxxx(ξ)h

2, ξ ∈ (x−h, h+h).

(1.22)
Analogicky rozvineme i u(x − h). Za předpokladu dostatečné hladkosti vstupnı́ch dat (tzn.
funkce f(x)) existuje konstantaM taková, že |u,xxxx(x)| ≤M všude na (0, l). Potom dosazenı́m
(1.22) do (1.21) platı́ následujı́cı́ nerovnost

|εh(x)| ≤ EA
M

12
h2 = O(h2). (1.23)

Nerovnost (1.23) řı́ká, že se chyba diskretizace εh(x) pro h → 0 chová jako O(h2) a je tedy
druhého řádu přesnosti.3 Jinými slovy, při zmenšenı́ prostorového kroku h na polovinu se chyba
způsobená nahrazenı́m derivace podı́lem diferencı́ zmenšı́ čtyřikrát. Vidı́me, že pro h → 0 jde
velikost chyby diskretizace k nule. Vyvstává nynı́ důležitá otázka, zda metoda konverguje k
přesnému řešenı́. Abychom mohli tuto otázku zodpovědět, definujme tzv. chybu aproximace
jako rozdı́l přibližné a přesné hodnoty hledané funkce u v daném uzlu sı́tě, tj.

ej = Uj − u(xj). (1.24)

Zajı́má nás, zda pro h → 0 jde také ej → 0, jinými slovy zda se přibližná hodnota hledané
funkce u blı́žı́ při zjemňovánı́ sı́tě k přesné hodnotě. Dosaďme nejprve z (1.24) za Uj do

3Symbol O značı́ následujı́cı́ skutečnost. Pro libovolné x0 ∈ [−∞,∞] řekneme, že f(x) = O(g(x)) pro
x→ x0, pokud existuje konstanta K > 0 tak, že |f(x)| ≤ K|g(x)| na okolı́ bodu x0. Lze ukázat, že ekvivalentně
platı́ limx→x0

f(x)
g(x) = K <∞ a tedy funkce f(x) a g(x) jsou na okolı́ bodu x0 “stejného řádu”. V našem přı́padě

to znamená, že funkce εh(x) a h2 se blı́zko nule chovajı́ zhruba stejně.



Metoda konečných diferencı́ 9

diskretizované rovnice (1.13). Tı́m zı́skáme

EA
u(xj+1)− 2u(xj) + u(xj−1)

h2
+ fj︸ ︷︷ ︸

εh(xj)

+EA
ej+1 − 2ej + ej−1

h2
= 0, (1.25)

neboli

−EAδ
2
xe(xj)

h2
= εh(xj). (1.26)

Pro dalšı́ postup budeme předpokládat, že diskrétnı́ operátor −EAδ2
x/h

2 splňuje tzv. “diskrétnı́
princip maxima”. Jeho platnost dokážeme později pro obecnějšı́ Laplaceův operátor. Diskrétnı́
princip maxima pro náš přı́pad řı́ká, že pokud −EAδ2

xUj/h
2 ≤ 0 pro všechny vnitřnı́ uzly, pak

se (nezáporného) maxima nabývá na hranici, tj. v krajnı́ch bodech intervalu. Pokud označı́me
množinu vnitřnı́ch uzlů JΩ = {xj; j ∈ {1, 2, ..., J − 1}} a množinu hraničnı́ch uzlů ∂JΩ =
{xj; j ∈ {0, J}}, pak lze diskrétnı́ princip maxima matematicky zapsat následovně(

−EAδ
2
xUP
h2
≤ 0; ∀P ∈ JΩ

)
⇒ max

P∈JΩ

UP ≤ max{0, max
Q∈∂JΩ

UQ}. (1.27)

Přitom UP jsme označili hodnotu funkce U v bodě P . K vlastnı́mu odvozenı́ chyby aproximace
definujme pomocnou srovnávacı́ funkci

Φ(x) =

(
x− 1

2

)2

. (1.28)

Volba funkce Φ(x) závisı́ na řešeném problému a nenı́ jednoznačně určena. Obecně lze řı́ci,
že se ji snažı́me zvolit tak, aby konstanta u odhadu chyby vyšla co nejmenšı́. Jelikož Φ(x) má
nulové čtvrté derivace, je po dosazenı́ Φ(x) do odhadu (1.23) konstantaM nulová a po dosazenı́
do (1.26) vycházı́

−EAδ
2
xΦP

h2
= −2, ∀P ∈ JΩ. (1.29)

Označme nynı́

ΨP = eP +
1

2

h2

12
MΦP . (1.30)

Potom platı́

−EAδ
2
xΨP

h2
= −EAδ

2
xeP
h2
− EAh

2

12
M = εP − EA

h2

12
M ≤ 0, ∀P ∈ JΩ, (1.31)

kde poslednı́ nerovnost plyne z (1.23). Funkci ΨP v libovolném bodě P jsme zvolili právě tak,
aby byla pro ni splněna podmı́nka diskrétnı́ho principu maxima. Tudı́ž platı́

ΨP ≤
1

2

h2

12
M max

Q∈∂Ω
{ΦQ} =

1

8

h2

12
M, ∀P ∈ JΩ, (1.32)

protože v krajnı́ch bodech intervalu je srovnávacı́ funkce Φ(x) rovna 1/4. Jelikož dále z definice
platı́ eP ≤ ΨP , dostáváme

UP − uP ≤
1

96
Mh2. (1.33)
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Budeme-li definovat ΨP = −eP + 1
2
h2

12
MΦP , dostaneme analogický odhad pro −(UP − uP ), z

čehož plyne požadovaný odhad chyby aproximace

|UP − uP | = |eP | ≤
1

96
Mh2, (1.34)

a vidı́me, že se zmenšujı́cı́m se prostorovým krokem h konverguje schéma kvadraticky k přesnému
řešenı́.
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1.2 Parabolické problémy - nestacionárnı́ vedenı́ tepla v 1D
Nynı́ rozvineme, zobecnı́me a rozšı́řı́me výsledky a metody naznačené v úvodu. Budeme přitom
uvažovat následujı́cı́ problém časově závislého vedenı́ tepla v jedné prostorové proměnné

v,t = κv,xx, ∀t > 0, x ∈ (0, 1) (1.35)
v(0, t) = α, v(1, t) = β, ∀t > 0, (1.36)

v(x, 0) = v0(x) = u0(x) + α(1− x) + βx, ∀x ∈ [0, 1]. (1.37)

Studenti se s tı́mto problémem již setkali v předmětu NAK 1. Touto úlohou lze popsat
napřı́klad šı́řenı́ tepla zdı́ domu (osa x je kolmá na zeď), nebo v izolované homogennı́ tyči
konečné délky. Parametr κ značı́ difuzivitu (materiálový parametr popisujı́cı́ vodivost, tj. schop-
nost materiálu vést teplo), α a β jsou okrajové podmı́nky, tzn. předepsané teploty na na obou
koncı́ch řešené oblasti. Pro zjednodušenı́ analýzy, kterou zde budeme provádět, lze substitucı́
u(x, t) = v(x, t/κ)− α(1− x)− βx úlohu převést na tvar

u,t = u,xx, ∀t > 0, x ∈ (0, 1) (1.38)
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t > 0, (1.39)

u(x, 0) = u0(x) (1.40)

s jednotkovou difuzivitou a homogennı́mi okrajovými podmı́nkami. Ověřenı́ čtenář provede
snadno sám porovnánı́m dvojnásobné derivace v prostorové proměnné a jednoduché derivace v
čase. Opačnou substitucı́ lze naopak rovnice (1.38) - (1.40) převést na rovnice (1.35) - (1.37)
s reálným fyzikálnı́m významem. Analytické řešenı́ rovnice (1.38) - (1.40) už nenı́ tak snadné,
jako v přı́padě stacionárnı́ho vedenı́ tepla popsaného rovnicı́ analogickou (1.1). Za určitých
předpokladů ovšem řešenı́ nalézt lze. Postup k jeho nalezenı́ se nazývá Fourierova metoda a
základnı́m předpokladem je, že hledáme řešenı́ v separovaném tvaru:

u(x, t) = X(x)T (t). (1.41)

Uvedený tvar (1.41) má však velmi dobrý smysl a jeho předpoklad je velmi přirozený. Lze se
něj totiž dı́vat jako na rozloženı́ teploty X(x) napřı́č řešenou oblastı́ (napřı́klad stěnou), které
má v každém čase jinou amplitudu T (t). Rozloženı́ počátečnı́ teploty X(x) pro T (0) se tedy
vyvı́jı́ v čase podle toho, jak se měnı́ T (t). Za tohoto předpokladu prostým dosazenı́m (1.41)
do (1.38) dostáváme

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t), ∀t > 0, x ∈ (0, 1), (1.42)

kde čárkou značı́me obyčejnou derivaci. Pokud vydělı́me rovnici (1.42) T (t) a označı́me λ =
−T ′(t)/T (t), musı́ funkce X(x) splňovat

−X ′′(x) = λX(x), x ∈ (0, 1), X(0) = X(1) = 0. (1.43)

Přitom předpokládáme, že ∃t0 > 0 a x0 ∈ (0, 1) tak, že u(x0, t0) 6= 0. Vynásobenı́m (1.43)
funkcı́ X(x), jejı́m integrovánı́m na intervalu od 0 do 1 a postupnou dvojnásobnou aplikacı́
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per-partes postupně dostáváme:

λ

∫ 1

0

X2(x)dx = −
∫ 1

0

X ′′(x)X(x)dx = − [X ′(x)X(x)]10︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ 1

0

[X ′(x)]2dx > 0, (1.44)

z čehož plyne λ > 0, jelikož integrál z druhé mocniny jakékoliv funkce je kladné čı́slo. Obecné
řešenı́ rovnice (1.43) lze proto psát ve tvaru

X(x) = a sin
√
λx+ b cos

√
λx. (1.45)

Z okrajové podmı́nky X(0) = 0 plyne b = 0, z X(1) = 0 pak
√
λ = mπ,m ∈ N. Existuje tedy

(spočetně mnoho) vlastnı́ch čı́sel λm a odpovı́dajı́cı́ch vlastnı́ch vektorů Xm
4:

λm = (mπ)2, Xm(x) = sin(mπx). (1.46)

Analogicky vyloučenı́m X(x) z (1.42) dostáváme rovnici

T ′(t) = −λT (t), ∀t > 0, (1.47)

která má (až na multiplikativnı́ konstantu) řešenı́

T (t) = e−λmt. (1.48)

Vezmeme-li v úvahu původnı́ předpoklad (1.41), můžeme celkové řešenı́ (1.38) - (1.40) psát ve
tvaru

u(x, t) = ame−λmtsin(mπx), (1.49)

kde am je konstanta, kterou určı́me nı́že. Vzhledem k linearitě řešené rovnice je i libovolná
lineárnı́ kombinace funkcı́ (1.49) řešenı́m (1.38) - (1.40). Nabı́zı́ se nynı́ uvažovat řešenı́ ve
tvaru nekonečné řady

u(x, t) =
∞∑
m=1

ame−λmtsin(mπx). (1.50)

Z počátečnı́ podmı́nky pro čas t = 0 plyne

u(x, 0) = u0(x) =
∞∑
m=1

amsin(mπx), (1.51)

což znamená, že koeficienty am jsou Fourierovy koeficienty funkce u0(x) v rozvoji do ”sinové”
řady5. Proto dále platı́

am = 2

∫ 1

0

u0(x)sin(mπx). (1.52)

Z teorie Fourierových řad je známo, že řada (1.52) konverguje v prostoru L2(0, 1) pro libovol-
nou funkci u0(x) ∈ L2(0, 1), a tedy (1.50) řešı́ (1.38) - (1.40).

4Zde opět odkazujeme čtenáře na přednášky z Matematiky 3 a 4
5Ohledně základnı́ch pojmů z teorie Fourierových řad se může čtenář informovat napřı́klad v Dodatku ??
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Ačkoliv by se mohlo zdát, že zı́skánı́m analytického řešenı́ “máme vyhráno”, je třeba poz-
namenat, že pro praktické využitı́ se tento výsledek blı́žı́ spı́še řešenı́ numerickému. Jednak
jsme totiž obecně schopni zı́skat koeficienty am pouze přibližně (integrál (1.52) nemusı́me být
obecně schopni vyčı́slit přesně), a navı́c jsme v každém přı́padě schopni sečı́st pouze konečný
počet členů řady (1.50). Z hlediska Fourierovy metody samotné je však největšı́m omezenı́m
fakt, že nenı́ snadno zobecnitelná na komplikovanějšı́ úlohy. Je proto třeba se uchýlit k jiným
metodám, napřı́klad metodě konečných diferencı́, jako v této kapitole.

Podobně jako v přı́padě taženého-tlačeného prutu, řešeného v úvodnı́ kapitole, musı́me nej-
prve vytvořit sı́ť, na které budeme diskretizovat rovnici (1.38) - (1.40). Rozdı́l však bude v
tom, že nynı́ hledaná funkce teploty u(x, t) závisı́ kromě prostorové proměnné ještě na čase a
musı́me proto provést diskretizaci vzhledem k oběma těmto proměnným. Výsledna sı́ť tak bude
dvourozměrná, jak je vidět na Obr. 1.4. Zvolme nynı́ pevné J ∈ N a položme h = 1/J , přičemž
h nazveme prostorový krok sı́tě a J počet uzlů sı́tě v prostorové proměnné. Podobně zvolme
časový krok sı́tě τ > 0 a definujme body

xj = jh, j = 0, 1, ..., J, tn = nτ, n = 0, 1, 2, ... (1.53)

Dvojice (xj, tn) nazýváme uzly sı́tě (jsou to průsečı́ky přı́mek rovnoběžných s osami a procházejı́cı́mi
body xj a tn - viz Obr. 1.4). Přitom budeme pro jednoduchost uvažovat konstantnı́ prostorový
i časový krok, ačkoliv to obecně nenı́ nutné. Podobně jako v úvodnı́m přı́kladu zavedeme také
aproximaci hledané funkce u v bodě (xj, tn):

u(xj, tn) ≈ Un
j . (1.54)

Tyto přibližné hodnoty zı́skáme opět tak, že derivace v rovnici (1.38) nahradı́me diferencemi6 a
následně řešı́me zı́skané diferenčnı́ rovnice7 v čase počı́naje n = 0.

h

τ

t

x
j j + 1

n

n+ 1

Obr. 1.4: Schéma výpočetnı́ sı́tě pro nestacionárnı́ úlohu tepla v 1D

6Správněji bychom měli řı́kat podı́lem diferencı́, napřı́klad ∆+xu(x)/h je podı́l diferencı́ ve funkčnı́ hodnotě
u(x) a proměnné x. Jelikož ale nehrozı́ nedorozuměnı́, budeme i pro tento podı́l užı́vat pojmu diference.

7Pro stručnou informaci o diferenčnı́ch rovnicı́ch, viz napřı́klad Dodatek ??.
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Druhou derivaci v prostorové proměnné nahradı́me (s drobnou úpravou, neboť nynı́ jde o
funkci dvou proměnných) stejně, jako v přı́padě taženého-tlačeného prutu, tedy diferenčnı́m
schématem

u,xx(xj, tn) ≈ δ2
xu(xj, tn)

h2
=
u(xj + h, tn)− 2u(xj, tn) + u(xj − h, tn)

h2
. (1.55)

V přı́padě časové derivace však máme na výběr z vı́ce možnostı́, viz (1.56). Podle toho, zda
zvolı́me dopřednou či zpětnou diferenci, zı́skáme takzvaně explicitnı́ či implicitnı́ schéma. V
dalšı́ch odstavcı́ch uvidı́me, že tato schémata majı́ kvalitativně různé vlastnosti.

u,t(xj, tn) ≈ u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

τ
, u,t(xj, tn) ≈ u(xj, tn)− u(xj, tn−1)

τ
(1.56)

V dalšı́ kapitole se blı́že seznámı́me s explicitnı́m schématem pro řešenı́ úlohy (1.38) - (1.40).

1.2.1 Explicitnı́ schéma

Explicitnı́ schéma pro jednorozměrnou úlohu nestacionárnı́ho vedenı́ tepla (1.38) - (1.40) je
nejjednoduššı́ postup numerického řešenı́ dané úlohy. Pro náhradu derivacı́ v bodě (xj, tn) se
použijı́ diference

u,t(xj, tn) ≈ u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

h
, u,xx(xj, tn) ≈ u(xj + h, tn)− 2u(xj, tn) + u(xj − h, tn)

h2
.

Pokud právě uvedené vztahy dosadı́me do rovnice (1.38) a mı́sto přesných hodnot funkce u(x, t)
dosadı́me jejı́ aproximace pomocı́ (1.54), dostaneme diferenčnı́ rovnici

Un+1
j − Un

j

τ
=
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
, (1.57)

kterou po označenı́ µ = τ/h2 můžeme přepsat do následujı́cı́ho tvaru, vhodného pro výpočet

Un+1
j = Un

j + µ(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1). (1.58)

Ze vztahu (1.58) je vidět, že libovolnou (přibližnou) hodnotu hledané funkce Un+1
j na časové

hladině tn+1 lze spočı́tat pouze z hodnot na časové hladině tn - viz Obr. 1.5. Proto se schématu
(1.58) řı́ká explicitnı́ diferenčnı́ schéma. K rovnici (1.58) ještě musı́me připojit počátečnı́ a
okrajové podmı́nky. Ty je třeba rovněž vyjádřit v uzlech (xj, tn):

U0
j = u0(xj), j = 1, 2, ..., J − 1, (1.59)

Un
0 = Un

J = 0, n = 0, 1, 2, ... (1.60)

S podmı́nkami (1.59) a (1.60) lze postupně určit hodnoty pro všechny vnitřnı́ hodnoty intervalu
pro všechna n > 0. Přitom zatı́m předpokládáme, že počátečnı́ a okrajové podmı́nky jsou
konzistentnı́, tj.

u0(0) = u0(1) = 1. (1.61)
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j

n+ 1

n

Obr. 1.5: Ilustrace explicitnı́ho schématu. Hodnota v čase tn+1 se vypočte pouze z hodnot v
čase tn.

Ukážeme si nynı́ jednoduchý přı́klad, abychom motivovali dalšı́ výklad vyšetřovánı́ vlastnostı́
numerických schémat. Řešme proto úlohu (1.38) - (1.40) s následujı́cı́ počátečnı́ podmı́nkou:

u0(x) =

{
2x, x ∈

[
0, 1

2

]
2− 2x, x ∈

[
1
2
, 1
]
.

(1.62)

Při takto definované počátečnı́ podmı́nce je možné Fourierovou metodou zı́skat libovolně přesné
řešenı́, jelikož integrály (1.52) lze přesně spočı́tat. Přesné řešenı́ má tvar

uexact =
∞∑
m=1

8

(mπ)2
sin
(mπ

2

)
sin (mπx) e−(mπ)2t. (1.63)

Řada (1.63) konverguje velice rychle a už pro malá m zı́skáváme dostatečně přesné řešenı́. To
použijeme k porovnánı́ s řešenı́m zı́skaným metodou sı́tı́. Zvolme počet uzlů J = 20, čemuž
odpovı́dá velikost prostorového kroku h = 0.05. Na Obr. 1.6 je porovnánı́ přesného řešenı́
(modrá čára) a přibližného řešenı́ zı́skaného metodou sı́tı́ (červená čára) pro různé hodnoty
časového kroku τ . V levém sloupci jsou výsledky pro τ = 0.0012, vpravo pro τ = 0.0013.
Zatı́mco pro prvnı́ hodnotu časového kroku dostáváme velmi dobrou shodu s přesným řešenı́m,
při zdánlivě nepatrné změně o 0.0001 dojde postupně k naprosté destrukci přibližného řešenı́.
Jak uvidı́me v dalšı́ kapitole, tento jev nenı́ náhodný, nýbrž jde o principiálnı́ záležitost. Jedná
se o stabilitu či nestabilitu numerického schématu, v nı́ž hraje klı́čovou roli hodnota poměru
časového a prostorového kroku µ = τ/h2, zavedeného výše. Než se pustı́me do analýzy explic-
itnı́ho schématu, zavedeme následujı́cı́ označenı́ pro diference.

Značenı́ pro diference

Dopředné diference:

∆+tu(x, t) = u(x, t+ τ)− u(x, t), ∆+xu(x, t) = u(x+ h, t)− u(x, t)
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Obr. 1.6: Porovnánı́ přesného (modrá čára) a přibližného (červená čára) řešenı́ v čase t = 0, po
1., 25. a 50. kroku. Vlevo je časový krok τ = 0.0012, vpravo τ = 0.0013
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Zpětné diference:

∆−tu(x, t) = u(x, t)− u(x, t− τ), ∆−xu(x, t) = u(x, t)− u(x− h, t)

Centrálnı́ diference:

δtu(x, t) = u

(
x, t+

1

2
τ

)
− u

(
x, t− 1

2
τ

)
, δxu(x, t) = u

(
x+

1

2
h, t

)
− u

(
x− 1

2
h, t

)
Centrálnı́ diference s dvojnásobnou délkou intervalu:

∆0x =
1

2
(∆+x + ∆−x)u(x, t) =

1

2
[u(x+ h, t)− u(x− h, t)]

∆0t =
1

2
(∆+t + ∆−t)u(x, t) =

1

2
[u(x, t+ τ)− u(x, t− τ)]

Centrálnı́ diference druhého řádu:

δ2
xu(x, t) = δx

(
u

(
x+

1

2
h, t

)
− u

(
x− 1

2
h, t

))
= u(x+ h, t)− 2u(x, t) + u(x− h, t).

Čtenář snadno ověřı́, že pro centrálnı́ diferenci druhého řádu platı́ δ2
x = ∆+x∆−x. Analogicky

by se zavedla i diference druhého řádu v časové proměnné.
Nynı́ se vrátı́me k explicitnı́mu schématu (1.58), které budeme psát ve tvaru

Un+1
j − Un

j

τ︸ ︷︷ ︸
≈u,t

=
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2︸ ︷︷ ︸
≈u,xx

.

Podobně jako v úvodnı́ kapitole nynı́ budeme definovat chybu diskretizace explicitnı́ho schématu
a vyšetřı́me, jakého řádu přesnosti toto schéma je. Chybou diskretizace nazveme rozdı́l levé a
pravé strany (1.64), kam dosadı́me mı́sto aproximovaných hodnot Un

j přesné hodnoty u(xj, tn)

εh,τ (xj, tn) =
u(xj, tn + τ)− u(xj, tn)

τ
− u(xj + h, tn)− 2u(xj, tn) + u(xj − h, tn)

h2
=

∆+tu(xj, tn)

τ
− δ2

xu(xj, tn)

h2
. (1.64)

Odhad chyby diskretizace provedeme pomocı́ Taylorova rozvoje, jehož použitı́m dostaneme
následujı́cı́ vztahy

∆+tu(x, t) = u(x, t+ τ)− u(x, t) = u,t(x, t)τ +
1

2
u,tt(x, t)τ

2 +
1

6
u,ttt(x, t)τ

3 + ...

δ2
xu(x, t) = u(x+ h, t)− 2u(x, t) + u(x− h, t) =

(u(x, t) + u,x(x, t)h+
1

2
u,xx(x, t)h

2 +
1

6
u,xxx(x, t)h

3 + ...)− 2u(x, t)

(u(x, t)− u,x(x, t)h+
1

2
u,xx(x, t)h

2 − 1

6
u,xxx(x, t)h

3 + ...) =

u,xx(x, t)h
2 +

1

12
u,xxxx(x, t)h

4.
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Uvážı́me-li, že u,t = u,xx, dostáváme dosazenı́m právě uvedených Taylorových rozvojů

εh,τ (x, t) =
1

2
u,tt(x, t)τ −

1

12
u,xxxx(x, t)h

2︸ ︷︷ ︸
hlavnı́ část chyby diskretiace

+ ....︸ ︷︷ ︸
členy vyššı́ho řádu

.

Podobně jako v úvodnı́m přı́kladu je však i zde pro zkonstruovánı́ odhadu chyby diskretizace
výhodnějšı́ uvažovat konečné Taylorovy rozvoje.

u(x, t+ τ) = u(x, t) + u,t(x, t)τ +
1

2
u,tt(x, η)τ 2, η ∈ (t, t+ τ),

u(x+h, t) = u(x, t)+u,x(x, t)h+
1

2
u,xx(x, t)h

2+
1

6
u,xxx(x, t)h

3+
1

24
u,xxxx(ξ, t)h

2, ξ ∈ (x−h, h+h).

Za předpokladu dostatečné hladkosti počátečnı́ podmı́nky a jejı́ konzistence s okrajovými podmı́nkami
existujı́ konstanty M1,M2 tak, že |u,tt| ≤M1, |u,xxxx| ≤M2 na [0, 1]× [0, T ]. Potom platı́

|εh,τ (x, t)| ≤
M1

2
τ +

M2

12
h2 =

τ

2

[
M1 +

1

6µ
M2

]
. (1.65)

Pro pevný poměr časového a prostorového kroku µ se εh,τ (x, t) pro τ → 0 chová jako O(τ).
Explicitnı́ schéma (1.58) je tedy prvnı́ho řádu přesnosti, což znamená, že s polovičnı́m časovým
krokem bude i chyba diskretizace polovičnı́.

Pro zajı́mavost uveďme, že v tomto konkrétnı́m přı́padě lze jednoduchým trikem dosáhnout
i druhého řádu přesnosti. Z rovnosti u,t = u,xx totiž plyne u,tt = u,xxt = (u,t),xx = u,xxxx,
takže

εh,τ (x, t) =
1

2

(
1− 1

6µ

)
u,xxxx(x, t)τ +O(τ 2)

a pro µ = 1/6 je schéma druhého řádu přesnosti. Jde však o velmi speciálnı́ situaci, se kterou
se v obecnějšı́ch přı́padech nesetkáme.

1.2.2 Konvergence explicitnı́ho schématu

Zatı́m jsme ukázali, že explicitnı́ schéma (1.58) je prvnı́ho řádu přesnosti. V tomto odstavci se
budeme zabývat otázkou konvergence explicitnı́ho schématu, tedy otázkou, zda pro zjemňujı́cı́
se sı́ť (tzn. τ → 0 a h → 0) budeme dostávat stále přesnějšı́ výsledky, až v limitnı́m přı́padě
dostaneme přesné řešenı́. Odpověď na tuto otázku formulujeme v následujı́cı́ větě:

Věta 1.1 (O konvergenci explicitnı́ho schématu). Uvažujme posloupnost (hi, τi) → (0, 0) pro
i → ∞ a předpokládejme, že existuje i0 tak, že pro všechna i > i0 platı́ µi ≡ τi

h2
i
≤ 1

2
.

Nechť T > 0 a existujı́ M1,M2 ∈ R tak, že |u,tt| ≤ M1 a |u,xxxx| ≤ M2 na [0, 1] × [0, T ].
Pak pro libovolný bod (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] a libovolnou posloupnost (ji, ni) ∈ N takovou, že
jihi → x, niτi → t, konvergujı́ aproximaceUni

ji
generované explicitnı́m diferenčnı́m schématem

(1.58) k řešenı́ u(x, t), přičemž tato konvergence je stejnoměrná v [0, 1]× [0, T ].
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Důkaz Uvažujme libovolnou dvojici h, τ a libovolný bod (xj, tn) ∈ (0, 1)×(0, T ). Analogicky
jako v úvodnı́m přı́kladu taženého-tlačeného prutu definujme chybu aproximace jako enj =
Un
j − u(xj, tn). Dosazenı́m do (1.58) dostaneme

en+1
j = enj + µ(enj+1 − 2enj + enj−1)− τεnj = (1− 2µ)enj + µenj+1 + µenj−1 − τεnj , (1.66)

kde εnj = εh,τ (xj, tn). Definujeme-li maximálnı́ chybu v uzlech v rámci n-té časové hladiny
jako

||en+1||∞ = max
l=0,...J

|enl |, (1.67)

pak ”znormovánı́m” obou stran (1.66) postupně dostaneme (přitom použı́váme vlastnosti normy
(3.11 a 3.12)

||en+1||∞ = ||(1− 2µ)enj + µenj+1 + µenj−1 − τεnj ||∞
≤ (|1− 2µ|+ 2µ)︸ ︷︷ ︸

=1 pro µ≤ 1
2

||en||∞ + τ ||εnj ||∞. (1.68)

Jelikož dále pro počátečnı́ podmı́nku platı́ e0
l = U0

l −u0(xl) ∀l, dostáváme za podmı́nky µ ≤ 1
2

rekurzivně z (1.68)

||en||∞ ≤ τ
n−1∑
k=0

||εk||∞ ≤ tn max
k=0,...,n−1

||εk||∞, (1.69)

kde v poslednı́ nerovnosti triviálně mı́sto součtu n čı́sel bereme n-krát největšı́ z nich. Použitı́m
dřı́ve dokázaného odhadu pro chybu diskretizace (1.65) dostaneme požadovaný odhad pro
chybu aproximace

|Un
j − u(xj, tn)| ≤ T

(
M1

2
τ +

M2

12
h2

)
. (1.70)

Protože funkce u je na [0, 1]× [0, T ] spojitá (to plyne z existenci jejı́ch derivacı́) a odhad (1.70)
nezávisı́ na x, ani na t, je konvergence stejnoměrná.

Použitı́m dostatečně jemných sı́tı́ lze tedy docı́lit libovolné přesnosti. Podmı́nka µ ≤ 1
2

však
požaduje, abychom se zmenšujı́cı́m se prostorovým krokem h zjemňovali i časový krok, a
to velmi dramaticky - dokonce dvakrát rychleji. To je velmi omezujı́cı́. Navı́c z uvedeného
nenı́ jasné, co se stane, když podmı́nka µ ≤ 1

2
splněna nebude. Odpověď na tuto otázku dává

následujı́cı́ kapitola.

1.2.3 Fourierova analýza chyby pro explicitnı́ schéma

V kapitole (1.2) jsme prezentovali Fourierovu metodu řešenı́ problému (1.38) - (1.40) ze které
vyplynulo, že jeho řešenı́ lze psát ve tvaru Fourierovy řady

u(x, t) =
∞∑
m=1

ame−λmtsin(mπx), (1.71)
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kde z počátečnı́ podmı́nky

u(x, 0) = u0(x) =
∞∑
m=1

amsin(mπx), (1.72)

plynul vztah pro koeficienty am jakožto Fourierovy koeficienty v rozvoji u0(x) do sinové řady.

am = 2

∫ 1

0

u0(x)sin(mπx). (1.73)

Řešenı́ (1.71) i počátečnı́ podmı́nku (1.72) lze zapsat mı́sto funkce sinus pomocı́ komplexnı́ch
exponenciálnı́ch funkcı́ jako

u(x, t) =
∞∑

m=−∞

Ameimπx−(mπ)2t, u(x, 0) = u0(x) =
∞∑

m=−∞

Ameimπx. (1.74)

Pokud dodefinujeme počátečnı́ podmı́nku i pro x ∈ [−1, 0] jako u0(x) = −u0(x)8, pak pro
koeficienty Am platı́

Am =
1

2

∫ 1

−1

u0(x)e−imπx. (1.75)

Snadno se ověřı́ , že platı́ Am = −A−m = −iam
2

. Dále budeme předpokládat, že Fourierova
řada pro počátečnı́ podmı́nku v (1.74) je absolutně konvergentnı́, tedy že

∞∑
m=−∞

|Ameimπx| <
∞∑

m=−∞

|Am| <∞, (1.76)

neboť |eimπx| ≤ 1 pro všechna x.9 Postačujı́cı́ podmı́nkou je konzistence počátečnı́ch a okra-
jových podmı́nek (tj. musı́ platit u0(0) = u0(1) = 0), dále absolutnı́ spojitost 10 funkce u0(x)
na [0, 1] a derivace (u0)′ musı́ ležet v prostoru L2(0, 1)11.

Z předchozı́ho vı́me, že funkce tvaru eimπx−(mπ)2t = eimπe−(mπ)2t řešı́ problém (1.38) -
(1.40). V analogii k označenı́ uzlů sı́ťe uvažujme x = jh a t = nτ . Označı́me-li k = mπ,
můžeme se ptát, zda analogicky eikjh−k2nτ = eikjhe−k

2nτ řešı́ explicitnı́ diferenčnı́ schéma
(1.58). Zavedeme-li ještě následujı́cı́ označenı́

λ ≈ e−k
2τ , (1.77)

8Tedy jako lichou funkci. Připomı́náme, že funkce f(x) je lichá, pokud f(x) = −f(−x) a sudá, pokud
f(x) = f(−x).

9To plyne napřı́klad z Eulerova vzorce: eimπx = cos(mπx) + isin(mπx). Tedy eimπx ležı́ na jednotkové
kružnici.

10Existuje několik ekvivalentnı́ch definic absolutně spojitých funkcı́. Napřı́klad funkce f je absolutně spojitá
na [a, b], pokud existuje (Lebesgueovsky) integrovatelná funkce g(x) tak, že pro všechna x ∈ [a, b] platı́ f(x) =
f(a) +

∫ x
a
g(t)dt. Potom i platı́, že g(x) = f ′(x) pro skoro všechna x ∈ [a, b] (až na množinu mı́ry 0). Požadavek

absolutnı́ spojitosti je velmi silný a lze dokázat, že absolutně spojitá funkce je i stejnoměrně spojitá, a tedy i spojitá.
11Pro vı́ce informacı́ o prostorech funkcı́ viz napřı́klad Dodatek (3.4).
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zajı́má nás vlastně, zda je možné přibližnou hodnotu funkce u(x, t) v uzlu (xj, tn) vyjádřit ve
tvaru

Un
j = eikjhλn. (1.78)

Pokud má být (1.78) řešenı́m explicitnı́ho schématu (1.58), musı́me dosazenı́m dostat identitu.
Dosaďme tedy (1.78) do (1.58), čı́mž obdržı́me

eikjhλn+1 = eikjhλn[1 + µ(eikh − 2 + e−ikh)]. (1.79)

Z rovnosti (1.79) plyne po vydělenı́ výrazem eikjhλ náledujı́cı́ vztah pro λ

λ ≡ λ(k) = 1 + µ(eikh − 2 + e−ikh), (1.80)

což lze dále upravit použitı́m Eulerova vzorce ve tvaru eikh = cos(kh) + isin(kh) takto

λ(k) = 1 + µ(eikh − 2 + e−ikh) = 1 + µ(cos(kh) + isin(kh)− 2 + cos(kh)− isin(kh))

= 1− 2µ(1− cos(kh)),

což dále použitı́m vzorce cos(kh) = cos
[
2
(
kh
2

)]
= cos2

(
kh
2

)
− sin2

(
kh
2

)
a vzorce cos2

(
kh
2

)
+

sin2
(
kh
2

)
= 1 upravı́me na

λ(k) = 1− 2µ(1− cos(kh)) = 1− 2µ

(
1− cos2

(
kh

2

)
+ sin2

(
kh

2

))
= 1− 2µ

(
sin2

(
kh

2

)
+ sin2

(
kh

2

))
= 1− 4µsin2

(
kh

2

)
.

Koeficient λ(k) se nazývá zesilujı́cı́ (amplifikačnı́) faktor přı́slušného členu Fourierovy řady.
Přibližné řešenı́ Un

j můžeme tedy zapsat analogickým způsobem, jako v přı́padě přesného řešenı́
u(x, t) jako

Un
j =

∞∑
m=−∞

Ameimπjh[λ(mπ)]n. (1.81)

Možnost přibližného zápisu řešenı́ plyne z omezenosti amplifikačnı́ho faktoru λ(mπ) a jednak
z konvergence řady (1.76), což znamená, že (1.81) konverguje absolutně. Jelikož každý člen
řady (1.81) řešı́ diferenčnı́ rovnici (1.58), řešı́ ji i jejı́ součet. Pro n = 0 se řada (1.81) redukuje
na řadu pro počátečnı́ podmı́nku v (1.74) s x = jh, a tedy součet řady (1.81) splňuje počátečnı́
podmı́nku (1.40). Jelikož dále Am[λ(mπ)]n = −A−m[λ(−mπ)]n, a tudı́ž pro j = 0 a j = J je
součet řady (1.81) roven nule, platı́ i okrajové podmı́nky (1.39) a zápis (1.81) je tedy oprávněný.

Vidı́me, že λ(mπ) závisı́ kromě velikosti prostorového kroku h také na m, což je frekvence
(nebo také mód) přı́slušného členu Fourierovy řady. Nı́zké frekvence (členy s nı́zkýmm) v řadě
(1.81) dobře aproximujı́ odpovı́dajı́cı́ členy řady (1.74) pro přesné řešenı́. To snadno zjistı́me,
pokud přesné i aproximované výrazy rozvineme pomocı́ Taylorova rozvoje

e−k
2τ = 1− k2τ +

1

2
k4τ 2 − ...

λ(k) = 1− 2µ(1− cos(kh)) = 1− 2µ

[
1

2
(kh)2 − 1

24
(kh)4 + ...

]
= 1− k2τ +

1

12
k4τh2 − ..., (1.82)
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kde vidı́me, že e−k
2τ a přı́slušná aproximace λ(k) se lišı́ až od třetı́ho členu Taylorova rozvoje.

Tyto rozvoje mimo jiné mohou sloužit jako alternativnı́ prostředek vyšetřovánı́ chyby diskretizace
εh,τ (xj, tn), kterou nynı́ dosazenı́m (1.81) do (1.74) lze psát ve tvaru

εh,τ (xj, tn) =
u(xj, tn + τ)− u(xj, tn)

τ
− u(xj + h, tn)− 2u(xj, tn) + u(xj − h, tn)

h2

=
∞∑

m=−∞

Ameimπxj−(mπ)2tn

e−(mπ)2τ − 1

τ
−

2cos(mπh)−2︷ ︸︸ ︷
eikh − 2 + e−ikh

h2


=

∞∑
m=−∞

Ameimπxj−(mπ)2tn
1

τ

e−(mπ)2τ −1 + 2µ(1− cos(mπh))︸ ︷︷ ︸
−λ(mπ)

 (µ =
τ

h2
)

=
∞∑

m=−∞

e−(mπ)2τ − λ(mπ)

τ
Ameimπxj−(mπ)2tn

=
∞∑

m=−∞

(1− k2τ + 1
2
k4τ 2)− (1− k2τ + 1

12
k4τh2) +O(τ 3)

τ
Ameimπxj−(mπ)2tn (Taylor)

=
∞∑

m=−∞

[
1

2
k4

(
τ − 1

6
h2

)
+O(τ 2)

]
Ameimπxj−(mπ)2tn ,

z čehož vidı́me, že je schéma prvnı́ho řádu přesnosti. Pokud by ovšem 6τ = h2, pak by schéma
bylo druhého řadu přesnosti, což je stejný výsledek, který nám vyšel výše, viz (1.66). Snadno
lze zjistit následujı́cı́ odhad, který se nám bude hodit později.

|λ(k)− e−k
2τ | =

∣∣∣∣ 1

12
k4τh2cos ξ − 1

2
k4τ 2e−ξ

∣∣∣∣ , ξ ∈ (0, τ)

≤
(

1

12

h2

τ
+

1

2

)
k4τ 2 = C(µ)k4τ 2 ,|cos ξ| ≤ 1, |e−ξ| ≤ 1,

h2

τ
=

1

µ
. (1.83)

Vyjádřenı́ (??) nám poskytuje ještě vı́ce informacı́. Nejdřı́ve se však podı́vejme na následujı́cı́
odhad chyby aproximace. Problém zformulujme jako větu.

Věta 1.2. Chyba enj = Un
j − u(xj, tn) zůstává při pevných τ, h omezená pro n → ∞, a to pro

libovolnou počátečnı́ podmı́nku u0 splňujı́cı́ (1.76), právě když |λ(mπ)| ≤ 1, ∀m ∈ N.

Důkaz
Jelikož přesné řešenı́ u(xj, tn) je pro t → ∞ omezené (to plyne z konvergence řad (1.50) a
(1.52) ), stačı́ se zabývat omezenostı́ přibližného řešenı́ Un

j pro n→∞. Pro důkaz ekvivalence
je třeba dokázat, že z jednoho tvrzenı́ plyne druhé a naopak. Nechť tedy nejprve |λ(mπ)| ≤



Metoda konečných diferencı́ 23

1, ∀m ∈ N. Potom ale z (1.81) plyne

|Un
j | ≤

∞∑
m=−∞

|Am||λ(mπ)|n (|eimπjh| ≤ 1)

≤
∞∑

m=−∞

|Am| <∞. (|λ(mπ)| ≤ 1 dle předp., (1.76))

Nechť naopak platı́ |Un
j | <∞ a zároveň ∃m0 ∈ N; |λ(m0π)| > 1. Zvolme počátečnı́ podmı́nku

u0(x) = sin(m0πx). Pak je jejı́ aproximace Un
j = sin(m0πxj)[λ(m0π)]n a tedy |Un

j | → ∞ pro
n→∞, což je spor a důkaz je hotov.

Nynı́ je vidět význam podmı́nky µ ≤ 1
2
. Je-li tato podmı́nka splněna, pak platı́ |λ(mπ)| ≤ 1 a

podle předchozı́ věty zůstává přibližné řešenı́ omezené. To plyne z

λ(mπ) = 1− 4µsin2

(
mπh

2

)
≤ 1− 4µ,

odkud je vidět, že 1 > λ(mπ) > −1. Je-li však µ > 1
2
, pak pro některé frekvence m bude

λ(mπ) < −1 a velikost členů řady (1.81) odpovı́dajı́cı́ch těmto frekvencı́m s postupujı́cı́m
časem poroste nade všechny meze. Při bližšı́m pohledu zjistı́me, že λ(mπ) < −1 pro m =
(2l + 1)J, l ∈ Z, neboť potom λ(mπ) = 1 − 4µsin2

(
π
2

+ lπ
)

= 1 − 4µ. V principu by sice
bylo teoreticky možné zvolit počátečnı́ podmı́nku tak, aby Am = 0 právě pro tato m, je to však
velmi speciálnı́ situace, která v obecnějšı́ch problémech nemusı́ nastat, a navı́c při numerickém
řešenı́ by i u těchto frekvencı́ (které odpovı́dajı́ problematickým m) vlivem zaokrouhlovánı́
vznikly nenulové hodnoty, které by postupem času dı́ky [λ(mπ)]n neomezeně rostly, a došlo by
k destrukci přibližného řešenı́.

V dosavadnı́ analýze jsme uvažovali v reprezentaci přibližného řešenı́ nekonečné řady (1.81),
protože to bylo výhodné pro porovnávánı́ s přesným řešenı́m při vyšetřovánı́ chyby. Při prak-
tickém počı́tánı́ to však nenı́ možné. Nenı́ to však ani nutné, neboť na diskrétnı́ (a tedy konečné)
sı́ti existuje pouze konečné množstvı́ frekvencı́. To lze snadno vidět následujı́cı́ úvahou, neboť
z 2π-periodicity eix = cos(x) + isin(x) plyne

ei(m+2Jl)πjh = ei[mπjh+2πlj] = eimπjh (1.84)

a frekvence m a m + 2Jl od sebe nelze rozeznat. To však znamená, že na dané sı́ti existuje
pouze 2J nezávislých frekvencı́, které zvolı́me pro jednoduchost jako

m = −(J − 1),−(J − 2), ...,−1, 0, 1, ...J. (1.85)

Funkci Un
j tedy můžeme popsat jako lineárnı́ kombinaci funkcı́ tvaru eimπjh[λ(mπ)]n, kde m

probı́há pouze posloupnost (1.85). Přitom nejvyššı́ frekvence, která se na sı́ti vyskytuje, je
m = J . Funkci eimπjh[λ(mπ)]n můžeme rozložit na “prostorovou” část eimπjh a “časovou” část
[λ(mπ)]n. Pro nejvyššı́ frekvenci m = J se potom prostorová část rovná eiπj = cos(jπ) +
i sin(jπ), z čehož je patrné, že v po sobě jdoucı́ch uzlech j střı́davě nabývá hodnot ±1. Jelikož
pro m = J se amplifikačnı́ faktor rovná λ(Jπ) = 1 − 4µsin2

(
π
2

)
= 1 − 4µ (připomı́náme,
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že h = 1/J), poroste pro µ > 1
2

časová část [λ(Jπ)]n nejrychleji a zcela přebije řešenı́. To se
přesně stalo v přı́kladu na Obr. 1.6.

Fourierova metoda je nesmı́rně silný nástroj pro vyšetřovánı́ schémat MKD. Jako dalšı́
přı́klad jejı́ho použitı́ si ukážeme, jak bychom s jejı́ pomocı́ dokázali konvergenci explicitnı́ho
schématu. Velkou výhodou oproti důkazu (1.1) je skutečnost, že nemusı́me předpokládat dostatečnou
hladkost řešenı́ a také stejnoměrnou omezenost u,xxxx a u,tt. Jediným nutným předpokladem je
absolutnı́ konvergence řady (1.52) pro počátečnı́ podmı́nku. To zejména znamená, že počátečnı́
podmı́nka nemusı́ být hladká. Předpokládejme, že µ ≤ 1

2
je pevné. Nechť dále ε > 0 je

libovolné a m0 ∈ N takové, že ∑
|m|≤m0

|Am| ≤
ε

4
. (1.86)

Potom pro chybu aproximace postupně dostáváme

|enj | =
∣∣Un

j − u(xj, tn)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=−∞

Ameimπxj
[
(λ(mπ))n − e−(mπ)2tn

]∣∣∣∣∣ (dosazenı́ z (1.74) a (1.81) )

≤ ε

2
+
∑
|m|≤m0

|Am|n
∣∣∣(λ(mπ))− e−(mπ)2τ

∣∣∣
≤ ε

2
+ nτ 2C(µ)π4

∑
|m|≤m0

|Am|m4. (plyne z odhadu (1.83))

Pro dostatečně malá τ je |enj | < ε a to ∀ (xj, tn) ∈ [0, 1]× [0, T ], neboť nτ ≤ T .12

Viděli jsme, že aby bylo explicitnı́ diferenčnı́ schéma (1.58) stabilnı́, musı́ platit τ ≤ h2

2
,

svazujı́cı́ časový a prostorový krok. To je velmi silné omezenı́, neboť pokud budeme chtı́t
přesnějšı́ řešenı́ (a tedy budeme zmenšovat prostorový krok), budeme muset velmi výrazně
zmenšit i časový krok a výpočet tak bude trvat velmi dlouho. Tento nedostatek lze odstranit
použitı́m zpětné diference pro diskretizaci časové derivace, což vede na implicitnı́ schéma,
kterému je věnována následujı́cı́ kapitola.

1.2.4 Implicitnı́ schéma

V této kapitole si ukážeme implicitnı́ diferenčnı́ schéma pro řešenı́ nestacionárnı́ho vedenı́ tepla
v jedné prostorové dimenzi, tedy pro řešenı́ problému (1.38) - (1.40). Implicitnı́ schéma se
od explicitnı́ho lišı́ zdánlivě nepatrně - pouze mı́sto dopředné časové diference pro časovou
derivaci použı́váme zpětnou. Má to však zcela zásadnı́ vliv jak na vlastnosti schématu (zejména
stabilitu), tak na konkrétnı́ výpočet. Implicitnı́ schéma má tvar

Un+1
j − Un

j

τ
=
Un+1
j+1 − 2Un+1

j + Un+1
j−1

h2
, (tj. ∆−tU

n+1
j = µδ2

xU
n+1
j ) (1.87)

12V prvnı́ nerovnosti tohoto důkazu jsme použili následujı́cı́ skutečnost. Pokud platı́ |λ1| ≤ 1 a |λ2| ≤ 1, pak
platı́ |λn1 −λn2 | ≤ n|λ1−λ2|. To plyne z binomické věty. Je totiž (λ1−λ2)

∑n−1
j=0 λ

n−1−j
1 λj2 =

∑n−1
j=0 λ

n−j
1 λj2−∑n−1

j=0 λ
n−(j+1)
1 λj+1

2 = λn1 − λn2 .
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Na skutečnost, že jsme zvolili zpětnou diferenci pro čas se lze dı́vat také tak, že ”podmı́nku
rovnováhy” (v našem přı́padě je přesnějšı́ hovořit o bilanci tepla) sestavujeme na konci časového
kroku, tedy tam, kam se chceme na časové ose teprve dostat. Přepsáno do podoby vhodné pro
výpočet vypadá schéma následovně

−µUn+1
j−1 + (1 + 2µ)Un+1

j − µUn+1
j+1 = Un

j , j = 1, 2, ..., J − 1, n = 0, 1, ... (1.88)

Ke schématu pochopitelně opět patřı́ okrajové podmı́nky, které však majı́ stejný tvar, jako
u schématu explicitnı́ho. Podı́váme-li se na právě uvedené schéma (1.88), je z praktického
hlediska zásadnı́ rozdı́l v tom, že nynı́ nelze určit hodnotu Un+1

j na časové hladině n + 1 pro
žádný uzel j, neboť rovnice (1.88) obsahuje ještě dalšı́ dvě neznámé hodnoty. Pro ilustraci je to
znázorněno na Obr. (1.7). Nenı́ tedy jiné cesty, než zı́skat všechny hodnoty v časové hladině
n+1 současně, a to řešenı́m soustavy J−1 rovnic o J−1 neznámých (předpis (1.88) vlastně nenı́
nic jiného, než ”složkový”, nebo ”indexový” zápis soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic).
Je však třeba řı́ci, že tato soustava je tridiagonálnı́ a jejı́ řešenı́ je tedy velmi levné (lze použı́t
např. tzv. Thomasův algoritmus).

j

n+ 1

n

Obr. 1.7: Ilustrace implicitnı́ho schématu. Hodnoty v čase tn+1 lze vypočitat pouze z najednou
řešenı́m soustavy algebraických rovnic.

1.2.5 Fourierova analýza chyby pro implicitnı́ schéma

Jak jsme již uvedli v úvodu k implicitnı́mu schématu a jak bylo patrné ze závěru vyšetřovánı́
schématu explicitnı́ho, je nejdůležitějšı́ výhodou (implicitnı́ho schématu) fakt, že časové kroky
mohou být mnohem delšı́, neboť zde neexistuje žádná omezujı́cı́ podmı́nka na µ, potažmo na
volbu časového kroku τ . Celkové výpočetnı́ nároky, a to i přesto, že musı́me v každém časovém
kroku řešit soustavu lineárnı́ch rovnic, značně poklesnou, neboť časový krok může být i řádově
většı́, a to zejména při velmi malém prostorovém kroku h. Že zde skutečně žádné takové
omezenı́ nenı́, ukážeme opět pomocı́ Fourierovy analýzy.
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V analogii k postupu pro explicitnı́ schéma dosadı́me přibližné řešenı́ ve tvaru Un
j = eikjhλn

do (1.88), čı́mž dostaneme

−µeik(j−1)hλn+1 + (1 + 2µ)eikjhλn+1 − µeik(j+1)hλn+1 = eikjhλn, (1.89)

což po vydělenı́ eikjhλn dává

λ(−µe−ikh + (1 + 2µ)− µeikh) = 1. (1.90)

Jelikož podobně jako v odvozovánı́ u explicitnı́ho schématu platı́ pomocı́ Eulerova vzorce
e−ikh + eikh = 2cos(kh) = 2− 4 sin2 kh

2
, dostáváme, že

λ =
1

1 + 4µ sin2 kh
2

. (1.91)

Protože výraz 1+4µ sin2 kh
2

je vždy většı́ nebo roven nule, ležı́ pro libovolné µ > 0 amplifikačnı́
faktor λ ∈ (0, 1). Tedy schéma (1.88) je stabilnı́ nezávisle na volbě τ a h. V takovém přı́padě
řı́káme, že je schéma nepodmı́něně stabilnı́.

Chyba diskretizace se stanovı́ v přı́padě implicitnı́ho schématu úplně stejně, jako v přı́padě
schématu explicitnı́ho. Diferenčnı́ náhrada prostorové derivace je stejná, v čase se použije
zpětná diference mı́sto dopředné. Ta je však stejného řádu chyby, jak je snadno vidět z následujı́cı́ho.

∆−tu(x, t) = u(x, t)− u(x, t− τ) = u,t(x, t)τ −
1

2
u,tt(x, t)τ

2 +
1

6
u,ttt(x, t)τ

3 + ...

Pro centrálnı́ diferenci druhého řádu jsme již dřı́ve odvodili vztah

δ2
xu(x, t) = u,xx(x, t)h

2 +
1

12
u,xxxx(x, t)h

4. (1.92)

Spojenı́m pak vycházı́ chyba diskretizace

εh,τ (x, t) = −1

2
u,tt(x, t)τ −

1

12
u,xxxx(x, t)h

2 + ....,

což vede stejně jako v přı́padě explicitnı́ho schématu na chybu řádu O(τ).

Poznámka Mohlo by nás napadnout, že když centrálnı́ diference jsou druhého řádu přesnosti
(zatı́m to vı́me jen o diferenci druhého řádu, ale můžeme prozradit, že totéž platı́ i pro centrálnı́
diferenci prvnı́ho řádu - to čtenář snadno ověřı́ pomocı́ Taylorova rozvoje), mohli bychom
použitı́m centrálnı́ diference na časovou derivaci docı́lit schématu, které bude druhého řádu
přesnosti jak v čase, tak v prostoru. Podı́vejme se tedy na schéma

Un+1
j − Un−1

j

2τ
=
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
. (tj.

∆0tU
n
j

2τ
=
δ2
xU

n
j

h2
). (1.93)

Toto schéma je dvoukrokové, neboť se v něm vyskytujı́ tři časové hladiny. Jelikož na počátku
známe jen počátečnı́ data, je možné prvnı́ krok vypočı́st napřı́klad explicitnı́m schématem uve-
deným výše. Tı́m zı́skáme z počátečnı́ch dat prvnı́ časovou hladinu a můžeme již počı́tat po-
mocı́ schématu (1.93). Ukázat, že je centrálnı́ diference∆0t druhého řádu přesnosti je snadné,
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a přenecháváme to čtenáři za cvičenı́. Celkem vycházı́, že je schéma (1.93) řádu O(τ 2 +
h2). Podı́vejme se nynı́ na Fourierovu analýzu schématu (1.93). Za tı́m účelem do schématu
dosaďme Un

j = eikjhλn. Po chvı́li snaženı́ (které je však zcela analogické předchozı́ analýze
- vykrácenı́ eikjhλn−1, použitı́ dřı́ve odvozeného vztahu eikh − 2 + e−ikh = 1 − 4µsin2

(
kh
2

)
a

drobných úpravách) obdržı́me následujı́cı́ kvadratickou rovnici pro λ

λ2 + 8µsin

(
1

2
kh

)
λ− 1 = 0. (1.94)

Podrobnějšı́ analýzou (zapojenı́m diferenčnı́ch rovnic), která přesahuje rámec tohoto textu lze
ukázat, že je vždy jeden kořen λ > 1, a tedy že schéma (1.93) je vždy nestabilnı́ (a tedy z prak-
tického hlediska k ničemu). To však neznamená, že každé dvoukrokové schéma je nestabilnı́.
Jako přı́klad uveďme schéma

Un+1
j − Un−1

j

2τ
=
θδ2
xU

n+1
j + (1− θ)δ2

xU
n
j

h2
, (1.95)

které je druhého řádu přesnosti a pro θ ≤ 1
2

je stabilnı́, pokud µ ≤ 1
4(1−θ) , což však znamená

podmı́něnou stabilitu, takže jsme si rovněž přı́liš nepomohli. Optimálnı́ řešenı́ se skrývá pod
formulacı́, kterou se budeme zabývat v následujı́cı́m odstavci. Jde o tzv. θ-schéma.

1.2.6 θ-schéma

V této kapitole se budeme zabývat patrně nejpoužı́vanějšı́m schématem pro řešenı́ (nejen) úlohy
(1.38) - (1.40). Jde o tzv. θ-schéma, které je v jistém smyslu něčı́m mezi explicitnı́m a implicit-
nı́m schématem. Přesněji řečeno jde o schéma, kde časovou derivaci nahrazujeme dopřednou
diferencı́, a pro druhou derivaci v prostoru volı́me (konvexnı́) lineárnı́ kombinaci explicitnı́ho a
implicitnı́ho schématu. Schéma má následujı́cı́ podobu

Un+1
j − Un

j

τ
=
θδ2
xU

n+1
j + (1− θ)δ2

xU
n
j

h2
, (1.96)

kde parametr θ ležı́ v intervalu [0, 1]. Pro θ = 0 přitom dostáváme explicitnı́ schéma, θ = 1 pak
plně implicitnı́ schéma. Opět je možné schéma přepsat do podoby vhodnějšı́ pro výpočet, které
má pro libovolné θ ∈ (0, 1] tvar

−θµUn+1
j−1 + (1 + 2µ)Un+1

j − θµUn+1
j+1 = [1 + (1− θ)µδ2

x]U
n
j , j = 1, 2, ..., J − 1, n = 0, 1, ...

(1.97)

Podı́vejme se nejdřı́ve na chybu diskretizace θ-schématu, kterou definujeme stejně jako v předchozı́ch
kapitolách jako rozdı́l levé a pravé strany (1.96). V tomto přı́padě je z praktických důvodů
vhodnějšı́ vyhodnocovat v čase tn+ 1

2
, tzn. v polovině mezi časy n a n+ 1. Definujme tedy

ε
n+ 1

2
j = εh,τ (xj, tn+ 1

2
) =

u(xj, tn + τ)− u(xj, tn)

τ
− θδ2

xu(xj, tn+1) + (1− θ)δ2
xu(xj, tn)

h2
.

(1.98)
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Označme pro jednoduchost centrálnı́ diferenci s polovičnı́m krokem v čase tn+ 1
2

jako

δtu
(
xj, tn+ 1

2

)
τ

=
u(xj, tn + τ)− u(xj, tn)

τ
.

Potom můžeme psát (1.98) v libovolném bodě (x, t) jako

εh,τ (x, t) =
δtu (x, t)

τ
−
(
θ − 1

2

)
δtδ

2
xu(x, t)

h2
− 1

2

δ2
xu(x, t+ τ

2
) + δ2

xu(x, t− τ
2
)

h2
, (1.99)

kde jsme pouze vhodně přeskupili členy (1.98). Jelikož vyšetřovánı́ chyby diskretizace rozvo-
jem do Taylorovy řady jsme prováděli již výše a postup je stále týž, budeme postupovat již
rychleji. Taylorovy rozvoje jednotlivých členů vyskytujı́cı́ch se ve schématu jsou

δtu(x, t) = u(x, t+
τ

2
)− u(x, t− τ

2
) =

∑
k≥0

1

k!

∂ku

∂tk
(x, t)

(τ
2

)k
−
∑
k≥0

1

k!

∂ku

∂tk
(x, t)

(
−τ

2

)k
= 2

∑
k≥0

k liché

1

k!

∂ku

∂tk
(x, t)

(τ
2

)k
= u,t(x, t) +

1

24
u,ttt(x, t)τ

3 + ...,

dále

1

2

[
u(x, t+

τ

2
) + u(x, t− τ

2
)
]

=
∑
k≥0

k sudé

1

k!

∂ku

∂tk
(x, t)

(τ
2

)k
= u(x, t) +

1

8
u,tt(x, t)τ

2 + ...,

a jak jsme ukázali výše při vyšetřovánı́ chyby diskretizace explicitnı́ho schématu,

δ2
xu(x, t) = u,xx(x, t)h

2 +
1

12
u,xxxx(x, t)h

4 +
2

6!
u,xxxxxx(x, t)h

6 + ...

Tedy celkem dostáváme (pro jednoduchost vynecháme bod (x, t), ve kterém výrazy vyhod-
nocujeme)

εh,τ (x, t) =

[
u,t +

1

24
u,tttτ

2 + ...

]
−
(
θ − 1

2

)[
u,xxt +

1

12
uxxxxth

2τ + ...

]
+

−
[
u,xx +

1

12
u,xxxxh

2 +
2

6!
u,xxxxxx(x, t)h

4 +
1

8
uxxttτ

2 + ...

]
, (1.100)

z čehož vycházı́, že chyba εh,τ (x, t) = O(τ + h2), což je obecně stejný řád přesnosti, jako u
explicitnı́ metody.13. Při vhodné volbě parametru θ však můžeme dosáhnout i lepšı́ přesnosti.
Napřı́klad pro θ = 1

2
dostáváme εh,τ (x, t) = O(τ 2 + h2). Schéma (1.97) je pro tuto speciálnı́

volbu θ druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase. Toto schéma se pak nazývá Crankovo-
Nicholsonové.

Podı́vejme se nynı́ na vyšetřenı́ stability θ-schématu. Tu provedeme opět pomocı́ Fourierovy
analýzy.

13Přesná analýza při použitı́ konečných Taylorových rozvojů by vedla na následujı́cı́ závěr. Pokud exis-
tujı́ konstanty M1 − M3 tak, že |u,tt| ≤ M1, u,xxxx| ≤ M2, u,xxt| ≤ M3, potom platı́, že εh,τ (x, t) ≤(
M1

4 +M3

)
τ + M2

6 h2 +
∣∣θ − 1

2

∣∣ (M3τ + M2

6 h2
)
.
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1.2.7 Fourierova analýza chyby pro θ-schéma

Stabilitu θ-schématu vyšetřı́me dosazenı́m Un
j = eikjhλn do (1.97). Tı́m obdržı́me (po zkrácenı́

výrazem eikjhλ)

λ− 1 = µ[θλ(eikh − 2 + e−ikh) + (1− θ)(eikh − 2 + e−ikh)]

= µ[θλ+ (1− θ)]
(
−4 sin2kh

2

)
,

z čehož dále plyne

λ =
1− 4(1− θ)µ sin2 kh

2

1 + 4θµ sin2 kh
2

. (1.101)

Jelikož θ ∈ [0, 1], µ > 0 a sin2x > 0, je zřejmé, že λ < 1 a nestabilita tedy může nastat pouze
pokud by λ < −1 (dokázali jsme totiž, že schéma je stabilnı́ právě tehdy, pokud |λ| < 1). To
ovšem dı́ky (1.101) může nastat pouze tehdy, pokud

1− 4(1− θ)µ sin2kh

2
< −1− 4θµ sin2kh

2
, (1.102)

což platı́ právě pokud

(1− 2θ)µ sin2kh

2
>

1

2
. (1.103)

Bude-li (1 − 2θ)µ > 1
2
, bude nejrychleji oscilujı́cı́ člen (tedy člen s nejvyššı́ frekvencı́), pro

který je kh = π, nestabilnı́. V tom je zahrnutý i dřı́vějšı́ výsledek pro explicitnı́ schéma, neboť
θ-schéma je pro θ = 0 totožné, jako explicitnı́ schéma. Zároveň je z (1.103) patrné, že plně
implicitnı́ schéma při θ = 1 nenı́ nestabilnı́ pro žádnou hodnotu µ, protože je na levé straně
záporné čı́slo a nemůže tedy nastat λ < −1. Celkem jsme tedy zı́skali následujı́cı́ podmı́nky
pro stabilitu θ-schématu (1.97)

Je-li θ ∈
[
0,

1

2

)
, pak je θ-schéma stabilnı́⇔ µ ≤ 1

2(1− 2θ)
(1.104)

Je-li θ ∈
[

1

2
, 1

]
, pak je θ-schéma stabilnı́ ∀ µ. (1.105)

V prvnı́m přı́padě jde o podmı́něnou, ve druhém o nepodmı́něnou stabilitu.
Výše uvedené schéma Crankovo-Nicholsonové je tedy nepodmı́něně stabilnı́ (tzn. nenı́ zde

žádná závislost mezi časovým a prostorovým krokem) a můžeme tak psát, že je řádu O(τ 2).
Jsme pomocı́ něj schopni počı́tat s velmi dobrou přesnostı́ a zároveň malými výpočetnı́mi
nároky. Nejlepšı́ volba parametru θ však závisı́ na řešeném problému a obecně nenı́ jasné,
která hodnota je opravdu nejlepšı́.

Nynı́ se podı́váme na alternativnı́ prostředek pro zı́skanı́ podmı́nek stability. Ten je založen
na tzv. diskrétnı́m principu maxima.
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1.2.8 Diskrétnı́ princip maxima a θ-schéma

Diskrétnı́ princip maxima dává alternativnı́ postup, jak zı́skat podmı́nky stability daného schématu.
Je založen na myšlence, že pokud neexistujı́ v řešené oblasti vnitřnı́ zdroje, pak přibližné řešenı́
v žádném časovém kroku nemůže být nikde uvnitř řešené oblasti menšı́, resp. většı́, než ne-
jmenšı́, resp. největšı́ hodnota z okrajových podmı́nek na hranici a počátečnı́ podmı́nky. Z
toho plyne, že přibližné řešenı́ zůstává po celou dobu omezené a tedy stabilnı́. Celý problém
zformulujeme jako následujı́cı́ větu.

Věta 1.3. Mějme θ-schéma (1.97). Nechť platı́ θ ∈ [0, 1] a µ(1 − θ) ≤ 1
2
. Potom přibližné

hodnoty {Un
j }, počı́tané tı́mto schématem, splňujı́

Umin ≤ Un
j ≤ Umax, (1.106)

kde

Umin = min{Um
0 , 0 ≤ m ≤ n; U0

j , 0 ≤ j ≤ J ; Um
J , 0 ≤ m ≤ n} (1.107)

Umax = max{Um
0 , 0 ≤ m ≤ n; U0

j , 0 ≤ j ≤ J ; Um
J , 0 ≤ m ≤ n}. (1.108)

Důkaz
Abychom toto tvrzenı́ dokázali, přepišme nejprve θ-schéma (1.97) do následujı́cı́ho tvaru

(1 + 2θµ)Un+1
j = θµ(Un+1

j−1 + Un+1
j+1 ) + (1− θ)µ(Un

j−1 + Un
j+1) + [1− 2(1− θ)µ]Un

j .

(1.109)

Dále si všimněme, že koeficienty u jednotlivýchU na pravé straně (1.109) jsou všechny nezáporné
(to plyne z toho, že θ ∈ [0, 1] a µ ≥ 0) a jejich součet je roven (1 + 2θµ), tedy je roven koe-
ficientu na levé straně (1.109). Nynı́ v rozporu s tvrzenı́m věty předpokládejme, že U nabývá
svého maxima ve vnitřnı́m bodě a nechť je tohoto maxima nabýváno v bodě Un+1

j . Jelikož tato
hodnota se nikde na pravé straně (1.109) nevyskytuje, musı́ pro všechny hodnoty platit, že jsou
menšı́ nebo rovny, než Un+1

j (jelikož nemohou být většı́, než maximum). Protože ale součet
koeficientů u těchto hodnot na pravé straně (1.109) je roven koeficientu na levé straně u Un+1

j ,
musı́ nutně platit, že pokud je přı́slušný koeficient nenulový, pak U = Un+1

j v každém z pěti
bodů na pravé straně (1.109), neboť jinak by se obě strany této rovnosti nemohly rovnat. Pro
θ 6= 0 tedy sestrojı́me v dané časové hladině n + 1 posloupnost hodnot U až se dostaneme na
hranici, tj. Un+1

j = Un+1
0 = Un+1

J , jak je ilustrováno na Obr. (1.8) vlevo. Pokud je θ = 0
pak se jedná o explicitnı́ schéma a lze analogickou posloupnost sestrojit diagonálně (neboť se
tyto hodnoty na diagonále musejı́ ze stejného důvodu, jako v přı́padě θ 6= 0, rovnat), jak je
ilustrováno na Obr. (1.8) vpravo. Tedy v obou přı́padech nakonec dostáváme Un+1

j = Umax.
Obdobnou úvahu lze provést i pro minimum a důkaz je tedy hotov.

V závěru této kapitoly ještě uvedeme větu o konvergenci θ-schématu. Opět tento problém
zformulujeme jako větu.

Věta 1.4. Uvažujme posloupnost (hi, τi) → (0, 0) pro i → ∞ a předpokládejme, že existuje
i0 tak, že pro všechna i > i0 platı́ µi(1 − θ) ≡ τi

h2
i
≤ 1

2
. Nechť T > 0 a existujı́ M1,M2 ∈ R
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j j + 1j − 1

n+ 1

n

n− 1

j j + 1j − 1

n+ 1

n

n− 1

Obr. 1.8: Ilustrace sestrojenı́ posloupnosti hodnot U k hranici výpočetnı́ oblasti pro θ 6= 0 a
θ = 0

tak, že |u,tt| ≤ M1 a |u,xxxx| ≤ M2 na [0, 1] × [0, T ] (tj. chyba diskretizace θ-schématu (1.97)
konverguje stejnoměrně k nule na [0, 1] × [0, T ]). Nechť chyba v okrajových a počátečnı́ch
podmı́nkách rovněž konverguje stejnoměrně k nule pro i → ∞. Pak pro libovolný bod (x, t) ∈
[0, 1]× [0, T ] a libovolnou posloupnost (ji, ni) ∈ N takovou, že jihi → x, niτi → t, konvergujı́
aproximace Uni

ji
generované θ-schématem (1.97) k řešenı́ u(x, t) s konzistentnı́mi okrajovými a

počátečnı́mi podmı́nkami, přičemž tato konvergence je stejnoměrná v [0, 1]× [0, T ].

Důkaz
Chybu aproximace jsme již dřı́ve definovali jako enj = Un

j − u(xj, tn). Uvažujme libovolnou
dvojici h, τ a libovolný bod (xj, tn) ∈ (0, 1) × (0, T ). Dosazenı́m enj do (1.97) dostaneme
analogicky jako v přı́padě Věty o konvergenci explicitnı́ho schématu

(1+2θµ)en+1
j = θµ(en+1

j−1 +en+1
j+1 )+(1−θ)µ(enj−1 +enj+1)+[1−2(1−θ)µ]enj −τε

n+ 1
2

j . (1.110)

Předpokládejme nynı́, že chyby v počátečnı́ch a okrajových podmı́nkách jsou nulové, tj. e0
j = 0

pro j = 0, ..., J , en0 = enJ = 0 pro n = 0, 1, 2, ... a označme maximálnı́ chybu v uzlech v rámci
n-té časové hladiny jako

||en||∞ = max
l=0,...J

|enl |, (1.111)

a chybu diskretizace
||εn+ 1

2 ||∞ = max
l=0,...J

|εn+ 1
2

j |, (1.112)

pak analogicky jako v přı́padě Věty o konvergenci explicitnı́ho shcématu dostaneme

(1 + 2θµ)||en+1||∞ ≤ 2θµ||en+1||∞ + ||en||∞ + τ ||εn+ 1
2 ||∞, (1.113)

z čehož dále plyne

||en+1||∞ ≤ ||en||∞ + τ ||εn+ 1
2 ||∞, (1.114)
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a tedy rekurentně

||en+1||∞ ≤ τ
n−1∑
m=0

||εm+ 1
2 ||∞ ≤ nτ max

m=0,...,n−1
||εm+ 1

2 ||∞ → 0, (1.115)

pro i→∞ a tedy chyba aproximace konverguje k nule.
Předpokládejme nynı́, že chyby v počátečnı́ch a okrajových podmı́nkách jsou nenulové, tj.

e0
j = η0

j , j = 0, ..., J, en0 = ηn0 , e
n
J = ηnJ , n = 0, 1, 2, ... (1.116)

Potom lze chybu aproximace rozložit na dvě části enj = ēnj + ẽnj , kde ēnj splňuje (1.110) s
homogennı́mi okrajovými podmı́nkami a ẽnj splňuje (1.109) a (1.116). Potom ovšem ||ēnj ||∞
splňuje právě dokázaný odhad (1.115) a ẽnj splňuje předpoklady věty o diskrétnı́m principu
maxima a tedy platı́

||ẽnj ||∞ ≤ max{|ηm0 |, m = 0, ..., n− 1, |η0
j |, j = 0, ..., J, |ηmJ |, m = 0, ..., n− 1, }

(1.117)

a ||ẽnj ||∞ zůstává omezená a jelikož dle předpokladu chyby v počátečnı́ch a okrajových podmı́nkách
konvergujı́ k nule, konverguje i ||ẽnj ||∞ k nule a důkaz je hotov.

Máme tedy k dispozici dvě metody určovánı́ stability diferenčnı́ch schémat - Fourierovy
analýzu a diskrétnı́ princip maxima. Jejich porovnánı́m zjistı́me, že podmı́nky pro platnost
diskrétnı́ho principu maxima jsou mnohem vı́ce omezujı́cı́, než podmı́nky nutné pro Fourierovu
analýzu. Napřı́klad pro θ = 1

2
dostáváme z µ(1 − θ) ≤ 1

2
nutně µ ≤ 1. Přitom z Fourierovy

analýzy plyne, že při θ = 1
2

už žádnou podmı́nku na µ nepotřebujeme. Princip maxima má však
tu výhodu, že ho zle snadno aplikovat i na úlohy s nekonstantnı́mi koeficienty, jak uvidı́me v
dalšı́ kapitole. Snadné je však odvodit pouze postačujı́cı́ podmı́nky stability (nutné podmı́nky
jsou mnohem složitějšı́ a obvykle nenı́ jasné, jak je zı́skat).

1.2.9 Obecnějšı́ lineárnı́ rovnice

V této kapitole se podı́váme na obecnějšı́ tvar lineárnı́ch parabolických rovnic. Začneme přitom
jednoduchým přı́padem vedenı́ tepla, kde bude prostorově i časově závislá difuzivita. Takovou
úlohu můžeme matematicky popsat následovně.

u,t = bu,xx, ∀t > 0, x ∈ (0, 1), (1.118)

kde b = b(x, t) > 0 má fyzikálnı́ význam difuzivity. Použitı́m explicitnı́ho schématu na rovnici
(1.118) dostaneme následujı́cı́ schéma

Un+1
j = Un

j +
τ

h2
bnj (Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1), (1.119)

kde bnj = b(xj, tn) je difuzivita b vyhodnocená v bodě (xj, tn). Rozvojem jednotlivých členů
do Taylorových rozvojů bychom stejně jako dřı́ve mohli vyšetřit chybu diskretizace, která by v
tomto přı́padě měla tvar

εh,τ (x, t) =
1

2
u,ttτ −

1

12
b(x, t)u,xxxxh

2 + ... (1.120)
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a schéma je tedy prvnı́ho řádu přesnosti v čase a druhého v prostoru. Konvergence schématu
(1.119) se dokáže opět analogicky, jako pro přı́pad b = 1, pouze podmı́nka stability má v tomto
přı́padě tvar

τ

h2
b(x, t) ≤ 1

2
. (1.121)

Odhad chyby aproximace potom je

|enj | = |Un
j − u(xj, tn)| ≤ T

(
M1

2
τ +

BM2

12
h2

)
, (1.122)

kde konstanta B > b(x, t), ∀(x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ] a konstanty M1,M2 majı́ stejný význam,
jako při vyšetřovánı́ explicitnı́ho schématu (1.58).

Pro úlohu (1.118) lze definovat i θ-schéma, avšak existuje vı́ce možnostı́, jak to provést.
Jedna z možnostı́ je

Un+1
j − Un

j =
τ

h2
b∗[θδ2

xU
n+1
j + (1− θ)δ2

xU
n
j ], (1.123)

kde b∗ je vhodná hodnota b. Je možné položit napřı́klad b∗ = b
n+ 1

2
j . V tom přı́padě je potom

možné dokázat chybu diskretizace stejným způsobem, jako u θ-schématu pro b = 1, avšak
výsledek bude přenásoben faktorem b. Důkaz konvergence by při použitı́ diskrétnı́ho principu
maxima probı́hal také stejným způsobem, jen podmı́nka stability by nabývala tvaru

τ

h2
(1− θ)b(x, t) ≤ 1

2
. (1.124)

Mı́sto b∗ = b
n+ 1

2
j je však možné volit napřı́klad b∗ = 1

2
(bn+1
j + bnj ), což vede ke stejnému řádu

konvergence.
Nejobecnějšı́ tvar lineárnı́ parabolické rovnice 2. řádu je

u,t = bu,xx − au,x + cu+ d, ∀t > 0, x ∈ (0, 1), (1.125)

kde a = a(x, t), b = b(x, t), c = c(x, t), d = d(x, t) jsou dané funkce, přičemž b >
0. Rovnicı́ (1.125) můžeme popisovat rozloženı́ (napřı́klad koncentraci) u zkoumané látky v
nějakém médiu. Jednotlivé členy (1.125) pak odpovı́dajı́ různým fyzikálnı́m procesům šı́řenı́
této látky v rámci média. Interpretace těchto členů může být následujı́cı́. Člen bu,xx představuje
difúzi, která popisuje, jak se zkoumaná látka rozptyluje v médiu. Funkce a je tzv. konvek-
tivnı́ rychlost, neboli rychlost, s jakou médium proudı́ a tı́m unášı́ zkoumanou látku. Člen
au,x odpovı́dá konvekci, kdy se rozloženı́ zkoumané látky u měnı́ s proudem média, ve kterém
se vyskytuje. Člen cu odpovı́dá tzv. reakci. Tento člen se může vyskytovat v napřı́klad v
přı́padech, kdy se zkoumaná látka vytvářı́ v důsledku chemické reakce. Konečně člen d(x, t)
představuje vnitřnı́ zdroj (napřı́klad tepla). Rovnice (1.125) v tomto nejobecnějšı́m tvaru se
nazývá nestacionárnı́ rovnice konvekce-difúze-reakce. Jejı́ úplná analýza je náročnějšı́ a přesahuje
rámec tohoto textu. Podı́váme se pouze na některé základnı́ výsledky.
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Nejjednoduššı́ způsob, jak diskretizovat rovnici (1.125), je použı́t explicitnı́ schéma. To je
přirozené uvažovat ve tvaru

Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j+1 − Un

j−1

2h
+ cnjU

n
j + dnj , (1.126)

kde jsme použili na všechny prostorové derivace centrálnı́ diference a přı́slušná chyba diskretizace
je tedy εnj = O(τ +h2). Označı́me-li nynı́ µnj = τ

h2 b
n
j a νnj = τ

h
anj , pak můžeme schéma (1.126)

přepsat do tvaru

Un+1
j = Un

j + µnj (Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)−

νnj
2

(Un
j+1 − Un

j−1) + τcnjU
n
j + τdnj , (1.127)

který by se hodil pro výpočet. Pro vyšetřenı́ chyby aproximace bychom mohli použı́t diskrétnı́ho
principu maxima. Dosazenı́m enj = Un

j − u(xj, tn) do (1.127) nejprve zı́skáme

en+1
j = enj + µnj (enj+1 − 2enj + enj−1)−

νnj
2

(enj+1 − enj−1) + τcnj e
n
j − τεnj ,

= (1− 2µnj + τcnj )enj +

(
µnj −

1

2
νnj

)
enj+1 +

(
µnj +

1

2
νnj

)
enj−1 − τεnj . (1.128)

Abychom nynı́ mohli použı́t diskrétnı́ho principu maxima (a zı́skat tak omezenost chyby aprox-
imace a tı́m konvergenci), museli bychom zajistit, aby koeficienty na pravé straně rovnice
(1.128) jsou nezáporné a že jejich součet nenı́ většı́, než 1 (jelikož koeficient na levé straně
je roven 1). K tomu je třeba, aby platilo

1

2
|nunj | ≤ µnj , 2µnj − τcnj ≤ 1, cnj ≤ 0. (1.129)

Speciálně tedy musı́ být (viz prvnı́ podmı́nka (1.129) )

h

( |anj |
2bnj

)
≤ 1, (1.130)

což prostřednictvı́m druhé podmı́nky dává i omezenı́ na τ , neboť

τ ≤ h2

2bnj − h2cnj
. (1.131)

Jelikož v mnoha přı́padech praktických problémů bývá koeficient u konvektivnı́ho členu výrazně

většı́, než u členu difúzivnı́ho, tj.
|anj |
bnj

<< 1, vyžaduje (1.130) velmi malé prostorové a (1.131)

pak i velmi malé časové kroky. To je však velmi nevýhodné. Lze to však snadno napravit
vhodnějšı́ volbou diferenčnı́ náhrady prostorové derivace u konvektivnı́ho členu au,x. Mı́sto
centrálnı́ diference použité v (1.126), použijeme zpětnou/dopřednou diferenci v závislosti na
znaménku konvektivnı́ rychlosti a.

u,x(xj, tn) ≈

{
Unj −Unj−1

h
, je-li a(xj, tn) ≥ 0,

Unj+1−Unj
h

, je-li a(xj, tn) < 0.
(1.132)
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Vzhledem k výše uvedenému fyzikálnı́mu významu funkce a(x, t) jakožto rychlosti prouděnı́
média, které unášı́ zkoumanou látku u (přesněji řečeno jejı́ koncentraci), má tato nově zave-
dená diskretizace jednoduchý význam. K diskretizaci u,x(xj, tn) využı́váme (v závislosti na
znaménku a) informaci o hodnotách u z té strany, odkud se do bodu xj v čase tn látka pohy-
buje. V této souvislosti hovořı́me o diskretizaci typu ”upwind” (proti větru). Předpokládejme
nynı́ pro jednoduchost, že a(x, t) > 0 a c(x, t) = 0. Potom má explicitnı́ schéma s ”upwind”
diskretizacı́ tvar

Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j − Un

j−1

h
+ dnj , (1.133)

což dává chybu aproximace ve tvaru

en+1
j = enj + µnj (enj+1 − 2enj + enj−1)− νnj (enj − enj−1)− τεnj ,

= (1− 2µnj − νnj )enj + µnj e
n
j+1 +

(
µnj + νnj

)
enj−1 − τεnj . (1.134)

Aby všechny koeficienty na pravé straně byly nezáporné, potřebujeme pouze

2µnj + νnj ≤ 1. (1.135)

Stabilita tedy nevyžaduje žádné omezenı́ na prostorový krok h. Cenou za to však je, že je
schéma pouze εnj = O(τ + h), neboť jsme použili zpětnou diferenci.
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1.3 Eliptické problémy - stacionárnı́ vedenı́ tepla ve 2D

V této kapitole se zaměřı́me na jiný typ PDR, a sice na lineárnı́ eliptické PDR 2. řádu. Pro vı́ce
informacı́ o klasifikaci PDR odkazujeme čtenáře napřı́klad na Dodatek (3.5). Budeme uvažovat
následujı́cı́ úlohu.

−∆u = f, x ∈ Ω ≡ [0, 1]2, (1.136)
u = 0, x ∈ ∂Ω. (1.137)

Připomı́náme, že symbol ∆ představuje Laplaceův operátor, takže prvnı́ rovnici v můžeme
přepsat jako

−
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
= f.

Úloha zkoumaná v této kapitole tedy nenı́ závislá na čase. Rovnice (1.136) popisuje celou
řadu problémů. Za všechny jmenujme napřı́klad ustálené vedenı́ tepla ve dvou dimenzı́ch, nebo
rovinnou úlohu pružnosti. S oběma těmito problémy se čtenáři již setkali napřı́klad v předmětu
NAK 1. 14

Pokud chceme úlohu (1.136) řešit pomocı́ MKD, je stejně jako v přı́padě jedné prostorové
proměnné nutné nejprve diskretizovat oblast, na které tuto rovnici řešı́me. Jinými slovy je
třeba definovat přı́slušnou sı́ť, na které potom zadefinujeme diferenčnı́ operátory, kterými aprox-
imujeme operátory diferenciálnı́. Pro jednoduchost úlohu řešı́me na čtvercové oblasti [0, 1]2,
v rámci které vytvořı́me čtvercovou sı́ť s J intervaly v každém směru. Tı́m vzniknou uzly
(xr, ys) ≡ (rh, sh), r, s ∈ {0, 1, ..., J}, h = 1

J
.15 Označme nynı́

JΩ = {(xr, ys) ≡ (rh, sh), r, s ∈ {1, ..., J − 1} (1.138)

množinu vnitřnı́ch uzlů a

J∂Ω = {(xr, 0), (xr, 1), (0, ys), (1, ys), r, s ∈ {0, ..., J} (1.139)

množinu hraničnı́ch uzlů. Druhé derivace v každé prostorové proměnné nynı́ můžeme nahradit
centrálnı́mi diferencemi druhého řádu. Označı́me-li podobně jako dřı́ve hodnotu přibližného
řešenı́ Ur,s ≈ u(xr, ys), dostáváme tak

−δ
2
xUr,s
h2

−
δ2
yUr,s

h2
= fr,s, r, s = 1, ..., J − 1, (1.140)

Ur,0 = Ur,J = U0,s = UJ,s = 0, r, s = 0, ..., J, (1.141)

14V obou přı́padech bychom však museli rovnici modifikovat tak, aby měla fyzikálnı́ význam. V obou přı́padech
by bylo možné rovnici přepsat do tvaru −div (A∇u) = f , kde A by v přı́padě vedenı́ tepla byla matice difuzivity
materiálu, v přı́padě rovinné úlohy pružnosti pak matice tuhosti materiálu.

15Obecně by bylo možné definovat prostorový krok jiné délky ve směrech x a y. Tı́m pádem bychom měli různý
počet uzlů Jx a Jy a přı́slušné prostorové kroky hx = 1

Jx
a hy = 1

Jy
. Pro snı́ženı́ počtu indexů však uvažujeme

stejnou délku kroku v obou směrech.



Metoda konečných diferencı́ 37

což lze přepsat jako

4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
= fr,s, r, s = 1, ..., J − 1, (1.142)

Ur,0 = Ur,J = U0,s = UJ,s = 0, r, s = 0, ..., J. (1.143)

Máme tak k dispozici (J − 1)2 rovnic. Označme dále diskrétnı́ Laplaceův operátor

(LhU)r,s ≡ LhUr,s =
4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
. (1.144)

Později ukážeme, že tento oprerátor splňuje princip maxima

(LhUP ≤ 0, ∀P ∈ JΩ)⇒ max
P∈JΩ

UP ≤ max{0, max
Q∈J∂Ω

UQ}, (1.145)

tj. že se maximálnı́ch (a nezáporných) hodnot UP nabývá na hranici oblasti Ω. Podobně jako
u parabolických úloh (a také analogicky postupu, který jsme použili u jednoduchého přı́kladu
v úvodnı́ kapitole) můžeme principu maxima využı́t k odhadu chyby aproximace. Definujme
proto nejprve chybu diskretizace jako

εr,s = Lhu(xr, ys)− fr,s. (1.146)

Použitı́m Taylorova rozvoje dostaneme analogicky, jako u parabolických úloh

|εr,s| ≤
1

12
(M1 +M2)h2, (1.147)

kde M1 = maxΩ̄

∣∣∣∂4u
∂x4

∣∣∣ , M2 = maxΩ̄

∣∣∣∂4u
∂y4

∣∣∣. Chyba aproximace er,s = Ur,s − u(xr, ys) tedy
splňuje

Lher,s = −εr,s, r, s = 1, ..., J − 1 (1.148)
er,0 = er,J = e0,s = eJ,s = 0, r, s = 0, ..., J. (1.149)

To můžeme snadno zapsat ve tvaru

LheP = −εP , ∀P ∈ JΩ, eP = 0, ∀P ∈ J∂Ω. (1.150)

Podobně jako v přı́kladu v úvodu definujme k odvozenı́ odhadu chyby aproximace vhodnou
srovnávacı́ funkci

Φ(x, y) =

(
x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2

. (1.151)

Tato funkce nenı́ určena jednoznačně a obecně nenı́ jejı́ nalezenı́ snadné. Musı́ být volena
tak, aby byla všude nezáporná a zároveň chceme, aby na hranici nabývala co nejmenšı́ch hod-
not. To následně ovlivnı́ velikost konstanty u odhadu chyby aproximace. V našem přı́padě
má srovnávacı́ funkce Φ nulové čtvrté derivace, takže chyba diskretizace (1.147) vycházı́ rovna
nule. Tı́m pádem se v přı́padě funkce Φ nedopouštı́me žádné chyby, když Laplaceův operátor
nahradı́me diskrétnı́m Laplaceovým operátorem (1.144). Vycházı́ proto

LhΦP = (−∆Φ)P = −4, ∀P ∈ JΩ. (1.152)
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Označme nynı́ pomocnou funkci Ψ v bodě P jako

ΨP = eP +
1

4

h2

12
(M1 +M2)ΦP . (1.153)

Tato sı́ťová funkce je zkonstruována velmi důmyslně jako kombinace Φ a chyby diskretizace ε
tak, aby ve všech bodech byly splněny předpoklady diskrétnı́ho principu maxima. Po dosazenı́
do diskrétnı́ho Laplaceova operátoru (1.144) totiž vycházı́

LhΨP = LheP −
h2

12
(M1 +M2) = −εP −

h2

12
(M1 +M2) ≤ 0, ∀P ∈ JΩ. (1.154)

Nynı́ je vidět důvod, proč byla funkce Ψ zvolena právě takto. Dı́ky odhadu (1.147) máme
v (1.154) zaručenu poslednı́ nerovnost. Je tedy splněna podmı́nka pro platnost diskrétnı́ho
principu maxima a podle (1.145) platı́

ΨP ≤
1

4

h2

12
(M1 +M2) max

Q∈J∂Ω

ΦQ =
1

8

h2

12
(M1 +M2), ∀P ∈ JΩ. (1.155)

Jelikož dle definice Ψ platı́ eP ≤ ΨP , dostáváme

UP − uP ≤
1

96
(M1 +M2)h2. (1.156)

Označı́me-li nynı́ ΨP = eP − 1
4
h2

12
(M1 + M2)ΦP , zı́skáme obdobný odhad pro −(UP − uP ).

Celkem tedy platı́ (po zpětném přeznačenı́)

|Ur,s − u(xr, ys)| ≤
1

96
(M1 +M2)h2, (1.157)

což je odhad, který jsme hledali. Vidı́me, že přibližné řešenı́ kvadraticky konverguje k přesnému
řešenı́.

1.3.1 Obecnějšı́ lineárnı́ eliptická rovnice

Podı́vejme se nynı́ na následujı́cı́ úlohu, která je zobecněnı́m úlohy z předchozı́ho odstavce.

−div(a∇u) = f, (x, y) ∈ Ω (1.158)

α0u+ α1
∂u

∂n
= g, (x, y) ∈ ∂Ω, (1.159)

kde Ω je omezená oblast v R2, n je jednotkový vektor vnějšı́ normály k hranici Ω, a = a(x, y) ≥
a0 > 0 je hladká funkce a α0, α1 jsou konstanty splňujı́cı́ α0 ≥ 0, α1 ≥ 0, α0+α1 > 0. Nejprve
vysvětlı́me význam použitých symbolů. Operátor divergence vektoru je definován jako součet
derivacı́ tohoto vektoru podle všech proměnných. Jelikož gradient ∇u funkce u je vektor o
složkách ∂u

∂x
a ∂u
∂y

, vycházı́ po aplikaci operátoru divergence

div(a∇u) =
∂

∂x

(
a(x, y)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
a(x, y)

∂u

∂y

)
. (1.160)
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Okrajová podmı́nka (1.159) má reálný fyzikálnı́ význam. Kombinuje Dirichletovu a Neuman-
novu okrajovou podmı́nku, kterou čtenáři znajı́ již z předmětu NAK 1. Napřı́klad pro α1 = 0
dostáváme α0u = g, což je klasická Dirichletova podmı́nka, ve které předepisujeme na hranici
hodnotu hledané funkce. Naopak při α0 = 0 dostáváme α1

∂u
∂n

= α1∇u · n = g, což je Neu-
mannova okrajová podmı́nka, kde předepisujeme tok jisté veličiny. Studenti znajı́ z předmětu
NAK1 úlohu dvourozměrného ustáleného vedenı́ tepla. V nı́ by funkce a by odpovı́dala di-
fuzivitě, u by byla funkce teploty a Neumannova okrajová podmı́nka by předepisovala tepelný
tok na hranici ve tvaru q · n = q̄, kde q̄ je teplo, které opouštı́ oblast v daném bodě hranice. Z
Fourierova zákona vı́me, že q = −a∇u a tedy q̄ = −a(∇u) · n = −a∂u

∂n
, což je po přeznačenı́

podmı́nka totožná s našı́ okrajovou podmı́nkou (1.159).
Označı́me-li b = −a,x a c = −a,y, můžeme rovnici (1.158) zapsat ve tvaru

−a∆u+ bu,x + cu,y = f. (1.161)

Oblast Ω diskretizujme pravidelnou obdélnı́kovou sı́tı́ s krokem hx ve směru x a hy ve směru
y. V uzlech nesousedı́cı́ch s hranicı́ lze rovnici (1.161) diskretizovat použitı́m centrálnı́ch difer-
encı́, čı́mž zı́skáme

−ar,s
[
δ2
xUr,s
h2
x

+
δ2
yUr,s

h2
y

]
+ br,s

∆0xUr,s
hx

+ cr,s
∆0yUr,s
hy

= fr,s. (1.162)

Snadno se ukáže, že chyba diskretizace je druhého řádu v hx a hy (použı́váme všude centrálnı́
diference). Aby platil diskrétnı́ princip maxima, musely by být koeficienty v bodech sousedı́cı́ch
s bodem o souřadnicı́ch (r, s) nekladné. Rozepsánı́m (1.162) však zjistı́me, že koeficient u
Ur−1,s je− 1

2h2
x
[2ar,s + br,shx] a koeficient u Ur+1,s je− 1

2h2
x
[2ar,s− br,shx]. Muselo by tedy platit

|br,s|hx ≤ 2ar,s a podobně pro koeficienty u Ur,s+1 a Ur,s−1 by muselo být |cr,s|hy ≤ 2ar,s. V
mı́stech, kde je a malé, ale rychle se měnı́ (tzn. jejı́ prvnı́ derivace jsou velké) bychom proto
museli volit velmi jemnou sı́ť, což nenı́ výhodné.

Je proto vhodnějšı́ diskretizovat přı́mo rovnici (1.158), což lze provést následovně

−
[
δx(aδxU)

h2
x

+
δy(aδyU)

h2
y

]
r,s

= fr,s, (1.163)

neboli rozepsánı́m

− 1

h2
x

[
ar+ 1

2
,s(Ur+1,s − Ur,s)− ar− 1

2
,s(Ur,s − Ur−1,s)

]
+ (1.164)

− 1

h2
y

[
ar,s+ 1

2
(Ur,s+1 − Ur,s)− ar,s− 1

2
(Ur,s − Ur,s−1)

]
= fr,s. (1.165)

Nynı́ vidı́me, že koeficienty majı́ všechny záporné znaménko a tedy princip maxima platı́ bez
jakéhokoliv omezenı́ na sı́ť. Situace je problematičtějšı́, pokud by oblast Ω byla zakřivená.
Těmto otázkám se však v našem textu nebudeme věnovat. Zbývá ještě dokázat diskrétnı́ princip
maxima, jehož platnost jsme dosud předpokládali. Tomu bude věnována poslednı́ kapitola v
rámci eliptických rovnic.
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1.3.2 Chyba aproximace a diskrétnı́ princip maxima

V této kapitole dokážeme platnost diskrétnı́ho principu maxima pro operátor zı́skaný diskretizacı́
lineárnı́ eliptické úlohy. Předpokládejme tedy, že diskretizacı́ úlohy (1.158) - (1.159) zı́skali v
každém bodě P ∈ JΩ sı́ťovou rovnici

LhUP = fP + gP , (1.166)

kde gP jsou hodnoty vzniklé Neumanovými okrajovými podmı́nkami, které jsme zavedli v
předchozı́ kapitole. Nadále budeme předpokládat, že v množině uzlů JΩ mohou být i hraničnı́
uzly, ve kterých je předepsána Neumannova okrajová podmı́nka (dosud jsme v nı́ uvažovali
pouze vnitřnı́ uzly). V množině J∂Ω tedy budou pouze ty hraničnı́ uzly, ve kterých je předepsána
Dirichletova okrajová podmı́nka. Jinými slovy, v množině JΩ jsou ty uzly, pro které máme
nějakou rovnici. Zaveďme navı́c následujı́cı́ předpoklady.

• Pro každé P ∈ JΩ definujme množinu NP uzlů, které jsou hraničnı́ k uzlu P (mohou
ležet i v J∂Ω). Přitom požadujme

LhUP = cPUP −
∑
Q∈NP

cPQUQ, kde cPQ > 0, cP ≥
∑
Q∈NP

cPQ. (1.167)

• Množina JΩ je souvislá v tom smyslu, že

∀P,Q ∈ JΩ ∃P1, ..., Pm ∈ JΩ tak, že P1 ∈ NP , P2 ∈ NP1 , ..., Pm ∈ NPm−1 , Q ∈ NPm .
(1.168)

• Na části hranice musı́ být předepsány okrajové Dirichletovy podmı́nky, neboli

∃P ∈ JΩ, Q ∈ J∂Ω tak, že Q ∈ NP . (1.169)

Prvnı́ z předpokladů je podmı́nka na koeficienty, kterou jsme při aplikaci diskrétnı́ho principu
maxima vždy požadovali, tj. součet koeficientů vpravo musel být menšı́, nebo roven koefi-
cientu vlevo. Druhý předpoklad požaduje, aby pro každé dva body uvnitř oblasti Ω existovala
posloupnost navzájem sousednı́ch bodů, kterými se od jednoho bodu dostaneme ke druhému.
Třetı́ pak požaduje existenci bodu uvnitř oblasti Ω, který má souseda na hranici s Dirichletovou
okrajovou podmı́nkou. Při platnosti právě uvedených předpokladů platı́ následujı́cı́ věta.

Věta 1.5 (Diskrétnı́ princip maxima).
Mějme operátor definovaný v (1.166). Pokud pro všechna P ∈ JΩ je LhUP ≤ 0, pak platı́

max
P∈JΩ

UP ≤ max{0, max
q∈J∂Ω

UQ}. (1.170)

Důkaz
Označme maximálnı́ hodnotu sı́ťové funkce U uvnitř oblasti Ω, a na jejı́ hranici, jako MΩ =
maxP∈JΩ

UP , M∂Ω = maxQ∈J∂Ω
UQ. Je-li MΩ ≤ 0, pak tvrzenı́ platı́. Nechť tedy MΩ ≥ 0 a
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předpokládejme v rozporu s tvrzenı́m věty, že MΩ > M∂Ω
16. Označme jako P ∗ ∈ JΩ ten bod,

pro který MΩ = UP ∗ . Potom dle předpokladu věty platı́

MΩ = UP ∗ ≤
1

cP ∗

∑
Q∈NP∗

cP ∗QUQ ≤MΩ. (1.171)

To je vzhledem k předpokladu (1.167) možné jedině tehdy, pokud pro všechna Q ∈ NP ∗ platı́
UQ = MΩ a všude v (1.171) jsou rovnosti. Ze souvislosti JΩ (předpoklad (1.168)) plyne, že
UP = MΩ ve všech bodech JΩ. Protože však dı́ky předpokladu (1.169) alespoň jeden bod z JΩ

sousedı́ s nějakým Q ∈ J∂Ω, musı́ platit MΩ = M∂Ω, což je spor s MΩ > M∂Ω a důkaz je hotov.

Jako jednoduchý důsledek dostáváme, že

LhUP ≥ 0 ∀P ∈ JΩ ⇒ min
P∈JΩ

UP ≥ min{0, min
Q∈J∂Ω

UQ}. (1.172)

a

LhUP = 0 ∀P ∈ JΩ ⇒ max
P∈JΩ

|UP | ≤ max
Q∈J∂Ω

|UQ|. (1.173)

To dokážeme snadno. Z LhUP ≥ 0 ∀P ∈ JΩ totiž plyne Lh(−UP ) ≤ 0 ∀P ∈ JΩ a proto dle
dokázaného principu maxima platı́

min
P∈JΩ

UP = −max
P∈JΩ

(−UP ) ≥ −max{0, max
Q∈J∂Ω

(−UQ)} = min{0, min
Q∈J∂Ω

UQ}, (1.174)

a prvnı́ důsledek je dokázán. Pokud platı́ LhUP = 0 ∀P ∈ JΩ, pak platı́ zároveň oba právě
dokázané nerovnosti

max
P∈JΩ

UP ≤ max
Q∈J∂Ω

|UQ| a zároveň min
P∈JΩ

UP ≥ − max
Q∈J∂Ω

|UQ|, (1.175)

z čehož dostáváme pro všechna P ∈ JΩ nerovnost |UP | ≤ maxQ∈J∂Ω
|UQ|. Pokud platı́ pro

všechny body z JΩ, platı́ i pro maximum a druhý důsledek je dokázán.
Dosavadnı́ dı́lčı́ výsledky nám nynı́ umožňujı́ dokázat následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 1.6.
Úloha (1.166) má právě jedno řešenı́.

Důkaz
Úloha (1.166) představuje soustavu lineárnı́ch algebraických rovnic se čtvercovou maticı́. Z
lineárnı́ algebry je známo, že existence jednoznačného řešenı́ takové soustavy rovnic je ek-
vivalentnı́ požadavku, aby přı́slušná homogennı́ soustava rovnic měla pouze triviálnı́ řešenı́.
Přı́slušnou homogennı́ soustavu rovnic LhUP = 0 dostaneme, pokud pro všechna P ∈ JΩ bude
fP = gP = 0. Potom však maxQ∈J∂Ω

|UQ| = 0 pro všechna Q ∈ J∂Ω a ze druhého důsledku
diskrétnı́ho principu maxima dokázaného výše plyne UP = 0 pro všechna P ∈ JΩ, což jsme
chtěli dokázat.

16Přesně řečeno předpokládáme, že platı́ prvnı́ část implikace a zároveň negace druhé části. Z výrokové logiky
je známo, že negacı́ implikace A⇒ B, je tvrzenı́ A ∧ ¬B.



Metoda konečných diferencı́ 42

V následujı́cı́m odstavci předvedeme pro úlohu (1.166) zcela obecně důkaz, který jsme
použili v přı́kladu v úvodu k MKD a také v této kapitole pro dokázánı́ konvergence. Defin-
ujme chybu diskretizace a chybu aproximace analogickým způsobem, jako doposud

εP = LhuP − fP − gP , eP = UP − uP , (1.176)

kde uP = u(P ). Kombinacı́ obou vztahů vycházı́

LheP = −εP , ∀P ∈ JΩ. (1.177)

Předpokládejme, že Dirichletovy okrajové podmı́nky jsou předepsány přesně, tj. že platı́ eP =
0, ∀P ∈ J∂Ω. Potom platı́ následujı́cı́ věta.

Věta 1.7. Nechť Φ je nezáporná sı́ťová funkce definovaná na JΩ ∪ J∂Ω, splňujı́cı́

LhΦP ≤ −1, ∀P ∈ JΩ. (1.178)

Potom platı́

max
P∈JΩ

|eP | ≤
(

max
Q∈J∂Ω

ΦQ

)(
max
P∈JΩ

|εP |
)
. (1.179)

Důkaz
Položme D = maxP∈JΩ

|εP |. Pak platı́ Lh(DΦP + eP ) = DLhΦP − εP ≤ −D − εP ≤ 0, a
tudı́ž podle diskrétnı́ho principu maxima platı́

eP ≤ DΦP + eP ≤ max{0, max
Q∈J∂Ω

(DΦQ + eQ)} = max
Q∈J∂Ω

(ΦQ)D. (1.180)

Aplikujeme-li diskrétnı́ princip maxima na DΦP − eP , dostaneme analogický odhad pro −eP
a důkaz je hotov.

Zatı́mco odhad chyby diskretizace je poměrně snadný, nalezenı́ srovnávacı́ funkce Φ nemusı́
být vždy jednoduché. Tato funkce nenı́ určena jednoznačně a cı́lem je nalézt takové Φ, aby
maxQ∈J∂Ω

(ΦQ) bylo co nejmenšı́. Zároveň tento obecný postup vysvětluje možná trochu tajem-
nou volbu srovnávacı́ funkce Φ v konkrétnı́ch přı́kladech uvedených dřı́ve. Z uvedené věty tedy
pro úlohu (1.166) plyne odhad

|UP − uP | ≤ Ch2. (1.181)

Poznamenejme, že pokud bychom měli zakřivenou hranici, platil by tento odhad pouze ve
vnitřnı́ch (tzv. regulárnı́ch) uzlech sı́tě, zatı́mco v uzlech ležı́cı́ch u hranice bychom dostali
pouze |UP − uP | ≤ Ch. To plyne z faktu, že chyba diskretizace je v těchto uzlech obecně
jen prvnı́ho řádu přesnosti. Podrobnějšı́ analýzou problému u zakřivené hranice se zde však
nebudeme zabývat.
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1.4 Hyperbolické problémy
Obsahem této kapitoly je vyšetřovánı́ numerických schémat pro hyperbolické rovnice. S tı́mto
typem rovnic se studenti již setkali v předmětu Dynamika stavebnı́ch konstrukcı́. Rovnice
podélně kmitajı́cı́ho prutu (3.91) je typickým přı́kladem hyperbolické rovnice. Vı́ce informacı́
o členěnı́ PDR najde čtenář v Dodatku 3.5. V tomto textu se budeme zabývat dvěma typy
hyperbolických rovnic. Prvnı́m z nich je transportnı́ rovnice, která má význam napřı́klad při
popisu fyzikálnı́ch zákonů zachovánı́. Druhou rovnicı́, kterou se zde budeme zabývat, je vl-
nová rovnice, která jako speciálnı́ přı́pad zahrnuje problémy probı́rané v Dynamice stavebnı́ch
konstrukcı́.

1.4.1 Transportnı́ rovnice

Transportnı́ rovnice je nejjednoduššı́ parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice, ve které vstupujı́ pouze
prvnı́ derivace. Tato rovnice má tvar

u,t + au,x = 0, x ∈ R, t > 0, (1.182)

kde funkce a může obecně záviset i na hledané funkci, tj. a = a(u). V tom přı́padě je
rovnice (1.182) nelineárnı́. K rovnici této je třeba definovat počátečnı́ podmı́nku. Tu označı́me
následovně.

u(x, 0) = u0(x). (1.183)

Má-li úloha (1.182) hladké řešenı́, pak lze definovat tzv. charakteristiky x = x(t) vztahem

x′(t) = a(u(x(t), t)), (1.184)

kde čárkou značı́me obyčejnou časovou derivaci. Použitı́m pravidla o derivovánı́ složené funkce
dostaneme

d

dt
u(x(t), t) = (u,t + x′(t)u,x) (x(t), t) = (u,t + a(u)u,x) (x(t), t) = 0, (1.185)

neboť u je řešenı́m (1.182). To znamená, že hledaná funkce u je podél těchto charakteristik kon-
stantnı́ a vzhledem k definici charakteristik (1.184) jsou tyto charakteristiky přı́mky. Charakter-
istika procházejı́cı́ v čase t = 0 bodem x0 je tedy přı́mka se sklonem

dx

dt
= a(u0(x0)). (1.186)

Řešenı́ u proto můžeme vyjádřit pomocı́ implicitnı́ho vztahu

u(x, t) = u0(x− a(u(x, t), t)), (1.187)

kde jsme využili jednoduché úvahy x′ = at ⇒ x = at + x0 a tedy x0 = x − at. V obecném
přı́padě se však charakteristiky mohou protnout a vztah (1.187) tak platı́ pouze do okamžiku
jejich protnutı́.
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Uvažujme dále pouze lineárnı́ úlohu

u,t + au,x = 0, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (1.188)

kde funkce a = a(x, t) už nezávisı́ na u. Přesto, že tato rovnice představuje nejjednoduššı́ PDR,
jejı́ numerické řešenı́ nenı́ zdaleka triviálnı́, jak uvidı́me na v následujı́cı́ch odstavcı́ch. Charak-
teristiky jsou v tomto přı́padě křivky, splňujı́cı́ x′(t) = a(x(t), t). Je-li funkce a lipschitzovsky
spojitá17 v x a spojitá v t, pak se charakteristiky neprotnou. Řešenı́ u je podél charakteristik opět
konstantnı́. Sestrojenı́m těchto charakteristik tedy zı́skáme řešenı́, neboť u(x(t), t) = u0(x(0)).
Je-li dokonce a konstantnı́, pak jsou charakteristiky rovnoběžné přı́mky x−at = const a řešenı́
je dáno vztahem

u(x, t) = u0(x− at). (1.189)

Pro a = const se rovnice (1.188) nazývá jednosměrná vlnová rovnice. Řešenı́ u v čase t je
tedy rovno počátečnı́ podmı́nce u0 posunuté o vzdálenost |a|t (doprava pro a > 0, doleva pro
a < 0). Parametr a se nazývá rychlost šı́řenı́ vlny podél charakteristik. Řešenı́ jednosměrné
vlnové rovnice lze tedy považovat za vlnu šı́řı́cı́ se rychlostı́ a beze změny tvaru, viz Obr 1.9.
Nadále budeme předpokládat, že a = const.

Obr. 1.9: Šı́řenı́ vlny podél charakteristik.

Podı́vejme se nynı́ blı́že na řešenı́ rovnice (1.188) metodou konečných diferencı́. Opět
budeme uvažovat konstantnı́ prostorový krok h a časový krok τ . Řešenı́ u úlohy (1.188) budeme
aproximovat hodnotou Un

j ≈ u(xj, tn), kde xj = jh a tn = nτ . Máme různé možnosti, jak
diskretizovat časovou a prostorovou derivaci v (1.188).

Uvažujme nejprve nejjednoduššı́ explicitnı́ schéma, kde pro časovou i prostorovou derivaci
použijeme dopřednou diferenci.

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j − Un

j−1

h
, (1.190)

17Funkce f je lipschitzovsky spojitá, pokud existuje kladná konstanta M tak, že pro všechna x, y z definičnı́ho
oboru platı́ |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|. Snadno lze ukázat, že z lipschitzovské spojitosti plyne (dokonce absolutnı́)
spojitost.
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které můžeme zavedenı́m koeficientu ν = aτ
h

přepsat do podoby vhodnějšı́ pro výpočet

Un+1
j = νUn

j−1 + (1 + ν)Un
j . (1.191)

Na Obr. 1.10 vidı́me, že hodnotaUn+1
j závisı́ na dvou hodnotách z předchozı́ časové hladiny,

každá z těchto hodnot opět na na dvou hodnotách z časové hladiny tn−1 atd. Celkem tedy
hodnota Un+1

j závisı́ na hodnotách obsažených ve zobrazeném trojúhelnı́ku vymezeném bodem
(xj, tn+1) a hodnotami xj−n−1, xj−n, ..., xj−1, xj v čase t = 0. Tento trojúhelnı́k se nazývá
oblast závislosti Un+1

j , nebo bodu obecněji diferenčnı́ho schématu v (xj, tn+1). Vı́me, že pro
řešenı́ u platı́ podle (1.189) u(P ) = u0(Q), kde Q je průsečı́k přı́mky t = 0 a charakteristiky
x − at = const procházejı́cı́ bodem P . Úsečka PQ je oblastı́ závislosti rovnice (1.188). Tyto
oblasti závislosti původnı́ rovnice a numerického schématu spolu musı́ souviset. Jaký vztah je
mezi nimi třeba řı́ká následujı́cı́ velice významná věta.

Obr. 1.10: Ilustrace CFL podmı́nky. Oblast závislosti diferenčnı́ho schématu a dané PDR.

Věta 1.8 (CFL podmı́nka (Courant, Friedrichs, Lewy (1928))). Nutná podmı́nka konvergence
diferenčnı́ho schématu je, aby oblast závislosti PDR ležela uvnitř oblasti závislosti diferenčnı́ho
schématu.

Pro schéma (1.191) je CFL podmı́nka splněna, ležı́-li bod Q na přı́mce t = 0 mezi body
xj−n−1 a xj . To je právě tehdy, když a ≥ 0 a zároveň aτ ≤ h. Uvažujme posloupnost sı́tı́ s
τ
h

= const a h→ 0 a nechť bod P je uzlem všech těchto sı́tı́. Pak oblast závislosti pro všechny
tyto sı́tě je stejná. Pokud a > 0 nebo aτ > h, pak UP nezávisı́ na hodnotách u0 v okolı́ bodu Q
a přibližná řešenı́ obecně nemohou konvergovat k hodnotě uP . Z uvedeného je zřejmé, že platı́
následujı́cı́ věta.

Věta 1.9. Nutnou podmı́nkou konvergence explicitnı́ho schématu tvaru

Un+1
j = αUn

j−1 + βUn
j + γUn

j−1 (1.192)

pro rovnici (1.188) při τ
h

= const je, aby platilo∣∣∣aτ
h

∣∣∣ ≤ 1. (1.193)
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Někdy se CFL podmı́nka řı́ká nerovnosti (1.193). Všimněme si, že pro schéma (1.192)
značı́ poměr h

τ
numerickou rychlost šı́řenı́ vlny, neboť informace se během jednoho časového

kroku rozšı́řı́ o jeden prostorový krok. Nerovnost (1.193) tedy řı́ká, že numerická rychlost
musı́ být většı́, nebo rovná rychlosti šı́řenı́ odpovı́dajı́cı́ PDR. Pokud diferenčnı́ schéma nemůže
šı́řit informaci alespoň tak rychle, jako se šı́řı́ řešenı́ přı́slušné PDR, nemůže přibližné řešenı́
obdržené tı́mto schématem konvergovat k přesnému řešenı́. Na CFL podmı́nku se lze dı́vat jako
nutnou podmı́nku stability diferenčnı́ho schématu. Obecně to sice nenı́ podmı́nka postačujı́cı́,
ale umožňuje s minimálnı́ námahou vyřadit ta schémata, která ji nesplňujı́. Teprve schémata,
která CFL podmı́nku splňujı́ má smysl vyšetřovat podrobněji použitı́m kritériı́, která jsou pro
stabilitu postačujı́cı́.

Z dosavadnı́ch úvah plyne, že schéma (1.190) lze použı́t pouze v přı́padě, že a > 0. Pokud je
a < 0, neležı́ oblast závislosti rovnice (1.188) v oblasti závislosti schématu (1.190) a tedy nenı́
splněna CFL podmı́nka. Nerovnost (1.193) však napovı́dá, že v přı́padě a < 0 bude fungovat
analogické schéma, kde zvolı́me dopřednou diferenci pro prostorovou derivaci. Celkově tedy
dostáváme následujı́cı́ diskretizaci

Un+1
j − Un

j

τ
+

{
a
Unj −Unj−1

h
, pokud a > 0,

a
Unj+1−Unj

h
, pokud a < 0,.

(1.194)

Pokud by a nebylo konstantnı́, pak ve schématu (1.194) značı́ a = a(xj, tn). Jedná se o
diskretizaci typu “upwind”, se kterou jsme se již setkali u schématu (1.133). Pokud platı́
|a|τ ≤ h, splňuje schéma (1.194) CFL podmı́nku.

Obraťme nynı́ pozornost k Fourierově analýze schématu (1.194). V přı́padě hyperbolických
rovnic je matematické pozadı́ Fourierovy analýzy poněkud složitějšı́, neboť rovnici řešı́me na
celé reálně ose a jde tedy o Cauchyovu úlohu. 18 Na rozdı́l od parabolických úloh, kde jsme
k Fourierově analýze použı́vali Fourierových řad (v analogii k řešenı́ rovnice (1.35) - (1.37)
Fourierovou metodou), zde je nutné se uchýlit k Fourierově transormaci.Formálně lze však
postupovat stejně, jako v přı́padě parabolických úloh, kde jsme přibližné řešenı́ přı́slušného
diferenčnı́ho schématu hledali ve tvaru Un

j = eiξjhλn. V přı́padě hyperbolických úloh budeme
řešenı́ hledat formálně ve stejném tvaru

Un
j = eiξjhλn, (1.195)

kde ovšem nynı́ ξ ∈ R, nikoli jen ξ ∈ Z, jako v parabolických rovnicı́ch. Dalšı́ postup je
však analogický. Dosaďme tedy (1.195) do schématu (1.194). Pro a > 0 a při použitı́ dřı́ve
zavedeného označenı́ ν = aτ

h
dostáváme

eiξjhλn+1 = eiξjhλn(1− ν) + νeiξ(j−1)hλn, (1.196)

z čehož po zkrácenı́ eiξjhλn plyne

λ(ξ) = 1− ν + νe−iξh. (1.197)

18V přı́padě eliptických úloh, kterým je věnována předchozı́ kapitola, řešı́me přı́slušnou rovnici na dané omezené
oblasti, na jejı́ž hranici je předepsána okrajová podmı́nka. Takové úloze řı́káme Dirichletova úloha. V přı́padě, že
rovnici řešı́me na neomezené oblasti, kde nejsou předepsány žádné okrajové podmı́nky, úloha se nazývá Cauchy-
ova.
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Pro zápornou rychlost šı́řenı́ a < 0 dostaneme zcela analogicky

λ(ξ) = 1 + ν − νeiξh. (1.198)

To lze zapsat jednotně jako

λ(ξ) = 1− |ν|+ |ν|e±iξh = 1− |ν|+ |ν|cos(ξh)± i|ν|sin(ξh). (1.199)

Vidı́me, že λ(ξ) je komplexnı́ čı́slo. Velikost |z| komplexnı́ho čı́sla z = a + ib je dána vzta-
hem |z|2 = a2 + b2. Velikost amplifikačnı́ho faktoru λ(ξ) tedy můžeme spočı́st následujı́cı́mi
upravami

|λ(ξ)|2 = (1− |ν|)2 + 2(1− |ν|)|ν|cos(ξh) + |ν|2cos2(ξh) + |ν|2sin2(ξh)︸ ︷︷ ︸
|ν|2

(1.200)

= 1− 2|ν|+ 2|ν|2 + 2(1− |ν|)|ν|cos(ξh) (1.201)
= 1− 2|ν|(1− |ν|)[1− cos(ξh)︸ ︷︷ ︸

2sin2( ξh2 )

] (1.202)

= 1− 4|ν|(1− |ν|))sin2

(
ξh

2

)
, (1.203)

z čehož plyne, že že pro splněnı́ |λ(ξ)| ≤ 1 je třeba, aby |ν| ∈ [0, 1] ⇔ ν ∈ [−1, 1]. To je
přesně stejný výsledek, který jsme obdrželi z CFL podmı́nky.

Chyba diskretizace εnj = Un
j − u(xj, tn) se určı́ stejným způsobem, jako u parabolických

úloh rozvojem přı́slušných diferenčnı́ch náhrad do Taylorovy řady. Chyba diskretizace schématu
(1.194) je tak řádu O(τ + h), jelikož použı́vá pouze dopředné, či zpětné diferenčnı́ náhrady.
Abychom docı́lili lepšı́ chyby diskretizace, je třeba užı́t centrálnı́ diference. Podı́vejme se tedy
na schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
. (1.204)

Přenecháváme čtenáři k procvičenı́, že chyba diskretizace je v tomto přı́padě εh,τ = O(τ +h2).
Zajı́mavějšı́ je však Fourierova analýza. Dosaďme tedy Un

j = eiξjhλn do (1.204). Tı́m zı́skáme

eiξjhλn+1 = eiξjhλn − ν

2

(
eiξ(j+1)hλn − eiξ(j−1)hλn

)
, (1.205)

což po vydělenı́ eiξjhλn dává

λ(ξ) = 1− ν

2

(
eiξh − e−iξh

)
(1.206)

= 1− ν

2
(cos(ξh) + i sin(ξh)− cos(ξh) + i sin(ξh)) (1.207)

= 1− iν sin(ξh). (1.208)

Absolutnı́ hodnota λ(ξ) je však vždy většı́ než 1, neboť |λ(ξ)| =
√

1 + ν2 sin2(ξh) > 1 pro
každé ξ ∈ R, pro které sin(ξh) 6= 0. Pro každý proces zjemňovánı́ je tedy schéma nestabilnı́. Z
toho je vidět, že CFL podmı́nka je opravdu pouze nutnou podmı́nkou, nikoliv však postačujı́cı́.
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Dalšı́m použı́vaným schématem je schéma Laxovo-Friedrichsovo:

Un+1
j − 1

2

(
Un
j+1 + Un

j−1

)
τ

+ a
Un
j+1 − Un

j−1

2h
. (1.209)

V Laxově-Fridrichsově schématu se podı́váme blı́že i na chybu diskretizace.

εh,τ =
u(x, t+ τ)− 1

2
(u(x+ h, t) + u(x− h, t))

τ
+ a

u(x+ h, t)− u(x− h, t)
2h

=
u(x, t) + u,t(x, t)τ + 1

2
u,tt(x, t)τ

2 +O(τ 3)− 1
2
(

liché se odečetly, sude jsou 2x︷ ︸︸ ︷
2u(x, t) + u,xx(x, t)h

2 +O(h4))

τ

= +a

sudé se odečetly, liché jsou 2x︷ ︸︸ ︷
2u,x(x, t)h+

2

6
u,xxx(x, t)h

3 +O(h5)

2h

=
1

2
u,tt(x, t)τ −

1

2
u,xx(x, t)

h2

τ
+O(τ 2) +O

(
h4

τ

)
+
a

6
u,xxx(x, t)h

2 +O(h4)

= O(τ + h2), pokud
h2

τ
→ 0. (1.210)

Podmı́nku pro chybu diskretizace ve tvaru h2

τ
→ 0 nazýváme podmı́nkou konzistence. Pokud

tato podmı́nka je splněna, pak je Laxovo-Friedrichsovo schéma konzistentnı́ s PDR (1.188).
V opačném přı́padě přebývajı́cı́ člen 1

2
u,xx(x, t)

h2

τ
způsobı́, že schéma nebude konvergovat

(protože εh,τ nepůjde k nule).
Fourierova analýza chyby dává v přı́padě Laxova-Friedrichsova schématu stejnou podmı́nku

stability, jako CFL podmı́nka. Dosadı́me-li totiž Un
j = eiξjhλn do (1.209), pak po zkrácenı́

výrazem eiξjhλn dostaneme

λ(ξ) =
1

2
(eiξh + e−iξh)− ν

2
(eiξh − e−iξh) (1.211)

= cos(ξh)− iν sin(ξh). (1.212)

Velikost amplifikačnı́ho parametru λ(ξ) pak plyne z výpočtu

|λ(ξ)|2 = cos2(ξh) + ν2 sin2(ξh) = 1 + (ν2 − 1) sin2(ξh). (1.213)

Pokud má platit λ(ξ) ≤ 1, musı́ být (ν2 − 1) sin2(ξh) ≤ 0, což je právě tehdy, je-li |ν| ≤ 1.
Podrobnějšı́ analýza by byla založena na Fourierově transformaci a zabývala by se tzv. disperzı́,
což je jev, kdy schéma šı́řı́ různou rychlostı́ vlny o různé frekvenci, v důsledku čehož mohou
rovněž nastat oscilace a nestability v řešenı́. Tato analýza však již překračuje rámec tohoto
textu.

Poslednı́m schématem, na které se v rámci této kapitoly podı́váme, je schéma Laxovo-
Wendroffovo. Toto schéma pro zajı́mavost uvedeme ve tvaru vhodném pro řešenı́ rovnice
(1.188) s nenulovou pravou stranou, tj.

u,t + au,x = f, x ∈ R, t > 0, (1.214)
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kde f = f(x, t) je daná funkce. Schéma přitom vycházı́ z následujı́cı́ch úvah. Z (1.214) plyne
u,t = f − au,x. Pokud rovnici (1.214) zderivujeme jednou podle času a zvlášť podle prostorové
proměnné, dostaneme tyto pomocné vztahy.

u,xt + au,xx = f,x ⇒ u,xt = f,x − au,xx (1.215)
u,tt + au,xt = f,t ⇒ u,tt = f,t − au,xt. (1.216)

Kombinacı́ obou těchto vztahů pak obdržı́me u,tt = f,t − a(f,x − au,xx). Těchto vztahů nynı́
využijeme k odvozenı́ Laxova-Wendroffova schématu. Předně si ještě připomeňme, že

u(x, t+ τ) = u(x, t) + u,t(x, t)τ +
1

2
u,tt(x, t)τ

2 +O(τ 3). (1.217)

Dosazenı́m právě odvozených pomocných vztahů do tohoto rozvoje po troše námahy dostaneme

u(x, t+ τ)− u(x, t) = ∆+tu

= (f − au,x)τ +
1

2
(f,t − a(f,x − au,xx))τ 2 +O(τ 3)

=
τ

2
(f + f + f,tτ)− aτu,x +

a2

2
u,xxτ

2 − a

2
f,xτ

2 +O(τ 3)

= −aτ
2h

∆0xu+O(τh2) +
a2τ 2

2h2
δ2
xu−

aτ 2

4h
∆0xf +

τ

2
[f(x, t+ τ) + f(x, t)] +O(τ 3),

(1.218)

neboli po dosazenı́ Un
j ≈ u(xj, tn) dostáváme

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
− a2τ

2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j+1

h2︸ ︷︷ ︸
přidaná difuzivita

=
1

2
(fn+1
j + fnj )− aτ

4h
(fnj+1 − fnj−1).

(1.219)

Přenecháváme čtenáři za cvičenı́, že chyba diskretizace Laxova-Wendroffova schématu je řádu
O(τ 2 + h2). Podı́vejme se ještě krátce na Fourierovu analýzu. Dosazenı́m Un

j = eiξjhλn do
(1.219) vycházı́ po několika úpravách

λ(ξ) = 1− iν sin(xih)− 2ν2 sin2

(
ξh

2

)
, (1.220)

z čehož dostáváme postupně

|λ(ξ)|2 = 1− 4ν2 sin2

(
ξh

2

)
+ 4ν4 sin4

(
ξh

2

)
+ ν2 sin2(ξh)

= 1− 4ν2 sin2

(
ξh

2

)
+ 4ν4 sin4

(
ξh

2

)
+ 4ν2sin2

(
ξh

2

)(
1− sin2

(
ξh

2

))
= 1 + 4ν2(ν2 − 1) sin4

(
ξh

2

)
. (1.221)
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Vidı́me tedy, že schéma je stabilnı́ za podmı́nky |ν| ≤ 1, což je opět totožný výsledek, který
dává CFL podmı́nka. Schéma (1.219) je jako u předchozı́ch přı́padů možné přepsat do podoby
vhodnějšı́ pro výpočet. S použitı́m značenı́ ν = aτ

h
lze dostat následujı́cı́ podobu Laxova-

Wendroffova schématu

Un+1
j = Un

j −
ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) +

ν2

2
(Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1) +
τ

2
(fn+1
j + fnj )− aτ

4h
(fnj+1 − fnj−1).

(1.222)

Pro porovnánı́ jednotlivých schémat na konkrétnı́ch numerických přı́kladech odkazujeme
čtenáře na interaktivnı́ pomůcky vytvořené k tomuto textu v rámci rozšı́řených přednášek z
předmětu NAK 1, které jsou dostupné na webových stránkách http://mech.fsv.cvut.cz/nak. Na
přı́kladech uvedených na této adrese si čtenář může prohlédnout a změnami parametrů zk-
oumat chovánı́ jednotlivých schémat. Na tomto mı́stě učinı́me několik komentářů ke zmı́něným
schématům.

Explicitnı́ schéma typu “upwind” (1.194) bylo stabilnı́ pro |ν| ∈ [0, 1] a řádu O(τ +
h). Spuštěnı́m animacı́ na uvedených webových stránkách čtenář zjistı́, že docházı́ postupem
času ke značnému útlumu šı́řı́cı́ se vlny oproti přesnému řešenı́. Nedocházı́ však k žádným
oscilacı́m. Laxovo-Friedrichsovo schéma je při splněnı́ podmı́nky konzistence lepšı́ho řádu
přesnosti, útlum v amplitudě je však ještě většı́. Schéma s centrálnı́ diferencı́ v prostorové
proměnné je stejného řádu přesnosti, jako Laxovo-Friedrichsovo, je však silně nestabilnı́ a
vykazuje velké oscilace pro jakoukoliv hodnotu ξ. Podı́váme-li se na schéma (1.219) pozorněji
(předpokládejme teď nulovou pravou stranu), všimneme si, že vypadá stejně, jako předchozı́
schéma s centrálnı́ diferencı́ v prostoru. Kromě toho však obsahuje ještě diferenčnı́ náhradu
za druhou prostorovou derivaci, která se v rovnici(1.214) nevyskytuje. Vzpomeneme-li si na
parabolické úlohy, vysvitne, že tento přı́davný člen modeluje difuzi. Vlivem toho se utlumı́
oscilace, které jsme viděli v předchozı́m schématu. Tyto oscilace však stále přetrvávajı́, máme
však přesnost O(τ 2 + h2). Podrobnějšı́ analýza, založena na Fourierově transformaci, tyto
oscilace dokáže vysvětlit pomocı́ popisu jevů, jako je tzv. disperze, což je jev, kdy schéma
šı́řı́ různou rychlostı́ vlny o různé frekvenci, v důsledku čehož mohou rovněž nastat oscilace a
nestability v řešenı́. Tato analýza však již překračuje rámec tohoto textu.

1.4.2 Vlnová rovnice

Hyperbolická rovnice, kterou se budeme nynı́ zabývat má tvar

∂2u

∂2t
= a2∂

2u

∂2x
(1.223)

kde a značı́ rychlost vlny. Tato rovnice se někdy také nazývá rovnicı́ struny, neboť popisuje
šı́řenı́ vlněnı́ v napnuté struně. Stejný popis majı́ jiné jevy vlněnı́ v mechanice, optice, či elek-
trodynamice. K této rovnici je samozřejme třeba přidat okrajové a počátečnı́ podmı́nky. V
tomto přı́padě je však třeba předepsat nejen počátečnı́ hodnotu funkce u(x, 0) = c(x), ale i hod-
notu derivace podle času u,t(x, 0) = d(x). Řešenı́ rovnice struny metodou sı́tı́ opět spočı́vá v
nahrazenı́ derivacı́ podı́lem diferencı́. Aproximaci hledané funkce v bodě xj a čase tn označı́me
jako

u(xj, tn) ≈ Un
j (1.224)
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Použijeme centrálnı́ diference na časovou i prostorovou derivaci

∂2Uj
∂2x

=
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(1.225)

∂2Uj
∂2t

=
Un+1
j − 2Un

j + Un−1
j

τ 2
(1.226)

Po dosazenı́ (1.225) a (1.226) do (1.223) dostáváme diferenčnı́ rovnici

Un+1
j − 2Un

j + Un−1
j

τ 2
= a2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(1.227)

ze které můžeme vyjádřit Un+1
j

Un+1
j = 2Un

j − Un−1
j + (µ)2 (Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
(1.228)

kde jsme podı́l
aτ

h
označili µ. Rovnicı́ (1.228) jsme vyjádřili řešenı́ v čase tn+1 pomocı́ řešenı́ v

předchozı́ch krocı́ch tn a tn−1, jedná se tedy o metodu explicitnı́. Navı́c vidı́me, že nám nestačı́
znát řešenı́ pouze v předchozı́m čase, ale je třeba znát dva předchozı́ kroky. To činı́ problémy v
prvnı́m časovém kroku t1, kdy se hodnota v předchozı́m kroku t0 zı́ská z počátečnı́ podmı́nky,
ale hodnotu v čase t−1 neznáme. Obvykle se stanovı́ pomocı́ předpokladu konstantnı́ rychlosti:

U1
j = c(xj) + τd(xj) (1.229)

Pro odvozenı́ chyby diskretizace dosadı́me přesné řešenı́ u do (1.228) a použijeme Taylorův
rozvoj:

u,tt +
1

12
τ 2u,tttt + ... = a2

(
u,xx +

1

12
h2uxxxx + ...

)
(1.230)

Pokud původnı́ rovnici (1.223) zderivujeme dvakrát podle času máme vztah

u,tttt = a2u,xxtt (1.231)

Pokud původnı́ rovnici (1.223) zderivujeme dvakrát podle prostorové proměnné dostáváme

u,ttxx = a2u,xxxx (1.232)

Spojenı́m rovnic (1.231), (1.232) a s využitı́m zámeny derivacı́ vycházı́

u,tttt = a2u,xxtt = a2u,ttxx = a4u,xxxx (1.233)

Tento výsledek dosadı́me do Taylorova rozvoje (1.230)

u,tt +
1

12
τ 2a4u,xxxx + ... = a2

(
u,xx +

1

12
h2uxxxx + ...

)
(1.234)

Tı́m dostáváme chybu diskretizace

εh ≤
1

12
(τ 2a4 − h2a2)u,xxxx = O(τ 2 + h2) (1.235)
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Jak již vı́me z předchozı́ch kapitol, explicitnı́ metody bývajı́ netabilnı́. Provedeme proto Fourierově
analýze stability. Hledejme řešenı́ Un

j ve tvaru

Un
j = eikjhλn (1.236)

Po dosazenı́ do (1.228) a vydělenı́ výrazem eikjh a λn dostáváme

λ2 =
(
2 + eikh − 2 + e−ikh

)
λ+ 1 (1.237)

využijeme nám již známý vztah

eikh − 2 + e−ikh = 2(cos kh− 1) = −4 sin2 kh

2
(1.238)

vycházı́ rovnice, ze které spočı́táme amplifikačnı́ faktor

λ2 =

(
2− 4µ2 sin2 kh

2

)
λ+ 1 (1.239)

Kořeny této kvadratické rovnice majı́ tvar

λ1,2 = α±
√
α2 − 1 kde α = 1− 2µ2 sin2 kh

2
(1.240)

kde α = 1 − 2µ2 sin2
(
kh
2

)
. Všimněme si, že pro α > 1 bude absolutnı́ hodnota alespoň

jednoho kořene kvadratické rovnice většı́ než jedna. Pokud vezmeme |α| ≤ 1 amplifikačnı́
faktory budou komplexnı́ čı́sla

λ1,2 = α± i
√

1− α2 (1.241)

o velikosti
|λ1,2|2 = |α|2 ± |1− α2| = 1 (1.242)

z čehož plyne, že schéma je podmı́něně stabilnı́ s podmı́nkou stability

−1 ≤ α ≤ 1 (1.243)

neboli

−1 ≤ 1− 2µ2 sin2

(
kh

2

)
≤ 1 (1.244)

upravı́me prvnı́ podmı́nku na tvar

1 ≥ µ2 sin2

(
kh

2

)
(1.245)

aby tedy nerovnost platila pro libovolné k musı́ platit

µ2 ≤ 1 (1.246)

Druhá nerovnost má tvar

1− 2µ2 sin2

(
kh

2

)
≤ 1 (1.247)
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Po úpravách

µ2 sin2

(
kh

2

)
≥ 0 (1.248)

Tato nerovnost musı́ opět platit pro libovolné k:

µ2 ≥ 0 (1.249)

jak vidı́me, takto podmı́nka je vždy splněna. Pomocı́ definice µ =
aτ

h
můžeme podmı́nku

stability (1.246) přepsat jako
|a|τ
h
≤ 1 (1.250)

Tato nerovnost nám omezuje poměr parametrů časové a prostorové diskretizace. Vidı́me, že se
zvyšujı́cı́ se rychlostı́ vlny musı́me zmenšovat časový krok vzhledem k prostorové diskretizaci.
Jinou možnostı́ je volit hrubšı́ prostorovou diskretizaci, to však nenı́ vhodné vzhledem k chybě
diskretizace. Pokud definujeme rychlost numerického schématu jako an = h

τ
, podmı́nka (1.250)

nám řı́ká, že rychlost numerického schématu musı́ být většı́ nebo stejná než skutečná rychlost.
Z důvodu podmı́něné stability explicitnı́ho schématu se často pro časovou integraci použı́vá

Newmarkovo schéma. Newmarkova metoda je založená na následujı́cı́ch vztazı́ch mezi posuny,
rychlostmi a zrychlenı́mi

Un+1
j = Un

j + τU̇n +
1

2
τ 2
(

(1− 2β)Ün
j + 2βÜn+1

j

)
(1.251)

U̇n+1
j = U̇n + τ

(
(1− γ)Ün

j + γÜn+1
j

)
(1.252)

Newmark navrhl parametry tak, aby schéma bylo nepodı́něně stabilnı́, konkrétnı́ hodnoty jsou

β =
1

4
a γ =

1

2
.
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2 Metoda konečných prvků

2.1 Úvod

Obsahem této kapitoly je matematický úvod do metody konečných prvků (MKP). S nı́ se stu-
denti již setkali v předmětu Numerická Analýza Konstrukcı́ 1 (NAK1), kde však byl kladen
důraz předevšı́m na výpočetnı́ postupy a techniky vedoucı́ k nalezenı́ přı́slušného přibližného
řešenı́. Již méně pozornosti bylo věnováno vyšetřovánı́ vlastnostı́ použitých numerických schémat,
jejich konvergence, či dokonce vyšetřovánı́ existence a jednoznačnosti řešenı́ výchozı́ úlohy.
Bez těchto znalostı́ si však nemůžeme být jisti, zda námi zı́skané výsledky jsou správné (v
žádném rozumném smyslu), nebo jaké chyby oproti přesnému řešenı́ jsme se dopustili. Zmı́něné
problémy a jejich řešenı́ jsou náplnı́ této kapitoly. V nı́ se podı́váme na vybrané problémy
řešené v předmětu NAK1 z obecnějšı́ho hlediska jakožto na variačnı́ formulaci eliptické úlohy,
definujeme je v matematicky exaktnı́m smyslu a dokážeme, že takto definovaný problém má
jednoznačně určené řešenı́. Dále dokážeme, za jakých podmı́nek a s jakým řádem přı́slušná
přibližná řešenı́ konvergujı́ k řešenı́ přesnému.

Stejně jako u metody konečných diferencı́ začneme s úlohou taženého-tlačeného prutu,
viz Obr. 2.3. Pokud uvažujeme konstantnı́ tuhost a průřezovou plochu po celé délce prutu,
můžeme úlohu popsat eliptickou diferenciálnı́ rovnicı́ druhého řádu. Pokud uvažujeme kon-

l

f
EA = konst

1 2 3 4 5 x

u

Obr. 2.1: Přı́klad 1 - Zadánı́

stantnı́ normálovou tuhost i průřezovou plochu po celé délce prutu, můžeme úlohu popsat
eliptickou diferenciálnı́ rovnicı́ druhého řádu

EAu,xx = f, (2.1)

kde u,xx značı́ druhou derivaci podle x. Tato rovnice má být splněna v každém bodě intervalu
(0, l). Pro určenı́ jednoznačného řešenı́ je ještě třeba přidat okrajové podmı́nky, které (dle Obr.
2.3) uvažujeme ve formě

u(0) = 0 N(l) = EAu,x(l) = 0. (2.2)

V tomto jednoduchém přı́padě je možné rovnici (2.1) vyřešit přesně. Dvojnásobnou integracı́
postupně dostaneme, že obecné řešenı́ funkce posunů u má tvar

u =
1

EA

[
fx2 + C1x+ C2

]
. (2.3)
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Po uplatněnı́ okrajových podmı́nek pak dostáváme

u =
1

EA

[
fx2 + flx

]
. (2.4)

Aby rovnice (2.1) vůbec měla smysl (tzn. zejména, aby v nı́ uvedené výrazy byly korektně
definovány) je třeba, aby hledaná funkce měla v celém intervalu (0, l) spojité druhé derivace.
Navı́c, abychom mohli splnit okrajové podmı́nky, potřebujeme spojitost ve funkčnı́ch hod-
notách až do krajnı́ch bodů. Matematicky vyjádřeno klademe na hledanou funkci u požadavky
u ∈ C2(0, l) ∩ C0[0, l], dı́ky čemuž však musı́ být též f ∈ C0(0, l). To jsou velice silné
požadavky, které v praktických aplikacı́ch (zejména ve složitějšı́ch úlohách, než je náš ilus-
trativnı́ přı́klad) nemusejı́ být splněny. Rovnici (2.1) by pak nebylo možno vůbec řešit. Bylo
by proto užitečné pojem řešenı́ této rovnice vhodným způsobem modifikovat (rozšı́řit) tak, aby
požadavky na hledanou funkci byly slabšı́ (a tedy aby bylo snazšı́ ji najı́t), ale zároveň ne přı́liš
slabé - musı́ to být řešenı́ v nějakém rozumném smyslu. Navı́c bychom chtěli, aby množina
řešenı́ původnı́ho problému byla podmnožinou množiny řešenı́ modifikovaného problému - tedy
aby nová formulace byla s tou starou konzistentnı́. Jedna z cest vede přes formulaci tzv. slabého
řešenı́.

V předmětu NAK1 se studenti seznámili s postupem, jak vypočı́st přibližné řešenı́ po-
mocı́ MKP. Výchozı́m bodem přitom byl pojem slabé formulace problému (2.1). Postup k
zı́skánı́ slabé formulace byl následujı́cı́: Vezměme libovolnou funkci v ∈ C∞(0, l) takovou,
že v(0) = 0.19 Vynásobme s nı́ rovnici (2.1) a výslednou rovnici zintegrujme po délce prutu.
Po provedenı́ integrace per-partes na člen obsahujı́cı́ druhé derivace a uplatněnı́ okrajových
podmı́nek dostaneme∫ l

0

EAu,xv,xdx =

∫ l

0

fvdx, ∀v ∈ C∞(0, l), v(0) = 0, (2.5)

což je zmı́něná slabá formulace rovnice (2.1). Slabé formulaci (2.5) se někdy řı́ká variačnı́
formulace, protože funkce v může být libovolná. V mechanice se (2.5) obvykle nazývá princip
virtuálnı́ch pracı́. Funkce v jsou pak takzvaná virtuálnı́ přemı́stěnı́. K této souvislosti se ještě
vrátı́me později. Řešenı́ rovnice (2.5) se nazývá slabé řešenı́. Zaveďme nynı́ v duchu pozdějšı́ho
výkladu následujı́cı́ značenı́.

a(u, v) :=

∫ l

0

EAu,xv,xdx, (f, v) :=

∫ l

0

fvdx, (2.6)

Potom můžeme slabou formulaci (2.5) zapsat jako

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ C∞(0, l), v(0) = 0. (2.7)

Později ukážeme, že a(u, v) je bilineárnı́ forma na jistém prostoru funkcı́ a (f, v) představuje
lineárnı́ funkcionál na tomto prostoru. Pouhým pohledem na (2.5) je intuitivně jasné, že na

19C∞(0, l) značı́me prostor nekonečně hladkých (majı́cı́ch spojité všechny derivace) funkcı́. Požadavek v(0) =
0 má za následek fakt, že funkce z tohoto prostoru splňujı́ Dirichletovské okrajové podmı́nky rovnice (2.1). Pro
podrobnějšı́ informaci odkazujeme čtenáře na přednášky z Matematiky 4.
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hledanou funkci u jsou kladeny menšı́ požadavky, než v přı́padě řešenı́ problému (2.1) - je třeba,
aby funkce u měla pouze prvnı́ derivace. Situace je však o něco složitějšı́, neboť požadované
derivace jsou derivace pouze ve slabém smyslu. S tı́m souvisı́ i definice prostorů funkcı́, ve
kterých je nutné hledat řešenı́ u, pokud úlohu formulujeme pouze ve slabém smyslu, tedy jako
(2.5). Hledané prostory jsou tzv. Sobolevovy prostory, v našem přı́padě prostor W 1

2 (0, l).
Funkce patřı́cı́ do W 1

2 (0, l) jsou, zhruba řečeno, integrovatelné ve druhé mocnině a stejnou
vlastnost majı́ i jejich derivace. Přesněji řečeno pro ně platı́

∫ l
0
u2dx < ∞ a

∫ l
0
(u′)2dx < ∞,

kde derivace je opět uvažována ve slabém smyslu. Uvedený prostor W 1
2 (0, l) přitom budeme

značit obvykle H1(0, l). Pro ilustraci prostoru H1(0, l) lze řı́ci, že funkce v něm obsažené již
musı́ být spojité (ovšem až na množiny mı́ry nula).20 Označme nynı́ pro potřeby tohoto přı́kladu

V = {v ∈ H1(0, l), v(0) = 0}. (2.8)

Potom je možné slabou formulaci úlohy přepsat takto: Najděme u ∈ V tak, že

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V. (2.9)

Prvnı́ otázka, kterou je třeba zodpovědět, je, zda a za jakých podmı́nek je řešenı́ slabé for-
mulace (2.9) řešenı́m původnı́ (silné) formulace (2.1) (opačný problém je snadný a ověřı́ se
prostým dosazenı́m). Mějme tedy funkci u, která řešı́ (2.9) a předpokládejme o nı́, že u ∈
C2(0, l) ∩ C0([0, l]). O funkci f představujı́cı́ zatı́ženı́ předpokládejme, že je spojitá, tedy že
f ∈ C0([0, l]). Potom platı́, že u řešı́ (2.1).

Vezměme libovolnou funkci v ∈ V . Potom integracı́ per-partes postupně dostáváme

(f, v) = a(u, v) =

∫ l

0

(−u,xx)vdx+ u,x(l)v(l) ⇒∫ l

0

(u,xx + f)vdx− u,x(l)v(l) = 0 (2.10)

Je tedy třeba dokázat, že

(i) u,xx + f = 0, (2.11)
(ii) u,x(1) = 0. (2.12)

Jelikož (2.10) musı́ platit pro libovolnou funkci v ∈ V , lze (2.11), (2.12) dokázat jejı́ speciálnı́
volbou. Pro důkaz (2.11) zvolme napřı́klad v(x) = (x− x1)2(x− x2)2 uvnitř [x1, x2] ⊂ [0, l] a
v(x) = 0 mimo [x1, x2]. Jelikož w(x) = u,xx + f je dle předpokladu spojitá funkce, můžeme
bez újmy na obecnosti předpokládat, že na intervalu [x1, x2] neměnı́ znaménko. Potom ale

(w, v) =

∫ l

0

[u,xx + f ](x− x1)2(x− x2)2dx = 0 ⇒ u,xx + f = 0, (2.13)

protože v(x) = (x − x1)2(x − x2)2 > 0 na [x1, x2] a integrál z kladné spojité funkce na
uzavřeném intervalu je roven nule právě tehdy, když je identicky roven nule integrand. Pro

20Pro přesné definice a stručnou informaci odkazujeme čtenáře na Dodatek 3.4, přı́padně na rozšı́řené přednášky
z Matematiky 4 vedené doc. Nekvindou.
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důkaz (2.12) volme napřı́klad v(x) = x/l. Jelikož už máme u,xx + f = 0, plyne z (2.10), že
u,x = 0, a důkaz je hotov.

Dalšı́ z důležitých otázek je, zda slabá formulace problému (2.9) má řešenı́ a zda je toto
řešenı́ jednoznačně určeno vstupnı́mi daty. To je mimořádně důležitá otázka, neboť ze slabé
formulace vycházejı́cı́ metoda konečných prvků konstruuje přibližná řešenı́ tohoto problému,
od nichž očekáváme, že se zjemňujı́cı́ se sı́tı́ budou konvergovat k řešenı́ přesnému. Pokud by
toto řešenı́ neexistovalo nebo nebylo určeno jednoznačně, přibližná řešenı́ by neměla valnou
hodnotu. Na otázku existence a jednoznačnosti řešenı́ problému (2.9) se podı́váme ve většı́
obecnosti v následujı́cı́ sekci.

2.2 Variačnı́ formulace eliptických problémů
Náplnı́ této sekce je podánı́ důkazu existence a jednoznačnosti řešenı́ slabé (variačnı́) formu-
lace lineárnı́ch eliptických problémů a zasazenı́ problematiky řešené v předmětu NAK1 do
obecnějšı́ho kontextu. Celý problém rozdělı́me na přı́pad, kdy přı́slušná bilineárnı́ forma a(u, v)
je symetrická a nesymetrická. V obou přı́padech však formálnı́ zápis bude vypadat stejně.
Zavedeme proto následujı́cı́

Abstraktnı́ variačnı́ problém (AVP).
Hledáme u ∈ V takové, že

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V, (2.14)

kde V je reálný Hilbertův prostor s normou || · ||V ,
a : V × V → R je bilineárnı́ forma, která je spojitá a koercivnı́ na V , tj.

∃M,α > 0 : |a(u, v)| ≤M ||u||V ||v||V , ∀u, v ∈ V, (2.15)
a(u, u) ≥ α||u||2V , ∀u ∈ V (2.16)

a F (v) = (f, v) je spojitý lineárnı́ funcionál na V .

2.2.1 Symetrický variačnı́ problém

V této části se budeme zabývat AVP pro přı́pad, že přı́slušná bilineárnı́ forma a(u, v) je sy-
metrická. V tom přı́padě se existence a jednoznačnost řešenı́ AVP opı́rá o Riezsovu větu o
reprezentaci. Dále ukážeme souvislost s problémem minimalizace kvadratického funkcionálu,
který v aplikacı́ch v mechanice představuje potenciálnı́ energii systému.

Nechť tedy máme Hilbertův prostor V a výše definovaný AVP, kde navı́c bilineárnı́ forma
a(u, v) je symetrická, tj. platı́ a(u, v) = a(v, u). Předně ukážeme, že a(u, v) je skalárnı́ součin
na V , jinými slovy (V, a(·, ·)) tvořı́ Hilbertův prostor. Ze symetrie a linearity a(u, v) plynou
vlastnosti (i) − (iii) z definice skalárnı́ho součinu z Dodatku 3.2. Z koercivity a(u, v) plyne,
že pokud a(v, v) = 0, pak nutně v = 0 a a(u, v) je tedy skalárnı́ součin. Jı́m indukovaná norma
se nazývá energetická norma, kterou značı́me ||v||E =

√
a(v, v). Lze dokázat, že prostor

(V, || · ||E) je úplný, a tedy Banachův. Z toho je zřejmé, že (V, a(·, ·)) je Hilbertův prostor.21

21Hilbertův prostor nenı́ nic jiného, než Banachův prostor se skalárnı́m součinem, kde je přı́slušná norma tı́mto
skalárnı́m součinem indukována.
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Z uvedených úvah plyne, že existence a jednoznačnost řešenı́ AVP pro přı́pad, kdy a(u, v) je
symetrická, je přı́mým důsledkem Riezsovy věty o reprezentaci22. Ta řı́ká, že libovolný spojitý
lienárnı́ funkcionál F (v) na Hilbertově prostoru V může být vyjádřen pomocı́ pevně zvoleného
prvku u ∈ V jako skalárnı́ součin (u, v). Jelikož jsme výše ukázali, že symetrická bilineárnı́
forma a(u, v) tvořı́ skalárnı́ součin na V , pak pro danou funkci f (čı́mž je dán spojitý lineárnı́
funkcionál (f, v) = F (v) ∈ V ∗)23 existuje právě jeden prvek u ∈ V tak, že a(u, v) = (f, v)
pro všechna v ∈ V , a u je tedy řešenı́m symetrického AVP.

Souvislost s minimalizacı́ funkcionálu energie

V přı́padě symetrického variačnı́ho problému lze postupovat také jinak. Ukážeme, že řešenı́ sy-
metrického variačnı́ho problému je ekvivalentnı́ hledánı́ minima jistého kvadratického funkcionálu.
V aplikacı́ch v mechanice tento funkcionál představuje celkovou potenciálnı́ energii systému.
Tento fakt ukážeme na jednoduchém přı́kladu taženého-tlačeného prutu. Nejprve však zmı́něný
kvadratický funkcionál definujeme a dokážeme, že problém nalezenı́ funkce, ve které tento
funkcionál nabývá svého minima, je ekvivalentnı́ řešenı́ původnı́ho symetrického AVP. Zfor-
mulujme celý problém jako větu.

Věta 2.1 (Ekvivalence řešenı́ symetrického AVP a minimalizace funcionálu energie). Nechť bi-
lineárnı́ forma z AVP je symetrická. Pak řešenı́ AVP je ekvivalentnı́ minimalizaci kvadratického
funkcionálu

J(v) =
1

2
a(v, v)− (f, v). (2.17)

Důkaz
Pro důkaz ekvivalence dvou tvrzenı́ je třeba dokázat, že z jednoho plyne druhé a naopak. Nechť
tedy nejdřı́ve u je řešenı́m AVP. Tedy platı́ a(u, v) = (f, v) pro všechna v ∈ V . Pak ovšem pro
libovolné v ∈ V platı́

J(u+ v) =
1

2
a(u+ v, u+ v)− (f, u+ v) =

=
1

2
a(u, u) + a(u, v) +

1

2
a(v, v)− (f, u)− (f, v) =

= J(u) +
1

2
a(v, v), (2.18)

kde jsme použili linearitu a symetrii a(u, v) a dále předpokladu, že a(u, v) = (f, v). Z (2.18) a
koercivity a(u, v) plyne, že

J(u+ v)− J(u) ≥ α||u||2V ≥ 0, (2.19)

a tedy hodnota funkcionálu J pro libovolnou jinou funkci je vždy většı́, než pro u. Platı́ tedy

J(u) = inf
v∈V

J(v), (2.20)

22Přesné zněnı́ Riezsovy věty o reprezentaci a jejı́ důkaz najde čtenář v Dodatku (3.3)
23V ∗ značı́ duálnı́ prostor k V . Pro vı́ce informacı́, viz Dodatek (3.3)
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neboli u minimalizuje J a prvnı́ implikace je dokázána.
Nechť nynı́ naopak platı́, že u minimalizuje funkcionál J . Potom ale pro libovolnou funkci

v a libovolné čı́slo ε > 0 platı́

J(u+ εv) ≥ J(u). (2.21)

Rozepsánı́m stejným způsobem, jako v (2.18) dostáváme

J(u) + ε[a(u, v)− (f, v)] +
ε2

2
a(v, v) ≥ J(u) (2.22)

⇒ a(u, v)− (f, v) ≥ −ε
2
a(v, v). (2.23)

Pokud provedeme stejný postup pro J(u− εv) ≥ J(u), obdržı́me analogicky

a(u, v)− (f, v) ≤ ε

2
a(v, v). (2.24)

Celkem jsme tedy zı́skali následujı́cı́ oboustranný odhad

−ε
2
a(v, v) ≤ a(u, v)− (f, v) ≤ ε

2
a(v, v). (2.25)

Jelikož v byla libovolná funkce a ε libovolné kladné čı́slo, dostaneme přechodem k limitě pro
ε→ 0

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V, (2.26)

tedy u řešı́ AVP a důkaz je hotov.

Pro ilustraci se podı́váme, jak vypadá kvadratický funkcionál J pro náš úvodnı́ přı́klad
taženého-tlačeného prutu. Jak bylo řečeno výše, má funkcionál v aplikacı́ch na mechaniku
význam celkové potenciálnı́ energie. Ta se přitom skládá z potenciálnı́ energie vnitřnı́ a vnějšı́.
Hustota vnitřnı́ potenciálnı́ energie sil se rovná součinu napětı́ a deformace v daném bodě, hus-
tota vnějšı́ potenciálnı́ energie pak součinu posunu a daného objemového zatı́ženı́ v témže bodě
(v našem přı́kladu je objemové zatı́ženı́ reprezentováno rovnoměrným spojitým zatı́ženı́m f ).
Posčı́tánı́m přı́spěvků této energie přes celý objem prutu zı́skáme celkovou potenciálnı́ energii.
Matematicky vyjádřeno tedy je

Ei =

∫ l

0

Aεσdx (2.27)

Ee = −
∫ l

0

Aufdx, (2.28)

kdeA je plocha prutu,Ei je celková vnitřnı́ energie prutu aEe jeho vnějšı́ energie. Do vnějšı́ en-
ergie by se obecně počı́tal i vliv předepsané sı́ly napřı́klad na konci konzoly. V našem přı́kladu
je však sı́la nulová. Přitom normálovou deformaci střednice zde značı́me ε, normálové napětı́
σ. Celková potenciálnı́ energie nosnı́ku je potom součtem Ei a Ee

E =

∫ l

0

εσdx−
∫ l

0

ufdx. (2.29)
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Pomocı́ materiálových a geometrických vztahů lze (2.29) přepsat jako

E =

∫ l

0

A u,x︸︷︷︸
ε

Eu,x︸︷︷︸
σ

dx−
∫ l

0

Aufdx. (2.30)

Za funkci u lze do (2.30) dosadit libovolnou funkci, která vyhovuje kinematickým okrajovým
podmı́nkám (tj. vyhovuje způsobu uloženı́ konců prutu). Energie určená (2.30) však bude
nabývat svého minima právě pro takovou funkci u, která vedle kinematických okrajových
podmı́nek splňuje podmı́nky rovnováhy. Že tomu tak musı́ být, lze ověřit stejným postupem,
který jsme použili v důkazu ekvivalence řešenı́ AVP a minimalizace energetického funkcionálu.
Stacionárnı́ bod funkcionálu J pak odpovı́dá principu virtuálnı́ch přemı́stěnı́, známému z mechaniky.

2.2.2 Nesymetrický variačnı́ problém

V přı́padě, že bilineárnı́ forma a(u, v) nenı́ symetrická, nelze použı́t postup uvedený pro sy-
metrický problém, neboť se v něm podstatně využı́vá faktu, že a(u, v) je skalárnı́ součin na V .
Odpověď na otázku existence i jednoznačnosti řešenı́ AVP v obecném (nesymetrickém) přı́padě
dává Laxovo-Milgramovo lemma. Jeden způsob, jak toto lemma dokázat, se opı́rá o tzv. ”Prin-
cip kontraktivnı́ho zobrazenı́”, který vzhledem k jeho významu i v jiných oblastech (napřı́klad
numerické metody řešenı́ rovnic) uvádı́me i s důkazem v Dodatku (3.2). Tento princip, který
se někdy také nazývá ”Věta o pevném bodě”, zhruba řečeno řı́ká, že máme-li zobrazenı́ na nor-
movaném lineárnı́m prostoru T : V → V , které ”zkracuje délky”, pak existuje prvek u ∈ V ,
který se zobrazı́ sám na sebe a kterému se řı́ká ”pevný bod” zobrazenı́ T . Přesněji řečeno, pokud
pro všechny dvojice v1, v2 ∈ V a konstantu M, 0 ≤M < 1 platı́

||Tv1 − Tv2|| ≤M ||v1 − v2||, (2.31)

pak existuje právě jedno u ∈ V tak, že Tu = u. Nynı́ již můžeme uvést slı́bené Laxovo-
Milgramovo lemma.

Laxovo-Milgramovo Lemma. Nechť je dán Hilbertův prostor V, na něm spojitá, koercivnı́
bilineárnı́ forma a(·, ·) a lineárnı́ funkcionál F (·). Potom existuje právě jedno u ∈ V tak, že

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V. (2.32)

Důkaz
Předně si uvědomme, že pomocı́ bilineárnı́ formy a(·, ·) lze definovat lineárnı́ funkcionál na V .
Pro pevně zvolený prvek u ∈ V je totiž pro všechna v ∈ V zobrazenı́ Au : V 7→ R, Au(v) =
a(u, v) funkcionál na V . Dı́ky linearitě a(·, ·) snadno dostaneme, že je Au(·) lineárnı́. Ze
spojitosti a(·, ·) dostáváme

|Au(v)| = |a(u, v)| ≤M ||u||V ||v||V , ∀v ∈ V (2.33)

a tedy Au(·) je omezený, a tı́m pádem spojitý. Je tedy Au ∈ V ∗, neboli Au patřı́ do duálu
k V . Takové zobrazenı́ však můžeme definovat pro libovolný prvek u ∈ V . To nás přivádı́ k
zobrazenı́ A : V 7→ V ∗, A(u) = Au = a(u, ·) ∈ V ∗, které každému prvku u ∈ V přiřadı́
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přı́slušný funkcionál Au ∈ V ∗ a je evidentně lineárnı́. Je tedy A ∈ L(V, V ∗). Podle vztahu
(3.35) v Dodatku (3.3) určı́me normu Au jako

||Au||V ∗ = sup
v∈V \{0}

|Au(v)|
||v||V

. (2.34)

Podle (2.33) potom ale platı́

||Au||V ∗ = sup
v∈V \{0}

|Au(v)|
||v||V

≤M sup
v∈V \{0}

||u||V ||v||V
||v||V

= M ||u||V . (2.35)

Tı́m pádem ale podle vztahu (3.37) v Dodatku (3.3) je zobrazenı́ A rovněž spojité, neboť podle
(2.35) platı́

||A||L(V,V ∗) = sup
u∈V \{0}

||A(u)||V ∗
||u||V

≤M. (2.36)

Nynı́ přijde zásadnı́ argument celého důkazu. Podle Riezsovy věty o reprezentaci (uvedené
a dokázané v Dodatku (3.3) ) existuje mezi prostory V a V ∗ vzájemně jednoznačné zobrazenı́,
které jsme v tomtéž dodatku označili jako τ : V ∗ 7→ V . K funkcionálu Au tak existuje jed-
noznačně určený prvek τ(Au) ∈ V takový, že pro všechna v ∈ V platı́

Au(v) = (τ(Au), v). (2.37)

Rovněž však i k funkcionálu F z předpokladů Laxova-Milgramova lemmatu musı́ existovat
jednoznačně určený prvek τ(F ) ∈ V tak, že

F (v) = (τ(F ), v). (2.38)

Jelikož z definice Au pro všechna v ∈ V platı́ Au(v) = a(u, v), pak původnı́ AVP problém
hledánı́ prvku u ∈ V tak, aby a(u, v) = F (v), můžeme převést na problém rovnosti

(τ(Au), v) = (τ(F ), v), ∀v ∈ V. (2.39)

To je však ekvivalentnı́ řešenı́ rovnice

τ(Au) = τ(F ) ve V , (2.40)

nebo ekvivalentně, jelikož τ je vzájemně jednoznačné zobrazenı́, rovnice

Au = F ve V ∗. (2.41)

My budeme řešit prvnı́ z těchto rovnic, a sice pomocı́ ”Principu kontraktivnı́ho zobrazenı́”,
uvedeného a dokázaného v Dodatku (3.2). Sestrojı́me proto následujı́cı́ zobrazenı́ T : V 7→ V
předpisem

Tv := v − ρ(τ(Au)− τ(F )), ∀v ∈ V, ρ > 0. (2.42)

Pokud by T bylo kontraktivnı́ zobrazenı́, pak by mělo podle ”Principu kontraktivnı́ho zo-
brazenı́” právě jeden pevný bod, tj. existoval by právě jeden prvek u ∈ V tak, že

Tu = u− ρ(τ(Au)− τ(F )) = u, (2.43)
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neboli ρ(τ(Au)− τ(F )) = 0. Tento (jednoznačně určený) prvek u ∈ V by byl řešenı́m našeho
AVP a byli bychom hotovi. Stačı́ tedy dokázat, že existuje takové ρ > 0, že výše definované
zobrazenı́ T je kontraktivnı́.

Vezměme tedy libovolné v1, v2 ∈ V a označme pro zjednodušenı́ v = v1 − v2 ∈ V . Potom
platı́

||Tv1 − Tv2||2V = ||v1 − v2 − ρ(τAv1 − τAv2)||2V
= ||v − ρ(τAv)||2V (τ i A jsou lineárnı́)
= ||v||2V − 2ρ(τAv, v) + ρ2||τAv||2V (norma indukována skalárnı́m součinem)
= ||v||2V − 2ρAv(v) + ρ2Av(τAv) (definice τ )
= ||v||2V − 2ρa(v, v) + ρ2a(v, τAv) (definice A )
≤ ||v||2V − 2ρα||v||2V + ρ2M ||v||V ||τAv||V (spojitost a koercivita a(·, ·) )
≤ (1− 2ρα + ρ2M2)||v||2V (izometrie τ a omezenost A)
≤ C||v1 − v2||2V ,

a tedy pro C < 1 je zobrazenı́ T kontraktivnı́24. Stačı́ tedy najı́t ρ tak, aby

(1− 2ρα + ρ2M2) < 1

ρ(ρM2 − 2α) < 0,

tedy ρ ∈ (0, 2α/M2) a důkaz je hotov.

Dokázali jsme tedy, že AVP má jednoznačné řešenı́ i v přı́padě, že přı́slušná bilineárnı́ forma
je nesymetrická. Můžeme se tedy věnovat otázkám, jak sestrojit přibližná numerická řešenı́ uh
a také se ptát, zda a jak konvergujı́ k přesnému řešenı́ u. Tyto otázky jsou náplnı́ zbývajı́cı́ch
kapitol o MKP.

2.2.3 Galerkinova metoda

V této sekci se podı́váme na Galerkinovu metodu, která představuje velmi vhodnou (a také
obvyklou) metodu, jak zı́skat přibližné řešenı́ AVP. Základnı́ idea je stejná, jako u všech num-
erických metod. Mı́sto řešenı́ spojitého problému (AVP), tedy hledánı́ funkce u ∈ V , budeme
řešit diskrétnı́ problém, kde budeme hledat funkci uh ∈ Vh. Přitom Vh je vhodně zkonstruo-
vaný konečně dimenzionálnı́ (uzavřený) podprostor původnı́ho prostoru V . Jak uvidı́me, dı́ky
konečné dimenzi Vh se podařı́ celý problém nalezenı́ přibližného řešenı́ uh převést na řešenı́
soustavy algebraických rovnic, kterou (alespoň v principu) nenı́ žádný problém vyřešit. Pre-
cizujme tedy postup diskretizace.

Každému konečně dimenzionálnı́mu podprostoru Vh ⊂⊂ V přiřadı́me diskrétnı́ problém
nalézt uh ∈ Vh tak, že platı́

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh. (2.44)

24Izometrické zobrazenı́ zachovává délky. Jako argument v poslednı́ nerovnosti tedy použı́váme následujı́cı́
odhad: ||τAv||V = ||Av||V ≤M ||v||V , kde poslednı́ nerovnost plyne z omezenosti A.
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Z Laxova-Milgramova lemmatu uvedeného v předchozı́ části plyne, že takto definovaný diskrétnı́
problém má právě jedno řešenı́ uh, které nazveme diskrétnı́m řešenı́m. Poznamenejme, že je-li
přı́slušná bilineárnı́ forma a(·, ·) symetrická, lze ekvivalentně řešit diskrétnı́ problém

J(uh) = inf
vh∈Vh

J(vh). (2.45)

Tato alternativnı́ definice diskrétnı́ho problému se nazývá Ritzova metoda.
Označme nynı́ {ϕ1, ..., ϕN} bázi prostoru Vh25. Potom lze libovolný prvek uh ∈ Vh vyjádřit

jako lineárnı́ kombinaci prvků báze ve tvaru uh =
∑N

j=1 ujϕj . K tomu, abychom určili diskrétnı́
řešenı́ uh ,tedy stačı́ spočı́tat koeficienty lineárnı́ kombinace uj, j = 1..N . Seřaďme tyto
koeficienty do vektoru U = (u1, ..., uN)T . Dosaďme nynı́ uh =

∑N
j=1 ujϕj do (2.44), čı́mž

dostaneme

a(
N∑
j=1

ujϕj, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh. (2.46)

Rovnice (2.46) má platit pro všechna vh ∈ Vh. Jelikož však každý prvek vh lze vyjádřit pomocı́
prvků báze {ϕ1, ..., ϕN}, lze rovnost ekvivalentně požadovat pouze pro všechny prvky báze Vh.
Navı́c můžeme sumu vytknout ven z bilineárnı́ formy (právě dı́ky linearitě) a dostat tak

N∑
j=1

a(ϕj, ϕi)uj = (f, ϕi), ∀ϕi, i = 1..N. (2.47)

Pokud nynı́ označı́me Kij = a(ϕj, ϕi) a Fi = (f, ϕi), můžeme (2.47) přepsat jako

N∑
j=1

Kijuj = Fi, i = 1..N, (2.48)

což nenı́ nic jiného, než soustava lineárnı́ch rovnic KU = F pro hledaný vektor koeficientů
lineárnı́ kombinace U . Řešenı́ diskrétnı́ho problému (2.44) je tedy ekvivalentnı́ řešenı́ soustavy
rovnic (2.48). Přitom pokud přı́slušná bilineárnı́ forma v AVP byla symetrická, je i matice K
symetrická.26 Pro libovolný vektor V = (v1, ..., vN)T je dı́ky koercivitě bilineárnı́ formy a(·, ·)
V TKV =

∑N
j=1 viaijvj = a(

∑N
j=1 ϕjvj,

∑N
i=1 ϕivi) ≥ α||

∑N
i=1 ϕivi||2V > 0, tedy matice K

je pozitivně definitnı́27, a tedy regulárnı́. Z toho plyne, že vždy existuje jednoznačně určená
inverznı́ matice K−1 a soustava (2.48) je jednoznačně řešitelná. Matice K se obvykle nazývá
matice tuhosti, jak je známo z předmětu NAK1.

2.2.4 Obecné úvahy o konvergenci MKP

Nynı́ obraťme pozornost k otázce, zda a jak konvergujı́ diskrétnı́ řešenı́ uh z konečně dimen-
zionálnı́ch prostorů Vh k přesnému řešenı́ u ∈ V . Jak uvidı́me v dalšı́ch kapitolách, index h

25Konečně dimenzionálnı́ prostor má pochopitelně konečně prvkovou bázi.
26To je podstatná výhoda oproti metodě konečných diferencı́, kdy výsledná soustava rovnic až na výjimky

symetrická nenı́. Symetrie matice K má pozitivnı́ důsledky při řešenı́ soustavy (2.48).
27Připoměňme, že matice An×n je pozitivně definitnı́, pokud pro libovolný nenulový vektor x platı́ xTAx > 0.
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v označenı́ podprostoru Vh se vztahuje k velikosti prvku přı́slušné konečně prvkové sı́tě. Čı́m
jemnějšı́ sı́ť je, tı́m menšı́ je tato hodnota h a zároveň tı́m většı́ je dimenze podprostoru Vh. Z
praktických výpočtů v předmětu NAK1 vı́me, že pokud danou úlohu vypočteme na jemnějšı́ sı́ti,
pak dostaneme (obvykle) přesnějšı́ výsledek. Vyvstává otázka, zda pokud půjdeme s h→ 0+,
budeme se s diskrétnı́m řešenı́m uh blı́žit k řešenı́ přesnému, tedy zda uh → u. Pokud se na věc
podı́váme z jiného pohledu, pak jde o to, zda se zmenšujı́cı́m se h, a tedy s rostoucı́ dimenzı́
podprostorů Vh, budou tyto podprostory aproximovat prostor V tak dobře, aby

lim
h→0+

||u− uh||V = lim
N→∞

||u−
N∑
i=1

ϕiui||V = 0. (2.49)

Odhad chyby (neboli vzdálenosti přesného a diskrétnı́ho řešenı́ ve smyslu normy prostoru V )
||u− uh||V dává následujı́cı́ velice důležité

Céaovo lemma. Nechť je definován AVP a jemu přiřazený diskrétnı́ problém (2.44). Potom
existuje konstanta C nezávislá na Vh taková, že

||u− uh||V ≤ C inf
vh∈Vh

||u− vh||V . (2.50)

Důkaz
Začněme následujı́cı́m velice důležitým pozorovánı́m. V původnı́m AVP jde o nalezenı́ u ∈ V ,
aby pro všechna v ∈ V platilo

a(u, v) = (f, v),

a tedy speciálně (jelikož má-li původnı́ AVP platit pro všechna v ∈ V , musı́ platit i pro vh ∈ Vh)

a(u, vh) = (f, vh).

V přı́slušném diskrétnı́m problému pak hledáme uh ∈ Vh tak, že pro všechna vh ∈ Vh platı́

a(uh, vh) = (f, vh).

Odečtenı́m poslednı́ch dvou rovnostı́ dostáváme následujı́cı́ vztah, kterému se řı́ká tzv. Galerki-
novská ortogonalita

a(u− uh, vh) = 0. (2.51)

Galerkinovská ortogonalita (2.51) nám řı́ká, že má li být uh diskrétnı́m řešenı́m, pak musı́ být
vektor eh = u − uh označujı́cı́ chybu mezi přesným a diskrétnı́m řešenı́m “kolmý” na všechny
prvky podprostoru Vh. Slovo kolmý jsme schválně dali do uvozovek, neboť jde o kolmost ve
smyslu skalárnı́ho součinu pouze v přı́padě, že je bilineárnı́ forma a symetrická a určuje tak
skalárnı́ součin na V . I v přı́padě, že je však nesymetrická, dává (2.51) jakýsi analogický vztah.

Z koercivity a(·, ·) nynı́ dostáváme

α||u− uh||2V ≤ a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh) ≤M ||u− uh||V ||u− vh||V ,

kde rovnost uprostřed jsme zı́skali přičtenı́m a odečtenı́m vh ve druhé složce a a s využitı́m
Galerinovské ortogonality (2.51). Poslednı́ nerovnost plyne ze spojitosti a. Po vydělenı́ α a
||u− uh||V dostáváme

||u− uh||V ≤ C||u− vh||V , (2.52)
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kde C = M
α

, což je hledaná nerovnost, která platı́ pro všechna vh ∈ Vh. Tedy musı́ platit i pro
infimum

||u− uh||V ≤ C inf
vh∈Vh

||u− vh||V (2.53)

a důkaz je hotov.

Nerovnost (2.50) v Céaově lemmatu je klı́čová pro všechny odhady chyb, které z nı́ vycházejı́.
V konkrétnı́ch odhadech pak jde ”jen” o to, jakým způsobem zkonstruujeme podprostor Vh.
Céaovo lemma nám pak umožňuje převést odhad chyby ||u − uh||V na problém schopnosti
prostorů Vh aproximovat původnı́ prostor V . Jinými slovy převádı́ problém na vyhodnocenı́
vzdálenosti dist(u, Vh) = infvh∈Vh ||u − vh||V mezi funkcı́ u ∈ V a podprostorem Vh. V této
souvislosti doporučujeme čtenáři, aby si prostudoval Dodatek (3.3.1), který se týká Hilber-
tových prostorů, a zejména pojmu kolmosti, existence nejbližšı́ho prvku k dané množině a
ortogonálnı́ch rozkladů.

Obsahem dalšı́ch odstavců bude konstrukce odhadů chyb pro konkrétnı́ volbu podprostoru
Vh. Předesı́láme, že metoda konečných prvků volı́ tyto prostory velmi speciálně jako prostory
po částech polynomiálnı́ch funkcı́.

2.3 Apriornı́ odhad chyby
Budeme se zabývat otázkou, jak dobře dokážeme aproximovat funkci u ∈ V , která řešı́ AVP
(2.2), pomocı́ libovolného vh z konečněprvkového prostoru Vh. K zodpovězenı́ této otázky
budeme potřebovat několik vět spı́še technického charakteru. Pro jednoduchost se nejdřı́ve
zaměřı́me na jednorozměrnou úlohu pružnosti, která již byla popsána v úvodu této kapitoly.

Ze Ceova lemmatu vı́me, že abychom odhadli chybu ||u−vh||V , stačı́ pracovat s infvh∈Vh ||u−
vh||V , neboli stačı́ odhadnout normu ||u − vh||V pro libovolné vh ∈ Vh. Přirozenou volbou
funkce vh je orthogonalnı́ projekce přesného řešenı́ u na prostor Vh, tato volba ale nenı́ vhodná,
protože zkonstruovánı́ orthogonálnı́ projekce u na prostor Vh je velice obtı́žné. My zvolı́me za
vh interpolaci přesného řešenı́ Π(u), a to navı́c takovou, aby jejı́ restrikce na každý element byla
Lagrangeova či Hermitova28 interpolace u, neboli

||u− uh||V ≤ C||u− vh||V = C||u− Π(u)||V (2.54)

Π(u)|K = ΠK(u|K) (2.55)

kde ΠK(u|K) značı́ Lagrangeovu či Hermitovu interpolaci funkce u na elementu K. Výhodou
takto zvolené interpolace je, že chybu řešenı́ můžeme zapsat pomocı́ odhadů chyby na jed-
notlivých elementech

||u− uh||1,Ω ≤ C||u− Π(u)||1,Ω = C

(∑
K

||u− Π(u)||21,K

) 1
2

= (2.56)

= C

(∑
K

||u− ΠK(u|K)||21,K

) 1
2

(2.57)

28Zjedodušeně řečeno Lagrangeova interpolace využı́vá k interpolaci pouze uzlových hodnot, zatı́mco Hermi-
tova i jejich derivacı́.
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Stačı́ nám tedy odhadnout chybu řešenı́ lokálně na každém prvku, což je velice výhodné a je
možné odhadnout chybu pouze na referenčnı́m konečném prvku a tento odhad ztransformovat
na prvek skutečný. V dalšı́ části se proto budeme zabývat chybou interpolace na konečném
prvku. Začneme s matematickou definicı́ konečného prvku.

2.3.1 Konečný prvek

Definice Konečný prvek v Rn je trojice (K,Σ, P ), kde

• K ⊂ Rn s lipschitzovskou29 hranicı́ a neprázdným vnitřkem

• Σ je množina N spojitých lineárnı́ch forem Li : C∞(K) 7→ Rn, 1 ≤ i ≤ N

• P je prostor polynomů s bázı́ ϕi, i = 1, 2, ..., N .

Pojem konečného prvku objasnı́me pomocı́ lineárnı́ho Lagrangeovského prvku v jedné dimenzi

Definice Lineárnı́ Lagrangeovký 1D prvek

• K: Úsečka s krajnı́mi body A a B

• Σ je množina tvořena dvěma lineárnı́mi formami

– L1(u) = u(A)

– L2(u) = u(B)

které nám funkci u zobrazı́ na hodnoty funkce u v krajnı́ch bodech A a B. Lineárnı́m
formám Li řı́káme stupně volnosti.

• P : Prostor polynomů prvnı́ho stupně P1([A,B]), s bázovými funkcemi

– ϕ1 =
xB − x
xB − xA

– ϕ2 =
x− xA
xB − xA

Bázové funkce ϕi jsou definovány tak, aby

Li(ϕj) = δij (2.58)

neboli
L1(ϕ1) = ϕ1(xA) =

xB − xA
xB − xA

= 1 (2.59)

L1(ϕ2) = ϕ2(xA) =
xA − xA
xB − xA

= 0 (2.60)

29pro vysvětlenı́ výrazu lipschitzovská hranice odkazujeme na přednášky z Matematiky 4
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Stejným způsobem se můžeme přesvědčit o platnost vztahu (2.58) pro druhou bázovou
funkci, tuto úlohu přenecháváme čtenáři jako cvičenı́. Interpolaci ΠK funkce v můžeme
pomocı́ bázových funkcı́ ϕ1, ϕ2 a stupňů volnosti L1, L2 zapsat jako

ΠK(v) = L1(v)ϕ1 + L2(v)ϕ2 = v(xA)ϕ1 + v(xB)ϕ2 (2.61)

tedy součet hodnoty funkce v v bodě A přenásobené prvnı́ bázovou funkcı́ a hodnoty
funkce v v bodě B přenásobené druhou bázovou funkcı́. Z definice ΠK vyplı́vá

ΠK(p) = p ∀p ∈ P1(K) (2.62)

neboli interpolace zachovává polynomy stupně jedna.

Přı́kladem Hermitovského prvku je nosnı́kový prvek založený na Navierově-Bernoulliho hy-
potéze

Definice Nosnı́kový prvek

• K: Úsečka s krajnı́mi body A a B

• Σ je množina tvořena čtyřmi lineárnı́mi formami

– L1(w) = w(A)

– L2(w) = w(B)

– L3(w) = w,x(A)

– L4(w) = w,x(B)

funkcemi průhybuw v bodechA aB a jejich derivacemiw, x, které majı́ význam potočenı́.

• P : Prostor polynomů třetı́ho stupně P3([A,B]), s bázovými funkcemi

– ϕ1 = 1− (3x2)
(xB−xA)2 + (2x3)

(xB−xA)3

– ϕ2 = (3x2)
(xB−xA)2 − (2x3)

(xB−xA)3

– ϕ3 = x− 2x2

(xB−xA)
+ x3

(xB−xA)2

– ϕ4 = − x2

(xB−xA)
+ x3

(xB−xA)2

2.3.2 Referenčnı́ konečný prvek v 1D

Koncept referenčı́ho prvku je velice užitečný jak při počı́tačové implementaci, tak při odhadovánı́
chyby řešenı́, neboť nám umožňuje pracovat pouze s referenčnı́m prvkem a následně odhady
chyb převádět na prvek skutečný. V přı́padě tlačeného-taženého prvku zavedeme přirozenou
souřadnici ξ, která je rovna −1 v uzlovém bodě A a 1 v uzlovém bodě B. Hodnotu skutečné
souřadnice x vypočı́táme pomocı́ zobrazenı́ F : K̂ → K, kde K̂ značı́ referenčnı́ prvek a K
značı́ skutečný prvek, Zobrazenı́ F je definováno pomocı́ přirozené souřadnice ξ a souřadnic
uzlových bodů A a B se souřadnicemi xA a xB:
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−1 1 xA xB

F

Obr. 2.2: 1D referenčnı́ prvek

x = F (ξ) =
1

2
(1− ξ)xA +

1

2
(1 + ξ)xB (2.63)

Tento vztah je také možné přepsat jako

F (ξ) = N1(ξ)xA +N2(ξ)xB (2.64)

kde
N1(ξ) =

1

2
(1− ξ) (2.65)

a
N2(ξ) =

1

2
(1 + ξ) (2.66)

jsou dobře známé bázové funkce lineárnı́ho tlačeného-taženého prvku v přirozených souřadnicı́ch.
Dosazenı́m můžeme ověřit hodnotu souřadnice x v uzlových bodech

x(−1) =
1

2
(1 + 1)xA +

1

2
(1− 1)xB = xA (2.67)

x(1) =
1

2
(1− 1)xA +

1

2
(1 + 1)xB = xB (2.68)

a uprostřed prvku

x(0) =
1

2
(1)xA +

1

2
(1)xB =

xA + xB
2

(2.69)

2.3.3 Odhad chyby aproximace pro 1D úlohu

Přikročı́me k formulaci věty o odhadu seminormy funkce na skutečném prvku pomocı́ semi-
normy na prvku referenčnı́m a naopak

Věta 2.2. Pro libovolnou funkci v ∈ Hm (K) platı́

|v̂|m,K̂ ≤ C

(
hk
2

)m− 1
2

|v|m,K (2.70)

|v|m,K ≤ C

(
2

hK

)m− 1
2

|v̂|m,K̂ (2.71)

kde K značı́ skutečný prvek, K̂ značı́ prvek referenčnı́ a v̂ = v ◦ F
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Důkaz: K důkazu této věty použijeme větu o substituci s pravidlem o derivaci složené funkce.
Nejdřı́ve vyjádřı́me derivaci funkce v̂ vzhledem k souřadnicı́m ξ na referenčnı́m prvku pomocı́
derivace v podle x

dv̂

dξ
=

dv

dx
J (2.72)

kde J je Jakobián zobrazenı́ (2.63) definovaný jako

J =
dx

dξ
=
x1

2
+
x2

2
=
hK
2

(2.73)

kde hK značı́ délku prvku K. Obecně můžeme vyjádřit m-tou derivaci funkce v̂ pomocı́
derivace funkce v

dmv̂

dξm
=

dmv

dxm
Jm (2.74)

Po dosazenı́ rovnice (2.73) do (2.74) dostáváme vyjádřenı́ derivace v̂ na referenčnı́m prvku
pomocı́ derivace v na skutečném prvku

dmv̂

dξm
=

dmv

dxm

(
hK
2

)m
(2.75)

Můžeme přejı́t k odhadu L2-normy m-té derivace funkce v̂ pomocı́ L2-normy m-té derivace
funkce v. Vyjdeme z definice L2-normy, do které dosadı́me rovnici (2.75) a s využitı́m věty o
substituci převedeme integrál z prvku K̂ na prvek K. K tomu budeme opět potřebovat Jakobián
zobrazenı́ z referenčnı́ho na skutečnı́ prvek, který nám udává vztah mezi diferenciály souřadnic

dx = Jdξ =
hK
2

dξ (2.76)

Nakonec dostáváme√∫ 1

−1

(
dmv̂

dξm

)2

d ξ =

√∫ B

A

(
dmv

dxm

)2(
hK
2

)2m
2

hK
dx (2.77)

Z pravé strany rovnice vytkneme členy obsahujı́cı́ hK√∫ 1

−1

(
dmv̂

dξm

)2

d ξ =

√(
hK
2

)2m
2

hK

√∫ B

A

(
dmv

dxm

)2

dx (2.78)

integrál na levé i na pravé straně můžeme zapsat pomocı́ seminormy

|v̂|m,K̂ =

(
hK
2

)m− 1
2

|v|m,K (2.79)

což je prvnı́ tvrzenı́ s C = 1.
Při důkazu druhého tvrzenı́ postupujeme zcela obdobně, pouze vyměnı́me K̂ za K a naopak.√∫ B

A

(
dmv

dxm

)2

d x =

√∫ 1

−1

(
dmv̂

dξm

)2(
2

hK

)2m
hK
2

dξ (2.80)
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Z pravé strany rovnice vytkneme členy obsahujı́cı́ hK√∫ B

A

(
dmv

dxm

)2

d x =

√(
2

hK

)2m
hK
2

√∫ 1

−1

(
dmv̂

dξm

)2

dξ (2.81)

což můžeme pomocı́ seminorem přepsat jako

|v|m,K =

(
hK
2

) 1
2
−m

|v̂|m,K̂ (2.82)

dostáváme druhé tvrzenı́ s C = 1.

Ještě než přejdeme k vyslovenı́ věty pro odhad chyby aproximace, budeme potřebovat následujı́cı́
větu:

Věta 2.3. Existuje konstanta C > 0 taková, že pro libovolnou funkci v̂ ∈ Hk+1(K̂) platı́

inf
p∈Pk(K̂)

||v̂ + p||k+1,K̂ ≤ C|v̂|k+1,K̂ (2.83)

pokud tedy k funkci v̂ ∈ Hk+1 přičteme libovolný polynom stupně k, můžeme Hk+1-normu
tohoto součtu odhadnout pomocı́ Hk+1 seminormy funkce v̂.

Důkaz tohoto tvrzenı́ je poměrně složitý, proto ho zde neuvádı́me a čtenáře odkazujeme
na odbornou literaturu. Nynı́ jsme již připraveni k vyslovenı́ klı́čové věty pro odhad chyby
aproximace konečného prvku.

Věta 2.4. Nechť interpolace ΠK̂ zachovává polynomy k-tého stupně, neboli

ΠK̂(p) = p ∀p ∈ Pk(K̂) (2.84)

pak platı́
|v − ΠK(v)|1,K ≤ ChkK |v|k+1,K ∀v ∈ Hk+1(K) (2.85)

Důkaz: Prvnı́m krokem důkazu věty bude přetransformovánı́ seminormy |v−Π(v)|1,K na ref-
erenčnı́ prvek použitı́m věty (2.2)

|v − ΠK(v)|1,K ≤ C

(
2

hK

)m− 1
2

|v − ΠK̂(v̂)|1,K̂ (2.86)

na pravou stranu (2.86) přičteme a odečteme polynom p stupně k a dále využijeme toho, že
interpolačnı́ operátor zachovává polynomy k-tého stupně

v − ΠK̂(v̂) = v + p− p− ΠK̂(v̂) = v̂ + p− ΠK̂(v̂ + p) = (I − ΠK̂)(v̂ + p) (2.87)

což platı́ pro všechna v̂ ∈ Hk+1(K̂) a p ∈ Pk(K̂). I značı́ identitu, jakožto spojité zobrazenı́ z
Hk+1(K̂) do H1(K̂). Následovně dosadı́me (2.87) do (2.86)

|v − ΠK(v)|1,K ≤ C

(
2

hK

)m− 1
2

|(I − ΠK̂)(v̂ + p)|1,K̂ (2.88)
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seminormu z pravé strany (2.88) odhadneme pomocı́ H1-normy

|(I − ΠK̂)(v + p)|1,K̂ ≤ ||(I − ΠK̂)(v + p)||1,K̂ (2.89)

Při odhadu pravé strany vyjdeme z definice normy spojitého zobrazenı́

||(I − ΠK̂)||L(Hk+1(K̂)),(H1(K̂)) = sup
||η||6=0

||(I − ΠK̂)(η)||1,K̂
||η||k+1,K̂

∀η ∈ Hk+1(K̂) (2.90)

Jistě platı́

||(I−ΠK̂)||L(Hk+1(K̂)),(H1(K̂)) = sup
||η||6=0

||(I − ΠK̂)(η)||1,K̂
||η||k+1,K̂

≥
||(I − ΠK̂)(v̂ + p)||1,K̂
||v̂ + p||k+1,K̂

∀η ∈ Hk+1(K̂),

(2.91)
po vynásobenı́ ||v̂ + p|| dostáváme

||(I − ΠK̂)||L(Hk+1(K̂)),(H1(K̂))||v̂ + p||1,K̂ ≥ ||(I − ΠK̂)(v̂ + p)||1,K̂ (2.92)

tento výsledek dosadı́me do (2.89) a odhadneme seminormu rozdı́lu funkce v a jejı́ interpolace

|v̂−ΠK̂(v̂)|1,K̂ ≤ ||(I−ΠK̂)(v̂+p)||1,K̂ ≤ ||I−ΠK̂ ||L(Hk+1(K̂)),(H1(K̂))||v+p||k+1,(K̂) ∀p ∈ Pk(K̂)
(2.93)

jelikož tato nerovnost platı́ pro všechny polynomy stupně k, jistě platı́ jistě i pro jejich infimum
a nerovnost můžeme přepsat jako

|v − ΠK̂(v)|1,K̂ ≤ C||I − Π||L
(Hk+1(K̂)),(H1(K̂))

inf
∀p∈Pk(K̂)

||v + p||k+1,K̂ (2.94)

Normu ||(I − Π)||L(H2(K̂)),(H1(K̂))
zahrneme do konstanty C

|v̂ − ΠK̂(v̂)|1,K̂ ≤ Ĉ inf
∀p∈Pk(K̂)

||v̂ + p||k+1,K̂ (2.95)

Pravou stranu odhadneme pomocı́ věty (2.3)

|v̂ − ΠK(v̂)|1,K̂ ≤ C|v̂|k+1,K̂ (2.96)

a tento výsledek dosadı́me do (2.86)

|v − ΠK(v)|1,K ≤ C

(
2

hK

)m− 1
2

|v̂|k+1,K̂ (2.97)

poslednı́m krokem je převedenı́ pravé strany zpět na element K, což můžeme provést použitı́m
odhadu (2.70)

|v − ΠK(v)|1,K ≤ C

(
2

hK

)m− 1
2

|v|k+1,K̂ < C

(
hK
2

)k
|v|k+1,K (2.98)
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Dokázali jsme tedy, že chyba interpolace prvku je řádu O(hkK), abychom dostali chybu aproxi-
mace řešenı́, stačı́ za funkci v dosadit u, tedy řešenı́ AVP(2.2) a posčı́tat interpolačnı́ chyby přes
všechny prvky, viz (2.56). Výsledná chyba má tvar

|(u− Π(u))|1,Ω ≤ Chk|u|k+1,Ω ∀u ∈ Hk+1(Ω) (2.99)

kde h = maxKhk a Ω je oblast na které řešı́me AVP, v tomto přı́padě interval [0, L] . Výsledná
chyba aproximace metody konečných prvků jeO(hk), kde h je délka nejdelšı́ho prvku a parametr
k souvisı́ s regularitou přesného řešenı́. Pokud je přesné řešenı́ u ∈ H2(Ω) dostáváme

|(u− Π(u))|1,Ω ≤ Ch|u|2,Ω (2.100)

Tento odhad vypadá na prvnı́ pohled hůře než odhad, který jsme dostali v metodě konečných
diferencı́. Musı́me si ale uvědomit, že jsme nedostali odhad chyby aproximace funkce u, ale jejı́
derivace podle prostorové proměnné, která v má v našem přı́padě fyzikálnı́ význam deformace.
Dostali jsme tedy chybu aproximace deformace řádu O(h). Otázkou je, jak odhadnout chybu
aproximace pro posuny, tedy odhad v L2 normě. K tomu sloužı́ takzvaný Aubinův-Nietscheho
trik.

Věta 2.5. Hledáme φg ∈ H1 tak, že pro g ∈ L2 platı́

a(v, φg) = (g, v) ∀v ∈ H1 (2.101)

kde a je bilineárnı́ forma definovaná v AVP(2.2). Pak

||u− uh||0 ≤M ||u− uh||1 sup
g∈L2

(
1

||g||0
inf
vh∈Vh

||φg − vh||
)

(2.102)

Tento problém je tzv. duálnı́ k AVP(2.2).

Důkaz: Zopakujme problém duálnı́m k AVP

a(v, φ) = (g, v) (2.103)

který platı́ pro ∀v ∈ H1, musı́ tedy platit i pro řešenı́ AVP u, my však zkusı́me za v dosadit
rozdı́l mezi přesným a přibližným řešenı́m u − uh. Ještě připomeneme tzv. Galerkinovskou
ortogonalitu: a(u− uh, vh) = 0 vh ∈ Vh

(g, u− uh)H = a(u− uh, φ) = a(u− uh, φ) + a(u− uh, vh) = (2.104)
= a(u− uh, φ− vh) ≤M ||u− uh||1||φg − vh||1 (2.105)

AN
kde M je konstanta spojitosti bilineárnı́ formy a(·, ·). Nynı́ vyjádřı́me normu ||u − uh||0

jako

||u− uh||0 = sup
g∈L2

(g, u− uh)
||g||1

(2.106)

a za (g, u− uh) dosadı́me odhad (??)

||u− uh||0 = M ||u− uh||1 sup
g∈H

(
1

||g||0
inf
vh∈Vh

||φg − vh||V
)

(2.107)
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Obr. 2.3: Zadánı́

Věta 2.6. Odhad chyby v L2 normě Necht je adjungovaný variačnı́ problém regulárnı́, neboli

• φg ∈ H2([0, L]) ∀g ∈ L2([0, L])

• ∃C > 0 : ||φg||2,([0,L]) ≤ C||g||0,([0,L]) ∀g ∈ L2([0, L])

Potom

||u− uh||0,Ω ≤ Chk+1|u|k+1,Ω (2.108)

Důkaz: K důkazu této věty nejdřı́ve odhadneme poslednı́ člen rovnice (2.107) pomocı́ rovnice
(2.155)

inf
vh∈Vh

||φg − vh||1,Ω ≤ ||φg − Π(φg)||1,Ω ≤ Ch|φg|2,([0,L]) ≤ Ch||g||0,([0,L]) (2.109)

kde poslednı́ odhad plyne z regularity adjungovaného variačnı́ho problému. S tı́mto výsledkem
a s využitı́m Aubinova-Nietzcheho triku již nenı́ problém dokázat odhad chyby aproximace v
L2 normě. Zopakujme výsledek (2.107)

||u− uh||0,Ω ≤M ||u− uh||1 sup
g∈L2

(
1

||g||0
inf
vh∈Vh

||φg − vh||V
)

(2.110)

ve kterém odhadneme poslednı́ člen pomocı́ (2.109) a následně použijeme odhad (2.155)

||u− uh||0,Ω ≤ Ch||u− uh||1,[(0,L)] ≤ Chk+1||u− uh||k+1,[(0,L)] (2.111)

Jak vidı́me, tak nakonec dostáváme stejný řád aproximace jako v MKD. Musı́me však poz-
namenat, že tento odhad platı́ pro funkce u ∈ Hk+1. Otázka hladkosti řešenı́ je poměrně kom-
plikovaný problém, který závisı́ na celé řadě faktorů, jako je napřı́klad hladkost pravé strany
(zatı́ženı́), hladkost okrajovým podmı́nek atd. Tyto informace nám umožňujı́ volit teoreticky
optimálnı́ konstrukci prostotu Vh. Jak jsme ukázali, pokud v je u ∈ H2, je chyba aproximace
posunů řádu O(h2) a deformacı́ O(h) a nemá smysl použı́vat jiné než lineárnı́ konečné prvky,
pokud je však u ∈ H3 chyba aproximace je řádu O(h3) a použitı́ kvadratických prvků může
být výhodné.
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2.3.4 Přı́klad

Použitı́ metody konečných prvků ilustrujeme na přikladu taženého prutu, který byl řešen v
úvodu kapitoly popisujı́cı́ MKD, zadánı́ viz Obr.2.3. Rovnice popisujı́cı́ tento problém má tvar

EAu,xx + fx = 0 (2.112)

s okrajovými podmı́nkami
u(0) = 0 u(L) = 0 (2.113)

Přı́slušný Abstraktnı́ variačnı́ problém znı́∫ L

O

EAu,xv,xdx+

∫ L

O

fxvdx = 0 ∀v ∈ H1
0 ([0, L]) (2.114)

Vyřešı́me tento problém metodou konečných prvků. Budeme tedy hledat uh ∈ Vh, kde Vh
je nějaký vhodně zkonstruovaný podprostor prostoru H1

0 . K sestrojenı́ Vh využijeme lineárnı́
Lagrangeovský konečný prvek popsaný v předchozı́ kapitole. Rozdělme interval [0,L] ekvidis-
tantně na N + 1 prvků s dělı́cı́mi body x0, x1, ..., xN+1, které nazýváme uzly a h = L

N+1
značı́

délku prvku. Zaveďme funkce ϕi(x)

ϕ(x) =


0 pokud x ∈ (0, xi−1)
x−xi−1

h
pokud x ∈ (xi−1, xi)

xi+1−xi
h

pokud x ∈ (xi, xi+1)

0 pokud x ∈ (xi+1, L)

(2.115)

a konečněprvkový prostor Vh definujeme jako lineárnı́ obal funkcı́ ϕi. Definic konečně
prvkového prostoru můžeme zapsat jako Vh = {vh ∈ C([0, L]); vh|xi−1,xi ∈ P1([xi−1, xi]), vh(0) =
vh(L) = 0} ∀i = 1, 2, ..., N , je to tedy prostor spojitých funkcı́ na intervalu [0, L] s nulovými
hodnotami na kraji intervalu, jejichž restrikce na jednotlivé elementy jsou lineárnı́ polynomy.
Jelikož funkce ϕ tvořı́ bázi prostoru Vh, můžeme psát, viz kapitola o Galerkinově metodě(??)

N∑
j=1

a(ϕi, ϕj)uj = (f, ϕj) ∀ϕi = 1, 2, ..., N (2.116)

K řešenı́ úlohy použijeme stejnou sı́t’jako MKD. Spočtěme členy a(ϕi, ϕj). Dı́ky volbě bázových
funkcı́ bude

a(ϕi+k, ϕi) = 0 ∀k > 1 (2.117)

a
a(ϕi−k, ϕi) = 0 ∀k > 1 (2.118)

což je patrné z obrázku (??). Pro výpočet matice tuhosti stačı́ spočı́tat tři různé členy a pravou
stranu

•
a(ϕi+1, ϕi) = EA

∫ xi+1

xi

−1

h

1

h
= −EA

h
(2.119)
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Obr. 2.4: Bázové funkce

•
a(ϕi, ϕi) = EA

∫ xi+1

xi

1

h

1

h
+ EA

∫ xi

xi−1

1

h

1

h
= 2

EA

h
(2.120)

•
a(ϕi−1, ϕi) = EA

∫ xi

xi−1

1

h

1

h
= −EA

h
(2.121)

•
(f, ϕi) =

∫ xi

xi−1

= fϕi = fh (2.122)

a nakonec dostáváme
EA

h

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

U2

U3

U4

 =

fhfh
fh

 . (2.123)

Vidı́me, že jsme obdrželi stejnou soustavu jako v metodě konečných diferencı́ a navı́c i při
použitı́ metody konečných prvků dostáváme v uzlech sı́tě přesné řešenı́.

To však platı́ jen v jednodimenzionálnı́m přı́padě při použitı́ lineárnı́ch konečných prvků.
Obecně vede metoda konečných prvků na jinou matici než metoda sı́tı́, navı́c v obecných
přı́padech nenı́ při výpočtu metodou konečných prvků rovnice v uzlech splněna přesně. Na
obrázku xz vidı́me chybu řešenı́ v různých normách.

Na ose x je vynesen počet prvků sı́tě a na ose y je chyba řešenı́ v semilogaritmickém
měřı́tku. Je vidět, že L2-norma přibližného řešenı́ konverguje k přesnému řešenı́ kvadraticky,
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Obr. 2.5

neboli při použitı́ dvojnásobného počtu prvků se chyba řešenı́ zmenšı́ čtyřikrát. V druhém
přı́padě je vykreslena chyba deformacı́. Zde již nedostáváme tak rychlou konvergenci, což jsme
však očekávali a je to zcela v souladu s odvozenými výsledky.

Otázkou stále zůstává, zda odhady, které jsme dokázali pro jednodimenzionálnı́ úlohu jsou
platné i pro obecnějšı́ úlohy. Zaměřı́me se na dvoudimenzionálnı́ úlohu. Nejprve zavedeme
lineárnı́ Lagrangeovský trojúhelnı́kový prvek

Definice Lineárnı́ trojúhelnı́kový konečný prvek

• K je trojúhelnı́k s vrcholy A, B a C

• Σ je množina tvořena třemi lineárnı́mi formami L1(u) = u(A) L2(u) = u(B) L3(u) =
u(C)

• P : Prostor polynomů prvnı́ho stupně P1(K). Bázové funkce lineárnı́ho trojúhelnı́kového
prvku zavedeme v části věnované referenčnı́mu trojúhelnı́kovému prvku.

2.3.5 Referenčnı́ trojúhelnı́kový konečný prvek

Začneme s takzvanými barycentrickými souřadnicemi.30, které jsou bázovými funkcemi lineárnı́ho
Lagrangeovského referenčnı́ho trojúhelnı́kového prvku.

30barycentrické souřadnice se také někdy nazývajı́ plošné souřadnice pro jejich geometrický význam viz (??)
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Barycentrické souřadnice λ1(x),λ2(x) a λ3(x) libovolného bodu x ∈ R2 vzhledem k vr-
cholu A,B a C jsou definovány vztahy

3∑
j=1

λj(x)xj = x

3∑
j=1

λj(x) = 1 (2.124)

Platı́, že λ1, λ2, λ3 ∈ P1 a λi(aj) = δij i, j = 1, 2, 3 Zobrazenı́ F (??) z referenčnı́ho
konečného prvku na prvek skutečný je definované následovně

x = F1(λ1, λ2) = xA + λ1(xB − xA) + λ2(xC − xA) (2.125)

y = F2(λ1, λ2) = yA + λ1(yB − yA) + λ2(yC − yA) (2.126)

F můžeme zapsat jako

F = BK

(
λ1

λ2

)
(2.127)

kde BK je matice definovaná jako

BK =

(
xB − xA xC − xA
yB − yA yC − yA

)
(2.128)

Věta 2.7. Normu matice BK lze odhadnout pomocı́ průměru elementu hK a ρ̂, tedy poloměru
koule vepsané do referenčnı́ho trojúhelnı́ka K̂.

||BK || ≤
hk
ρ̂

(2.129)

Normu inverzni matice B−1
K lze naopak odhadnout pomocı́ průmeru referenčnı́ho prvku K̂ a ρ,

což je poloměr koule vepsané do prvku K.

||B−1
K || ≤

ρ

ĥ
(2.130)

Důkaz: Začneme s definicı́ normy matice

||BK || = sup
||η||=1

||BKη|| =
1

ρ̂
= sup
||η||=ρ̂

||BKη|| (2.131)

Vybereme dva body p̂ a q̂ na referenčnı́m prvku, aby η = p − q, neboli ||p̂ − q̂|| = ρ̂. Takové
dva body jistě existujı́, jelikož ρ̂ je poloměr kružnice vepsané do referenčnı́ho trojúhelnı́ku.
Promı́tneme p̂ a q̂ na skutečný prvek: p = Bp̂, q = Bq̂. Vzdálenost těchto bodů můžeme
odhadnout parametrem hK , který značı́ délku nejdelšı́ strany trojúhelnı́ku K, neboli dostáváme

||BK || =
1

ρ̂
||BKη|| =

1

ρ̂
||BK(p̂− q̂)|| = 1

ρ̂
||p− q|| ≤ hK

ρ̂
(2.132)

Odhad ||B−1
K || je zcela analogický a čtenář ho jistě zvládne sám.
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Obr. 2.7: Referenčnı́ trojúhelnı́kový prvek

2.3.6 Odhad chyby aproximace pro 2D úlohy

Dále postupujeme stejně jako pro jednodimenzionálnı́ přı́pad. Potřebujeme vědět jak odhadnout
Lm-seminormu funkce na skutečném prvku pomocı́ Lm-seminormy na prvku referenčnı́m a
naopak

Věta 2.8. Pro libovolnou funkci v ∈ Hm (K) platı́

|v̂|m,K̂ ≤ C||BK ||m |det(BK)|−
1
2 |v|m,K (2.133)

|v|m,K ≤ C||B−1
K ||

m |det(BK)|
1
2 |v̂|m,K̂ (2.134)

Důkaz: Na rozdı́l od jednodimenzionálnı́ úlohy se omezı́me na m = 2. Jak uvidı́me tato volba
je pro naše účely zcela dostačujı́cı́. Postupovat budeme analogicky s 1D přı́padem. Nejprve
pomocı́ věty o substituci a zobrazenı́ F přetransformujeme seminormu z referenčnı́ho elementu
na element skutečný. Potřebujeme přetransformovat druhé derivace funkce v

∂2v̂

∂λ1∂λ1

=
∂

∂λ1

(
∂v

∂x

∂F1

∂λ1

+
∂v

∂y

∂F2

∂λ1

)
=
∂2v

∂x2

∂F1

∂λ1

∂F1

∂λ1

+
∂2v

∂x∂y

∂F2

∂λ1

∂F1

∂λ1

+
∂2v

∂y∂x

∂F1

∂λ1

∂F2

∂λ1

(2.135)

+
∂2v

∂y2

∂F2

λ1

∂F2

∂λ1

=
∂2v

∂x2
B11B11 +

∂2v

∂x∂y
B21B11 +

∂2v

∂y∂x
B11B21 +

∂2v

∂y2
B21B21(2.136)

Jistě platı́, že |Bij| ≤ ||B||, což je na prvnı́ pohled vidět pokud uvažujeme napřı́klad řádkovou
normu matice31, která je definovaná jako maximum ze součtů absolutnı́ch hodnot prvků matice
v jednotlivých řádcı́ch. Potom můžeme odhadnout členy Bij vystupujı́cı́ u druhých derivacı́
funkce v pomocı́ normy matice BK , dostáváme odhad

∂2v̂

∂λ1∂λ1

≤ 4||BK ||2
∑
i+j=2

∂2v

∂xi∂yj
(2.137)

31Norma matice může být definována několika způsoby. Všechny tyto normy jsou si v jistém smyslu ekviva-
lentnı́
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a pro součet všech druhých derivacı́ funkce v̂∑
i+j=2

∂2v̂

∂λi1∂λ
j
2

≤ 16||BK ||2
∑
i+j=2

∂2v

∂xi∂yj
(2.138)

kde
∑

i+j=2
∂2v

∂xi∂yj
značı́ součet všech druhých derivacı́ funkce v. Výsledky pro dalšı́ derivace

dostaneme cyklickou záměnou indexů. Nynı́ můžeme přistoupit k odhadu seminormy funkce v̂

|v̂|2,K̂ =

√√√√∫
K̂

(∑
i+j=2

∂2v̂

∂λi1∂λ
j
2

)2

dλ ≤

√√√√∫
K

(∑
i+j=2

∂2v

∂xi∂yj
16||BK ||2

(
1

J

)2
)2

dx (2.139)

kde J = det(B) je Jakobián zobrazenı́ mezi prvky K̂ aK. Vytkneme člen 16||B||2|det(BK)|− 1
2

před odmocninu a integrál zapı́šeme pomocı́ seminormy

|v̂|2,K̂ =

√√√√∫
K̂

(∑
i+j=2

∂2v̂

∂λi1∂λ
j
2

)2

dλ ≤ 16||B||2J−
1
2

√√√√∫
K

(∑
i+j=2

∂2v

∂xi∂yj

)2

dx = (2.140)

= 16||B||2|det(BK)|−
1
2 |v|2,K (2.141)

Tı́m jsme dokázali prvnı́ tvrzenı́. Druhé tvrzenı́ se dokáže zcela analogicky a přenecháváme ho
čtenáři jako cvičenı́.

Dalšı́ věty jsou již s 1D přı́padem zcela analogické, pro úplnost je zde stručně znovu
uvádı́me.

Věta 2.9. Existuje konstanta C > 0 taková, že pro libovolnou funkci v ∈ H2(K̂) platı́

inf
p∈P1(K̂)

||v + p||2,K̂ ≤ C|v|2,K̂ (2.142)

Pro důkaz tohoto tvrzenı́ opět čtenáře odkazujeme na odbornou literaturu.

Věta 2.10. Nechť interpolace ΠK̂ zachovává polynomy 1. stupně, neboli

ΠK̂(p) = p ∀p ∈ P1(K̂) (2.143)

pak platı́

|(v − ΠK(v))|1,K ≤ C
h2
K

ρK
|v|2,K ∀v ∈ H2(K) (2.144)

Důkaz: V prvnı́m kroku odhadneme seminormu rozdı́lu mezi funkcı́ v a jejı́ interpolacı́ na
konečném prvku K pomocı́ seminormy rozdı́lu mezi funkcı́ v a jejı́ interpolacı́ na referenčnı́m
konečném prvku K̂ viz věta (2.134)s m = 1

|(v − ΠK(v))|1,K ≤ C||B−1|| |detB|
1
2 |(v − ΠK̂(v̂))|1,K̂ (2.145)
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K důkazu této věty, stejně jako v 1D nejdřı́ve využijeme to, že interpolačnı́ operátor zachovává
polynomy 1. stupně. Zapı́šeme rozdı́l mezi funkcı́ a jejı́ interpolacı́. Následně k funkci v̂ i k jejı́
interpolaci přičteme polynom stupně 1

v̂ − ΠK̂(v̂) = v + p− p− ΠK̂(v̂) = v̂ + p− ΠK̂(v̂ + p) = (I − ΠK̂)(v̂ + p) (2.146)

což platı́ pro všechna v̂ ∈ H2(K̂) a p ∈ Pk(K̂), následně odhadneme seminormu rozdı́lu funkce
v a jejı́ interpolace

|(v − ΠK̂(v̂))|1,K̂ ≤ C||v̂ + p||2,K̂ ∀p ∈ P1(K) (2.147)

kde jsme normu ||(I − Π)||L(H2([−1,1])),(H1([−1,1])) zahrnuli do konstanty C. Pro odhad pravé
strany použijeme větu (2.9)

|(v − ΠK̂(v̂))|1,K̂ ≤ C̃|v̂|2,K̂ (2.148)

Pravou stranu ztransformujeme zpět z K̂ na K

|(v−ΠK(v))|1,K ≤ C||B−1|| ||B||2 |detB|
1
2 detB|−

1
2 |(v−ΠK(v))|2,K ∀v ∈ H2(K) (2.149)

a normu matice B a jejı́ inverze odhadneme pomocı́ (2.129) a (2.130)

|(v − ΠK(v))|1,K ≤ C
ĥ

ρ

(
hK
ρ̂

)2

|v − ΠK(v))|2,K ∀v ∈ H2(K) (2.150)

kde ĥ
ρ̂2 značı́ poměr mezi délkou nejdelšı́ strany referenčnı́ho prvku a poloměrem kružnice vep-

sané do K̂, který je jistě konstantnı́ a můžeme ho zahrnout do C. Nakonec dostáváme výsledný
odhad

|(v − ΠK(v))|1,K ≤ C

(
h2
K

ρ

)
|(v − ΠK(v))|2,K ∀v ∈ H2(K) (2.151)

Dále budeme uvažovat pouze tzv. regulárnı́ sı́tě, neboli sı́tě pro které existuje konstanta β > 0
nezávislá na hK , ρK a taková, že pro každý element platı́

hK
ρK
≤ β pro h→ 0 (2.152)

kde h = maxK hK To znamená, že se zjemňovánı́m sı́tě nedocházı́ k degeneraci trojúhelnı́ků v
úsečky. Potom můžeme odhad (2.153) přepsat jako

|(v − ΠK(v))|1,K ≤ ChK |(v − ΠK(v))|2,K ∀v ∈ H2(K) (2.153)

Dokázali jsme, že chyba interpolace prvku je řádu O(hK), čı́mž jsme dostali stejný výsledek
jako v přı́padně jednorozměrné úlohy pružnosti a chybu aproximace dostaneme dosazenı́ řešenı́
AVP u za v a posčı́tánı́m chyby interpolace pře jednotlivé elementy, viz (2.56). Výsledná chyba
aproximace má tvar

|(u− Π(u))|1,Ω ≤ Ch|u|2,Ω ∀v ∈ H2(Ω) (2.154)
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kde h = maxKhk a Ω je oblast na které řešı́me AVP. Výsledná chyba aproximace metody
konečných prvků je O(hk), kde h je délka nejdelšı́ho prvku a parametr k souvisı́ s regu-
laritou přesného řešenı́. Jak jsme již zmı́nili regularita přesného řešenı́ je velice kompliko-
vaný problém, omezili jsme se proto pouze na u ∈ H2(Ω) a lineárnı́ konečné prvky, nebot’je
to nejčastěji řešený problém v inženýrské praxi. Odhad v L2-normě obdržı́me opět pomocı́
Aubinova-Nietscheova triku,

|(u− Π(u))|0,Ω ≤ Ch2|u|2,Ω ∀u ∈ H2(Ω) (2.155)

Jak vidı́me, výsledné odhady jsou stejné jako pro jednodimenzionálnı́ úlohu a platı́ dokonce
pro jakýkoliv problém popsaný AVP, pod kterým se může skrývat řada fyzikálnı́ch interpretacı́,
jako úloha stacionárnı́ho vedenı́ tepla, úloha pružnosti a dalšı́.
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3 Dodatky

3.1 Vektorové prostory
Označme R těleso reálných čı́sel (v přı́padě, že bychom potřebovali těleso komplexnı́ch čı́sel
C, výslovně to uvedeme). Prvkům tělesa řı́káme skaláry. Vektorovým prostorem (nebo také
lineárnı́m prostorem) rozumı́me neprázdnou množinu V (jejı́ prvky se nazývajı́ vektory), na
které jsou definovány operace sčı́tánı́ vektorů a násobenı́ vektoru skalárem. Tyto operace majı́
následujı́cı́ vlastnosti:

Každé dvojici vektorů u, v ∈ V je jednoznačně přiřazen prvek u + v ∈ V tak, že u + v =
v + u. Je-li ještě w ∈ V , pak platı́ (u + v) + w = u + (v + w). Těmto vztahům řı́káme
komutativnı́ a asociativnı́ zákon. Ve V existuje jednoznačně určený vektor 0 (nulový vektor,
nebo také počátek) takový, že 0+u = u pro každé u ∈ V . Dále je každému u ∈ V jednoznačně
přiřazen vektor (−u) tak, že u+ (−u) = 0. Vektoru (−u) se řı́ká opačný vektor k vektoru u.

Každému vektoru u ∈ V a skaláru α ∈ R je jednoznačně přiřazen prvek αu ∈ V tak, že
1u = u, α(βu) = (αβ)u, a jsou navı́c splněny distributivnı́ zákony

α(u+ v) = αu+ αv (3.1)
(α + β)u = αu+ βu. (3.2)

Přı́klady vektorových prostorů:

• Těleso reálných čı́sel s běžnými operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ tvořı́ vektorový prostor.

• Mějme uzavřený interval [a, b]. Množina všech spojitých funkcı́ definovaných na [a, b]
spolu s operacı́ sčı́tánı́ funkcı́ (funkce sčı́táme bodově) tvořı́ vektorový prostor. To lze
snadno domyslet, neboť součet dvou spojitých funkcı́ je jistě spojitá funkce a násobek
spojité funkce je rovněž spojitá funkce. Nulovým prvkem je konstantnı́ funkce všude
rovná nule, existence opačného prvku je zřejmá. Tento prostor obvykle značı́meC([a, b]),
někdy také C0([a, b]). Při tomto druhém značenı́ je obecně Ck([a, b]) prostor funkcı́
majı́cı́ch spojité derivace až do řádu k.

• Množina všech čtvercových matic typu n× n tvořı́ vektorový prostor.

Podprostorem vektorového prostoru V je neprázdná množina W , která je uzavřená vzhledem k
operacı́m sčı́tánı́ vektorů a násobenı́ vektoru skalárem, tj. jsou-li u, v ∈ W , pak u + v ∈ W a
je-li u ∈ W a α ∈ R, pak αu ∈ W . Pokud W je podprostorem ve V , značı́me tuto skutečnost
W ⊂⊂ V .

Zavedený pojem (lineárnı́ho) vektorového prostoru je velmi důležitý a představuje abstraktnı́
strukturu mnoha konkrétnı́ch objektů. Asi nejdůležitějšı́ vlastnostı́, plynoucı́ z lineárnı́ struk-
tury, je platnost principu superpozice, se kterým se studenti setkali na mnoha mı́stech v různých
předmětech mechaniky, kde je často základnı́m stavebnı́m kamenem. Za všechny přı́klady
jmenujme silovou, či deformačnı́ metodu pro výpočet prutových konstrukcı́ ze Stavebnı́ mechaniky
3, nebo odvozovánı́ funkcı́ poddajnosti a relaxačnı́ch funkcı́ v předmětu Přetvářenı́ a porušovánı́
materiálů.
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Pro popis a zkoumánı́ vlastnostı́ numerických metod (metody konečných prvků a metody
konečných diferencı́) však budeme potřebovat zavést ještě dalšı́ struktury, stejně důležité, které
s lineárnı́ strukturou obecně nemusı́ souviset. V našem přı́padě však většinou budou. Jsou to
pojmy souvisejı́cı́ s měřenı́m vzdálenosti mezi prvky, velikostı́ prvků a také s měřenı́m úhlů
mezi nimi (speciálně pak zavedenı́ pojmu kolmosti). Studenti se s nimi patrně již setkali v
kurzech matematiky, pro osvěženı́ je však stručně připomeneme.

3.2 Metrika, norma a skalárnı́ součin
Nejprve si připomeneme pojem metrického prostoru. Ačkoliv obecné metrické prostory neb-
udeme přı́mo potřebovat, je vhodné začı́t právě jimi, protože jsou ještě relativně intuitivnı́ a
mnoho vlastnostı́ metrických prostorů lze poté přenést i na obecnějšı́ a hůře představitelné pros-
tory.

Metrika. Mějme libovolnou neprázdnou množinu V . Metrikou na množině V rozumı́me funkci
(nikoliv nutně (bi)lineárnı́!) ρ : V × V 7→ R takovou, ze pro všechna u, v, w ∈ V platı́

(i) ρ(u, v) ≥ 0, ρ(u, v) = 0⇔ u = v

(ii) ρ(u, v) = ρ(v, u)

(iii) ρ(u,w) ≤ ρ(u, v) + ρ(v, w).

Uspořádanou dvojici (V, ρ) nazýváme metrickým prostorem.

Čı́slo ρ(u, v) se nazývá vzdálenost u a v. Vlastnost (i) řı́ká, že vzdálenost nemůže být
záporná a rovná nule může být jen tehdy, jsou-li prvky totožné. Vlastnost (ii) vyjadřuje symetrii,
tedy že vzdálenost u od v je stejná, jako v od u, a konečně vlastnost (iii) je známá trojúhelnı́ková
nerovnost. Pokud bude jasné, o jaký prostor se jedná, budeme mı́sto napřı́klad (V, ρ), psát jen
V .

Přı́klady různých metrik (a metrických prostorů):

• Mějme množinu Rn. Přirozeným zobecněnı́m vzdálenosti z dvou a třı́rozměrných pros-
torů je následujı́cı́ definice (euklidovské) vzdálenosti bodů x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, y =
(y1, ..., yn) ∈ Rn

ρ2(x, y) :=

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2. (3.3)

Množinu Rn, na které definujeme euklidovskou vzdálenost, nazýváme n-rozměrným eu-
klidovským prostorem.

• Na množině Rn je však možné definovat metriku i jiným způsobem. Významné jsou
předevšı́m tzv. “maximová” metrika ρ∞ a “součtová” metrika ρ1:

ρ∞(x, y) := max{|x1 − y1|, ..., |xn − yn|}, (3.4)
ρ1(x, y) := |x1 − y1|+ ...+ |xn − yn|. (3.5)
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Podstatné je, že analogickým způsobem lze metriku zavést i na obecnějšı́ch, a hlavně
nekonečně rozměrných množinách/prostorech (prostorem obvykle nazýváme množinu,
na které je definována nějaká struktura, ať už linearnı́ v přı́padě vektorových prostorů,
metrická v připadě těch metrických, nebo jiná, jak uvidı́me dále). Prvky těchto množin
(prostorů) jsou zpravidla funkce a nenı́ obvykle možné si je dostatečně jasně představit,
jako napřı́klad Rn (pro n = 2, 3). Je však možné na tyto prostory aplikovat poznatky
zı́skané abstrakcı́ obecně platných tvrzenı́, která jsou v prostorech R2,R3 zřejmá z ge-
ometrického názoru. Dı́ky této “geometrizaci” je možné přirozeně zavést původně geo-
metrické pojmy jako vzdálenost (metrika), velikost (norma) a kolmost, přı́padně odchylka
úhlů (skalárnı́ součin).

Uvažujme množinu X všech reálných funkcı́, spojitých na [0, 1]. Otázkou je, jak defino-
vat na takovémto prostoru (který je mimo jiné zjevně lieárnı́, neboť součet dvou spojitých
funkcı́ na daném intervalu i násobek takové funkce je opět spojitá funkce na témže inter-
valu) vzdálenost dvou funkcı́ f, g. Nejpřirozenějšı́ volbou by asi byla definice odpovı́dajı́cı́
“maximové” metrice:

ρ∞(f, g) := max |f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]. (3.6)

Vzdálenost funkcı́ by tak byla dána maximálnı́m rozdı́lem funkčnı́ch hodnot těchto funkcı́
na celém intervalu [0, 1]. Vidı́me, že tato metrika je analogiı́ metriky ρ∞ zavedené na
Rn. Na X můžeme stejně tak definovat metriky, které jsou analogiemi metrik ρ1(x, y),
ρ2(x, y):

ρ1(f, g) :=

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx, (3.7)

ρ2(f, g) :=

√∫ 1

0

(f(x)− g(x))2 dx. (3.8)

Máme-li metrický prostor V pak pro každé dvě množinyM,N ⊂ V definujeme jejich vzdálenost
jako

dist(M,N) := inf{ρ(u, v);u ∈M, v ∈ N}. (3.9)

Speciálně tedy vzdálenost bodu x ∈ P od množiny M ⊂ V je rovna

dist(x,M) := inf{ρ(x, u);u ∈M}. (3.10)

Jednı́m z nejdůležitějšı́ch pojmů pro nás však nebude obecný metrický prostor, ale normovaný
lineárnı́ prostor. Ten je vždycky i prostorem metrickým, neboť jak uvidı́me dále, vždy je na něm
implicitně zavedena i metrika. Normované lineárnı́ prostory tedy lze chápat jako podmnožinu
metrických prostorů.

Norma. Normovaným lineárnı́m prostorem rozumı́me vektorový prostor V , na kterém je defi-
nována funkce || · || : V 7→ R taková, že pro všechna u, v ∈ V a všechna α ∈ R platı́:

(i) ||u|| ≥ 0, ||u|| = 0⇔ u = 0

(ii) ||αu|| = |α|||u|| (3.11)
(iii) ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||. (3.12)
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Funkce || · || : V 7→ R se nazývá norma na V a uspořádaná dvojice (V, || · ||) normovaný
lineárnı́ prostor.

Otázkou nynı́ může být, jaký je vztah mezi normou a metrikou, definovanou na lineárnı́m
(vektorovém) prostoru. Lze snadno ověřit (stačı́ ověřit vlastnosti (i), (ii), (iii) z definice metriky),
že v každém normovaném lineárnı́m prostoru je přirozeně definována i metrika. Každá norma
na lineárnı́m prostoru V totiž přirozeně definuje metriku rovnostı́

ρ(u, v) := ||u− v||. (3.13)

V tomto přı́padě řı́káme, že je metrika “generovaná” nebo “indukovaná” normou. Obráceně to
však neplatı́. Metrika definovaná na lineárnı́m prostoru nemusı́ obecně s jeho lineárnı́ strukturou
vůbec souviset. Metrika generovaná normou má však následujı́cı́ vlastnosti

ρ(u+ w, v + w) := ||u+ w − v − w|| = ||u− v|| = ρ(u, v), (3.14)
ρ(αu, αv) := ||αu− αv|| = |α| ||u− v|| = αρ(u, v). (3.15)

Prvnı́ z nich se nazývá invariance vůči translaci (posunutı́), druhá pak homogenita (obecněji
homogenita prvnı́ho řádu). Z invariance vůči translaci plyne jednoduchou úvahou ρ(u, v) =
ρ(0, v − u), což znamená, že k určenı́ vzdálenosti dvou vektorů stačı́ znát vzdálenost jejich
rozdı́lu od počátku, tedy jinými slovy k určenı́ metriky (vzdálenosti) stačı́ znát velikost ||w|| =
ρ(w, 0) libovolného vektoru w.

Pokud je metrický prostor (V, ρ) úplný32, pak řı́káme, že přı́slušný normovaný lineárnı́ pros-
tor (V, || · ||) je Banachův prostor. Pokud budeme chtı́t zdůraznit, že daná norma je definovaná
na prostoru V , budeme tuto skutečnost značit || · ||V .

Na tomto mı́stě uvedeme významnou větu, kterou využı́váme v důkazu Laxova-Milgramova
lemmatu v odstavci (2.2.2). Jedná se o tzv. ”Větu o pevném bodě”, nebo také o ”Princip
kontraktivnı́ho zobrazenı́”. Toto tvrzenı́ platı́ v libovolném úplném metrickém prostoru. My ho
však uvedem v kontextu normovaných lineárnı́ch prostorů.

Princip kontraktivnı́ho zobrazenı́.
Mějme Banachův prostor V a na něm zobrazenı́ T : V → V , které splňuje

||Tv1 − Tv2|| ≤M ||v1 − v2|| (3.16)

pro všechny dvojice v1, v2 ∈ V a konstantu M, 0 ≤ M < 1. Pak existuje právě jedno u ∈ V
tak, že Tu = u, které se nazývá pevným bodem zobrazenı́ T .

Důkaz Je třeba dokázat, že takový prvek existuje a že existuje jednoznačně. Nejprve se podı́vejme
na důkaz existence. Vezměme libovolný prvek v0 ∈ V a definujme posloupnost

v1 = Tv0, v2 = Tv1, ..., vk+1 = Tvk, ... (3.17)

32Metrický prostor nazýváme úplný, pokud je v něm každá cauchyovská posloupnost prvků konvergentnı́ (tedy
má v tomto prostoru limitu). Posloupnost prvků {xn} se nazývá cauchyovská, pokud pro každé ε ≥ 0 existujı́
n,m tak, že ρ(xn, xm) < ε. V našem přı́padě tedy ||xn − xm|| < ε. Pro bližšı́ informace odkazujeme čtenáře na
přednášky z výběrové matematiky, vedené doc. Nekvindou.
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Potom dle předpokladu platı́

||vk+1 − vk||V = ||Tvk − Tvk−1||V ≤M ||vk − vk−1||V , (3.18)

a tedy indukcı́

||vk − vk−1||V ≤Mk−1||v1 − v0||V . (3.19)

Pro libovolné N > n potom postupně platı́

||vN − vn||V =

∥∥∥∥∥
N∑

k=n+1

(vk − vk−1)

∥∥∥∥∥
V

≤ ||v1 − v0||V
N∑

k=n+1

Mk−1 (Trojúhelnı́ková nerovnost, odhad (3.19))

≤ Mn

1−M
||v1 − v0||V (Součet geometrické řady)

=
Mn

1−M
||Tv0 − v0||V ,

z čehož plyne, že {vn} je cauchyovská posloupnost. Jelikož prostor V je Banachův (a tedy
úplný), je {vn} konvergentnı́ ve V . Označme tedy jejı́ limitu

v := lim
n→∞

vn. (3.20)

Potom ale platı́ (posun indexu o jedničku v konvergenci nehraje žádnou roli)

v = lim
n→∞

vn+1

= lim
n→∞

Tvn

= T ( lim
n→∞

vn) (Zobrazenı́ T je spojité - Heineho definice)

= Tv,

z čehož plyne, že v je hledaný pevný bod zobrazenı́ T .
Že takový prvek může být jen jeden, plyne sporem z následujı́cı́ho. Nechť tedy existujı́ dva

různé prvky v1, v2 ∈ V takové, že Tv1 = v1, T v2 = v2. Potom ale z definičnı́ vlastnosti T je

||Tv1 − Tv2||V ≤M ||v1 − v2||V (3.21)

pro nějaké 0 ≤ M < 1. Jelikož ale dle předpokladu ||Tv1 − Tv2||V = ||v1 − v2||V , musı́ být
zároveň

||v1 − v2||V ≤M ||v1 − v2||V . (3.22)

To je ale možné jen tehdy, je-li ||v1 − v2||V = 0, neboť M < 1. Tedy z vlastnosti normy plyne
v1 = v2, pevný prvek je určen jednoznačně a důkaz je hotov.
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Dalšı́m mimořádně důležitým pojmem je skalárnı́ součin a s nı́m souvisejı́cı́ unitárnı́ prostor. Jde
o přirozené zobecněnı́ nástrojů pro měřenı́ odchylek vektorů, speciálně pak určovánı́ kolmosti
vektorů.

Skalárnı́ součin. Unitárnı́m prostorem rozumı́me lineárnı́ (vektorový) prostor V , na kterém je
definovaná symetrická, pozitivně definitnı́ bilineárnı́ forma. Jinými slovy existuje funkce s :
V ×V 7→ R přiřazujı́cı́ každému u a v ∈ V čı́slo s(u, v) tak, že pro všechna u, v ∈ V a všechna
α ∈ R platı́

(i) s(u, v) = s(v, u)

(ii) s(αu, v) = αs(v, u)

(iii) s(u+ v, w) = s(u,w) + s(v, w)

(iv) x 6= 0⇒ s(u, u) ≥ 0.

Bilineárnı́ formu s(u, v) nazýváme skalárnı́m součinem. Uspořádanou dvojici (V, s) pak nazýváme
unitárnı́m prostorem, nebo také prostorem se skalárnı́m součinem.

Pokud nebude hrozit nedorozuměnı́, budeme skalárnı́ součin prvků u a v obvykle značit
(u, v). Řekneme, že dva prvky u, v ∈ V jsou vzájemně kolmé, pokud jejich skalárnı́ součin
(u, v) = 0. Tuto skutečnost značı́me u ⊥ v. Dvě podmnožiny P,Q jsou vzájemně kolmé,
pokud platı́ (u, v) = 0 pro všechna u ∈ P a v ∈ Q.

Každý skalárnı́ součin na lineárnı́m prostoru V přirozeně indukuje (určuje) na V normu
rovnostı́

||u||V :=
√

(u, u). (3.23)

Vlastnost normy (i) plyne z vlastnosti (iv) skalárnı́ho součinu a faktu, že (0, 0) = 0. Vlast-
nost (ii) plyne z ||αu|| =

√
(αu, αu) =

√
α2||u|| = |α| ||u||. Trojúhelnı́ková nerovnost

(iii) je důsledkem tzv. Schwartzovy nerovnosti, kterou vzhledem k jejı́ důležitosti uvádı́me
samostatně:

Schwartzova nerovnost.

|(u, v)| ≤ ||u||V ||v||V . (3.24)

Potom totiž

||u+ v||2V = (u+ v, u+ v) = ||u||2V + ||v||2V + 2(u, v)

≤ ||u||2V + ||v||2V + 2||u||V ||v||V = (||u||V + ||v||V )2

a po odmocněnı́ dostáváme požadovanou vlastnost (iii) pro normu. Zbývá uvést

Důkaz Schwartzovy nerovnosti
Z definice skalárnı́ho součinu plattı́ pro libovolné u, v ∈ X,α ∈ R

0 ≤ (αu− v, αu− v) = α2||u||2V − 2α(u, v) + ||v||2V , (3.25)

kde vpravo je kvadratický polynom v proměnné α, který má nekladný diskriminant, tj platı́
4(u, v)2− 4||u||2V ||v||2V ≤ 0. Z toho pak snadno plyne (u, v)2 ≤ ||u||2V ||v||2V , což po odmocněnı́
dává Schwartzovu nerovnost, a důkaz je hotov.
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Na každém unitárnı́m prostoru je tudı́ž implicitně zadána norma, a tedy i metrika. Pokud
přı́slušný metrický prostor je úplný (tedy přı́slušný normovaný lineárnı́ prostor Banachův), pak
unitárnı́ prostor V nazýváme Hilbertovým prostorem.

Uveďme pro doplněnı́ ještě dvě dalšı́ důležité nerovnosti, které platı́ v Hilbertových pros-
torech. Prvnı́ z nich je známá Pythagorova věta. Jsou-li u, v ∈ V a platı́-li u ⊥ v, pak je

||u||2V + ||v||2V ≤ ||u+ v||2V . (3.26)

To lze ověřit jednoduchým výpočtem z definice indukované normy a předpokladu kolmosti u a
v. Je totiž ||u+ v||2V = (u+ v, u+ v) = ||u||2V + 2(u, v) + ||v||2V = ||u||2V + ||v||2V .

Druhá důležitá nerovnost se nazývá rovnoběžnı́kové pravidlo. Pro libovolné prvky u, v ∈ V
platı́

||u+ v||2V + ||u− v||2V = 2(||u||2V + ||v||2V ). (3.27)

Ověřenı́ lze udělat přı́mým výpočtem a přenecháváme ho čtenáři. Poznamenejme, že pokud
v obecném Banachově prostoru platı́ rovnoběžnı́kové pravidlo, pak v něm lze zavést skalárnı́
součin tak, aby norma na něm zavedená splývala s tou, kterou tento skalárnı́ součin indukuje.

Spojitost normy a skalárnı́ho součinu.

Norma i skalárnı́ součin definovaný v této kapitole jsou spojitá zobrazenı́. Přesně řečeno, máme-
li Hilbertův prostor X , pak zobrazenı́

u 7→ ||u||V , u ∈ V, (3.28)
{u, v} 7→ (u, v), u, v ∈ V (3.29)

jsou spojitá. Tvrzenı́ plyne z toho, že konvergentnı́ posloupnost je omezená33 a ze Schwartzovy
nerovnosti. Nechť tedy un → u a vn → v. Potom je

|(un, vn)− (u, v)| ≤ |(un, vn − v) + (un − u, v)| ≤ ||un||V ||vn − v||V︸ ︷︷ ︸
→0

+ ||un − u||V︸ ︷︷ ︸
→0

||v||V ,

kde v prvnı́ nerovnosti jsme užili linearitu skalárnı́ho součinu a přičtenı́/odečtenı́ výrazu (un, v),
druhá nerovnost je důsledkem Schwartzovy nerovnosti. Jelikož un je omezená, dostáváme spo-
jitost skalárnı́ho součinu. Pro spojitost normy stačı́ použı́t právě dokázanou spojitost skalárnı́ho
součinu a definici indukované normy. Jelikož již vı́me, že (un, un) → (u, u) a (u, u) = ||u||2V ,
dostáváme, že ||un||2V → ||u||2V , a tedy ||un||V → ||u||V a norma je spojitá.

3.3 Lineárnı́ a bilineárnı́ zobrazenı́
Lineárnı́m zobrazenı́m (někdy též homomorfismem) vektorového prostoru V do vektorového
prostoru V ′ rozumı́me takové zobrazenı́ F prostoru V do V ′ (někdy pı́šeme F ( · ) : V 7→ V ′),
že pro všechna u, v ∈ V a všechny sklaláry α, β ∈ R platı́

F (αu+ βv) = αF (u) + βF (v). (3.30)
33To je vidět snadno. Nechť napřı́klad {xn} konverguje k x. Potom existuje ε > 0, že od jistého n platı́

||xn − x|| < ε. Z trojúhelnı́kové nerovnosti ||xn|| < ε + ||x|| a {xn} je tedy omezená. Poznamenáváme, že zde
použı́váme Heineho definici spojitosti - F je spojité, pokud z xn → x plyne F (xn)→ F (x).
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Pokud je prostor V ′ těleso (napřı́klad reálných čı́sel), pak zobrazenı́ F řı́káme lineárnı́ forma,
někdy také lineárnı́ funkcionál. Přı́klady lineárnı́ch zobrazenı́:

• Mějme výše uvedený vektorový prostor spojitých funkcı́ C0([a, b]). Zobrazenı́, které
každé funkci přiřadı́ jejı́ integrál od a do b, je lineárnı́ funkcionál (forma) definovaný na
C0([a, b]). Formálně vyjádřeno jde o zobrazenı́ F : C0([a, b]) 7→ R s předpisem

F (f) =

∫ b

a

fdx, f ∈ C0([a, b]). (3.31)

• Na tomtéž prostoru definujme zobrazenı́ předpisem

F (f) = max{|f(x)| : x ∈ (a, b)}, f ∈ C0([a, b]). (3.32)

Toto zobrazenı́ je lineárnı́ funkcionál (forma) na prostoru C0([a, b]). Dále ukážeme, že
obě právě definovaná zobrazenı́ lze chápat jako tzv. normy na prostoru C0([a, b]).

Pokud máme na normovaném lineárnı́m prostoru V definován lineárnı́ funkcionál F (·), pak
řekneme, že je omezený, tj. pokud ∃ C <∞ tak, že

|F (u)| ≤ C||u||V , ∀u ∈ V. (3.33)

Z linearity F (·) pak plyne snadno i spojitost, neboť pro všechna u, v ∈ V máme |F (u + v)| =
|F (u) + F (v)| ≤ C||u+ v||V . Prostor všech lineárnı́ch omezených funkcionálů na prostoru V
označujeme V ∗ a nazýváme prostorem duálnı́m k V

V ∗ = {F (·) : V 7→ R; F je lineárnı́ a omezený}. (3.34)

Norma na prostoru V ∗ se definuje jako supremum ”velikostı́” prvků zobrazených pomocı́ F
přes jednotkovou kouli ve V

||F ||V ∗ = sup
u∈V \{0}

|F (u)|
||u||V

. (3.35)

Analogicky však definujeme normu libovolného lineárnı́ho zobrazenı́. Množinu všech lineárnı́ch
zobrazenı́ z V do V ′ značı́me L(V, V ′). Nenı́ těžké ukázat, že L(V, V ′) je lineárnı́ vektorový
prostor. Normu na tomto prostoru definujeme opět jako supremum přes jednotkovou kouli ve
V .

||F ||L(V,V ′) = sup{||F (u)||; ||u||V ≤ 1}. (3.36)

Vzhledem k (3.33) a (3.35) lze tedy řı́ci, že lineárnı́ zobrazenı́ F ∈ L(V, V ′) je spojité, pokud
je omezené, tj. pokud

||F ||L(V,V ′) ≤ C||u||V , ∀u ∈ V.. (3.37)

Množina prvků, které se zobrazenı́m F zobrazı́ na nulový prvek (v přı́padě funkcionálu na
nulu), se nazývá jádro lineárnı́ho zobrazenı́ (homomorfismu) F a značı́ se Ker F . Množinu
všech prvků, na které se zobrazı́ nějaký prvek pomocı́ F , nazýváme obrazem lineárnı́ho zo-
brazenı́ (homomorfismu) F a značı́ se Im F . Přesně vyjádřeno

Ker F = {u ∈ V ;F (u) = 0}, (3.38)
Im F = {F (u);u ∈ V } = F (V ). (3.39)
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Z linearity F se snadno ukáže, že Ker F i Im F tvořı́ podprostory. Pokud je F spojitý, pak jsou
Ker F i Im F uzavřené množiny (a tedy tvořı́ úplné podprostory ve V ).

Kartézským součinem množin X a Y rozumı́me množinu všech uspořádaných dvojic tvaru
(x, y), kde x ∈ X a y ∈ Y , a značı́me ji X × Y . Formálně zapsáno

X × Y = {(x, y); x ∈ X, y ∈ Y }. (3.40)

Bilineárnı́ formou rozumı́me zobrazenı́ a(·, ·) : V × V 7→ R takové, že pro všechny
u, v, w ∈ V a všechny sklaláry α, β ∈ R platı́

a(αu+ βv, w) = αa(u,w) + βa(v, w) (3.41)
a(u, αv + βw) = αa(u, v) + βa(v, w). (3.42)

Právě uvedené vztahy vyjadřujı́ linearitu v prvnı́, resp. druhé složce zobrazenı́ a.
Pokud máme na normovaném lineárnı́m prostoru V definovánu bilineárnı́ formu a(·, ·), pak

řekneme, že je omezená (nebo ekvivalentně spojitá) pokud ∃ C <∞ tak, že

|a(u, v)| ≤ C||u||V ||v||V , ∀u, v ∈ V, (3.43)

symetrická, pokud

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ V, (3.44)

pozitivně definitnı́, pokud

a(v, v) > 0, ∀v ∈ V, (3.45)

a koercivnı́ na Y ⊂⊂ V , pokud ∃ α > 0 tak, že

|a(u, u)| ≥ α||u||2V , ∀u ∈ Y. (3.46)

Nynı́ uvedeme důležitou Riezsovu větu o reprezentaci, o kterou se opı́rá důkaz existence a
jednoznačnosti řešenı́ symetrického variačnı́ho problému, definovaného v kapitole (2.2.1).

Riezsova věta o reprezentaci. Nechť V je Hilbertův prostor. Ke každému lineárnı́mu funkcionálu
F (·) definovanému na V existuje jednoznačně určený prvek u ∈ V takový, že

F (v) = (u, v), ∀v ∈ V. (3.47)

Navı́c norma funkcionálu F (·) ve V ∗ je rovná normě tohoto prvku u ve V

||F ||V ∗ = ||u||V . (3.48)

Než přistoupı́me k důkazu Rieszovy věty, uvedeme některé vlastnosti Hilbertových pros-
torů, které souvisejı́ s existencı́ skalárnı́ho součinu a z něj plynoucı́ho pojmu kolmosti.
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3.3.1 Ortogonálnı́ projekce a metoda nejmenšı́ch čtverců

Obsahem této části je bližšı́ pohled na ortogonalitu v Hilbertových prostorech. Přitom nám
půjde o dvě skutečnosti. Prvnı́ z nich je založena na jednoduché geometrické představě. Mějme
libovolný Hilbertův prostor V a v něm daný prvek (funkci) u. Chceme v úplném podprostoru
Vh ⊂⊂ V najı́t prvek, který bude danému prvku u nejblı́že. Na základě geometrického názoru
(viz Obr. 3.1) představuje nejbližšı́ prvek pata kolmice spuštěná z bodu u (jde pochopitelně
pouze o zjednodušenı́, ovšem podobná ”geometrizace” nám velmi pomáhá pochopit jinak ab-
straktnı́ problémy). Hledaný prvek uh tedy musı́ mı́t tu vlastnost, aby prvek, který vnikne jako
rozdı́l u− uh (který pochopitelně ležı́ ve V ), byl kolmý na podprostor Vh (tedy na každý prvek
tohoto podprostoru). Jednak si ukážeme, že takový prvek existuje, a dále ukážeme, že exis-
tuje jednoznačně. V dalšı́m si pak předvedeme, jak takový prvek prakticky sestrojit - k tomu
uvedeme metodu ”Ortogonálnı́ projekce” a metodu ”Nejmenšı́ch čtverců”. Tento problém sou-
visı́ také s aproximacı́ nějaké funkce pomocı́ daného souboru jiných, jednoduššı́ch (přı́padně
vhodnějšı́ch) funkcı́, jejichž lineárnı́ kombinace ho v nějakém smyslu nejlépe nahrazuje.

Druhá věc, kterou ukážeme, je, že pomocı́ pojmu kolmosti lze Hilbertův prostor jednoznačně
rozložit na tzv. direktnı́ součet dvou podprostorů. Tyto podprostory jsou přitom vzájemně
kolmé, tj. každý prvek z jednoho podprostoru je kolmý na každý prvek z druhého podprostoru.

u

uh

V

Vh

u− uh
{wh}

ũ

Obr. 3.1: Metoda nejmenšı́ch čtverců - Schéma

Začněmě následujı́cı́ charakterizacı́ nejbližšı́ho prvku. Nechť V je Hilbertův prostor a Vh ⊂⊂
V jeho úplný podprostor, uh ∈ Vh a u ∈ V . Potom platı́, že

||u− uh||V = dist(u, Vh) ⇔ u− uh ⊥ Vh. (3.49)
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Abychom tuto ekvivalenci dokázali, musı́me ukázat, že z jednoho tvrzenı́ plyne druhé a naopak.
Předpokládejme tedy nejdřı́ve, že ||u − uh||V = dist(u, Vh). Zvolme nynı́ libovolné vh ∈ Vh a
ε ∈ R. Jelikož uh + εvh ∈ Vh, platı́

||u− uh||2V ≤ ||u− (uh + εvh)||2V = ||u− uh||2V − 2ε(u− uh, vh) + ε2||vh||2V , (3.50)

kde jsme použili předpoklad, že uh je nejbližšı́ prvek. Zbytek plyne z roznásobenı́ (lze přepsat
přes skalárnı́ součin, protože ||u||2V = (u, u)). Z toho však plyne po vydělenı́ ε (pro ε = 0
tvrzenı́ platı́ dle předpokladu) nerovnost

−ε||vh||2V ≤ 2(u− uh, vh) ≤ ε||vh||2V . (3.51)

Jelikož však ε bylo libovolné, dostáváme přechodem k ε → 0, že (u − uh, vh) = 0 a tedy
u− uh ⊥ Vh.

Nechť nynı́ naopak u− uh ⊥ Vh. Potom pro libovolné vh ∈ Vh je podle Pythagorovy věty

||u− vh||2V = ||(u− uh) + (uh − vh)||2V = ||u− uh||2V + ||uh − vh||2V ≥ ||u− uh||2V ,

a tedy uh je nejbližšı́ prvek k u ze všech prvků Vh a důkaz je hotov. Zatı́m tedy vı́me, že má-li
být nějaký prvek z Vh nejbližšı́m prvkem k zadanému prvku u ∈ V , pak rozdı́l u− uh musı́ být
kolmý ke všem prvkům z Vh. Nynı́ vyvstává otázka, zda a kolik takových prvků ve Vh existuje.
Odpověď je následujı́cı́.

Nechť V je Hilbertův prostor a Vh ⊂⊂ V jeho úplný podprostor. Potom existuje právě jeden
prvek uh ∈ Vh tak, že

||u− uh||V = dist(u, Vh). (3.52)

K důkazu tohoto tvrzenı́ nejdřı́ve vyloučı́me triviálnı́ přı́pad, kdy u ∈ Vh. Potom zřejmě u = uh
je jediným prvkem, který požadovanou rovnost splňuje. Nechť tedy u /∈ Vh. Přitom můžeme
bez újmy na obecnosti pomocı́ posunutı́ (transformacı́) h 7→ u − h předpokládat, že u = 034.
Označı́me-li nynı́ d := dist(0, Vh), hledáme vlastně ve Vh prvek s nejmenšı́ normou (což je
totéž, jako prvek nejblı́že počátku), tedy s vlastnostı́ ||uh||V = d. Přitom je nutně d > 0, neboť
jinak by prvek 0 ležel ve Vh, což jsme na začátku vyloučili.

Abychom dokázali, že takový prvek opravdu existuje, zkonstruujeme posloupnost prvků
{vi} tak, aby ||vi||V → d, neboť d = inf{||v||V , v ∈ Vh}. Stačı́ ukázat, že {vi} je cauchy-
ovská, protože Vh je úplný podprostor, a tedy každá cauchyovská posloupnost v něm má limitu.
Jelikož (jak jsme dokázali výše) je norma spojitá funkce, musı́ se tato limita rovnat našemu
hledanému prvku, tedy ||uh||V = limi→∞ ||vi||V = d. Abychom ukázali, že {vi} je cauchy-
ovská, využijeme faktu, že (vi+vj)/2 ∈ Vh (dı́ky tomu, že Vh je podprostor) a rovnoběžnı́kového
pravidla dokázaného výše.

||vi − vj||2V = 2(||vi||2V + ||vj||2V )− 4||1
2

(vi + vj)||2V ≤ 2(||vi||2V + ||vj||2V )− 4d2 → 0,

34Nulový vektor značı́me tučně, aby bylo zřejmé, že jde o vektor.
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pro i, j →∞ a tedy {vi} je cauchyovská a hledaný prvek s nejmenšı́ normou ve Vh existuje. Že
může být nejvýše jeden, plyne z následujı́cı́ úvahy. Nechť v1, v2 splňujı́ oba hledanou rovnost.
Potom (vi + vj)/2 ∈ Vh a opět z rovnoběžnı́kového pravidla máme

||v1 − v2||2V = 2(||v1||2V + ||v2||2V )− 4||1
2

(v1 + v2)||2V ≤ 2(d2 + d2)− 4d2 ≤ 0.

Jelikož ale norma je nezáporná funkce, musı́ nutně být v1 = v2 a důkaz je hotov.
Zatı́m jsme tedy ukázali, že máme-li podprostor Vh ⊂⊂ V , pak v něm existuje jednoznačně

určený prvek, který je nejblı́že nějakému zadanému pvku u ∈ V . Nynı́ se podı́váme na to,
jak takový prvek prakticky nalézt v přı́padě, že je přı́slušný podprostor Vh ⊂⊂ V konečně
dimenzionálnı́35. V této souvislosti uvedeme jednak metodu ”Ortogonálnı́ projekce” a pak také
metodu ”Nejmenšı́ch čtverců”.

Metoda ortogonálnı́ projekce

Mějme tedy libovolný Hilbertův prostor V a v něm daný prvek (funkci) u. Chceme v pod-
porstoru Vh ⊂⊂ V najı́t prvek, kterým bude danému prvku u nejblı́že. Ukázali jsme, že hledaný
prvek uh tedy musı́ mı́t tu vlastnost, aby rozdı́l u − uh byl kolmý na celý podprostor Vh (tedy
na každý prvek tohoto podprostoru).

Každý prvek w ∈ Vh se však dá jednoznačně vyjádřit jako lineárnı́ kombinace prvků báze
Vh. Proto stačı́, aby rozdı́l u− uh byl kolmý ke všem prvkům báze Vh. Matematicky vyjádřeno
jde o následujı́cı́ vztah (připomı́náme, že kulatými závorkami značı́me skalárnı́ součin, a ten je
roven nule v přı́padě, že jsou dva prvky vzájemně kolmé)

(u− uh, w) = 0, ∀w ∈ Vh. (3.53)

Oba prvky uh a w leı́ v prostoru Vh. Pokud označı́me {wi}ni=1 bázi tohoto prostoru, můžeme
tyto prvky rozepsat jako lineárnı́ kombinaci prvků této báze. Tı́m dostaneme

(u−
n∑
i=1

αiwi, wj) = 0, ∀wj, j = 1..n, (3.54)

kde platnost rovnosti požadujeme nikoliv pro všechna w ∈ Vh, ale pouze pro všechny prvky
báze Vh (doporučujeme čtenáři, aby si promyslel, že je tento požadavek ekvivalentnı́ s platnostı́
pro všechny prvky). Dalšı́ úpravy plynou z vlastnostı́ skalárnı́ho součinu, které jsou uvedeny v
předchozı́ kapitole. Z (3.54) postupně dostáváme

(
n∑
i=1

αiwi, wj) =
n∑
i=1

αi (wi, wj)︸ ︷︷ ︸
Kij

= (u,wj)︸ ︷︷ ︸
Fj

, ∀wj, j = 1..n, (3.55)

kde jsme označili Kij a Fj skalárnı́ součin dvou prvků báze {wi}ni=1, resp. součin prvku báze a
původnı́ho aproximovaného prvku u. Rovnost (3.55) lze tedy kompatněji zapsat jako

n∑
i=1

Kijαi = Fj, ∀j = 1..n, (3.56)

35Poznamenejme, že každý konečně dimenzionálnı́ prostor je úplný.
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což nenı́ nic jiného, než alternativnı́ zápis pro soustavu rovnic Kr = F , která má v plném
rozepsánı́ tvar 

(w1, w1) (w1, w2) . . . (w1, wn)
(w2, w1) (w2, w2) . . . (w2, wn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(wn, w1) (wn, w2) . . . (wn, wn)



α1

α2
...
αn

 =


(u,w1)
(u,w2)

...
(u,wn)

 . (3.57)

Poznamenejme, že vzhledem k lineárnı́ nezávislosti prvků báze {wi}ni=1 je determinant soustavy
(3.57) nenulový a tato soustava je tedy jednoznačně řešitelná. Determinant této soustavy se
někdy nazývá Grammův determinant.

Metoda nejmenšı́ch čtverců

Mějme opět daný Hilbertův prostor V a předpokládejme, že je v něm norma generována skalárnı́m
součinem. Nechť opět Vh ⊂⊂ V je konečně dimenzionálnı́ podprostor a u ∈ V libovolný prvek.
V metodě nejmenšı́ch čtverců jde o nalezenı́ takového prvku uh ∈ Vh, že jeho vzdálenost od
zadaného prvku u je nejmenšı́ ze všech možných prvků ũ ∈ Vh, viz Obr. 3.1. Přitom budeme
požadovat minimálnı́ druhou mocninu (square = čtverec, odtud název metody) této vzdálenosti,
což ovšem vede ke stejnému výsledku. Jinými slovy, hledáme takový prvek uh, že

||u− uh||2 = min
ũ∈Vh
||u− ũ||2. (3.58)

Jelikož opět prvek ũ ležı́ ve Vh, můžeme ho vyjádřit pomocı́ prvků báze, tj. ũ =
∑n

i=1 αiwi.
Pokud zavedeme označenı́ F = ||u− ũ||2, pak řešı́me úlohu minimalizace funkce

F (α1, ..., αn) = ||u−
n∑
i=1

αiwi||2.

Pokud má tato funkce nabývat svého minima v nějakém bodě (α1, ..., αn), pak v tomto bodě
musı́ platit

∂F (α1, ..., αn)

∂αi
= 0, ∀i = 1..n.

Jelikož je dle předpokladu norma na V generována skalárnı́m součinem, můžeme psát

F (α1, ..., αn) = (u−
n∑
i=1

αiwi, u−
n∑
j=1

αjwj) = (u, u)− 2(u,
n∑
i=1

αiwi) + (
n∑
i=1

αiwi,
n∑
j=1

αjwj).

= (u, u)− 2(u,
n∑
i=1

αiwi) +
n∑
i=1

n∑
j=1

αiαj(wi, wj). (3.59)

Derivace (3.59) podle k-té proměnné má potom tvar

∂F (α1, ..., αn)

∂αk
= −2(u,wk) + 2αk(wk, wk) + 2

n∑
i=1
i 6=k

αi(wk, wi)

= −2(u,wk) + 2
n∑
i=1

αi(wk, wi) = 0, ∀k = 1..n. (3.60)
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Vztah (3.60) je ovšem totožná soustava rovnic, jakou jsme dostali v metodě ortogonálnı́ pro-
jekce, viz (3.55). Obě metody tedy vedou na stejnou soustavu rovnic za předpokladu, že norma
v prostoru V je generována skalárnı́m součinem.

Ortogonálnı́ rozklad

Nechť opět Vh ⊂⊂ V je úplný podprostor. Definujme nynı́ zobrazenı́ PVh : V 7→ Vh, které
prvku u přiřadı́ takový prvek PVhu, pro který platı́ ||u − PVhu||V = dist(u, Vh). Výše jsme
dokázali, že takový prvek je jednoznačně určen. Toto zobrazenı́ PVh nazýváme ortogonálnı́
projekcı́ prostoru V na podprostor Vh.36 Lze dokázat, že PVh je lineárnı́ zobrazenı́, P 2 = P ,
||Pu||V ≤ ||u||V pro všechna u ∈ V a platı́ následujı́cı́ vztahy

Ker PVh = V ⊥h , Im PVh = Vh. (3.61)

Význam symbolů je následujı́cı́. Definujme množinu těch v ∈ V , které jsou kolmé k danému
prvku u ∈ V , jako u⊥. Tedy u⊥ = {v ∈ V ; (v, u) = 0}. Průnik V ⊥h =

⋂
uh∈Vh u

⊥
h je potom

množina těch prvků v ∈ V , které jsou kolmé na každý prvek uh ∈ Vh, neboli na celý prostor
Vh. Tedy V ⊥h = {v ∈ V ; (v, uh) = 0, ∀uh ∈ Vh}.

Že je V ⊥h uzavřený podprostor plyne z toho, že je podprostor ve V (linearita - podprostor) a
ze spojitosti skalárnı́ho součinu dokázaného výše (uzavřenost). Podprostor V ⊥h se nazývá orto-
gonálnı́ doplňek Vh ve V . Linearita PVh vyplývá z toho, jak jsme v dané množině charakterizo-
vali nejbližšı́ prvek k danému prvku a toho, že takový prvek jednoznačně existuje. Vezmeme-li
totiž u, v ∈ V , pak pro libovolné uh ∈ Vh máme

(u+ v − (PVhu+ PVhv, uh) = (u− PVhu, uh) + (v − PVhv, uh) = 0, (3.62)

protože u− PVhu ⊥ Vh (tak jsme charakterizovali nejbližšı́ prvek). Potom ale nutně

||u+ v − (PVhu+ PVhv, uh)||V = dist(u+ v, Vh), (3.63)

a protože nejbližšı́ prvek k u + v ve Vh je určen jednoznačně a je jı́m prvek PVh(u + v), musı́
platit PVh(u + v) = PVhu + PVhv. Analogicky bychom dokázali, že PVh(αu) = αPVhu, a tedy
PVh je lineárnı́. Pro každý prvek u ∈ V triviálně platı́ u = (u − PVhu) + PVhu. Jelikož ale
zároveň u− PVhu ⊥ PVhu, pak z Pythagorovy věty dostáváme

||u||2V = ||u− PVhu||2V + ||PVhu||2V ≥ ||PVhu||2V , (3.64)

a tedy ||PVhu||2V ≤ ||u||2V a PVh je omezený (a tedy spojitý) operátor. Jelikož pro všechna u ∈ V
platı́ PVhu ∈ Vh a pro všechna uh ∈ Vh je PVhuh = uh, musı́ být PVh(PVhu) = P 2

Vh
u = PVhu a

PVh je projekce.
Pro důkaz rovnostı́ (3.61) je třeba dokázat, že je-li prvek v jedné množině, je i ve druhé a

opačně (podobně jako u důkazu ekvivalence). Je-li tedy u ∈ Ker PVh , pak je podle definice
PVhu = 0. V tom přı́padě u = u − PVhu ∈ V ⊥h . Je-li naopak u ∈ V ⊥h , je u ⊥ Vh, a tedy i
u− 0 ⊥ Vh. Z definice nejbližšı́ho prvku tı́m pádem musı́ být ||u− 0||V = dist(u, Vh) a podle

36Projekcı́ nazýváme každý spojitý lineárnı́ operátor P : V 7→ V , pro který platı́ P 2 = P . Této vlastnosti se
řı́ká idempotence.
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definice operátoru PVh musı́ být PVhu = 0. Potom ale u ∈ Ker PVh a platı́ tedy Ker PVh = V ⊥h .
Druhá z rovnostı́ v (3.61) je zřejmá z definice PVh a důkaz je hotov.

Z dosavadnı́ho výkladu vyplývá v podstatě následujı́cı́. Máme-li Hilbertův prostor V a
Vh ⊂⊂ V je jeho úplný podprostor, pak lze libovolný prvek u ∈ V psát jednoznačným
způsobem jako

u = uVh + uV ⊥h , (3.65)

kde uVh ∈ Vh a uV ⊥h ∈ V
⊥
h . S pomocı́ výše uvedených skutečnostı́ lze tento rozklad dokázat již

snadno. Dle předpokladu vı́me, že Vh je uzavřený podprostor a uzavřenost V ⊥h jsme dokázali
výše. Dále pokud by pro nějaké u ∈ V platilo u ∈ Vh ∩ V ⊥h , muselo by být (u, u) = 0, a
tedy u = 0. Tudı́ž platı́, že Vh ∩ V ⊥h = {0}. Jelikož dále je u = PVhu + (u − PVhu), přičemž
PVhu ∈ Vh a u− PVhu ∈ V ⊥h , je rozklad jednoznačný. 37

Důsledkem pak je fakt, že je-li V Hilbertův prostor a Vh ⊂⊂ V je jeho vlastnı́ (tj. Vh 6= V )
uzavřený podprostor, pak v ortogonálnı́m doplňku V ⊥h existuje nenulový prvek.

Nynı́ můžeme přistoupit k důkazu Riezsovy věty o reprezentaci, formulované v Dodatku
(3.3).

Důkaz Riezsovy věty o reprezentaci
Začněme důkazem existence. Definujme proto v duchu předchozı́ho výkladu Vh := {v ∈
V ;F (v) = 0} = Ker F . Podle výše dokázaného je Vh uzavřený podprostor ve V , a navı́c lze
každý prvek u ∈ V psát ve tvaru u = uVh + uV ⊥h , kde uVh ∈ Vh a uV ⊥h ∈ V ⊥h . Bez újmy na
obecnosti lze předpokládat, že V ⊥h 6= {0} (jinak totiž F ≡ 0 a lze brát u = 0).

Vezměme libovolné nenulové z ∈ V ⊥h . Potom platı́ F (z) 6= 0, neboť v opačném přı́padě by
muselo být z ∈ Vh, a tedy z ∈ Vh ∩ V ⊥h = {0}, a to je spor s nenulovostı́ z. Zvolme libovolný
prvek v ∈ V a definujme čı́slo β = F (v)/F (z). Potom z linearityF je

F (v − βz) = F (v)− βF (z) = 0, (3.66)

kde jsme pouze použili definici čı́sla β. To ovšem znamená, že v − βz ∈ Vh, neboť tak jsme
podprostor Vh definovali. Tı́m pádem je podle předchozı́ho označenı́ v−βz = vVh a βz = vV ⊥h ,
a tedy musı́ být βz ∈ V ⊥h . Zvolme nynı́ prvek

u :=
F (z)

||z||2V
z. (3.67)

Předně poznamenejme, že u ∈ V ⊥h (neboť z ∈ V ⊥h ). Potom následujı́cı́ výpočet dává

(u, v) = (u, (v − βz) + βz)

= (u, v − βz) + (u, βz)

= (u, βz) (u ∈ V ⊥h , v − βz ∈ Vh)

= β
F (z)

||z||2V
(z, z) (definice prvku u 3.67)

= βF (z) (definice normy)
= F (v), (definice β)

37Tento rozklad jinými slovy řı́ká, že podprostory Vh a V ⊥h tvořı́ direktnı́ součet, tj. že platı́ V = Vh ⊕ V ⊥h .
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a tedy u je náš hledaný prvek z V .
Zbývá dokázat rovnost ||F ||V ∗ = ||u||V . Z definice prvku u plyne, že

||u||V :=
|F (z)|
||z||V

. (3.68)

Nynı́ z definice normy lineárnı́ho funkcionálu (3.35) dostáváme postupně

||F ||V ∗ = sup
u∈V \{0}

|F (u)|
||u||V

= sup
u∈V \{0}

|(u, v)|
||u||V

≤ ||u||V (Schwartzova nerovnost)

=
|F (z)|
||z||V

≤ ||F ||V ∗ . (konkrétnı́ prvek dá menšı́ hodnotu, než supremum)

Tedy máme ||F ||V ∗ ≤ ||u||V ≤ ||F ||V ∗ a důkaz je hotov.

Uvědomme si, že Riezsova věta o reprezentaci umožňuje v jistém smyslu ztotožnit prostory V a
V ∗, mezi kterými dı́ky této větě existuje vzájemně jednoznačné zobrazenı́ (izometrie) τ : V ∗ 7→
V . Toho využijeme v důkazu Laxova-Milgramova lemmatu v sekci (2.2.2).

3.4 O prostorech funkcı́
V této sekci uvedeme definice některých důležitých prostorů funkcı́ a přehled jejich nejdůležitějšı́ch
vlastnostı́. Některých těchto prostorů jsme se již dotkli v předchozı́ kapitole při definovánı́
pojmů metriky, normy a skalárnı́ho součinu, které v podstatě vytvářejı́ strukturu těchto pros-
torů a určujı́ i některé jejich vlastnosti. Následujı́cı́ podkapitoly nemajı́ nahrazovat přı́slušné
přednášky z matematiky, sloužı́ jen jako shrnutı́ pojmů a zdroj odkazů pro výklad zejména v
kapitole o metodě konečných prvků. Pro zájemce o hlubšı́ studium zde zmı́něných pojmů od-
kazujeme na přednášky z matematiky a přı́slušnou literaturu.

Lebesgueovy prostory

V kontextu prostorů funkcı́, které vystupujı́ v teorii parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic jsou
základnı́mi prostory tzv. Lebesgueovy prostory. V dalšı́m textu tohoto odstavce budeme předpokládat,
že Ω je omezená, lebesgueovsky měřitelná podmnožina Rn a f je lebesgueovsky měřitelná
funkce.38

Lebesgueův integrál funkce f přes množinu Ω značı́me∫
Ω

f(x)dx. (3.69)

38Na tomto mı́stě předpokládáme, že čtenář zná z matematiky základy teorie mı́ry a Lebesgueova integrálu.
Dostačujı́cı́ jsou napřı́klad rozšı́řené přednášky z předmětu Matematika 4, vedené doc. Nekvindou.
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Připomı́náme, že pro hodnotu integrálu (3.69) nehrajı́ roli množiny (lebesgueovsky) mı́ry nula.
Nechť nynı́ 1 ≤ p <∞ je reálné čı́slo. Potom můžeme definovat normu funkce f jako

||f ||Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

. (3.70)

Pokud p =∞, definujeme

||f ||L∞(Ω) := ess sup{|f(x)| ; x ∈ Ω}, (3.71)

kde ess sup značı́ esenciálnı́ supremum. To se lišı́ od běžného suprema pouze tı́m, že nebere
v potaz množiny mı́ry nula. S použitı́m právě zavedených norem lze definovat Lebesgueovy
prostory jako následujı́cı́ množiny funkcı́

Lp(Ω) := {f ; ||f ||Lp(Ω)<∞}. (3.72)

Poznamenejme, že prostor Lp(Ω) je ve skutečnosti prostorem třı́d ekvivalence funkcı́, které
se vzájemně lišı́ nejvýše na množině mı́ry nula. Je však obvyklé tento prostor brát tak, jako
bychom měli pouze běžný prostor funkcı́, ve kterém z každé třı́dy ekvivalence bereme nějakáho
reprezentanta.

Nynı́ uvedeme některé důležité nerovnosti, které se často využı́vajı́ v kapitole o metodě
konečných prvků. Prvnı́ z nich je tzv. Minkowského nerovnost.

Minkowského nerovnost. Mějme 1 ≤ p ≤ ∞ a funkce f, g ∈ Lp(Ω). Potom platı́

||f + g||LpΩ ≤ ||f ||Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω). (3.73)

Minkowského nerovnost vlastně nenı́ ničı́m jiným, než trojúhelnı́kovou nerovnostı́ v Lp

prostorech. Dalšı́ nerovnostı́, z hlediska četnosti užitı́ asi nejdůležitějšı́, je Hölderova nerovnost.

Hölderova nerovnost. Mějme 1 ≤ p, q ≤ ∞ takové, že splňujı́ 1 = 1
p

+ 1
q
. Nechť dále

f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω). Potom platı́

||fg||L1Ω ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω). (3.74)

Na závěr uveďme, že prostory Lp jsou úplné normované lineárnı́ prostory, a tedy Banachovy.
Pro p = 2 je prostor L2(Ω) dokonce Hilbertův, neboť v tom přı́padě jeho norma indukuje
skalárnı́ součin

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx. (3.75)

Pro obecné Lp prostory to však neplatı́.
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Sobolevovy prostory

V teorii PDR jsou velmi důležité Sobolevovy prostory. Než si je zadefinujeme, podı́váme se
stručně na pojem tzv. slabé derivace funkce. Tento pojem se vyskytuje ve slabé formulaci
diferenciálnı́ rovnice, napřı́klad v (2.7). Důvod je ten, že přı́slušné funkce hledáme v prostorech,
kde hodnoty funkcı́ v konečně (nebo i spočetně) mnoha bodech nehrajı́ roli. Jelikož pojem
klasické derivace se vztahuje právě ke konkrétnı́mu bodu, je z hlediska této teorie nevhodný a
je třeba najı́t obecnějšı́ definici derivace. Mějme stejně jako v předchozı́m odstavci omezenou
podmnožinu Ω ⊂ Rn. Označme D(Ω) vektorový prostor nekonečně diferencovatelých funkcı́,
majı́cı́ch kompaktnı́ nosič v Ω 39 a L1

loc(Ω) prostor všech lokálně integrovatelných funkcı́ na Ω.
40 Řekneme, že funkce f ∈ L1

loc(Ω) má slabou derivaci podle i-té proměnné, pokud existuje
funkcegi ∈ L1

loc(Ω) taková, že∫
Ω

gi(x)φ(x)dx = −
∫

Ω

f(x)
∂φ(x)

∂xi
dx, ∀φ(x) ∈ D(Ω). (3.76)

Pokud má funkce f slabou derivaci podle i-té proměnné, pak funkce gi ∈ L1
loc(Ω) v uvedené

rovnosti je určena jednoznačně. 41 V tom přı́padě značı́me tuto funkci gi jako Dif . Má-li
funkce f slabé derivace podle všech proměnných, pak řekneme, že je slabě diferencovatelná na
Ω a jejı́ slabou derivaci značı́me∇f := (D1f, ..., Dnf).

Má-li funkce f spojité parciálnı́ derivace ∂f
∂xi

na Ω, pak platı́ gi = ∂f
∂xi

, tedy klasická a slabá
derivace splývajı́. Analogickým způsobem lze definovat i derivace vyššı́ch řádů.

Nynı́ můžeme přistoupit k definici Sobolevových prostorů. Mějme 1 ≤ p ≤ ∞ a otevřenou
množinu Ω ⊂ Rn. Řekneme, že funkce f ∈ Lp(Ω) ležı́ v Sobolevově prostoru W 1,p(Ω), pokud
pro všechna i = 1, ..., n existuje slabá derivace Dif a platı́ Dif ∈ Lp(Ω). Jinými slovy funkce
f ležı́ v Sobolevově prostoru, pokud ležı́ v Lebesgueově prostoru Lp(Ω) ona sama, i jejı́ slabá
derivace. Poznamenejme, že prostor W 1,p(Ω) sestává opět z třı́d ekvivalentnı́ch funkcı́, které
však ztotožňujeme s vybraným reprezentantem.

V prostoru W 1,p(Ω) definujeme normu následujı́cı́m způsobem. Pokud 1 ≤ p <∞ pak

||f ||W 1,p(Ω) :=

(∫
Ω

|f(x)|p + |∇f |pdx
) 1

p

. (3.77)

V přı́padě p =∞ definujeme

||f ||W 1,∞(Ω) := max{||f(x)||L∞(Ω), ||∇f(x)||L∞(Ω)}, (3.78)

Sobolevovy prostory jsou úplné a tedy Banachovy. Navı́c v přı́padě, že p = 2, je W 1,2(Ω)
rovněž Hilbertův. Analogicky lze definovat i prostory W k,p(Ω). K tomu nejprve definujme tzv.

39Množinu nekonečně difeencovatelných funkcı́ už jsme v kapitole o MKP označili jako C∞(Ω). Funkce z
D(Ω) jsou ty funkce z C∞(Ω), pro které suppf(x) ⊂ Ω. Přitom suppf(x) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}, tedy množina,
kde je f(x) je nenulová.

40Funkce z L1
loc(Ω) patřı́ do L1(K), kde K je libovolná uzavřená omezená podmnožina Ω. Požadavek f ∈

L1
loc(Ω) je tedy slabšı́, než f ∈ L1(Ω), neboť platı́ L1(Ω) ⊂ L1

loc(Ω). Opačná inkluze však neplatı́.
41To plyne snadno z následujı́cı́ úvahy. Nechť jsou g, h dvě funkce takové, že pro ně platı́ (3.76). Potom

odečtenı́m obou rovnostı́ dostáváme
∫

Ω
(g − h)φdx = 0 pro každou funkci z D(Ω), což je však možné jen tehdy,

je-li g = h skoro všude.
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multiindex α jakožto n-tici nezáporných přirozených čı́sel (α1, ..., αn). Délka multiindexu α je
definovaná jako

|α| =
n∑
i=1

αi = k. (3.79)

Potom můžeme derivaci k-tého řádu označit jako

D|α|φ =

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
. (3.80)

Analogicky k definici slabé derivace můžeme nynı́ definovat slabou derivaci k-tého řádu funkce
f jako takovou funkci gα, pro kterou∫

Ω

gα(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

f(x)D|α|φ(x)dx, ∀φ(x) ∈ D(Ω). (3.81)

Funkci gα pak obvykle značı́me D|α|f . Sobolevův prostor W k,p(Ω) potom obsahuje funkce,
pro které

||f ||Wk,p(Ω) :=

∑
|α|≤k

||Dαf ||pLp(Ω)

 1
p

(3.82)

v přı́padě, že 1 ≤ p ≤ ∞ a

||f ||Wk,∞(Ω) := max
|α|≤k
||Dαf(x)||L∞(Ω), (3.83)

v přı́padě, že p = ∞. Poznamenjme, že v přı́padě prostoru W k,2(Ω) tyto prostory obvykle
značı́me Hk(Ω) (jelikož to jsou Hilbertovy prostory). Normy na nich pak značı́me || · ||k,Ω. V
tomto duchu pak normu na L2(Ω) značı́me || · ||0,Ω.

Poslednı́ pojem, který je třeba definovat, je tzv. seminorma na prostoru Hk(Ω). Ta je
definovaná stejně, jako norma na Hk(Ω) s tı́m rozdı́lem, že bereme pouze nejvyššı́ derivace.
Tuto seminormu značı́me jednoduchými svislými čarami | · |k,Ω. Seminorma f ∈ Hk(Ω) je tedy
rovna

|f |k,Ω :=

∑
|α|=k

||Dαf ||2L2(Ω)

 1
2

. (3.84)

3.5 Klasifikace PDR
V této sekci se budeme věnovat klasifikaci PDR. Přitom se pro jednoduchost omezı́me na
lineárnı́ PDR 2. řádu ve dvou proměnných. Každou takovou rovnici lze obecně zapsat ve
tvaru Lu = G,

A
∂2u

∂x2
1

+B
∂2u

∂x1∂x2

+ C
∂2u

∂x2
2

+D
∂u

∂x1

+ E
∂u

∂x2

+ Fu = G, (3.85)
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kde A,B,C,D,E, F,G jsou funkce x1, x2. Zmı́něné dělenı́ je dáno znaménkem diskriminantu
∆ = B2 − 4AC. Rovnice (3.85) se nazývá

eliptická ⇔ ∆ < 0 (3.86)
parabolická ⇔ ∆ = 0 (3.87)

hyperbolická ⇔ ∆ > 0. (3.88)

Stojı́ za povšimnutı́, že uvedené dělenı́ závisı́ pouza na koeficientech stojı́cı́ch u druhých derivacı́.
Přitom libovolná z proměnných x1, x2 může představovat čas! Zdůvodněnı́ zavedeného označenı́
lze hledat v analytické geometrii. Množina bodů v rovině tvořı́ kvadratickou křivku, pokud
souřadnice těchto bodů vyhovujı́ rovnici

Ax2
1 +Bx1x2 + Cx2

2 +Dx1 + Ex2 + F = G. (3.89)

Odpovı́dajı́cı́ kvadratické křivka je přitom elipsa, parabola, nebo hypeprbola právě tehdy, když
∆ je záporné, rovné nule nebo kladné. Na základě této analogie bylo zavedeno i dělenı́ pro
PDR.

Přı́klady jednotlivých typů rovnic:

• Problém vedenı́ tepla ve 2D je popsán následujı́cı́ rovnicı́

λ

(
∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

)
+Q = 0, (3.90)

kde vodivost λ předpokládáme kostantnı́. Porovnánı́m s obecným zápisem PDR 2. řádu
(3.85) zjistı́me, že A = 1, B = 0, C = 1 a tedy ∆ = B2 − 4AC = −4 < 0 a rovnice je
tedy eliptická.

• Problém podélného kmitánı́ prutu je popsán rovnicı́

ρ
∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(
EA

∂u

∂x

)
− fx = 0, (3.91)

kde ρ aEA jsou konstanty popisujı́cı́ objemovou hustotu a tuhost prutu v tahu/tlaku. Opět
porovnánı́m s obecným zápisem PDR zjistı́me (pozor, zde je jedna proměnná časová,
druhá prostorová - viz výše), že A = 1, B = 0, C = −1, diskriminant ∆ = B2− 4AC =
4 > 0 a rovnice je tedy hyperbolická.

• Přı́kladem parabolické rovnice může být časově závislý problém vedenı́ tepla, jmenovitě

ρcv
∂T

∂t
− ∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+Q = 0, (3.92)

kde ρ je hustota a cv je tepeln8 kapacita materiálu. Analogicky jako výše vidı́me, že
A = 1, B = 0, C = 0, D = 0, E = −1, F = 0 a tedy ∆ = B2 − 4AC = 0 a dle definice
jde tedy o úlohu parabolickou.
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Uvedené dělenı́ PDR nenı́ samoúčelné. Výběr přı́kladů rovnic nenı́ náhodný, tyto rovnice
představujı́ totiž tři základnı́ fyzikálnı́ problémy - šı́řenı́ vln, difúzi a ustálené problémy. Matem-
atické metody řešenı́ těchto problému jsou značně odlišné. Každou lineárnı́ PDR 2. řádu lze
lineárnı́ transformacı́ souřadnic převést na jeden z těchto třı́ typů. Konkrétně lze rovnici (3.85)
pomocı́ transformace

ξ = αx2 + βx1 (3.93)
η = γx2 + δx1, (3.94)

kde α, β, γ δ jsou reálná čı́sla, převést na tzv. kanonický tvar:

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= Φ(ξ, η, u, uξ, uη) kanonický tvar eliptické rovnice (3.95)

∂2u

∂η2
= Ψ(ξ, η, u, uξ, uη) kanonický tvar parabolické rovnice (3.96)

∂2u

∂ξ∂η
= Θ(ξ, η, u, uξ, uη) kanonický tvar hyperbolické rovnice. (3.97)

Ve vztazı́ch (3.95) - (3.97) představujı́ Φ,Ψ,Θ funkce nových nezávisle proměnných ξ, η,
závisle proměnné u a jejı́ch prvnı́ch derivacı́, zde označovaných jako uξ, uη. Z těchto vztahů
je okamžitě vidět, že diskriminant je po řadě menšı́ než nula, roven nule a většı́ než nula, jak
odpovı́dá původnı́ definici eliptické, parabolické a hyperbolické rovnici.

3.6 Několik obecných poznámek o numerických metodách
Jak již bylo zmı́něno v úvodu, nalezenı́ analytického řešenı́ dané PDR nenı́ ve většině přı́padů
možné. Buď nenı́ možné nalézt řešenı́ vůbec, nebo přı́padně jen obecné řešenı́, ale už ne
přı́slušné partikulárnı́, kde může být složitá funkčnı́ závislost na okrajových podmı́nkách. Teorie
diferenciálnı́ch rovnic se tak zabývá většinou jen otázkami existence, jednoznačnosti a regular-
ity (závislosti řešenı́ na vstupnı́ch datech, napřı́klad z hlediska spojitosti) řešenı́. Nedavá však
návody, jak takovéto řešenı́ prakticky nalézt. Tyto otázky řešı́ numerická matematika.

V numerických metodách jde o nalezenı́ aproximace un přesného řešenı́ u a o stanovenı́
chyby, které se dopustı́me při nahrazenı́ přesného řešenı́ jeho aproximacı́. Idea při hledánı́
přibližného řešenı́ je přitom ve všech numerických metodách pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic
stejná. Původnı́ spojitý (a tedy nekonečně dimenzionálnı́) problém hledánı́ funkce, která ve
všech bodech dané oblasti vyhovuje zadaným rovnicı́m se transformuje (diskretizuje) na problém
pouze konečně dimenzionálnı́, kde hledáme funkci (aproximaci řešenı́), která vyhovuje zadaným
rovnicı́m (které mohou být transformacı́ rovněž dotčeny - viz předchozı́ kapitoly o MKP a
MKD) pouze v konečně mnoha bodech. Index n u přibližného řešenı́ un odkazuje obvykle
na dimenzi transformovaného (přibližného) problému. Schematicky je možno situaci znázornit
následovně:

P(u, g) = 0 Puvodnı́ formulace PDR
↓ Numerická metoda

Pn(un, gn) = 0. Numerické schéma pro řešenı́ PDR
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Zde jsme jako gn označili aproximaci vstupnı́ch dat (pravé strany) g a Pn funkčnı́ vztah charak-
terizujı́cı́ aproximaci původnı́ho problému, označeného P . Konkrétnı́ přı́klady numerických
schémat a jejich analýzy jsou uvedeny v předchozı́ch kapitolách o MKP a MKD. Zde vyzdvih-
neme pouze hlavnı́ rysy a vlastnosti numerických metod.

O numerické metodě (přesněji spı́še o konkrétnı́m numerickém schématu, ale zde obecně
budeme luvit o numerické metodě) řekneme, že je konvergentnı́, pokud v dané normě platı́

||u− un|| → 0 pro n→∞. (3.98)

To zhruba řečeno znamená, že zvyšovánı́m dimenze prostoru, ze kterého bereme aproximačnı́
funkce, se můžeme teoreticky dostat libovolně blı́zko k přesnému řešenı́ (ve smyslu dané normy).
Převedeno do exaktnı́ho ”epsilon-delta” jazyka, numerická metoda je konvergentnı́, právě když

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ R)(∃δ > 0)(∀n > n0)(∀gn, ||g − gn|| < δ)(||u− un|| < ε). (3.99)

Přı́mé ověřenı́ této podmı́nky (tzn. přı́mo z definice) však pro konkrétnı́ přı́pady numerických
metod nemusı́ být jednoduché. Proto je vhodné mı́t k dispozici jiné podmı́nky, které kon-
vergenci rovněž zaručujı́, avšak jejich ověřenı́ je snazšı́. Ukazuje se, že stačı́ ověřit platnost
následujı́cı́ch dvou pojmů - konzistence a stabilita. Numerické metoda se nazývá konzistentnı́,
pokud

Pn(u, g) = 0 ∀n ≥ 1. (3.100)

Podmı́nka konzistence požaduje, aby funkce u, která je řešenı́m původnı́ho problému, byla
řešenı́m i aproximovného problému (konkrétnı́ho numerického schématu). Někdy se jako konzis-
tence uvádı́ slabšı́ podmı́nka

Pn(u, g)→ 0 pro n→∞, (3.101)

která konzistenci požaduje pro limitnı́ aproximovaný problém (pokud s dimenzı́ jdeme do
nekonečna). V tom přı́padě se pak numerické podmı́nce splňujı́cı́ (3.100) řı́ká plně konzistentnı́.

Numerická metoda se nazývá stabilnı́, pokud ”malým” změnám vstupnı́ch dat (pravé straně)
odpovı́dajı́ ”malé” změny řešenı́. Přesně řečeno jde o splněnı́ následujı́cı́ podmı́nky:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀δgn, ||δgn|| < δ)(||δun|| < ε), ∀n ≥ 1. (3.102)

Malé změně funkce (ať už řešenı́, nebo vstupnı́ch dat) se řı́ká perturbace. V předchozı́ definici
stability un + δun je řešenı́ perturbovaného problému

Pn(un + δun, gn + δgn) = 0. (3.103)

Hledanou ekvivalentnı́ podmı́nkou pro zajištěnı́ konvergence je Laxova-Richtermayerova
věta, která řı́ká, že:

Věta (Lax-Richtermayer). Pokud je numerická metoda konzistentnı́, pak je konvergentnı́ právě
tehdy, když je stabilnı́.

Volba konkrétnı́ metody pak závisı́ na dalšı́ch aspektech, jako je rychlost konvergence,
vypočetnı́ náročnost a dalšı́.


