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Uvod

Jednou z nejdilezitéjSich Cinnosti inZenyrt je modelovani a feseni realnych, pfirozenych jevi.
Ty mohou pochdzet z nejriznéjsich oblasti od technickych véd, pfes moderni fyziku a biologii
az po spoleCenské védy a ekonomii. Pomoci fyzikdlnich zdkonu (pfipadné jinych znalosti)
musi inZenyr sestavit odpovidajici matematicky model, ktery zkoumany problém vystihuje.
Matematicky model lze chapat jako mnoZinu vztahi mezi proménnymi, vystupujicimi ve zk-
oumaném problému, kterd ho analyticky popisuje. Modely fyzikalnich problémd, na které se
zde omezime, jsou obvykle zaloZzeny na fundamentalnich principech, jako jsou zdkony za-
chovani hmoty, hybnosti a energie. Ty jsou potom popsdny pomoci algebraickych, difer-
encidlnich, nebo integralnich rovnic.

S fadou té€chto problémi se studenti jiz setkali v nejriznéjsich predmétech nejen na katedfe
mechaniky. Jako ptiklady I1ze uvést diferencidlni rovnice pro taZeny-tlaceny prut ¢i ohybovou
¢aru nosniku odvozenou v predmétu Pruznost a pevnost

d du

o (EAE) + fo =0, (0.1)
d? d*w
= (E[—de) +f, =0, (0.2)

nebo diferencidlni rovnice popisujici stacionarni vedeni tepla, kterd byla feSend v Numerické

analyze konstrukci 1
d dT
— A== = 0.3

Jednim z cilti tohoto textu je ukédzat, Ze uvedené problémy je mozné roztiidit do skupin, ve
kterych maji pfisluSné rovnice spole¢né jisté vlastnosti a znaky. Z matematického hlediska
jde pak v ramci dané skupiny Casto o jedinou rovnici, kde riznou fyzikalni interpretaci jejich
koeficientll ziskdme modely pro rtizné fyzikdlni jevy. Napiiklad rovnice pro prut namédhany
tahem (1.1), stacionarni (nezavisld na Case) rovnice vedeni tepla (0.3), patii mezi takzvané
eliptické problémy. Nestaciondrni (Casové zavisly) problém vedeni tepla

LT 9 (01
P T o

)\%) +Q=0, (0.4)

je ulohou parabolickou a tilohy probirané v predmétu Dynamika stavebnich konstrukci, napiiklad
podélné kmitani prutu, nebo harmonicky oscildtor

Pu 0 ou

patii mezi hyperbolické problémy. Formdlni vymezeni téchto pojmu je uvedeno v Dodatku
3.5. Uvedené rozdéleni diferencialnich rovnic umoziuje vyzdvihnout a shrnout jejich spole¢né
znaky, coZ hraje zédsadni roli pfi vySetfovani vlastnosti téchto rovnic, zjistovéni existence a
jednoznacnosti feSeni az po volbu metody feSeni a s tim spojenou analyzu zvolené metody.
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Prakticky vyznamné problémy jsou vSak Casto dvourozmérné, nebo i tfirozmérné, pricemz
geometrie Glohy miZe byt znacné komplexni. Nalezeni analytického feseni proto obecné neni
mozné. Dostupné analytické metody (jako napiiklad Fourierova metoda separace proménnych)
maji navic vétSinou pouze omezenou pouzitelnost. I v pfipadech, kde je obecné feSeni ulohy
znimé, nemusi se podafit nalézt pifslusné partikuldrni feSeni, nebof to z4visi na okrajovych
podminkéch tlohy. Na rozdil od obycejnych diferencidlnich rovnic (ODR), kde partikularni
reSeni zavisi jen na libovolnych konstantach, v piipadé parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR)
partikuldrni feSeni zavisi na libovolnych funkcich. Problém ur€eni téchto funkci, které zavisi na
okrajovych podminkéach, je pak Casto analyticky nefeSitelny. Z teoretického hlediska se proto
analyza problému casto omezuje na vySetfovani existence a jednoznacnosti feSeni, pripadné
jeho regularitu, nikoliv vSak na zkonstruovani tohoto feSeni. Z uvedeného plyne nutnost mit
k dispozici numerické metody, které hledané reSeni umoznuji ziskat alesponl pfiblizné. Jak
vSak uvidime dale, pfi sprdvném pouziti 1ze docilit teoreticky libovolné piesnosti, a navic je
mozno fesit 1 velmi slozité ulohy. Nejvyznamnéjsi a nejpouzivanéj$i numerické metody feSeni
diferencidlnich rovnic jsou bezesporu metoda kone¢nych prvki a metoda konec¢nych diferenct,
nékdy také zvand metoda siti. S nimi se studenti jiz setkali v nékterych pfedchozich predmétech.
S metodou siti v Analyze konstrukci a s metodou kone¢nych prvki v Numerické analyze kon-
strukci 1. Cilem tohoto textu je rozsifit a zejména prohloubit tyto znalosti, ukdzat matematické
zédklady jednotlivych metod, predvést analyzu konkrétnich numerickych schémat, ukazat jejich
vyhody a omezeni a rozsah pouZzitelnosti.
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1 Metoda konecnych diferenci

1.1 Uvod

Metoda konec¢nych diferenci (MKD), nékdy zvana také metoda siti, je pfibliZznou metodou pro
feseni diferencidlnich rovnic (af uz oby&ejnych nebo parcialnich). Idea v podstaté viech numer-
ickych metod pro feSeni diferencidlnich rovnic je stejnd. Zhruba feceno, dany spojity problém,
ve kterém na zkoumané oblasti hleddme takovou funkci, kterd v kazdém bod¢ oblasti vy-
hovuje pfedepsanym rovnicim, chceme pfevést na diskrétni problém, kdy hledana funkce bude
priblizenim fesSeni ptivodniho problému a bude vyhovovat diskretizovanym rovnicim pouze v
kone¢né mnoha bodech feSené oblasti, ptipadné bude tyto rovnice spliiovat pouze ve vhodném
zobecnéném smyslu. Touto oblasti miiZze byt napiiklad nosnik, na némz hledame rozloZeni
vnitfnich sil, nebo sténa, ve které nds zajima rozlozeni teploty. Od spojitého a tedy nekonecné
dimenziondlniho problému tak pfechdzime k diskrétnimu, kone¢né dimenziondlnimu problému.
Pivodni diferencidlni rovnice (nebo soustava diferencidlnich rovnic) se pfevede na soustavu al-
gebraickych rovnic. Pokud ptivodni rovnice byla linedrni, pak i soustava algebraickych rovnic
bude linearni. V pfipad€ nelinearnich diferencidlnich rovnic bude vznikla diskretizovana sous-
tava algebraickych rovnic také nelinedrni a 1 tu bude posléze tfeba fesit nékterou z pribliznych
metod. Stru¢nou informaci o numerickych metodach obecné podava Dodatek 3.6.

V metodé konecnych diferenci se feSend oblast nahradi mnozinou diskrétnich bodi, které
tvofi sit (odtud ndzev metody). Tyto diskrétni body se nazyvaji uzly sit€. V uzlech sité€ se potom
diferencidlni operitory (nebo jednoduSe derivace) vystupujici v diferencidlni rovnici nahradi
operatory diferencnimi (podily diferenci). VSe si pro snadnéjsi pochopeni nejprve ukdZzeme
na jednoduchém piikladu. Méjme oboustranné vetknuty sloup délky [, zatizeny rovhomérnym

FA = konst
/ “T
. . . . . . . . . . . . /
/ P . . . . . . . . . . . N
7 l ; ll: 1 2 3 4 5 z
4 /
/1 /]

Obr. 1.1: Priklad 1 - Zaddni

spojitym zatiZzenim dle Obr. 1.1. Tahov4 tuhost prutu E'A necht je po délce prutu konstantni.
Znamy princip fikd, Ze aby byla celd konstrukce v rovnovaze, musi byt v rovnovize kazda
jeji Cast. Prevedeno do fe¢i matematiky musi v kazdém bodé intervalu (0, ) splnéna rovnice
rovnovahy. Navic v krajnich bodech intervalu musi byt splnény okrajové podminky, simulujici
zpusob podepfeni/zatiZeni nosniku na jeho koncich. Z teorie pruznosti je zndmo, Ze prfislusna
rovnice rovnovahy zni

EAu, + fo =0, (L.1)

kde f, je podélné rovnomérné spojité zatiZzeni prutu a carkou jsme oznacili derivaci podle
proménné, kterd je uvedena spodnim indexem za touto Carkou, tj. u ,, znaci druhou derivaci u
podle x. Toto oznaCeni budeme uzivat v ptipadech, kdy zptehledni zapis. K této rovnici piislusi
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okrajové podminky ve tvaru

u(0) =0, (1.2)
u(l) = 0. (1.3)

Pro dplnost pfipomenime, Ze zcela analogicka rovnice popisuje i Casové ustaleny problém vedeni
tepla v jedné dimenzi (pouze normalova tuhost £ A je nahrazena tepelnou vodivosti \). Tuto
tilohu je pochopitelné moZné vyiesit analyticky '. Znalost analytického feSeni ndm poslouZi k
porovnani a ovéfeni feseni ziskaného numericky metodou siti. ReSen{ této tlohy Ize zapsat ve

tvaru f f l
__Ja 2 x
u(w) = —5p 2"t opa®

Ovéfeni, ze (1.4) je feSenim (1.1) je snadné na zdkladé dosazeni. Nyni dlohu vyfesime metodou

/N

(1.4)

Uj+1

>,

, , x
Tj1 L Tj+1

Obr. 1.2: Priklad 1. - ndhrada derivace

siti. K tomu dcelu je nejprve tieba celou oblast (v naSem piipadé interval (0,1)) diskretizo-
vat, to znamena vytvofit sit uzli. Jak hustd sit bude, zdleZi Cist€ na nds. Zvolme nejprve pro
jednoduchost sit dle obrdazku. Dgleni intervalu je pro jednoduchost ekvidistantni. Obecné to
vSak neni nutné. Vzdalenost dvou sousednich uzlii x;;, a x; ozna¢ime h, tzv. prostorovy krok
sité. Misto pozadovani platnosti rovnice (1.1) v kazdém bodé€ (0, ), budeme tuto rovnici fesit
pouze v uzlech vytvorené sité. Navic v téchto uzlech nahradime derivaci pomoci podilu difer-
enci. Ndhrada derivace je zaloZena na geometrické predstavé pojmu derivace jakoZto smérnice
tecny ke grafu funkce v daném bodé€. Pii pouZiti oznaceni z Obr. 1.2 lze pro derivaci v bod€ z;
psét priblizny vztah:

du(z)) _ ulzjp) —ulz;)  Appu(z) (15)
dx h h '
Pfitom vyrazu

Au(x) =u(z+ h) — u(x) (1.6)

!Ohledné feseni linedrnich ODR odkazujeme &tendie na prednasky z Matematiky 2.
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budeme fikat dopfedna diference. Podobné miZeme nahradit derivaci pomoci zpétné diference

vztahem
du(z)) _ ulz;) —u(rja) _ Au(z) (1.7)
dx h h '
kde vyraz
A_u(z) =u(x) —u(z — h) (1.8)
nazyvame zpétnou diferenci. Je vyhodné definovat také centralni diferenci:
dou(z) = u(r + h/2) —u(z — h/2) (1.9)

Znovu a detailnéji se ndhradami derivaci pomoci podili diferenci a presnosti t€chto nahrad
budeme zabyvat v dalsich oddilech. Uvedené diference jsou diferencemi prvniho ¥4du, nebot
nahrazuji prvni derivace. V rovnici (1.1) vSak vystupuje druhd derivace, kterou je nutné vhodné
aproximovat. Vyjdeme z faktu, Ze druhd derivace funkce je derivaci jeji prvni derivace, a defin-
ujeme analogicky diferenci druhého fadu vztahem

62u(z) = 6,(0,u(r)) = 8, (u(z + h/2) — u(x — h/2)) =
dpu(z + h/2) — du(x — h/2) = u(x + h) — 2u(z) + u(x — h). (1.10)

Druhou derivaci funkce v bod€ x; je pak mozno nahradit pomoci nésledujiciho vztahu

d*u(z;) Pttt S8y 4 ) — 2u(ay) +uley — h)  62u(xy) (L11)
dz2 h h h? R
Pokud nyni zavedeme nasledujici oznaceni pro aproximaci hledané funkce u v bod¢€ z;

je mozné puvodni formulaci problému (1.1) pfevést na diskretizovany tvar

62U; Ujt1 —2U; + Uj
h? h?

ktery je platny ve vSech vnitinich uzlech sité (v naSem piipadé délen{ intervalu (0,7) jde o uzly

J = 2,3,4). V rovnici (1.13) jsme oznacili f; hodnotu spojitého zatiZeni v bodé x;, tj. f(x;)
(protoZe je f(x) konstantni funkce, je f; = f ve vSech uzlech. Pokud (1.13) rozepiSeme pro

jednotlivé vnitini uzly, dostaneme nasledujici sadu rovnic

EA

+f,=EA

+f;=0, (1.13)

. EA

j:2 ?(U3—2U2+U1)+f2:0

. EA

] :32 W(U4—2U3+U2)+f320 (114)
. EA

j:42 ?(U5—2U4+U3)+f4:0.

K nim nélezi jeSté okrajové podminky zohledfiujici uloZeni prutu, které v diskretizované podobé
nabudou tvaru

j=1: U =0 (1.15)
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Spojenim (1.14) a (1.15) dostaneme vyslednou soustavu rovnic, kterou 1ze v maticové podobé
zapsat jako

2 -1 0 U, fo

FA

- -1 2 1)U =|F]. (1.16)
0 -1 2 Uy fa

Resenim soustavy rovnic (2.123) ziskiame vektor uzlovych hodnot obsahujici aproximaci hledané
funkce posunuti v ve vnitinich uzlech sité. Pro dané déleni intervalu vychazi

Us 2 [3/2
h

Us 227 2 . (1.17)

U, 3/2

Na Obr. 1.3 je uvedeno porovnani analytického feSeni a pfibliznych feSeni ziskanych pomoci

0.16 , , . .
analytické feSeni —
0.14+ piiblizné feseni - 5 uzla i
= priblizné feSeni - 10 uzlg -
= 0.12¢ i |
3
2 0lf , | |
g 0.08f |
Q
v/ 0.06 + \ |
g
ha 0.04+ ) | |
002} / \ |
O L L I L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

souradnice x [m]
Obr. 1.3: Priklad 1 - ReSeni

N 24

MKD pii déleni na 5 a 10 uzli. Z obrazku je patrné, Ze pro hustéjsi déleni intervalu ziskavame
presnéjsi feseni. Prirozené pfitom vznikaji otdzky, jaké se pfi daném déleni dopoustime chyby,
jak rychle se chyba zmensSuje, pokud zjemnujeme déleni sité, pripadné zda je mozné chybu
teoreticky zmenSit libovolné (a tedy se dostat libovolné blizko k presnému feSeni). Abychom
na tyto otazky mohli odpovédét, zavedeme nejprve nasledujici pojem chyby diskretizace, kterou

oznalime (), definované jako reziduum? diskretizovaného problému (1.13), v némZ nahradime

priblizné feSeni U; pfesnym feSenim u(x;), tj.

2

en(;) = EA(;xl;l(QxJ) +f = EAU(IJH) 2“}55]) + u(@j-1)

2Reziduum rovnice je chyba vznikld tim, Ze jsme do ni nedosadili funkci, kter4 ji identicky spliiuje. M&jme

naptiklad soustavu algebraickych rovnic Az = b, kde matice A je regularni. Pokud je vektor y jejim feSenim, pak
Ay — b = 0. Pro libovolny vektor z # y je potom Ay — b = r # 0. Vektor r se nazyva reziduum této rovnice.

+ fj.
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V libovolném vnitinim bodé intervalu (0, [) tedy pro libovolné déleni plati

dzu(w)
2

u(z + h) = 2u(z) +u(z — h)

en(x) =FEA 2

+ f(z) = EA

+ f(x). (1.18)

Pouzitim nekonecného Taylorova rozvoje nasledovné upravime jednotlivé cleny (1.18)

1 1 1
w(z 4+ h) = u(@) + ur(2)h + U (D + U e ()R + —U g ()R 4+ .. (1.19)

2 6 24
w(z —h) = u(x) —uy(z)h + %u,m(x)h2 — éu,mz(x)h?’ + iumm(x)h“ +... (1.20)
Dosazenim téchto rozvoji do (1.18) dostavame
co(z) = EAu(:B +h) — 21;(23:) +u(x — h) ) = EAU,M(I)h2 + 1_12:2,9611:6(3:)th +.. ) =
EA (um(x) + %uvmm(m)hQ + ) + f(x) = Zi—;luvmmfﬂ + . (1.21)

Posledni rovnost (1.21) plyne z faktu, Ze EAu,,(x) + f(z) = 0 (coZ neni nic jiného, nez
pivodné fesena rovnice). Tremi teCkami jsou pritom oznaceny Cleny vyssiho fadu. Pro dalsi
analyzu je vSak vyhodnéjsi uvaZovat pouze konecné Taylorova rozvoje ve tvaru

w(@+h) = u(@) + ua(z)h + %u,m(x)fﬂ + éu,m(x)iﬁ + iu,mm(g)h% ce(z—hhth).

(1.22)
Analogicky rozvineme i u(x — h). Za predpokladu dostate¢né hladkosti vstupnich dat (tzn.
funkce f(x)) existuje konstanta M takova, Ze | 4., ()| < M vSude na (0, 7). Potom dosazenim
(1.22) do (1.21) plati nasledujici nerovnost

len(z)] < EA%hZ = O(h?). (1.23)

Nerovnost (1.23) ifka, Ze se chyba diskretizace €, (z) pro h — 0 chové jako O(h?) a je tedy
druhého fadu piesnosti.® Jinymi slovy, pii zmenseni prostorového kroku 4 na polovinu se chyba
zpusobena nahrazenim derivace podilem diferenci zmensi Ctyfikrat. Vidime, Ze pro h — 0 jde
velikost chyby diskretizace k nule. Vyvstava nyni dilezitd otazka, zda metoda konverguje k
presnému feSeni. Abychom mohli tuto otdzku zodpoveédét, definujme tzv. chybu aproximace
jako rozdil priblizné a presné hodnoty hledané funkce u v daném uzlu sité, tj.

€; = Uj — 'LL(.TJ) (124)

Zajima nés, zda pro h — 0 jde také e; — 0, jingmi slovy zda se pfibliznd hodnota hledané
funkce u bliZi pfi zjemnovani sit€¢ k pfesné hodnoté. Dosadme nejprve z (1.24) za U; do

3Symbol O zna&f nasledujici skute¢nost. Pro libovolné zy € [—oo, 0o fekneme, ze f(x) = O(g(x)) pro
x — xg, pokud existuje konstanta K > 0 tak, Ze | f(z)| < K|g(z)| na okoli bodu z. Lze ukézat, Ze ekvivalentn&
I(=)
g(x)
to znamend, Ze funkce &5, (z) a h? se blizko nule chovaji zhruba stejné.

plati lim,_, = K < oo a tedy funkce f(z) a g(x) jsou na okoli bodu z “stejného fadu”. V nasem piipadé
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diskretizované rovnice (1.13). Tim ziskame

i) - QH}E?) Fuln) g gl T 2;; Rl A (1.25)
61:(;')
neboli 52 (
e\xr;
—FA-t—== 2 ) = ep(zy). (1.26)

Pro dal3{ postup budeme predpoklddat, ze diskrétni operator — E Ad%/h? spliiuje tzv. “diskrétni
princip maxima”. Jeho platnost dokaZzeme pozdéji pro obecnéjsi Laplacetiv operator. Diskrétni
princip maxima pro nas piipad fikd, Ze pokud —EA62U; /h?* < 0 pro viechny vnitin{ uzly, pak
se (nezaporného) maxima nabyva na hranici, tj. v krajnich bodech intervalu. Pokud oznac¢ime
mnozinu vnitinich vzld Jo = {z;;5 € {1,2,...,J — 1}} a mnoZinu hrani¢nich uzli 0.J, =
{z;;7 € {0, J}}, pak lze diskrétni princip maxima matematicky zapsat nasledovné

52U
(—EA 2 <0; VP e Jg) = ]rjne%}é Up < maX{O,Cglg(g;}cQ Ug}. (1.27)
Pritom Up jsme oznacili hodnotu funkce U v bodé P. K vlastnimu odvozeni chyby aproximace
definujme pomocnou srovndvaci funkci

d(z) = <x - 5)2. (1.28)

Volba funkce ®(x) zdvisi na feSeném problému a neni jednozna¢né urfena. Obecné lze fici,
Ze se ji snazime zvolit tak, aby konstanta u odhadu chyby vysla co nejmensi. Jelikoz ®(x) ma
nulové ¢tvrté derivace, je po dosazeni ® () do odhadu (1.23) konstanta M nulova a po dosazeni
do (1.26) vychazi

52
—FA e -2, VP e Jg. (1.29)

Oznacme nyni

1 h?
\pp:€p+§EM(I)p. (130)
Potom plati
52U 52 h? h?

_EA xth — _EA ff — BAZM =ep— BATM <0, VP € Jo, (1.31)

kde posledni nerovnost plyne z (1.23). Funkci ¥ p v libovolném bod€ P jsme zvolili prave tak,
aby byla pro ni splnéna podminka diskrétniho principu maxima. TudiZ plati
1 h? 1 h?
Up < ——M b} =-—M, VP 1.32
P oM paxi®ol = g M, VP € Jo, (1.32)
protoZe v krajnich bodech intervalu je srovnavaci funkce ® () rovna 1/4. Jelikoz déle z definice
plati ep < Wp, dostdvdme

1
Up —up < %Mh? (1.33)
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Budeme-li definovat Wp = —ep + %?—;M ® p, dostaneme analogicky odhad pro —(Up — up), z

¢ehoz plyne pozadovany odhad chyby aproximace

1
|Up — up| = |ep| < %Mfﬂ (1.34)

a vidime, Ze se zmenSujicim se prostorovym krokem h konverguje schéma kvadraticky k presnému
feSeni.
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1.2 Parabolické problémy - nestacionarni vedeni tepla v 1D

Vv s

Nyni rozvineme, zobecnime a rozsifime vysledky a metody naznacené v ivodu. Budeme pfitom
uvazovat nasledujici problém casové zavislého vedeni tepla v jedné prostorové proménné

V= KUz, VE>0,2€(0,1) (1.35)
v(0,t) = a, v(l,t) =4, Vt>0, (1.36)
v(x,0) = 0°(z) = u’(z) + a(l — ) + Bz, Vo €]0,1]. (1.37)

Studenti se s timto problémem jiZ setkali v pfedmétu NAK 1. Touto ulohou Ize popsat
napiiklad ifeni tepla zdi domu (osa z je kolma na zed), nebo v izolované homogenni tyci
konecné délky. Parametr « znaci difuzivitu (materidlovy parametr popisujici vodivost, tj. schop-
nost materidlu vést teplo), o a 8 jsou okrajové podminky, tzn. pfedepsané teploty na na obou
koncich fesené oblasti. Pro zjednodusSeni analyzy, kterou zde budeme provadét, I1ze substituci
u(z,t) =v(x,t/k) — a(l — z) — Sx dlohu prevést na tvar

Up = Ugy, VE>0,2€(0,1) (1.38)
w(0,8) = u(l,t) =0, ¥t >0, (1.39)
u(z,0) = u’(z) (1.40)

s jednotkovou difuzivitou a homogennimi okrajovymi podminkami. Ovéfeni Ctenaf provede
snadno sam porovndnim dvojndsobné derivace v prostorové proménné a jednoduché derivace v
case. Opacnou substituci 1ze naopak rovnice (1.38) - (1.40) pfevést na rovnice (1.35) - (1.37)
s redlnym fyzikdlnim vyznamem. Analytické feSeni rovnice (1.38) - (1.40) uZ neni tak snadné,
jako v pfipadé staciondrniho vedeni tepla popsaného rovnici analogickou (1.1). Za urcitych
predpokladti ovSem feSeni nalézt 1ze. Postup k jeho nalezeni se nazyva Fourierova metoda a
zakladnim predpokladem je, Ze hleddme feSeni v separovaném tvaru:

u(z,t) = X(x)T(t). (1.41)

Uvedeny tvar (1.41) m4 vSak velmi dobry smysl a jeho pfedpoklad je velmi pfirozeny. Lze se
né&j totiz divat jako na rozlozeni teploty X (x) napfi¢ feSenou oblasti (napiiklad st€nou), které
ma v kazdém Case jinou amplitudu 7'(¢). RozloZeni poCéteéni teploty X (x) pro T'(0) se tedy
vyviji v Case podle toho, jak se méni T'(t). Za tohoto pfedpokladu prostym dosazenim (1.41)
do (1.38) dostdvame

X(@)T'(t) = X"(2)T(t), Vt>0, z€(0,1), (1.42)

kde ¢arkou znacime obycejnou derivaci. Pokud vydélime rovnici (1.42) T'(t) a oznacime \ =
—T"(t)/T(t), musi funkce X (x) spltiovat

—X"(z) = AX(z), =z €(0,1), X(0)=X(1)=0. (1.43)

Pritom pfedpokladdme, ze Jtq > 0 a xo € (0,1) tak, ze u(xo,ty) # 0. Vyndsobenim (1.43)
funkci X (), jejim integrovanim na intervalu od 0 do 1 a postupnou dvojndsobnou aplikaci
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per-partes postupné dostadvame:

A 1 X?(z)dz = — IX”(x)X(x)dx =—[X'(2)X ()]s + 1[X’(x)]2dx >0, (1.44)
0 0 — 0

z ¢ehoZ plyne A\ > 0, jelikoZ integral z druhé mocniny jakékoliv funkce je kladné ¢islo. Obecné
feSeni rovnice (1.43) 1ze proto psat ve tvaru

X (z) = asinv Az + b cosvAz. (1.45)

Z okrajové podminky X (0) = 0 plyne b = 0, z X (1) = 0 pak VA = mm, m € N. Existuje tedy
(spocetné mnoho) vlastnich &isel A, a odpovidajicich vlastnich vektort X,,*:

A = (mm)?,  X,u(z) = sin(mmrz). (1.46)
Analogicky vyloucenim X (x) z (1.42) dostavame rovnici
T'(t) = =\T(t), Vt>0, (1.47)
ktera mé (aZ na multiplikativni konstantu) feSeni
T(t) = e, (1.48)

Vezmeme-li v ivahu pivodni predpoklad (1.41), mizeme celkové feseni (1.38) - (1.40) psat ve
tvaru
u(z,t) = ane M sin(mrr), (1.49)

kde a,, je konstanta, kterou ur¢ime niZze. Vzhledem k linearité¢ feSené rovnice je i libovolna
linearni kombinace funkci (1.49) feSenim (1.38) - (1.40). Nabizi se nyni uvazovat feSeni ve
tvaru nekonecné rady

Z ame Msin(mrz). (1.50)

Z pocatecni podminky pro Cas t = 0 plyne
u(z,0) Z A sin(mmz) (1.51)

coz znamend, Ze koeficienty a,,, jsou Fourierovy koeficienty funkce u°(x) v rozvoji do “sinové”
fady’. Proto dale plati

1
Ay = 2/ u’(z)sin(mmx). (1.52)
0

Z teorie Fourierovych fad je zndmo, Ze fada (1.52) konverguje v prostoru L?(0, 1) pro libovol-
nou funkci u®(z) € L*(0, 1), a tedy (1.50) fesi (1.38) - (1.40).

4Zde opét odkazujeme Etendie na prednasky z Matematiky 3 a 4
3Ohledné zdkladnich pojmii z teorie Fourierovych fad se miiZe ¢tendf informovat napiiklad v Dodatku ??
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Ackoliv by se mohlo zdat, Ze ziskanim analytického feSeni “mame vyhrano”, je tfeba poz-
namenat, zZe pro praktické vyuziti se tento vysledek blizi spiSe feSeni numerickému. Jednak
Jsme totiZ obecné schopni ziskat koeficienty a,, pouze priblizné€ (integrdl (1.52) nemusime byt
obecné schopni vycislit presné), a navic jsme v kazdém piipadé schopni secist pouze konecny
pocet ¢lent fady (1.50). Z hlediska Fourierovy metody samotné je vSak nejvétSim omezenim
fakt, Ze neni snadno zobecnitelnd na komplikovangjsi tlohy. Je proto tfeba se uchylit k jinym
metodam, napfiklad metodé konecnych diferenci, jako v této kapitole.

Podobné jako v ptipadé tazeného-tlaceného prutu, feSeného v tvodni kapitole, musime nej-
prve vytvofit sif, na které budeme diskretizovat rovnici (1.38) - (1.40). Rozdil vSak bude v
tom, Ze nyni hledand funkce teploty u(z,t) zavisi kromé& prostorové proménné jesté na Case a
musime proto provést diskretizaci vzhledem k ob&éma t&émto proménnym. Vysledna sit tak bude
dvourozmérna, jak je vidét na Obr. 1.4. Zvolme nyni pevné J € N a polozme h = 1/J, pfi¢emz
h nazveme prostorovy krok sit€ a J pocet uzli sité v prostorové proménné. Podobné zvolme
casovy krok sité¢ 7 > 0 a definujme body

z;=jh, j=01,.,J, ty=nr, n=012, .. (1.53)

Dvojice (z;, t,) nazgvame uzly sité (jsou to pruse¢iky piimek rovnob&znych s osami a prochazejicimi
body z; a t,, - viz Obr. 1.4). Pfitom budeme pro jednoduchost uvazovat konstantni prostorovy

i Casovy krok, ackoliv to obecné neni nutné. Podobné jako v ivodnim ptikladu zavedeme také
aproximaci hledané funkce u v bodé (z;,%,):

u(xj, t,) = U (1.54)

J

Tyto piiblizné hodnoty ziskdme opét tak, Ze derivace v rovnici (1.38) nahradime diferencemi® a
ndsledné& fesime ziskané diferen¢ni rovnice’ v Case poéinaje n = 0.

t h
A +
. . . . . . . . T
A e O e N
. . . >x
joj+1

Obr. 1.4: Schéma vypocetni sité pro nestaciondrni iilohu tepla v 1D

Spravnéji bychom méli fikat podilem diferenci, napiiklad Ay, u(x)/h je podil diferenci ve funkéni hodnoté
u(x) a proménné z. JelikoZ ale nehrozi nedorozuméni, budeme i pro tento podil uZivat pojmu diference.
"Pro stru¢nou informaci o diferenénich rovnicich, viz naptiklad Dodatek 2?.
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Druhou derivaci v prostorové proménné nahradime (s drobnou tpravou, nebof nyni jde o
funkci dvou proménnych) stejné, jako v piipadé taZzeného-tlaceného prutu, tedy diferenénim
schématem

oou(xj,t,)  ulz;+ hty) — 2u(z;,t,) +ulz; — h,ty,)

U o (2), 1) = 72 = 72 ) (1.55)

V piipadé Casové derivace vSak mdme na vybér z vice moznosti, viz (1.56). Podle toho, zda
zvolime dopfednou ¢i zpétnou diferenci, ziskdme takzvané explicitni ¢i implicitni schéma. V
dalsich odstavcich uvidime, Ze tato schémata maji kvalitativné riizné vlastnosti.

u(xj’ tn+1> - U(xja tn) u($j7 tn) — U(ZL’j, tn—l)

ui(xj, ty,) ~ - , o ug(zg,t,) & - (1.56)

V dalsi kapitole se bliZze seznamime s explicitnim schématem pro feSeni ulohy (1.38) - (1.40).

1.2.1 Explicitni schéma

Explicitni schéma pro jednorozmérnou ulohu nestaciondrniho vedeni tepla (1.38) - (1.40) je
nejjednodussi postup numerického feseni dané dlohy. Pro nahradu derivaci v bodé (x;,1,,) se
pouziji diference

W@y, typ1) — u(xj, ty) ulxy +hty) = 2u(zy, t,) +ulr; — h,ty)

u,t(xjytn) ~ u,xx(xjatn) ~ B2

h I

Pokud pravé uvedené vztahy dosadime do rovnice (1.38) a misto ptesnych hodnot funkce u(x, t)
dosadime jeji aproximace pomoci (1.54), dostaneme diferencni rovnici

n+1 n n n n
T h? ’ '

kterou po oznadeni 1 = 7/h? miZeme prepsat do nésledujiciho tvaru, vhodného pro vypocet
Uptt = U + (U}, — 207 + U ). (1.58)

Ze vztahu (1.58) je vidét, ze libovolnou (pfibliznou) hodnotu hledané funkce U f“ na Casové
hladiné ¢,,, 1 1ze spocitat pouze z hodnot na ¢asové hladiné ¢,, - viz Obr. 1.5. Proto se schématu
(1.58) tika explicitni diferencni schéma. K rovnici (1.58) jeSt€ musime priipojit pocatecni a
okrajové podminky. Ty je tieba rovnéz vyjadfit v uzlech (z;,t,):

U =u’(z), j=1,2,....J—1, (1.59)

J

Up=Ur=0, n=0,1,2,.. (1.60)

S podminkami (1.59) a (1.60) 1ze postupné urcit hodnoty pro vSechny vnitfni hodnoty intervalu
pro vSechna n > 0. Pfitom zatim piedpokladdme, Ze pocCateCni a okrajové podminky jsou
konzistentni, tj.

u’(0) = v’ (1) = 1. (1.61)
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TV oweennnns ' ..... ., ..... .
J

Obr. 1.5: llustrace explicitniho schématu. Hodnota v case t,1 se vypocte pouze z hodnot v
case t,,.

UkazZeme si nyni jednoduchy priklad, abychom motivovali dalsi vyklad vySetrovani vlastnosti
numerickych schémat. Re$me proto tlohu (1.38) - (1.40) s nasledujici pocateéni podminkou:

u0<x> _ {2517, i]

2—2x, x¢€ [%, ]

8
m
o

(1.62)

Pfi takto definované pocatecni podmince je mozné Fourierovou metodou ziskat libovolné presné
feSeni, jelikoz integrdly (1.52) lze pfesné spocitat. Pfesné feSeni ma tvar

8 . /mmy\ . (i
(mﬂ)zsm (T> sin (mma) e~ ("M, (1.63)

NE

Uezact =

m=1

Rada (1.63) konverguje velice rychle a uZ pro mald m ziskdvame dostate¢n& presné feseni. To
pouZzijeme k porovnani s fesenim ziskanym metodou siti. Zvolme pocet uzli J = 20, cemuz
odpovidé velikost prostorového kroku h = 0.05. Na Obr. 1.6 je porovndni presného feSeni
(modra Céra) a priblizného feseni ziskaného metodou siti (Cervend Céra) pro rizné hodnoty
casového kroku 7. V levém sloupci jsou vysledky pro 7 = 0.0012, vpravo pro 7 = 0.0013.
Zatimco pro prvni hodnotu ¢asového kroku dostavame velmi dobrou shodu s pfesnym feSenim,
pfi zdanlivé nepatrné zméné o 0.0001 dojde postupné k naprosté destrukci priblizného fesSeni.
Jak uvidime v dalsi kapitole, tento jev neni ndhodny, nybrz jde o principidlni zalezitost. Jedna
se o stabilitu ¢i nestabilitu numerického schématu, v niZ hraje klicovou roli hodnota poméru
¢asového a prostorového kroku p = 7/h?, zavedeného vyse. NeZ se pustime do analyzy explic-
itniho schématu, zavedeme nasledujici oznaceni pro diference.

Znaceni pro diference

Doptedné diference:

Aju(z,t) =u(z, t+7) —u(z,t), Apu(z,t)=u(r+ht)—u(x,t)
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Cas = 0, ¢asova hladina =0 ¢as = 0, ¢asova hladina = 0
1.4} 1.4t
1.2+ 1.2+
1.0+ 1.0t
0.8+ 0.8 ¢
0.6 0.6 ¢
0.4+ 047
0.2¢ 0.2}
0.0 0.0
—0.25¢ . . . . ] —0.25¢t ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.0 02 04 06 08 1 0.0 02 04 06 08 1
¢as = 0.0012, ¢asova hladina =1 ¢as = 0.0013, ¢asova hladina =1
1.4+ 1.4t
1.2+ 1.2+
1.0+ 1.0t
0.8+ 0.8 ¢
0.6 0.6
04+ 047
0.2¢ 0.2}
0.0 0.0
—0.25¢t ‘ ‘ ‘ ‘ ] —0.25¢t ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.0 02 04 06 08 1 0.0 02 04 06 08 1
¢as = 0.03, ¢asova hladina = 25 ¢as = 0.0325, Casova hladina = 25
1.4 141 ]
1.2+ 1.2t
1.0+ 1.0t
0.8+ 0.8 ¢
0.6+ 0.6
0.4+t 0.4+
0.2t 0.2+
0.0 0.0
—0.25¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ] —0.25¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.0 02 04 06 08 1 0.0 02 04 06 08 1
¢as = 0.06, ¢asova hladina = 50 ¢as = 0.065, ¢asova hladina = 50
1.4+ 1.4} ]
1.2+ 1.2+
1.0+ 1.0t
0.8+ 0.8 ¢
0.6 ] 0.6
0.4} 1 04
02 //*-\ 0.9
0.0 p 0.0
—0.25¢t ‘ ‘ ‘ ‘ —0.25¢t ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.0 02 04 06 08 1 0.0 02 04 06 08 1

z vz

Obr. 1.6: Porovnani presného (modra ¢ara) a priblizného (Cervend Cara) feSeni v Case t = 0, po
1., 25. a 50. kroku. Vlevo je ¢asovy krok 7 = 0.0012, vpravo 7 = 0.0013
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Zpétné diference:
Az, t) =u(z,t) —u(z,t — 1),  A_pu(z,t) =u(x,t) —u(x — h,t)

Centralni diference:

1 1 1 1
du(x,t) = u (:C,t+ 57’) —u (:1:, t— 57’) , Ogu(x,t) =u (:c + §h, t) —u <:c — §h,t>

Centrélni diference s dvojnasobnou délkou intervalu:
1 1
Agy = §(A+m + A_)u(z,t) = 3 [u(z + h,t) — u(x — h,t)]
1
S 2

Ay = %(A+t + A _u(z,t) = - [u(z,t +7) —u(x, t — 7))

Centralni diference druhého fadu:
1 1
o2u(z,t) = o, (u (w + §h, t) —u (x — §h,t)) =u(x + h,t) — 2u(z,t) + u(x — h,t).

Ctenaf snadno ov&fi, Ze pro centralni diferenci druhého fadu plati 62 = Ay, A_,. Analogicky
by se zavedla i diference druhého fadu v ¢asové proménné.
Nyni se vratime k explicitnimu schématu (1.58), které budeme pséat ve tvaru

n+1 n n n n
h? '

RU, g

N J/ N J/

T
-~
XUt

Podobné jako v tivodni kapitole nyni budeme definovat chybu diskretizace explicitniho schématu
a vysetiime, jakého fadu presnosti toto schéma je. Chybou diskretizace nazveme rozdil levé a
pravé strany (1.64), kam dosadime misto aproximovanych hodnot U}' ptesné hodnoty w(xj, ty)
w(xj, ty +7) —u(zy,t,)  ulz;+h,t,) — 2u(z;, t,) +ulz; — hyt,)
Eh,r (xjv tn) = - 2 =
T h
Apu(zy, tn)  Gqu(;,t,)
T h? '

Odhad chyby diskretizace provedeme pomoci Taylorova rozvoje, jehoZ pouzitim dostaneme
nasledujici vztahy

(1.64)

1 1
Al t) = u, t+7) = ula,t) = wy(e, 07 + Sua(e,07 + Sz 07+

S2u(w,t) = u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t) =
1 1
(u(z,t) + uz(x, t)h + §um(x, t)h? + gumx(x, t)h? + ...) — 2u(w, t)

1 1
(u(z,t) —uy(z, t)h + éum(:c, t)h* — éuxm(x, Hh? +..) =

1
U 4o (2, 1)R* + ﬁumm(a:, t)h*.
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Uvéazime-li, Ze u; = u ,,, dostdvdme dosazenim praveé uvedenych Taylorovych rozvoji

1 1
€h’7—(ﬂf, t) = §u7tt(x, t)T - Eu,mm(x, t>h2 -+

~~ ¢leny vyssiho fadu

hlavni ¢ast chyby diskretiace

Podobné jako v tivodnim piikladu je vSak i zde pro zkonstruovani odhadu chyby diskretizace
vyhodnéjsi uvazovat konecné Taylorovy rozvoje.

1
u(z, t+7) =u(z, t) + us(z, t)7 + §u7tt(a:, mT, n € (tt+71),

1 1 1
u(z+h,t) = u(w,t)+u7x(a:,t)h+§u7m(x,t)h2—|—6u’xm(x,t)h3+ﬂu’mm(§,t)h2, ¢ € (z—h, h+h).

Za predpokladu dostatecné hladkosti pocate¢ni podminky a jeji konzistence s okrajovymi podminkami
existuji konstanty M, My tak, Ze |u | < My, |t 40| < Mo na [0, 1] x [0, 7. Potom plati

M, M,

1
lenr (2, )] < —ir+ 22h2 =1 {Ml T

M| . 1.65
2 12 2 61 2] (1.63)

Pro pevny pomér ¢asového a prostorového kroku p se ey, -(x,t) pro 7 — 0 chova jako O(7).
Explicitni schéma (1.58) je tedy prvniho fadu presnosti, coZ znamena, Ze s polovi¢nim ¢asovym
krokem bude i chyba diskretizace polovicni.

Pro zajimavost uvedme, Ze v tomto konkrétnim piipadé lze jednoduchym trikem dosdhnout
i druhého fadu pfesnosti. Z rovnosti u; = Uz, tOHZ plyne uy = Uger = (Ut) 20 = U gzzas
takZe

1 1
- —(1—- — 2
Enr(z,1) 5 ( 6#) U gz (2, 1)T + O(T7)

a pro i = 1/6 je schéma druhého fadu presnosti. Jde v§ak o velmi specidlni situaci, se kterou
se v obecnéjsich pripadech nesetkdme.

1.2.2 Konvergence explicitniho schématu

Zatim jsme ukdzali, Ze explicitni schéma (1.58) je prvniho faddu presnosti. V tomto odstavci se
budeme zabyvat otdzkou konvergence explicitniho schématu, tedy otdzkou, zda pro zjemnujici
se sit (tzn. 7 — 0 a h — 0) budeme dostavat stale presn&jsi vysledky, aZ v limitnim piipad&
dostaneme presné feseni. Odpovéd na tuto otdzku formulujeme v ndsledujici v&ts:

Véta 1.1 (O konvergenci explicitniho schématu). UvaZujme posloupnost (h;, ;) — (0,0) pro
i — 00 a predpoklddejme, Ze existuje ig tak, Ze pro vSechna i > iy plati ji; = 75 < %

Nechi T > 0 a existuji My, My € R tak, Ze |uy| < My a |[uzzee| < My na [0,1] % [0, T7.
Pak pro libovolny bod (z,t) € [0, 1] x [0, T] a libovolnou posloupnost (j;,n;) € N takovou, Ze
Jihi = x, n;; — t, konverguji aproximace U ;z ¢ generované explicitnim diferencnim schématem
(1.58) k FeSeni u(x,t), pficem? tato konvergence je stejnomérnd v [0, 1] x [0, T).
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Ditkaz Uvazujme libovolnou dvojici i, 7 a libovolny bod (x;,t,) € (0,1)x (0, T). Analogicky
jako v tuvodnim prikladu tazeného-tlatenc¢ho prutu definujme chybu aproximace jako €7 =
U} — u(w;,t,). Dosazenim do (1.58) dostaneme

n—f—l
J

= e} +p(ef,, — 26 +ef ) — 71} = (1= 2u)e} + pel, + pei | — 7€}

77

e (1.66)

kde 5}"‘ = enr (25, t,). Definujeme-li maximdlni chybu v uzlech v ramci n-té asové hladiny
jako
"] = max |ef 1.67
e = max | (1.67)
pak ”znormovanim” obou stran (1.66) postupné dostaneme (pfitom pouzivame vlastnosti normy
(3.11a3.12)

e oo = [I(1 = 2p)e} + pefyy + pef = 7€l
< (11 = 20] + 200 1" oo + 7/127 - (1.68)
=1 p;:ugé

Jelikoz dale pro po&atecni podminku plati ¢ = U —u"(z;) VI, dostdvdme za podminky p <
rekurzivné z (1.68)

1
2

n—1
el 737 1l < g [l (1.69)

=U,...,

kde v posledni nerovnosti trividlné misto souctu n Cisel bereme n-krat nejvetsi z nich. PouZzitim
diive dokazaného odhadu pro chybu diskretizace (1.65) dostaneme pozadovany odhad pro
chybu aproximace

My, M
U —u(aj,t,)| < T <7lr + 1—22h2> . (1.70)

ProtoZe funkce u je na [0, 1] x [0, T'] spojita (to plyne z existenci jejich derivaci) a odhad (1.70)
nezavisi na z, ani na t, je konvergence stejnomérna.

Pouzitim dostatecné jemnych siti 1ze tedy docilit libovolné pfesnosti. Podminka p < % vSak
pozaduje, abychom se zmenSujicim se prostorovym krokem h zjemtovali i Casovy krok, a
to velmi dramaticky - dokonce dvakrat rychleji. To je velmi omezujici. Navic z uvedeného
neni jasné, co se stane, kdyz podminka p < % splnéna nebude. Odpovéd na tuto otizku dava
nasledujici kapitola.

1.2.3 Fourierova analyza chyby pro explicitni schéma
V kapitole (1.2) jsme prezentovali Fourierovu metodu feSeni problému (1.38) - (1.40) ze které
vyplynulo, Ze jeho feSeni Ize psét ve tvaru Fourierovy fady

o0

u(z,t) = Z ame " 'sin(mma), (1.71)

m=1
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kde z pocatecni podminky

u(z,0) = u’(z) = Z amsin(mmz), (1.72)

m=1

plynul vztah pro koeficienty a,, jakoZto Fourierovy koeficienty v rozvoji u°(x) do sinové fady.
1
Ay = 2 / u’(z)sin(mmx). (1.73)
0

Reseni (1.71) i po&ateni podminku (1.72) lze zapsat misto funkce sinus pomoci komplexnich
exponencidlnich funkei jako

u(z,t) = Z A= mmi e 0) = u(z) = Z A (1.74)

Pokud dodefinujeme pocate¢ni podminku i pro z € [—1,0] jako u’(x) = —u°(z)®, pak pro
koeficienty A,, plati
/! ,
Ay == / u®(x)e M, (1.75)
2J4
Snadno se ovéif , Ze plati A,, = —A_,, = —i%*. Déle budeme pfedpoklddat, Ze Fourierova

fada pro pocatecni podminku v (1.74) je absolutné konvergentni, tedy Ze

o0 o0

A < Y Ay < oo, (1.76)

m=—0o0 m=—0o0

nebot || < 1 pro vSechna z.” Postalujici podminkou je konzistence pocate¢nich a okra-
jovych podminek (tj. musi platit u®(0) = u°(1) = 0), dale absolutni spojitost '* funkce u°(z)
na [0, 1] a derivace (u”)’ musi leZet v prostoru L?(0, 1),

Z predchoziho vime, Ze funkce tvaru e™m@—(mm?*t — gimme—(mm)*t fexi broblém (1.38) -
(1.40). V analogii k oznaceni uzli sife uvazujme x = jh at = nr. Ozna¢ime-li k = mm,

miZeme se ptit, zda analogicky eF#h—k*nm — @ikiha—=k*nT jexi explicitni diferenéni schéma
p gICKy P
(1.58). Zavedeme-li jest€ nasledujici oznaceni
Ao HT (1.77)
8Tedy jako lichou funkci. Pfipomindme, Ze funkce f(x) je lichd, pokud f(x) = —f(—x) a sud4, pokud

f(@) = f(-=).

To plyne napiiklad z Eulerova vzorce: €™ = cos(mnz) + isin(mmx). Tedy ™™ lezi na jednotkové
kruZnici.

1Existuje nékolik ekvivalentnich definic absolutné spojitych funkci. Napfiklad funkce f je absolutné spojitd
na [a, b], pokud existuje (Lebesgueovsky) integrovatelna funkce g(x) tak, Ze pro vSechna x € [a, ] plati f(z) =
fla)+ [ g(t)dt. Potom i plati, Ze g(x) = f’(x) pro skoro viechna z € [a, b] (aZ na mnoZinu miry 0). PoZadavek
absolutni spojitosti je velmi silny a 1ze dokazat, Ze absolutné spojitd funkce je i stejnomérné spojita, a tedy i spojita.

"Pro vice informaci o prostorech funkei viz naptiklad Dodatek (3.4).



Metoda konec¢nych diferenci 21

zajima nds vlastné, zda je mozné piibliznou hodnotu funkce w(x,t) v uzlu (x;,t,) vyjadfit ve
tvaru .

Up = e, (1.78)
Pokud ma byt (1.78) feSenim explicitniho schématu (1.58), musime dosazenim dostat identitu.

Dosadme tedy (1.78) do (1.58), &imZ obdrzime
efih 11 — kiR NPT 4y (eikh _ 9 4 g=ikhY], (1.79)
Z rovnosti (1.79) plyne po vydéleni vyrazem e'** \ naledujici vztah pro \
A= AE) =1+ p(e™ —2 e, (1.80)
coz lze déle upravit pouZitim Eulerova vzorce ve tvaru e*" = cos(kh) + isin(kh) takto

AME) =1+ p(e® — 2+ e7* ") = 1 4 p(cos(kh) + isin(kh) — 2 + cos(kh) — isin(kh))
=1—2u(1 — cos(kh)),
coz ddle pouZitim vzorce cos(kh) = cos [2 (&)] = cos? () —sin® (%) a vzorce cos? (&) +
kh

sin® (%) = 1 upravime na

kh

b =12 i) =12 (e () e (2

kh kh kh
_1_ Lo [ KR 3 O Y W T I
=1 Qu(sm (2>+sm (2)> 1 — 4psin (2>

Koeficient A(k) se nazyva zesilujici (amplifikacni) faktor pfislusného Elenu Fourierovy fady.

Sd ‘v Z VY v e n O v . v o . v/ v v 7z v v e
lebhsr%e 1zesenl U} muZeme tedy zapsat analogickym zpusobem, jako v piipadé presného feseni
u(x,t) jako

U= ) Ape™ "\ (mm)]". (1.81)
Moznost piiblizného zapisu feSeni plyne z omezenosti amplifikaéniho faktoru A(mm) a jednak
z konvergence tady (1.76), coz znamend, Ze (1.81) konverguje absolutné. JelikoZz kazdy clen
rady (1.81) fesi diferencni rovnici (1.58), fesi ji i jeji soucet. Pro n = 0 se fada (1.81) redukuje
na fadu pro pocite¢ni podminku v (1.74) s x = jh, a tedy soucet fady (1.81) spliiuje pocatecni
podminku (1.40). Jelikoz déle A,,[A\(mm)]" = —A_,,[AN(—mm)]", atudizproj =0aj = Jje
soucet fady (1.81) roven nule, plati i okrajové podminky (1.39) a zapis (1.81) je tedy opravnény.
Vidime, zZe A(mm) zavisi kromé velikosti prostorového kroku A také na m, coz je frekvence
(nebo také mod) prislusného Clenu Fourierovy fady. Nizké frekvence (Cleny s nizkym m) v fadé
(1.81) dobte aproximuji odpovidajici Cleny fady (1.74) pro presné feSeni. To snadno zjistime,
pokud pfesné i aproximované vyrazy rozvineme pomoci Taylorova rozvoje

1
e M T — 1 k2 5/& 2_

(kh)? — 234(1#1)4 + ...

1

Ak) =1—2u(1 —cos(kh)) =1—2u 5

1
=1-k*r+ Ekf*rh? — . (1.82)
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kde vidime, 7e e %' a piislusnd aproximace A(k) se 1isf az od tfetiho ¢lenu Taylorova rozvoje.
Tyto rozvoje mimo jiné mohou slouZzit jako alternativni prostiedek vysetfovani chyby diskretizace
enr(xj,t,), kterou nyni dosazenim (1.81) do (1.74) Ize psat ve tvaru

w(xj, ty + 1) —u(zy,t,)  ulz;+ h,t,) — 2u(z;, t,) +ulz; — h,ty)
5h,7’(xj7 tn) - - - h2

2cos(mmh)—2
'\

—(mm)?r _ q ;ikzh 924 e—iki?

00
_ A eimTr:s]-—(mTr)Ztn € .
= § m

= T h?
- i i—(mm 1 —(mm)°T T
= ) Apemmi )2tn; e~ (m°T _1 4 94(1 — cos(mmh)) (=133
m=mee —A(mm)
o0 —(mm)3r
_ Z € (mm)™r )\(mﬂ-)A eimwmj—(mw)2tn
m=—o0o T "
0 (1=K + 3% — (1 — K21 + L k4R + O3 .
_ Z ( 2 ) ( 12 ) ( )Ame1m7rxj—(m7r)2tn (Taylor)
T
= 1 4 1 2 2 immx;—(mm)2t
= 20 gk ght) 00| A,

z ¢ehoz vidime, Ze je schéma prvniho f4du piesnosti. Pokud by ov§em 67 = h?, pak by schéma
bylo druhého fadu pfesnosti, coZ je stejny vysledek, ktery nam vySel vySe, viz (1.66). Snadno
1ze zjistit nasledujici odhad, ktery se nim bude hodit pozdéji.

1 1
(k) — e ¥7| = 'EkA‘Thzcos £ — 5/#7%*5 ,£€(0,7)

2

1A 1 h 1
< —=—+ =K' =C(wk*r? Jeos €] < 1,]e 8| <1,— =—. (1.83)
12 7 2 T 2

Vyjadreni (??) nam poskytuje jesté vice informaci. Nejdfive se vSak podivejme na nésledujici
odhad chyby aproximace. Problém zformulujme jako vétu.

Véta 1.2. Chyba e} = U}' — u(x;,t,) zistdvd pFi pevaych T, h omezend pro n — 0o, a to pro
libovolnou po&dtecni podminku u° splitujici (1.76), pravé kdyZ |\(mm)| < 1, ¥Ym € N.

Dukaz

JelikoZ presné feSeni u(x;,t,) je pro t — oo omezené (to plyne z konvergence fad (1.50) a
(1.52) ), stali se zabyvat omezenosti piiblizného feSeni UJ' pro n — oo. Pro diikaz ekvivalence
je tfeba dokézat, Ze z jednoho tvrzeni plyne druhé a naopak. Nechi tedy nejprve |\(m7)| <
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1, VYm € N. Potom ale z (1.81) plyne

U< > [Anl[A(m)[" (Je™ ™ < 1)
< ) Al < . (I\(mm)| < 1 dle piedp., (1.76))

Necht naopak plati [U}*| < oo a zdroved 3mg € N;|A(mom)| > 1. Zvolme pocitecni podminku
u’(x) = sin(momz). Pak je jeji aproximace U}* = sin(mgmz;)[A(mon)]"™ a tedy |U}| — oo pro
n — 00, coZ je spor a diikaz je hotov.

Nyni je vidét v§znam podminky ;o < % Je-li tato podminka splnéna, pak plati |A\(m7)| < 1a
podle pfedchozi véty zlstava piiblizné feSeni omezené. To plyne z

h
A(mm) = 1 — 4pusin® (mTW) <1-—4pu,

odkud je vid&t, Ze 1 > A(mm) > —1. Je-li viak p > 3, pak pro n&které frekvence m bude
A(mm) < —1 a velikost ¢lend fady (1.81) odpovidajicich témto frekvencim s postupujicim
Casem poroste nade vSechny meze. Pfi bliz§im pohledu zjistime, Ze A(mm) < —1 pro m =
(2l + 1)J, | € Z, nebot potom A(mm) = 1 — 4usin® (% + I7) = 1 — 4p. V principu by sice
bylo teoreticky mozné zvolit poc¢atecni podminku tak, aby A,,, = 0 pravé pro tato m, je to vak
velmi specidlni situace, kterd v obecnéjSich problémech nemusi nastat, a navic pfi numerickém
feSeni by i u téchto frekvenci (které odpovidaji problematickym m) vlivem zaokrouhlovéani
vznikly nenulové hodnoty, které by postupem Casu diky [A(m)]™ neomezené rostly, a doslo by
k destrukci ptiblizného feSeni.

V dosavadni analyze jsme uvazovali v reprezentaci priblizného reSeni nekonecné rady (1.81),
protoZe to bylo vyhodné pro porovnavéni s presnym feSenim pfi vySetfovani chyby. Pfi prak-
tickém pocitan{ to viak neni moZné. Neni to viak ani nutné, nebot na diskrétni (a tedy kone¢né)
siti existuje pouze konecné mnoZstvi frekvenci. To lze snadno vidét nasledujici tivahou, nebot
z 27-periodicity e = cos(z) + isin(z) plyne

l(m+20)mjh _ ilmmjht2nlj] _ immjh (1.84)
a frekvence m a m + 2J[ od sebe nelze rozeznat. To vSak znamend, Ze na dané siti existuje
pouze 2.J nezavislych frekvenci, které zvolime pro jednoduchost jako

m=—(J=1),—(J=2),...,—1,0,1,..... (1.85)

Funkci U7 tedy miizeme popsat jako linedrni kombinaci funkei tvaru ™" [\(mm)]", kde m
probiha pouze posloupnost (1.85). Pfitom nejvyssi frekvence, kterd se na siti vyskytuje, je
m = J. Funkci ™™ \(mm)]" mizeme rozloZit na “prostorovou” &dst €™ a “Casovou” &4st
[A(mm)]". Pro nejvyssi frekvenci m = J se potom prostorovd &dst rovna e™ = cos(jm) +
isin(j7), z ¢ehoz je patrné, Ze v po sobé jdoucich uzlech j stfidavé nabyva hodnot £1. Jelikoz
pro m = J se amplifika¢ni faktor rovnd A(J7) = 1 — 4psin® (5) = 1 — 4y (pfipomindme,
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Ze h = 1/.J), poroste pro y > % Gasovd &ést [A(J7)]" nejrychleji a zcela prebije feSeni. To se
presné stalo v prikladu na Obr. 1.6.

Fourierova metoda je nesmirné silny nastroj pro vySetfovani schémat MKD. Jako dalsi
ptiklad jejiho pouziti si ukdZeme, jak bychom s jeji pomoci dokazali konvergenci explicitniho
schématu. Velkou vyhodou oproti diikazu (1.1) je skuteCnost, Ze nemusime predpokladat dostatecnou
hladkost feSeni a také stejnomérnou omezenost U g4, a u 4. Jedingm nutnym piedpokladem je
absolutni konvergence fady (1.52) pro pocate¢ni podminku. To zejména znamenad, Ze pocatecni
podminka nemusi byt hladka. Pfedpokladejme, ze p < % je pevné. Nechi ddle ¢ > 0 je
libovolné a my € N takové, Ze

> JAn < Z (1.86)

|m|<mg

Potom pro chybu aproximace postupné dostdvame

lef| = |UF — u(z, ty Z A, e [()\(mﬂ))”—e_(m“)Qt” (dosazeni z (1.74) a (1.81) )
2

E = (mm)*T
<+ Y \Amm\(A(mw)) e

|m|<mo

< g + n7?C () Z | A |m®. (plyne z odhadu (1.83))

|m|<mg

Pro dostate¢n€ mald 7 je |e]/| < catoV (z;,t,) € [0,1] x [0,T7, nebot nt < T.12

Vidéli jsme, Ze aby bylo explicitni diferencni schéma (1.58) stabilni, musi platit 7 < h—;,
svazujici Casovy a prostorovy krok. To je velmi silné omezeni, nebot pokud budeme chtit
presnéjsi feSeni (a tedy budeme zmenSovat prostorovy krok), budeme muset velmi vyrazné
zmensSit 1 Casovy krok a vypocet tak bude trvat velmi dlouho. Tento nedostatek 1ze odstranit
pouzitim zpétné diference pro diskretizaci Casové derivace, coZ vede na implicitni schéma,

kterému je vénovéana nésledujici kapitola.

1.2.4 Implicitni schéma

V této kapitole si ukdzeme implicitni diferencni schéma pro fesSeni nestaciondrniho vedeni tepla
v jedné prostorové dimenzi, tedy pro reSeni problému (1.38) - (1.40). Implicitni schéma se
od explicitniho li8i zdanlivé nepatrné - pouze misto dopfedné Casové diference pro ¢asovou
derivaci pouzivame zpétnou. M4 to vSak zcela zdsadni vliv jak na vlastnosti schématu (zejména
stabilitu), tak na konkrétni vypocet. Implicitni schéma ma tvar

n+1 n n+1 n+1 n+1

T h? ’

4. AL UM = po2U) (1.87)

12V prvni nerovnosti tohoto diikazu jsme pouzili nasledujici skute¢nost. Pokud plati \)\1| <lalX] <1, pak
plati [A} — AZ| < n|A; — Az|. To plyne z binomické véty. Je totiz (A1 — A2) 37 ST = >ico CATTIN, —

S 01/\" GFDNHL = An _ pp,
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Na skutecnost, Ze jsme zvolili zpétnou diferenci pro Cas se lze divat také tak, ze “podminku
rovnovahy” (v naSem piipadeé je pfesnéjsi hovofit o bilanci tepla) sestavujeme na konci ¢asového
kroku, tedy tam, kam se chceme na Casové ose teprve dostat. Pfepsdno do podoby vhodné pro
vypocet vypadad schéma nésledovné

—pUM !+ U+ 2p) U — pUR =0, j=1,2,..,J -1, n=0,1,.. (1.88)

Ke schématu pochopitelné opét patii okrajové podminky, které vSak maji stejny tvar, jako
u schématu explicitntho. Podivdame-li se na pravé uvedené schéma (1.88), je z praktického
hlediska zdsadni rozdil v tom, Ze nyni nelze urcit hodnotu U ;LH na Casové hladiné n + 1 pro
7adny uzel j, nebot rovnice (1.88) obsahuje jest& dalsi dv& nezndmé hodnoty. Pro ilustraci je to
znazornéno na Obr. (1.7). Neni tedy jiné cesty, neZ ziskat vSechny hodnoty v ¢asové hladiné
n+1 soucasné, a to feSenim soustavy .J—1 rovnic o J—1 nezndmych (ptedpis (1.88) vlastné neni
nic jiného, nez ’slozkovy”, nebo “indexovy” zépis soustavy linedrnich algebraickych rovnic).
Je vSak tieba fici, Ze tato soustava je tridiagondlni a jeji feSeni je tedy velmi levné (Ize pouZit
napf. tzv. Thomastv algoritmus).

Obr. 1.7: Ilustrace implicitniho schématu. Hodnoty v case t,, 1 lze vypocitat pouze z najednou
Fesenim soustavy algebraickych rovnic.

1.2.5 Fourierova analyza chyby pro implicitni schéma

Jak jsme jiz uvedli v dvodu k implicitnimu schématu a jak bylo patrné ze zavéru vySetfovani
schématu explicitniho, je nejdalezitéj$i vyhodou (implicitniho schématu) fakt, Ze ¢asové kroky
mohou byt mnohem del§i, nebot zde neexistuje Zddnd omezujici podminka na z, potazmo na
volbu ¢asového kroku 7. Celkové vypocetni naroky, a to i presto, Ze musime v kazdém casovém
kroku fesit soustavu linearnich rovnic, zna¢né poklesnou, nebot ¢asovy krok mize byt i fadové
vétsi, a to zejména pfi velmi malém prostorovém kroku h. Ze zde skute¢né 74dné takové
omezeni neni, ukdZeme opét pomoci Fourierovy analyzy.
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V analogii k postupu pro explicitni schéma dosadime pfiblizné feSeni ve tvaru U;" = elkih \n
do (1.88), ¢imZ dostaneme

_“eik(j—l)h)\n—&—l + (1 + 2H)eikjh)\n+1 . Iueik’(j—l—l)h)\n-‘rl _ eikjh)\n’ (189)
coZ po vydéleni e/ \* dava
M —pe ™™ 4 (14 2p) — pe™™) = 1. (1.90)

Jelikoz podobné jako v odvozovani u explicitniho schématu plati pomoci Eulerova vzorce

e kh 1 eifh — 2cos(kh) = 2 — 4 sin®22, dostdvdme, Ze

1

= (1.91)

1+4p smz%
ProtoZe vyraz 1+ 4 sin’ % je vzdy vétsi nebo roven nule, lezi pro libovolné ;o > 0 amplifikacni
faktor A € (0,1). Tedy schéma (1.88) je stabilni nezdvisle na volbé 7 a h. V takovém piipadé
fikdme, Ze je schéma nepodminéné stabilni.

Chyba diskretizace se stanovi v ptipadé implicitnitho schématu dplné stejné, jako v pripadé
schématu explicitniho. Diferencni ndhrada prostorové derivace je stejnd, v Case se pouZije
zpétnd diference misto dopredné. Ta je vSak stejného fadu chyby, jak je snadno vidét z nasledujiciho.

1 1
A_u(z,t) =u(x,t) —u(x,t —7) = uy(x, t)T — §u7tt(:c, t)r% + gu,ttt<$7 7%+ .
Pro centrélni diferenci druhého fddu jsme jiZz diive odvodili vztah
1
S2u(z,t) = U g (z,t)h* + Eumm(w, t)h*. (1.92)

Spojenim pak vychdzi chyba diskretizace

(1) =~ )7 = e, O

Enh,r\T, = —5Uu\T, V)T — 75 Uzaaa\ T, EAAS)
h, o Uit Y

coz vede stejné jako v piipadé explicitniho schématu na chybu fadu O(7).

Poznamka Mohlo by nas napadnout, Ze kdyz centralni diference jsou druhého fadu piesnosti
(zatim to vime jen o diferenci druhého fadu, ale miZeme prozradit, Ze totéZ plati i pro centralni

diferenci prvniho fddu - to ¢tenaf snadno ovéfi pomoci Taylorova rozvoje), mohli bychom
pouzitim centrdlni diference na Casovou derivaci docilit schématu, které bude druhého fadu

presnosti jak v Case, tak v prostoru. Podivejme se tedy na schéma

urtt—urt o ur, 200+ U ( AU} _ 5§U;‘) (1.93)
27 h? ' C 27 h? = )
Toto schéma je dvoukrokové, nebof se v ném vyskytuji tii Casové hladiny. JelikoZ na pocatku
zname jen pocateCni data, je mozné prvni krok vypocist napiiklad explicitnim schématem uve-
denym vyse. Tim ziskame z pocateCnich dat prvni Casovou hladinu a mizeme jiz pocitat po-
moci schématu (1.93). Ukazat, Ze je centrdlni diferenceAy; druhého fadu presnosti je snadné,
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a prenechdvame to Ctendfi za cvideni. Celkem vychézi, ze je schéma (1.93) fadu O(7% +
h?). Podivejme se nyni na Fourierovu analyzu schématu (1.93). Za tim tG¢elem do schématu
dosadme U ;= el*h A\ Po chvili snaZeni (které je viak zcela analogické predchozi analyze
- vykraceni e*h X"~ pouziti difve odvozeného vztahu €*" — 2 e7 " = 1 — 4psin® (%) a
drobnych dpravach) obdrzime nésledujici kvadratickou rovnici pro A

1
A% + 8usin (ym) A—1=0. (1.94)

Podrobnéjsi analyzou (zapojenim diferencnich rovnic), kterd pfesahuje rdmec tohoto textu lze
ukdzat, Ze je vzdy jeden kofen A\ > 1, a tedy Ze schéma (1.93) je vZdy nestabilni (a tedy z prak-
tického hlediska k ni¢emu). To vSak neznamend, Ze kazdé dvoukrokové schéma je nestabilni.
Jako piiklad uvedme schéma

Uptt—upTt 002Ut + (1 - 0)82Uy
27 B h? ’

(1.95)

které je druhého fadu presnosti a pro 6§ < % je stabilni, pokud p < ﬁ, coz vSak znamena
podminénou stabilitu, takZe jsme si rovnéz priliS nepomohli. Optimalni feSeni se skryva pod

formulaci, kterou se budeme zabyvat v ndsledujicim odstavci. Jde o tzv. #-schéma.

1.2.6 0-schéma

V této kapitole se budeme zabyvat patrné nejpouzivanéjsim schématem pro feSeni (nejen) dlohy
(1.38) - (1.40). Jde o tzv. O-schéma, které je v jistém smyslu nécim mezi explicitnim a implicit-
nim schématem. Presnéji feCeno jde o schéma, kde ¢asovou derivaci nahrazujeme dopfednou
diferenci, a pro druhou derivaci v prostoru volime (konvexni) linearni kombinaci explicitniho a
implicitniho schématu. Schéma ma nésledujici podobu

n+1 n n+1 n
Ut —Up 602U+ (1 - 0)80

T h? ’

(1.96)

kde parametr 6 leZi v intervalu [0, 1]. Pro § = 0 pfitom dostdvdame explicitni schéma, § = 1 pak

plné implicitni schéma. Opét je mozné schéma piepsat do podoby vhodné;jsi pro vypocet, které
ma4 pro libovolné § € (0, 1] tvar

—0pU ! + (1 + 20U — 0pUTH = 1+ (1= 0)pd]UY, j=1,2,...J =1, n=0,1,..
(1.97)

Podivejme se nejdiive na chybu diskretizace #-schématu, kterou definujeme stejné jako v predchozich
kapitolach jako rozdil levé a pravé strany (1.96). V tomto piipadé je z praktickych divodu
vhodnéjsi vyhodnocovat v Case t,, 1, tzn. v poloviné mezi Casy n an + 1. Definujme tedy

w(@j, ty +7) —u(w) tn)  O7u(xs, tasr) + (1 = )5 u(w), tn)
T h?

nti
g = 5h77(xj,tn+%) =

(1.98)
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Ozna¢me pro jednoduchost centralni diferenci s polovi¢nim krokem v Case ?,,, 1 jako
2

Oru (xﬂ‘>tn+%> Culxy, by + 1) = ulay, ty)

T T

Potom muzeme psat (1.98) v libovolném bodé (x, t) jako

pu (z,t) <0 B 1) o0zu(z,t) 1 u(z, t + %) + 02u(x,t — 5)

enr(m,t) = (1.99)

T 2 h? 2 h? ’

kde jsme pouze vhodné preskupili ¢leny (1.98). Jelikoz vySetrovani chyby diskretizace rozvo-
jem do Taylorovy fady jsme provadéli jiz vySe a postup je stdle tyZ, budeme postupovat jiz
rychleji. Taylorovy rozvoje jednotlivych ¢lenii vyskytujicich se ve schématu jsou

T T 1 0*u T\ 1 0*u T\ F
el 1) = ule, b ) —ulw b= 5) = 2 gygm () (3) - 2 5 g 1) (-3)

1 OFu T\ F% 1
=2 HWQJ) <_) = uy(2,t) + s (x, )7 +

2 24
k>0
K liché
déle
1 T T 1 0%u T\ % 1 9
5 [u(m,t + 5) + u(z, t — 5)] = 2 E%(% t) (5) =u(x,t) + gu,tt(% O+ ...,
k sudé

a jak jsme ukazali vySe pii vySetfovani chyby diskretizace explicitniho schématu,

1 2
82u(z,t) = U o (2, t)h? + Eumxx(x, t)h* + 6ummm(9€, RS + ...

Tedy celkem dostivame (pro jednoduchost vynechdme bod (z,t), ve kterém vyrazy vyhod-
nocujeme)

1 1 1
thﬂ—(x, t) = |\U/7t + _u,tttT2 + :| — <0 — —> |:u,xxt + _u:pxxzth27— + :| +

24 2 12
! By 2 O 1+ 2 1.100
— | Uz + Eu,xmzz + au,mzzmxm(xv ) + guscxttT + ... ) ( . )

z &ehoZ vychazi, 7e chyba e, ,(z,t) = O(1 + h?), coZ je obecné stejny Fad presnosti, jako u
explicitni metody.'?. P¥i vhodné volb& parametru # v§ak miZzeme dosdhnout i lepsi piesnosti.
Napiiklad pro § = 1 dostdvdme ¢, . (z,t) = O(7% + h?). Schéma (1.97) je pro tuto specidlni
volbu 6 druhého fadu presnosti v prostoru i v ¢ase. Toto schéma se pak nazyvd Crankovo-
Nicholsonové.

Podivejme se nyni na vySetfeni stability #-schématu. Tu provedeme opét pomoci Fourierovy
analyzy.

3Pfesnd analyza pfi pouZiti kone¢nych Taylorovych rozvoji by vedla na nasledujici zavér. Pokud exis-
tuji konstanty M7 — M tak, Ze |uy| < M1, Ugppe| < Mo, Uz < Ms, potom plati, Ze €y, (z,t) <
(M + Ms) 7+ 2207 4 16 — §| (M7 + 22h2).
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1.2.7 Fourierova analyza chyby pro 6-schéma

Stabilitu f-schématu vySetiime dosazenim U = ¢ X\ do (1.97). Tim obdrzime (po zkrdceni
vyrazem e'*7h ))

A —1=p[OAe™ =2+ e ") 4 (1 — 0)(™ — 2 4 7]
kh
= plN + (1 —6)] (—4 sinQE) ,
z Cehoz dale plyne

_ 1—4(1— O)p sin®2
14+ 46u sinQ%

(1.101)

Jelikoz 6 € [0, 1], u > 0 asin®z > 0, je zfejmé, Ze A < 1 a nestabilita tedy miZe nastat pouze
pokud by A < —1 (dokézali jsme totiZ, Ze schéma je stabilni pravé tehdy, pokud |A| < 1). To
ovsem diky (1.101) miZe nastat pouze tehdy, pokud

kh kh
1—4(1—0)u sm?7 < —1—46pu sin27, (1.102)
coz plati pravé pokud
kh 1
(1—20)u sin27 > 5 (1.103)

Bude-li (1 —20)u > %, bude nejrychleji oscilujici Clen (tedy Clen s nejvyssi frekvenci), pro

vvvvvv

f-schéma je pro # = 0 totozné, jako explicitni schéma. Zaroven je z (1.103) patrné, Ze plné
implicitni schéma pii § = 1 neni nestabilni pro Zddnou hodnotu p, protozZe je na levé strané
zaporné Cislo a nemtze tedy nastat A < —1. Celkem jsme tedy ziskali nasledujici podminky
pro stabilitu #-schématu (1.97)

1 1
Je-li 0 € {0, 5) , pak je f-schéma stabilni & p < 5 (1.104)

(1—26)

1
Je-li 0 € {5, 1] , pak je f-schéma stabilni V p. (1.105)

V prvnim ptipadé jde o podminénou, ve druhém o nepodminénou stabilitu.

Vyse uvedené schéma Crankovo-Nicholsonové je tedy nepodminéné stabilni (tzn. neni zde
74dn4 zdvislost mezi Casovym a prostorovym krokem) a miZeme tak psét, Ze je iadu O(72).
Jsme pomoci n€j schopni pocitat s velmi dobrou pfesnosti a zdroveii malymi vypocetnimi
naroky. Nejlepsi volba parametru 6 vsak zavisi na feSeném problému a obecné neni jasné,
ktera hodnota je opravdu nejlepsi.

Nyni se podivdme na alternativni prostiedek pro ziskani podminek stability. Ten je zaloZen
na tzv. diskrétnim principu maxima.
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1.2.8 Diskrétni princip maxima a f-schéma

Diskrétni princip maxima d4va alternativni postup, jak ziskat podminky stability daného schématu.
Je zaloZen na myslence, Ze pokud neexistuji v feSené oblasti vnitini zdroje, pak priblizné feseni

v Zadném Casovém kroku nemiZe byt nikde uvnitf feSené oblasti mensi, resp. VéEtsi, neZ ne-
jmensi, resp. nejvetsi hodnota z okrajovych podminek na hranici a pocateCni podminky. Z
toho plyne, Ze pfiblizné feseni zistava po celou dobu omezené a tedy stabilni. Cely problém
zformulujeme jako nasledujici vétu.

Véta 1.3. Mé&jme 0-schéma (1.97). Nechi plati 0 € [0,1] a u(1 — 6) < 1. Potom priblizné
hodnoty {U}'}, pocitané timto schématem, spliiuji

Unmin < U} < Unaa, (1.106)
kde
Unin =min{U§", 0<m <n; U), 0<j<J; UP, 0<m<n} (1.107)
Unaz = max{U", 0 <m <n; U], 0<j<J; UJ, 0<m<n}. (1.108)
Dukaz

Abychom toto tvrzeni dokdzali, pfepiSme nejprve f-schéma (1.97) do nésledujiciho tvaru

(1+ 200U = Ou(UH + U + (1= Op(U, + Uly) + [1 = 2(1 = 0) U}
(1.109)

Déle si vSimnéme, Ze koeficienty u jednotlivych U na pravé strané (1.109) jsou vSechny nezdporné
(to plyne z toho, Ze 6 € [0,1] a 1 > 0) a jejich soucet je roven (1 + 20u), tedy je roven koe-
ficientu na levé strané (1.109). Nyni v rozporu s tvrzenim véty predpokladejme, Ze U nabyva
svého maxima ve vnitinim bodé a necht je tohoto maxima nabyvéno v bod& U }”1. Jelikoz tato
hodnota se nikde na pravé stran€ (1.109) nevyskytuje, musi pro vSechny hodnoty platit, Ze jsou
men$i nebo rovny, nez U ]’7“ (jelikoZ nemohou byt vétsi, neZ maximum). ProtoZe ale soucet
koeficientl u té€chto hodnot na pravé strané (1.109) je roven koeficientu na levé strané u U ]’”1,
musi nutné platit, Ze pokud je prisluSny koeficient nenulovy, pak U = U ;‘“ v kazdém z péti
bodii na pravé stran& (1.109), nebof jinak by se ob& strany této rovnosti nemohly rovnat. Pro
6 # 0 tedy sestrojime v dané ¢asové hladiné n + 1 posloupnost hodnot U az se dostaneme na
hranici, tj. U = Ug*! = U7, jak je ilustrovdno na Obr. (1.8) vlevo. Pokud je § = 0
pak se jednd o explicitni schéma a lze analogickou posloupnost sestrojit diagondlné (nebof se
tyto hodnoty na diagondle museji ze stejného diivodu, jako v pfipadé 6 # 0, rovnat), jak je
ilustrovdno na Obr. (1.8) vpravo. Tedy v obou piipadech nakonec dostivame U ]7”“1 = Unaz-
Obdobnou dvahu lze provést i pro minimum a diikaz je tedy hotov.

V zavéru této kapitoly jesté uvedeme vétu o konvergenci #-schématu. Opét tento problém
zformulujeme jako vétu.

Véta 1.4. UvaZujme posloupnost (h;, ;) — (0,0) pro i — oo a predpoklddejme, Ze existuje

ig tak, Ze pro vSechna i > iy plati p;(1 —0) = 75 < % Nechi T > 0 a existuji My, M, € R
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j=1 G g+l IR A AR

Obr. 1.8: Tlustrace sestrojeni posloupnosti hodnot U k hranici vypocetni oblasti pro  # 0 a
=0

tak, Ze |uy| < My a |U gpee] < Mo na [0,1] x [0,T] (1. chyba diskretizace 0-schématu (1.97)
konverguje stejnomérné k nule na [0,1] x [0,T]). Nechi chyba v okrajovych a poldtecnich
podminkdch rovnéZ konverguje stejnomérné k nule pro i — oo. Pak pro libovolny bod (z,t) €
[0,1] x [0, T a libovolnou posloupnost (j;, n;) € N takovou, Ze j;h; — x, n;7; — t, konverguji
aproximace U ;z i generované O-schématem (1.97) k feSeni u(z, t) s konzistentnimi okrajovymi a
pocdtecnimi podminkami, pFicem? tato konvergence je stejnomérnd v [0, 1] x [0, T'.

Dukaz
Chybu aproximace jsme jiz diive definovali jako €} = U}* — u(xj,t,). UvaZujme libovolnou
dvojici h, 7 a libovolny bod (7;,t,) € (0,1) x (0,T). Dosazenim e} do (1.97) dostaneme
analogicky jako v pfipadé Véty o konvergenci explicitniho schématu

+

(1+20p)eltt = Ou(elt +el ) +(1—0)u(e), —|—6?+1)+[1—2(1—9)u]e;7—75?

. (1.110)

Predpokladejme nyni, Ze chyby v po¢dtecnich a okrajovych podminkach jsou nulové, tj. e? =0
proj =0,....,J,ey =€j =0pron = 0,1,2,... aoznatme maximdlni chybu v uzlech v ramci
n-té ¢asové hladiny jako

lle" || o :lzr(l)axj|e?|, (L.111)

a chybu diskretizace

1 +3
et 2 || o0 = li%?f%'g? 2|, (1.112)

pak analogicky jako v pfipadé Véty o konvergenci explicitniho shcématu dostaneme
(1+26p)[[e" oo < 26u/1€™ [loo + [l"|oo + 712 |oc, (1.113)
z ¢ehoz déle plyne

1
e Moo < [l€"loo + 711" 2 ||oo (1.114)
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a tedy rekurentné

n—1
e o <73 [l 3| < T max 1™ ]|00 — O, (1.115)

m=0

pro ¢ — oo a tedy chyba aproximace konverguje k nule.
Predpokladejme nyni, Ze chyby v pocatecnich a okrajovych podminkéch jsou nenulové, tj.

6‘(]):’[’/;)7 ‘]:07’(]7 68:778’ 67}:779, TL:O,];,27 (1.116)

Potom Ize chybu aproximace rozlozit na dvé Casti ef = e} + €7, kde e} spliiuje (1.110) s
homogennimi okrajovymi podminkami a € splituje (1.109) a (1.116). Potom oviem ||} [
spliiuje pravé dokdzany odhad (1.115) a €’ spliiuje pfedpoklady véty o diskrétnim principu
maxima a tedy plati

|1€7]|oo < max{|ng'[, m =0,...,n—1, |7]?\, j=0,..,J, 07|, m=0,...,n—1,}
(1.117)

a||€?|| zdstdva omezend a jelikoz dle pfedpokladu chyby v pocatecnich a okrajovych podminkach
konverguji k nule, konverguje i ||€} || k nule a diikaz je hotov.

Méme tedy k dispozici dvé metody urCovani stability diferencnich schémat - Fourierovy
analyzu a diskrétni princip maxima. Jejich porovninim zjistime, Ze podminky pro platnost
diskrétniho principu maxima jsou mnohem vice omezujici, nezZ podminky nutné pro Fourierovu
analyzu. Napiiklad pro § = 1 dostdvame z ;(1 — #) < 1 nutn& o < 1. Pfitom z Fourierovy
analyzy plyne, Ze pii 0 = % uZ zadnou podminku na i nepotfebujeme. Princip maxima ma vSak
tu vyhodu, Ze ho zle snadno aplikovat i na dlohy s nekonstantnimi koeficienty, jak uvidime v
dalsi kapitole. Snadné je vSak odvodit pouze postacujici podminky stability (nutné podminky
jsou mnohem slozitéjsi a obvykle nenf jasné, jak je ziskat).

1.2.9 Obecnéjsi linearni rovnice

Vv s

V této kapitole se podivdme na obecnéjsi tvar linedrnich parabolickych rovnic. Zacneme pfitom
jednoduchym piipadem vedeni tepla, kde bude prostorové i Casové zavisla difuzivita. Takovou
ulohu miizeme matematicky popsat nasledovné.

uyp=bug,, Vt>0, ze(0,1), (1.118)

kde b = b(x,t) > 0 ma fyzikalni vyznam difuzivity. PouZitim explicitniho schématu na rovnici
(1.118) dostaneme nésledujici schéma

n+1l __ n T n n n n
kde b7 = b(x;,1,) je difuzivita b vyhodnocend v bod€ (z;,t,). Rozvojem jednotlivych ¢lent
do Taylorovych rozvoji bychom stejné jako diive mohli vySetfit chybu diskretizace, kterd by v
tomto pripadé méla tvar

1 1
Enr(z,t) = ST — Eb(:r, t)umth + ... (1.120)
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a schéma je tedy prvniho fadu presnosti v Case a druhého v prostoru. Konvergence schématu
(1.119) se dokaZe opét analogicky, jako pro pfipad b = 1, pouze podminka stability md v tomto
pfipadé tvar

Zb(a,t) <

e (1.121)

1
5

Odhad chyby aproximace potom je

M BM:
1 =107 — oyt <7 (g + 22 (1122)

kde konstanta B > b(z,t), V(z,t) € [0,1] x [0,T] a konstanty My, M, maji stejny vyznam,
jako pfi vySetfovani explicitniho schématu (1.58).

Pro ulohu (1.118) Ize definovat i f-schéma, avsak existuje vice moznosti, jak to provést.
Jedna z moZnosti je

T

n+1 n __
Uit = U; =2

b O52UTH + (1 — 0)02U7], (1.123)

kde b* je vhodnd hodnota b. Je moZzné polozit napiiklad b* = b;LJr%. V tom piipadé je potom
mozné dokazat chybu diskretizace stejnym zptsobem, jako u #-schématu pro b = 1, avSak
vysledek bude piendsoben faktorem b. Diikaz konvergence by pii pouZiti diskrétniho principu
maxima probihal také stejnym zpisobem, jen podminka stability by nabyvala tvaru

T

(1= 0)b(a, 1) <

(1.124)

N | —

1
Misto b* = b;HQ je vSak mozné volit napiiklad b* = %(b?“ + b7), coz vede ke stejnému fadu
konvergence.

vevs

Nejobecnéjsi tvar linedrni parabolické rovnice 2. fadu je
Up=bu gy —auy, +cu+d, Vt>0, z€(0,1), (1.125)

kde a = a(z,t), b = b(z,t), ¢ = c(x,t), d = d(z,t) jsou dané funkce, pficemz b >
0. Rovnici (1.125) mGzZeme popisovat rozlozeni (napiiklad koncentraci) u zkoumané latky v
néjakém médiu. Jednotlivé Cleny (1.125) pak odpovidaji riznym fyzikdlnim procesim Sifeni
této latky v ramci média. Interpretace t€chto ¢lenti mize byt nasledujici. Clen bu ., pfedstavuje
difuzi, kterd popisuje, jak se zkoumand latka rozptyluje v médiu. Funkce a je tzv. konvek-
tivni rychlost, neboli rychlost, s jakou médium proudi a tim unasi zkoumanou latku. Clen
au , odpovidd konvekci, kdy se rozlozeni zkoumané latky v méni s proudem média, ve kterém
se vyskytuje. Clen cu odpovidd tzv. reakci. Tento &len se miZe vyskytovat v napiiklad v
piipadech, kdy se zkoumanad latka vytvafi v disledku chemické reakce. Kone¢né ¢len d(z, t)
predstavuje vnitini zdroj (napfiklad tepla). Rovnice (1.125) v tomto nejobecnéjSim tvaru se

Yev s

ramec tohoto textu. Podivdme se pouze na nékteré zakladni vysledky.
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Nejjednodussi zplisob, jak diskretizovat rovnici (1.125), je pouzit explicitni schéma. To je
pfirozené uvaZovat ve tvaru

n+1 _ n
Uj Uj

T

—2Ur 4+ U i — Ut
h; i CZ;LJHT” +UN + Y (1.126)

kde jsme pouZili na vSechny prostorové derivace centralni diference a pfislusna chyba diskretizace
jetedy 7 = O(7 + h?). Oznalime-li nyni p7 = ;507 a v = Ta?, pak mizeme schéma (1.126)
prepsat do tvaru

n
_ gn ~J+1
_bj

n

V.

ktery by se hodil pro vypocet. Pro vySetieni chyby aproximace bychom mohli pouzit diskrétniho
principu maxima. Dosazenim e} = U — u(z;,t,) do (1.127) nejprve ziskdme

e;%l = e +pj(ef, —2ef +ef ) — %(eyﬂ —ej )+ e — el
= (1 —2u} +7c})el + <,uj — §l/j> € T (uj + éyj) e —TE;. (1.128)

Abychom nyni mohli pouzit diskrétniho principu maxima (a ziskat tak omezenost chyby aprox-
imace a tim konvergenci), museli bychom zajistit, aby koeficienty na pravé strané rovnice
(1.128) jsou nezaporné a Ze jejich soucet neni vétsi, nez 1 (jelikoZ koeficient na levé strané
jeroven 1). K tomu je tieba, aby platilo

1
§\nug‘| <uy, 2uf—r7cy <1, ¢ <0. (1.129)

Specidlné tedy musi byt (viz prvni podminka (1.129) )

a7
h(st) <1, (1.130)

coZ prostfednictvim druhé podminky davé i omezeni na 7, nebot

h2

T — . (1.131)

Jelikoz v mnoha pripadech praktickych problémi byva koeficient u konvektivniho ¢lenu vyrazné

a”
vétsi, neZ u Clenu difdzivniho, tj. b—i << 1, vyZaduje (1.130) velmi malé prostorové a (1.131)

pak 1 velmi malé Casové kroky. To je vSak velmi nevyhodné. Lze to vSak snadno napravit
vhodnéjsi volbou diferen¢ni ndhrady prostorové derivace u konvektivniho ¢lenu au .. Misto
centrdlni diference pouZzité v (1.126), pouzijeme zpétnou/dopiednou diferenci v zdvislosti na
znaménku konvektivni rychlosti a.

ur—un A

= jelia(z;,t,) >0,

U 4 x',tn ~ n h_ n (1132)
(5 tn) {%, je-li a(z;,t,) < 0.
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Vzhledem k vySe uvedenému fyzikdlnimu vyznamu funkce a(z, t) jakoZto rychlosti proudéni
média, které unasi zkoumanou latku u (pfesnéji feCeno jeji koncentraci), ma tato nové zave-
dend diskretizace jednoduchy vyznam. K diskretizaci u ,(x;,t,) vyuzivime (v zdvislosti na
znaménku a) informaci o hodnotéch u z t€ strany, odkud se do bodu z; v Case ¢,, latka pohy-
buje. V této souvislosti hovofime o diskretizaci typu “upwind” (proti vétru). Predpokladejme
nyni pro jednoduchost, Ze a(x,t) > 0 a ¢(x,t) = 0. Potom ma explicitni schéma s “upwind”
diskretizaci tvar

urtt —ur o —2UR 4+ U ur—uy
J J _gn_J+l J j=1 n_J Jj—1 n
coz dava chybu aproximace ve tvaru
et = el 4 (e, —2e e ) — (e — el ) —Tel,
= (L =247 —v})e) + el + (1) +v)) ef, — 7<), (1.134)

Aby vSechny koeficienty na pravé stran¢ byly nezdporné, potiebujeme pouze
2ui + v < 1. (1.135)

Stabilita tedy nevyZaduje zadné omezeni na prostorovy krok h. Cenou za to vsak je, Ze je
schéma pouze e’} = O(7 + h), nebot jsme pouZili zpétnou diferenci.



Metoda konecnych diferenci 36

1.3 Eliptické problémy - stacionarni vedeni tepla ve 2D

V této kapitole se zaméfime na jiny typ PDR, a sice na linearni eliptické PDR 2. fadu. Pro vice
informaci o klasifikaci PDR odkazujeme ¢tenére napiiklad na Dodatek (3.5). Budeme uvazovat
nasledujici dlohu.

~Au=f, 2€Q=10,17 (1.136)
u=0, xcd. (1.137)

Pripomindme, Ze symbol A predstavuje Laplacetiv operdtor, takZe prvni rovnici v mizeme

prepsat jako
0%u N AN f
ox2  oy2)

Uloha zkouman v této kapitole tedy neni zdvisld na ¢ase. Rovnice (1.136) popisuje celou
fadu problémt. Za vSechny jmenujme napiiklad ustalené vedeni tepla ve dvou dimenzich, nebo
rovinnou dlohu pruznosti. S obéma témito problémy se Ctendfi jiz setkali napriklad v predmétu
NAK 1. '

Pokud chceme tlohu (1.136) feSit pomoci MKD, je stejné jako v pripadé€ jedné prostorové
proménné nutné nejprve diskretizovat oblast, na které tuto rovnici feSime. Jinymi slovy je
tfeba definovat piislusnou sif, na které potom zadefinujeme diferenéni operétory, kterymi aprox-
imujeme operdtory diferencidlni. Pro jednoduchost tlohu fe$ime na &tvercové oblasti [0, 1]2,
v ramci které vytvofime &tvercovou sit s J intervaly v kazdém sméru. Tim vzniknou uzly
(zr,ys) = (rh,sh), r,s € {0,1,...,J}, h = . OznaCme nyni

Jo =A{(zy,ys) = (rh,sh), r,s € {1,...,J — 1} (1.138)
mnozinu vnitfnich uzla a

Joo = {(,,0), (z,,1), (0,ys), (1,ys), r,s €4{0,...,J} (1.139)

mnozinu hrani¢nich uzli. Druhé derivace v kazdé prostorové proménné nyni mizZeme nahradit
centrdlnimi diferencemi druhého fddu. Oznacime-li podobné jako dfive hodnotu piiblizného
feseni U, s = u(x,, ys), dostdvame tak

62U,., 02U,
- $h27 - th’ = fT757 r,s = ]‘7"‘7‘]_ 17 (1140)

Uo=Upy=Uyy=Uss =0, r,5=0,...,J, (1.141)

14V obou piipadech bychom viak museli rovnici modifikovat tak, aby méla fyzikalni vyznam. V obou piipadech
by bylo mozné rovnici prepsat do tvaru —div (AVu) = f, kde A by v pfipad€ vedeni tepla byla matice difuzivity
materidlu, v piipad€ rovinné ulohy pruznosti pak matice tuhosti materiélu.

150becné by bylo mozné definovat prostorovy krok jiné délky ve smérech x a y. Tim padem bychom méli riizny
pocet uzll J, a J, a piislusné prostorové kroky h, = J% ahy, = Jiy Pro sniZeni poc¢tu indext vSak uvaZujeme
stejnou délku kroku v obou smérech.
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coz lze prepsat jako

4UTS_U7‘ S_UTf S_U'r‘s —UTS,
e e et il s = L L (1142)

UﬁOZUT’J:UO’S :UJ7S:0, T’,SZO,...,J. (1143)

Méme tak k dispozici (J — 1)? rovnic. Oznacme déle diskrétni Laplacetiv operdtor

4Ur,s - Ur—l—l,s - Ur—l,s - Ur,s-i—l - Ur,s—l

(LpU)ys = LpU, s = e (1.144)
Pozdéji ukdzeme, Ze tento oprerator spliluje princip maxima
< < .
(LyUp <0, VP € Jg) = ]gle&% Up < maX{O,élel%;; Ug}, (1.145)

tj. Ze se maximalnich (a nezapornych) hodnot Up nabyva na hranici oblasti €2. Podobné jako
u parabolickych uloh (a také analogicky postupu, ktery jsme pouZili u jednoduchého piikladu
v tvodni kapitole) miiZzeme principu maxima vyuZzit k odhadu chyby aproximace. Definujme
proto nejprve chybu diskretizace jako

Ers = LhU(ZET, ys) - ffr,s- (1146)

Pouzitim Taylorova rozvoje dostaneme analogicky, jako u parabolickych tloh

1
lers| < E(M1 + Ms)h?, (1.147)
kde M; = maxg ‘% , My = maxg "3471‘ . Chyba aproximace e, , = U, s — u(z,,ys) tedy
spliiuje

Lye,s =—¢r5, 7,5=1,...,J—1 (1.148)
ero=¢€,7=¢€s=¢ess=0, rs=0,..,.J. (1.149)

To miZeme snadno zapsat ve tvaru
Lyep = —¢p, VP e Jao, ep=0, VP € Jyq. (1.150)

Podobné jako v prikladu v tvodu definujme k odvozeni odhadu chyby aproximace vhodnou

srovnavaci funkci
1\? 1\?
O(z,y) = (w - 5) + (y - 5) : (1.151)

Tato funkce neni ur€ena jednoznacné a obecné neni jeji nalezeni snadné. Musi byt volena
tak, aby byla vSude nezdpornd a zaroven chceme, aby na hranici nabyvala co nejmensich hod-
not. To nasledné ovlivni velikost konstanty u odhadu chyby aproximace. V naSem piipadé
ma srovndvaci funkce ® nulové Ctvrté derivace, takze chyba diskretizace (1.147) vychazi rovna
nule. Tim padem se v pfipadé funkce ® nedopoustime zadné chyby, kdyZ Laplacetiv operator
nahradime diskrétnim Laplaceovym operatorem (1.144). Vychazi proto

Ly®p = (—A®)p = —4, VP € Jg. (1.152)
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Ozna¢me nyni pomocnou funkci W v bod€ P jako

1 h?
\PP—BP—}-——(Ml—f-MQ)(P (1153)
412
Tato sifova funkce je zkonstruovéna velmi dimyslné jako kombinace ® a chyby diskretizace e
tak, aby ve vSech bodech byly splnény predpoklady diskrétniho principu maxima. Po dosazeni
do diskrétniho Laplaceova operatoru (1.144) totiZz vychazi

2 2

h h
LnWp = Lyep — 75 (M + My) = —ep — 5 (My + M) <0, VP € Jo. (1.154)

Nyni je vidét divod, pro¢ byla funkce ¥ zvolena pravé takto. Diky odhadu (1.147) mame
v (1.154) zaruCenu posledni nerovnost. Je tedy splnéna podminka pro platnost diskrétniho
principu maxima a podle (1.145) plati

1 h? 1 h2
< —— _ - ' .
Vp < 12(1\41 + M) max &g = 2 12(M1 + M), VP € Jg (1.155)

Jelikoz dle definice W plati ep < Wp, dostavdme

Up —up < %(M1+M2)h. (1.156)

Ozna¢ime-li nyni Up = ep — 4 5 (M1 + M3)®p, ziskdme obdobny odhad pro —(Up — up).
Celkem tedy plati (po zpétném preznaceni)

1
Ups — w(@r, ys)| < %(Ml + Mo)h?, (1.157)

coz je odhad, ktery jsme hledali. Vidime, Ze pfibliZné feSeni kvadraticky konverguje k pfesnému
reSeni.

1.3.1 Obecnéjsi linearni elipticka rovnice

Podivejme se nyni na nasledujici tlohu, kterd je zobecnénim ulohy z pifedchoziho odstavce.

—div(aVu) = f, (z,y) € Q (1.158)
ol + alg—z =g, (z,y)€ 09, (1.159)

kde 2 je omezend oblast v R?, n je jednotkovy vektor vn&jsi normadly k hranici 2, a = a(z,y) >
ao > 0 je hladka funkce a oy, a1 jsou konstanty spliiujici g > 0, a7 > 0, ap+ay > 0. Nejprve
vysvétlime vyznam pouzitych symbolli. Operator divergence vektoru je definovan jako soucet
derivaci tohoto vektoru podle vSech proménnych. JelikoZ gradient Vu funkce u je vektor o
slozkach % a g—Z, vychazi po aplikaci operatoru divergence

div(aVu) = % ( (z, y)g“> (,fy ( (z, y)g—Z). (1.160)
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Okrajova podminka (1.159) ma redlny fyzikdlni vyznam. Kombinuje Dirichletovu a Neuman-

e, e

dostavdme apu = g, coz je klasickd Dirichletova podminka, ve které pfedepisujeme na hranici
hodnotu hledané funkce. Naopak pfi oy = 0 dostdvame alg—z = ao;Vu - n = g, coZ je Neu-
mannova okrajova podminka, kde predepisujeme tok jisté veliiny. Studenti znaji z pfedmétu
NAKI tdlohu dvourozmérného ustdleného vedeni tepla. V ni by funkce a by odpovidala di-
fuzivité, u by byla funkce teploty a Neumannova okrajova podminka by predepisovala tepelny

tok na hranici ve tvaru g - n = ¢, kde ¢ je teplo, které opousti oblast v daném bod¢ hranice. Z

Fourierova zakona vime, ze ¢ = —aVu atedy ¢ = —a(Vu) -n = —ag—z, coZ je po pieznaceni
podminka totoznd s nasi okrajovou podminkou (1.159).
Oznacime-li b = —a, a ¢ = —a,, miZeme rovnici (1.158) zapsat ve tvaru
—alAu+bu, +cuy = f. (1.161)

Oblast (2 diskretizujme pravidelnou obdélnikovou siti s krokem %, ve sméru x a h, ve sméru
y. V uzlech nesousedicich s hranici 1ze rovnici (1.161) diskretizovat pouzitim centralnich difer-
enci, ¢imz ziskame

— Ay s

)

2 62U, A A
|:53;U7‘,s ) :| b7~75 Oer,s OyUr,s _ fhs‘ (1162)

y ¢
AT T
Snadno se ukaZe, Ze chyba diskretizace je druhého fadu v h, a h, (pouzivime vSude centrdlni
diference). Aby platil diskrétni princip maxima, musely by byt koeficienty v bodech sousedicich
s bodem o soufadnicich (7, s) nekladné. Rozepsdnim (1.162) vSak zjistime, Ze koeficient u
Ur_1s]e —ﬁ 24, , + b, ;] a koeficient u U, , je —ﬁ [2a,. — by sh,]. Muselo by tedy platit
b s|he < 2a, s a podobné pro koeficienty u U, o1 a U, _1 by muselo byt |¢, s|h, < 2a,,. V
mistech, kde je a malé, ale rychle se méni (tzn. jeji prvni derivace jsou velké) bychom proto
museli volit velmi jemnou sif, coZ neni vyhodné.

Je proto vhodnéjsi diskretizovat piimo rovnici (1.158), coz 1ze provést nasledovné

5.(ad, ) 6,(ab,U)
- { 2o T h; = frs: (1.163)
neboli rozepsdnim
1
— ﬁ |:ar+%,s(Ur+1,s - Ur,s) - (I,ﬁ_%“s(UT’s — U,n_17s)] + (1164)
1
- ﬁ |:ar75+%(Ur,s+1 - Ur,s) - ans_%(Ur,s - Ur,s—l)] = fr,s- (1165)

Y

Nyni vidime, Ze koeficienty maji vSechny zdporné znaménko a tedy princip maxima plati bez
Témto otazkam se vSak v naSem textu nebudeme vénovat. Zbyva jesté dokazat diskrétni princip
maxima, jehoZ platnost jsme dosud predpokladali. Tomu bude vénovéana posledni kapitola v
ramci eliptickych rovnic.
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1.3.2 Chyba aproximace a diskrétni princip maxima

V této kapitole dokdzeme platnost diskrétniho principu maxima pro operator ziskany diskretizaci
linedrni eliptické ulohy. Predpokladejme tedy, Ze diskretizaci dilohy (1.158) - (1.159) ziskali v
kazdém bodé P € .J, sifovou rovnici

LyUp = [P+ gp, (1.166)

kde gp jsou hodnoty vzniklé Neumanovymi okrajovymi podminkami, které jsme zavedli v
predchozi kapitole. Nadéle budeme predpokladat, Ze v mnozin€ uzli .J, mohou byt i hrani¢ni
uzly, ve kterych je pfedepsdna Neumannova okrajova podminka (dosud jsme v ni uvazovali
pouze vnitini uzly). V mnozZiné Jyq tedy budou pouze ty hrani¢ni uzly, ve kterych je pfedepsana
Dirichletova okrajovd podminka. Jinymi slovy, v mnoZiné J jsou ty uzly, pro které mame
n&jakou rovnici. Zavedme navic ndsledujici predpoklady.

e Pro kazdé P € J, definujme mnoZinu Np uzll, které jsou hrani¢ni k uzlu P (mohou
lezetiv Jyq). Pfitom pozadujme

LyUp =cpUp — Z CPQUQ, kde Cpg > 0, cp > Z CpQ- (1.167)
QGNP QENP

* MnoZina Jg je souvisld v tom smyslu, Ze

VP,QE Ja le,...,Pm € Jq tak, 7ze P GNP, P, ENPN'"? P, ENpm_l, Q GNpm.
(1.168)

» Na ¢4sti hranice musi byt pfedepsany okrajové Dirichletovy podminky, neboli

dP € Ja, Q € Jogo tak, ze @ € Np. (1.169)

Prvni z pfedpokladi je podminka na koeficienty, kterou jsme pii aplikaci diskrétniho principu
maxima vzdy pozadovali, tj. soucet koeficientd vpravo musel byt mensi, nebo roven koefi-
cientu vlevo. Druhy pfedpoklad pozaduje, aby pro kazdé dva body uvniti oblasti {2 existovala
posloupnost navzajem sousednich bodi, kterymi se od jednoho bodu dostaneme ke druhému.
Tteti pak poZaduje existenci bodu uvnitf oblasti €2, ktery md souseda na hranici s Dirichletovou
okrajovou podminkou. Pfi platnosti pravé uvedenych piredpokladu plati nasledujici véta.

Véta 1.5 (Diskrétni princip maxima).
Méjme operdtor definovany v (1.166). Pokud pro vSechna P € Jq je L,Up < 0, pak plati
< . .
11}162% Up < max{0, ;161%;((2 Ug} (1.170)
Dukaz

Ozna¢me maximalni hodnotu sitové funkce U uvniti oblasti €2, a na jeji hranici, jako Mg =
maxpej, Up, Maq = maxgey,, Ug. Je-li Mg < 0, pak tvrzeni plati. Nechi tedy Mg > 0 a
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predpokladejme v rozporu s tvrzenim véty, Zze Mq > Maq '°. Ozname jako P* € Jg, ten bod,
pro ktery Mo = Up~. Potom dle pfedpokladu véty plati
1
Mo =Up- < — Y cpeUq < M. (1.171)
Cpx
QENpx

To je vzhledem k piedpokladu (1.167) mozné jediné tehdy, pokud pro vSechna Q € Np- plati
Ug = Mg a vSude v (1.171) jsou rovnosti. Ze souvislosti Jo (pfedpoklad (1.168)) plyne, Ze
Up = Mg, ve vSech bodech Jg,. ProtoZe vSak diky predpokladu (1.169) alesponi jeden bod z Jq
sousedi s néjakym ) € Jyq, musi platit Mg = Myq, coz je spor s Mg > Mpyq a dikaz je hotov.

Jako jednoduchy disledek dostavame, Ze

S ) > mi )
L,Up>0VPeJ, = ]rjrélJrgl2 Up > mln{O,Qrg}?Q Ug}. (1.172)
a
= <
L,Up=0VPeJ, = gle%}é \Up| < 52?;; \Ug]. (1.173)

To dokazeme snadno. Z L,Up > 0 VP € Jg totiz plyne L,(—Up) < 0 VP € Jg a proto dle

dokdzaného principu maxima plati
1 = — — > — — == i i .
mnin Up glg});( Up) > maX{O’cgrel?;;( Ug)} mm{O,Qrg}?Q Ug}, (1.174)
a prvni disledek je dokdzan. Pokud plati L,Up = 0 VP € Jg, pak plati zaroven oba pravé
dokdzané nerovnosti

Up < U droveri in Up > — U 1.175

max p_érel(%;;’ o| azaroven min Up > 52(2};;’ ol, ( )

z ¢ehoz dostavame pro vSechna P € Jg nerovnost |Up| < maxgey,, |Ug|- Pokud plati pro

vsechny body z Jq, plati i pro maximum a druhy diisledek je dokdzan.
Dosavadni dil¢i vysledky ndm nyni umoziiuji dokazat nasledujici tvrzeni.

Véta 1.6.
Uloha (1.166) md pravé jedno Feseni.

Dukaz

Uloha (1.166) predstavuje soustavu linedrnich algebraickych rovnic se &tvercovou matici. Z
linearni algebry je zndmo, Ze existence jednoznacného feSeni takové soustavy rovnic je ek-
vivalentni pozadavku, aby prisluSnd homogenni soustava rovnic méla pouze trividlni feSeni.
PrisluSnou homogenni soustavu rovnic L,Up = 0 dostaneme, pokud pro vSechna P € .Jg bude
fp = gp = 0. Potom v8ak maxge,, |Ug| = 0 pro v§echna () € Jyq a ze druhého disledku
diskrétniho principu maxima dokdzaného vysSe plyne Up = 0 pro vSechna P € Jg, coZ jsme
chtéli dokazat.

16pPtesné feceno predpokladdme, Ze plati prvni ¢dst implikace a zdrovefi negace druhé &asti. Z vyrokové logiky
je zndmo, 7e negaci implikace A = B, je tvrzeni A A = B.
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V nasledujicim odstavci predvedeme pro ulohu (1.166) zcela obecné dikaz, ktery jsme
pouzili v ptikladu v tivodu k MKD a také v této kapitole pro dokdzini konvergence. Defin-
ujme chybu diskretizace a chybu aproximace analogickym zptisobem, jako doposud

ep = Lyup — fp —gp, ep=Up — up, (1.176)
kde up = u(P). Kombinaci obou vztahd vychazi
Lhep = —¢&p, VP € JQ (1177)

Ptredpokladejme, Ze Dirichletovy okrajové podminky jsou pfedepsany piesné, tj. Ze plati ep =
0, VP € Jyq. Potom plati nasledujici véta.

Véta 1.7. Nechi ® je nezdpornd sitovd funkce definovand na Jo U Jyq, spliiujici

L,®p < -1, VP e Jg. (1.178)
Potom plati
< ) : 1.1
pgler) < (g 20 ) (g v (7
Dukaz

Polozme D = maxpe,, |ep|. Pak plati L,(D®p + ep) = DL Pp —cp < —D —ep <0, a
tudiz podle diskrétniho principu maxima plati

ep < D®p + ep < max{0, max (D®g + eg)} = max (Pg)D. (1.180)
QeJoq QReJsn
Aplikujeme-li diskrétni princip maxima na D®p — ep, dostaneme analogicky odhad pro —ep
a dikaz je hotov.

Zatimco odhad chyby diskretizace je pomérné snadny, nalezeni srovnavaci funkce ¢ nemusi
byt vzdy jednoduché. Tato funkce neni urcena jednoznacné a cilem je nalézt takové P, aby
maxgeJ,, (o) bylo co nejmensi. Zaroveri tento obecny postup vysvétluje moznd trochu tajem-
nou volbu srovndvaci funkce ® v konkrétnich ptikladech uvedenych diive. Z uvedené véty tedy
pro ulohu (1.166) plyne odhad

\Up — up| < Ch?. (1.181)

Poznamenejme, Ze pokud bychom méli zaktivenou hranici, platil by tento odhad pouze ve
vnitfnich (tzv. reguldrnich) uzlech sité, zatimco v uzlech leZicich u hranice bychom dostali
pouze |Up — up| < Ch. To plyne z faktu, Ze chyba diskretizace je v téchto uzlech obecné
jen prvniho fadu presnosti. Podrobnéjsi analyzou problému u zakiivené hranice se zde vSak

nebudeme zabyvat.
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1.4 Hyperbolické problémy

Obsahem této kapitoly je vySetfovani numerickych schémat pro hyperbolické rovnice. S timto
typem rovnic se studenti jiz setkali v pfedmétu Dynamika stavebnich konstrukci. Rovnice
podélné kmitajiciho prutu (3.91) je typickym prikladem hyperbolické rovnice. Vice informaci
o Clenéni PDR najde ctenar v Dodatku 3.5. V tomto textu se budeme zabyvat dvéma typy
hyperbolickych rovnic. Prvnim z nich je transportni rovnice, kterd ma vyznam napftiklad pfi
popisu fyzikdlnich zdkoni zachovani. Druhou rovnici, kterou se zde budeme zabyvat, je vI-
nova rovnice, ktera jako specidlni piipad zahrnuje problémy probirané v Dynamice stavebnich
konstrukci.

1.4.1 Transportni rovnice

Vv s

Transportni rovnice je nejjednodussi parcidlni diferencidlni rovnice, ve které vstupuji pouze
prvni derivace. Tato rovnice ma tvar

us+aug, =0, zE€R, t>0, (1.182)

kde funkce a muZe obecné zdviset i na hledané funkci, tj. a = a(u). V tom pfiipadé je
rovnice (1.182) nelinedrni. K rovnici této je tfeba definovat pocateCni podminku. Tu ozna¢ime
nésledovné.

u(z,0) = u’(z). (1.183)
Ma-li dloha (1.182) hladké feSeni, pak 1ze definovat tzv. charakteristiky = = z(¢) vztahem
2'(t) = a(u(x(t), 1)), (1.184)

kde ¢arkou znacime obycejnou asovou derivaci. PouZitim pravidla o derivovani sloZené funkce
dostaneme

%u(m(t), t) = (uy+ 2" (t)uy) (x(t),t) = (uy + a(u)u,) (z(t),t) =0, (1.185)

nebot u je feSenim (1.182). To znamend, Ze hledan4 funkce u je podél téchto charakteristik kon-
stantni a vzhledem k definici charakteristik (1.184) jsou tyto charakteristiky pfimky. Charakter-
istika prochazejici v ase ¢ = 0 bodem x je tedy pfimka se sklonem

d
— = a(u’(0)). (1.186)
Reseni u proto miizeme vyjadfit pomoci implicitniho vztahu

u(z,t) = u’(z — a(u(z,t),t)), (1.187)

kde jsme vyuzili jednoduché tvahy ©’ = at = x = at + g atedy 7o = x — at. V obecném
pfipadé se vSak charakteristiky mohou protnout a vztah (1.187) tak plati pouze do okamZziku
jejich protnuti.
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Uvazujme déle pouze linearni dlohu
ust+au, =0, v€R, t>0, u(r,0)=u’(z), v€R, (1.188)

kde funkce a = a(x,t) uz nezavisi na u. Pfesto, Ze tato rovnice predstavuje nejjednodussi PDR,
jeji numerické feSeni neni zdaleka trividlni, jak uvidime na v nasledujicich odstavcich. Charak-
teristiky jsou v tomto piipadé kiivky, spliujici z'(t) = a(x(t),t). Je-li funkce a lipschitzovsky
spojitd!” v x a spojitd v ¢, pak se charakteristiky neprotnou. ReSeni u je podél charakteristik op&t
konstantni. Sestrojenim t&chto charakteristik tedy ziskdme feSeni, nebof u(z(t),t) = u’(x(0)).
Je-1i dokonce a konstantni, pak jsou charakteristiky rovnobézné ptimky = — at = const a feSeni

je dano vztahem
u(z,t) = u’(z — at). (1.189)

Pro a = const se rovnice (1.188) nazyva jednosmé&md vlnova rovnice. ReSeni u v Case ¢ je
tedy rovno pocétedni podmince u" posunuté o vzdalenost |a|t (doprava pro a > 0, doleva pro
a < 0). Parametr a se nazyvé rychlost §ifeni viny podél charakteristik. ReSeni jednosmérné
vlnové rovnice 1ze tedy povazovat za vlnu $itici se rychlosti a beze zmény tvaru, viz Obr 1.9.
Nadale budeme predpokladat, ze a = const.

t

S
at

Obr. 1.9: SiFeni viny podél charakteristik.

Podivejme se nyni blize na feSeni rovnice (1.188) metodou konecnych diferenci. Opét
budeme uvaZovat konstantni prostorovy krok & a ¢asovy krok 7. Resent u tilohy (1.188) budeme
aproximovat hodnotou U}' ~ u(w;,t,), kde x; = jh at, = nT. Mdme rizné moZnosti, jak
diskretizovat ¢asovou a prostorovou derivaci v (1.188).

Uvazujme nejprve nejjednodussi explicitni schéma, kde pro casovou i prostorovou derivaci
pouzijeme doprednou diferenci.

urt—ur - Ur-up,

R = (1.190)
T h

"Funkce f je lipschitzovsky spojitd, pokud existuje kladnd konstanta M tak, Ze pro vSechna z,y z defini¢niho
oboru plati | f(x) — f(y)| < M|x — y|. Snadno Ize ukdzat, Ze z lipschitzovské spojitosti plyne (dokonce absolutni)
spojitost.
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které mizeme zavedenim koeficientu v = 5~ piepsat do podoby vhodnéjsi pro vypocet
Ujﬂ+1 =vU} | + (1 +v)U;" (1.191)

Na Obr. 1.10 vidime, Ze hodnota U ]’7‘“ zavisi na dvou hodnotéch z pfedchozi casové hladiny,
kazda z téchto hodnot opét na na dvou hodnotach z ¢asové hladiny ¢, ; atd. Celkem tedy
hodnota U ]“1 zavisi na hodnotédch obsazenych ve zobrazeném trojuhelniku vymezeném bodem
(j,tn+1) a hodnotami x;_,,_1,%j_p,...,z;_1,2; v Case t = 0. Tento trojihelnik se nazyva
oblast zavislosti U ]’”1, nebo bodu obecnéji diferen¢niho schématu v (z;,t,.1). Vime, Ze pro
feSeni u plati podle (1.189) u(P) = u°(Q), kde Q je prisecik ptimky ¢ = 0 a charakteristiky
x — at = const prochdzejici bodem P. Useka PQ je oblasti zavislosti rovnice (1.188). Tyto
oblasti zavislosti ptivodni rovnice a numerického schématu spolu musi souviset. Jaky vztah je
mezi nimi tfeba fikd nasledujici velice vyznamnd véta.

t
tn

Q X X
j
Obr. 1.10: Ilustrace CFL podminky. Oblast zdvislosti diferencniho schématu a dané PDR.

Véta 1.8 (CFL podminka (Courant, Friedrichs, Lewy (1928))). Nutnd podminka konvergence
diferencniho schématu je, aby oblast zdavislosti PDR leZela uvnitri oblasti zdvislosti diferencniho
schématu.

Pro schéma (1.191) je CFL podminka splnéna, lezi-li bod () na pfimce ¢ = 0 mezi body
Zj_n—1 a ;. To je pravé tehdy, kdyZ a > 0 a zdroveni a7 < h. UvaZujme posloupnost siti s
7 =constah —0a necht bod P je uzlem vsech t&chto siti. Pak oblast zdvislosti pro v§echny
tyto sité je stejnd. Pokud a > 0 nebo at > h, pak Up nezavisi na hodnotach u" v okoli bodu Q

v oz Vv

a priblizna feSeni obecné nemohou konvergovat k hodnoté up. Z uvedeného je zfejmé, Ze plati
ndasledujici véta.

Véta 1.9. Nutnou podminkou konvergence explicitniho schématu tvaru
Urtt = Uy + BU + U}, (1.192)

pro rovnici (1.188) pri 7 = const je, aby platilo

aT
—| < 1. 1.193
"< 1159
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Nékdy se CFL podminka fika nerovnosti (1.193). VSimnéme si, Ze pro schéma (1.192)
zna¢i pomér % numerickou rychlost $ifeni vlny, nebot informace se béhem jednoho asového
kroku rozsifi o jeden prostorovy krok. Nerovnost (1.193) tedy fika, Ze numerickd rychlost
musi byt vétsi, nebo rovna rychlosti Sifeni odpovidajici PDR. Pokud diferen¢ni schéma nemtize
Sitit informaci alespon tak rychle, jako se $ifi feSeni prislusné PDR, nemtize pfiblizné feSeni
obdrzené timto schématem konvergovat k presnému feseni. Na CFL podminku se 1ze divat jako
nutnou podminku stability diferencniho schématu. Obecné to sice neni podminka postacujici,
ale umozinuje s minimalni ndmahou vyftadit ta schémata, kterd ji nespliiuji. Teprve schémata,
kterd CFL podminku spliiuji ma smysl vySetfovat podrobnéji pouZzitim kritérii, kterd jsou pro
stabilitu postacujici.

Z dosavadnich avah plyne, Ze schéma (1.190) Ize pouZit pouze v piipadé, ze a > 0. Pokud je
a < 0, neleZi oblast zavislosti rovnice (1.188) v oblasti zavislosti schématu (1.190) a tedy neni
splnéna CFL podminka. Nerovnost (1.193) vSak napovida, ze v pfipad€ a < 0 bude fungovat
analogické schéma, kde zvolime dopfednou diferenci pro prostorovou derivaci. Celkové tedy

dostavame nésledujici diskretizaci

un—-ygn
urtt —ur N a——+=,  pokuda > 0,
- _ U

n " n (1.194)
T a%UJ, pokud a < 0,.

Pokud by a nebylo konstantni, pak ve schématu (1.194) znaéi @ = a(z;,t,). Jednd se o
diskretizaci typu “upwind”, se kterou jsme se jiz setkali u schématu (1.133). Pokud plati
la|T < h, spliiuje schéma (1.194) CFL podminku.

Obratme nyni pozornost k Fourierové analyze schématu (1.194). V piipad& hyperbolickych
rovnic je matematické pozadi Fourierovy analyzy pon&kud sloZit&jsi, nebot rovnici fe$ime na
celé realng ose a jde tedy o Cauchyovu tlohu. '® Na rozdil od parabolickych uloh, kde jsme
k Fourierové analyze pouzivali Fourierovych fad (v analogii k feSeni rovnice (1.35) - (1.37)
Fourierovou metodou), zde je nutné se uchylit k Fourierové transormaci.Formalné lze vSak
postupovat stejné, jako v pfipadé parabolickych tuloh, kde jsme pfiblizné feSeni piisluSného
diferen¢niho schématu hledali ve tvaru U = el®h ",V piipadé hyperbolickych tiloh budeme
reSeni hledat formdlné ve stejném tvaru
Ul = e, (1.195)

J

kde ovSem nyni ¢ € R, nikoli jen £ € Z, jako v parabolickych rovnicich. Dalsi postup je
vsak analogicky. Dosadme tedy (1.195) do schématu (1.194). Pro a > 0 a pfi pouziti dfive
zavedeného oznaceni v = 9~ dostavame

TR AL — &Ik (1 — 1) 4 peltU-Dh (1.196)
z &ehoz po zkriceni el¢/" \" plyne

ME) =1—v+veh (1.197)

18V piipadé eliptickych tiloh, kterym je vénovéna predchozi kapitola, fe$ime p¥islu$nou rovnici na dané omezené
oblasti, na jejiz hranici je predepsana okrajovd podminka. Takové dloze fikdme Dirichletova dloha. V pripadé, ze
rovnici fesSime na neomezené oblasti, kde nejsou predepsdny zZadné okrajové podminky, tloha se nazyva Cauchy-
ova.
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Pro zapornou rychlost §ifeni a < 0 dostaneme zcela analogicky
AMé) =1+ v — el (1.198)
To lze zapsat jednotné jako
ME) =1 —|v| + |v]e®" = 1 — |v]| + |v|cos(ER) £ i|v[sin(Eh). (1.199)

Vidime, ze A(£) je komplexni &islo. Velikost |z| komplexniho &isla z = a + ib je ddna vzta-
hem |z|?> = a? + b?. Velikost amplifika¢niho faktoru \(£) tedy mizeme spocist nasledujicimi
upravami

MO = (1 — |v])® +2(1 — |v|)|v|cos(€h) +ly|20082(£h) + |v|*sin®(¢h) (1.200)

vI?
=1-2|v| +2|v]* +2(1 — |¢|)|v|cos(&R) (1.201)
=1-2|v|(1 —|v|)[1 — cos(¢h)] (1.202)
——
281112(%)
=1—4)v|(1 — |v|))sin® (%) : (1.203)

z CehoZ plyne, Ze Ze pro splnéni |A(£)| < 1 je tieba, aby |v| € [0,1] & v € [—1,1]. To je
presné stejny vysledek, ktery jsme obdrzeli z CFL podminky.

Chyba diskretizace €} = UJ' — u(x;,t,) se ur¢i stejnym zpisobem, jako u parabolickych
uloh rozvojem pfislusnych diferencnich ndhrad do Taylorovy fady. Chyba diskretizace schématu
(1.194) je tak fadu O(7 + h), jelikoz pouZiva pouze dopiedné, ¢i zpétné diferencni ndhrady.
Abychom docilili lepsi chyby diskretizace, je tfeba uZit centrdlni diference. Podivejme se tedy
na schéma

uptt-up U, UM,

. +a ]th =t (1.204)

Pienechdvame Ctendfi k procvicent, Ze chyba diskretizace je v tomto piipadé ¢, = O(7 + h?).

vvvvv

Qi A+l _ igGhyn _ g (KGR NR _ it \mY (1.205)

coZ po vydéleni e'¢/" \* dava

AE) =12 (e — e (1.206)
—1- g (cos(Eh) + isin(€h) — cos(€h) + isin(Eh)) (1.207)
=1 —ivsin(&h). (1.208)

Absolutni hodnota \(¢) je vSak vzdy V&t neZ 1, nebot [A(€)| = /1 + v2sin?(¢h) > 1 pro
kazdé & € R, pro které sin(h) # 0. Pro kazdy proces zjemtiovani je tedy schéma nestabilni. Z
toho je vidét, Ze CFL podminka je opravdu pouze nutnou podminkou, nikoliv vSak postacujici.
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Dalsim pouzivanym schématem je schéma Laxovo-Friedrichsovo:

Ut =5 (U + U) S Tl
a .
T 2h

V Laxové-Fridrichsové schématu se podivame bliZe i na chybu diskretizace.

(1.209)

w(@,t +7) = g(ulz +ht) +ule —ht))  ulz+ht)—ulz—ht)
Ehr = +a
’ T 2h
liché se odecetly, sude jsou 2x
(@, t) + u (2, )7 + Lug(e, )72 + O(F) — L(2u(x,t) + wpa(x, YA + O(hY))
T

sudé se odecetly, liché jsou 2x
7\

~

2
2u . (x,t)h + éumr(m, t)h® + O(h°)

- 2h
1 1 B2 B
= (2,7 — ez, )+ O + O () + L, )R + O(RY)
27 27 T T 6’
h2
= O(r +h?, pokud — — 0. (1.210)
T

Podminku pro chybu diskretizace ve tvaru h; — 0 nazyvame podminkou konzistence. Pokud
tato podminka je splnéna, pak je Laxovo-Friedrichsovo schéma konzistentni s PDR (1.188).
V opacném piipadé prebyvajici clen %um(x,t)h; zpusobi, Ze schéma nebude konvergovat
(protoZe €, neptjde k nule).

Fourierova analyza chyby dava v pfipadé Laxova-Friedrichsova schématu stejnou podminku
stability, jako CFL podminka. Dosadime-li totiz U} = e“/" X" do (1.209), pak po zkrdceni
vyrazem e/ \" dostaneme

AE) = %(éﬁh ) (e — (1.211)
= cos(&h) — ivsin(Eh). (1.212)

Velikost amplifikaéniho parametru A(§) pak plyne z vypoctu
INE)]? = cos(Eh) + v2sin®(Eh) = 1+ (v* — 1) sin®(ER). (1.213)

Pokud m4 platit A(¢) < 1, musf byt (12 — 1)sin?®(£h) < 0, coZ je pravé tehdy, je-li [v| < 1.
Podrobné;jsi analyza by byla zaloZena na Fourierové transformaci a zabyvala by se tzv. disperzi,
coZ je jev, kdy schéma §if{ riznou rychlosti viny o rizné frekvenci, v disledku ¢ehoZz mohou
rovnéZ nastat oscilace a nestability v feSeni. Tato analyza vSak jiZz prekracuje rdmec tohoto
textu.

Poslednim schématem, na které se v ramci této kapitoly podivame, je schéma Laxovo-
Wendroffovo. Toto schéma pro zajimavost uvedeme ve tvaru vhodném pro feSeni rovnice
(1.188) s nenulovou pravou stranou, tj.

urt+auy,=f, veR, t>0, (1.214)
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kde f = f(x,t) je dand funkce. Schéma pfitom vychdzi z nédsledujicich tivah. Z (1.214) plyne
uy = f — au,. Pokud rovnici (1.214) zderivujeme jednou podle asu a zv14st podle prostorové
proménné, dostaneme tyto pomocné vztahy.

Uzt + QU zo = f,:c = Ugt = f7$ — QU g (1215)
Uy + AUy = [r = Uy = [ — au . (1.216)

Kombinaci obou téchto vztahi pak obdrzime uy = f; — a(f, — au,,). Téchto vztaht nyni
vyuzijeme k odvozeni Laxova-Wendroffova schématu. Piedné€ si jeSté pfipomenme, Ze

1
u(x, t+7) =u(x,t) +uy(z, )T+ §u7tt(x, 72+ O(1%). (1.217)
Dosazenim pravé odvozenych pomocnych vztaht do tohoto rozvoje po troSe nimahy dostaneme
u(x, t+7) —u(z,t) = Aju

= (f —auy)T + %(fJ —a(fa— ag,))T* + O(T%)
T a® a
= §(f + f+ fur) —atu, + EU,MTQ - 5]‘?7357'2 +O(7?)

2

TS T Af + DIt 7) + Fnt)] + O,

= ——Agu+ O(Th?) + 57,2 0a m
(1.218)

2h

neboli po dosazeni U' ~ u(x;,t,) dostdvdme

1 n n n n n n
Uit -u; Ui Uy a1 U, = 2UF + U at

+ ].

S/

~
pfidana difuzivita

(1.219)

Prenechdvame Ctenéfi za cviceni, Ze chyba diskretizace Laxova-Wendroffova schématu je fadu
O(7% + h?). Podivejme se jesté krdtce na Fourierovu analyzu. Dosazenim U ;o= elh\n do
(1.219) vychazi po nékolika upravach

A€) =1 —ivsin(zih) — 2v% sin® (%) , (1.220)

z ¢ehoz dostavame postupné

IAE)]? = 1 — 4v” sin? <%) + 4v*sin’ (%) + v*sin®(&h)

=1 — 4v” sin® <%) + 41* sin* (%) + 41 sin? <%) (1 — sin? <%)>

=1+ 421* —1)sin* (%) : (1.221)
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Vidime tedy, Ze schéma je stabilni za podminky |v| < 1, coZ je opét totozny vysledek, ktery
dava CFL podminka. Schéma (1.219) je jako u pfedchozich piipadi mozné piepsat do podoby
vhodnéjsi pro vypocet. S pouZitim znaCeni v = - lze dostat nasledujici podobu Laxova-
Wendroffova schématu

2

n n v
(Ui —Ujy) + B

v

n+1l n

n n n T n n at n n
(Ui =207 +UjLy) + §(fj i i) = E( 1~ fi)-
(1.222)

Pro porovnéni jednotlivych schémat na konkrétnich numerickych piikladech odkazujeme
Ctendfe na interaktivni pomicky vytvorené k tomuto textu v rdmci rozsitenych prednasek z
predmétu NAK 1, které jsou dostupné na webovych strankach http://mech.fsv.cvut.cz/nak. Na
piikladech uvedenych na této adrese si Ctenaf miize prohlédnout a zmé€nami parametrd zk-
oumat chovani jednotlivych schémat. Na tomto misté u¢inime nékolik komentaiti ke zminénym
schématim.

Explicitni schéma typu “upwind” (1.194) bylo stabilni pro |v| € [0,1] a fadu O(r +
h). Spusténim animaci na uvedenych webovych strankach ¢tendf zjisti, Ze dochdzi postupem
casu ke znaénému utlumu Sitici se viny oproti pfesnému feSeni. Nedochdzi vSak k zadnym
oscilacim. Laxovo-Friedrichsovo schéma je pii splnéni podminky konzistence lepSiho fadu
presnosti, ttlum v amplitudé je vSak jeSté vétSi. Schéma s centrdlni diferenci v prostorové
proménné je stejného fadu pfesnosti, jako Laxovo-Friedrichsovo, je vSak silné nestabilni a
vykazuje velké oscilace pro jakoukoliv hodnotu £. Podivame-li se na schéma (1.219) pozorné;ji
(predpokladejme ted nulovou pravou stranu), vSimneme si, Ze vypada stejné, jako pfedchozi
schéma s centrélni diferenci v prostoru. Kromé toho vSak obsahuje jesté diferenéni nahradu
za druhou prostorovou derivaci, kterd se v rovnici(1.214) nevyskytuje. Vzpomeneme-li si na
parabolické tlohy, vysvitne, Ze tento piidavny ¢len modeluje difuzi. Vlivem toho se utlumi
oscilace, které jsme vidé€li v predchozim schématu. Tyto oscilace vSak stdle pretrvavaji, mame
vSak presnost O(72 + h?). Podrobn&j§i analyza, zaloZena na Fourierové transformaci, tyto
oscilace dokdze vysvétlit pomoci popisu jevil, jako je tzv. disperze, coz je jev, kdy schéma
§if{ riiznou rychlosti viny o riizné frekvenci, v disledku ¢ehoZ mohou rovnéZz nastat oscilace a
nestability v feSeni. Tato analyza vSak jiZ prekracuje rdmec tohoto textu.

1.4.2 VInova rovnice

Hyperbolicka rovnice, kterou se budeme nyni zabyvat ma tvar
Ou_ 0
2t o
kde a znadi rychlost vlny. Tato rovnice se nékdy také nazyva rovnici struny, nebot popisuje
Sifeni vinéni v napnuté struné. Stejny popis maji jiné jevy vinéni v mechanice, optice, ¢i elek-
trodynamice. K této rovnici je samoziejme tfeba pfidat okrajové a pociteCni podminky. V
tomto piipadé je vSak tieba pfedepsat nejen pocatecni hodnotu funkce u(x,0) = ¢(x), ale i hod-
notu derivace podle ¢asu u¢(z,0) = d(x). Reseni rovnice struny metodou siti opét spociva v
nahrazeni derivaci podilem diferenci. Aproximaci hledané funkce v bod€ x; a Case t,, oznaCime
jako

(1.223)

u(z;, t,) =~ U (1.224)

J
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Pouzijeme centralni diference na Casovou i prostorovou derivaci

U, UM, —2Ur 4+ U,

S = Pa— (1.225)
2 n+l n n—1
aag Y QU; Y (1.226)
-

Po dosazeni (1.225) a (1.226) do (1.223) dostavame diferencni rovnici

Uptt —2ur + Ut —2U; + U,
J J J 2 J+1
> =a = (1.227)
ze které mizeme vyjadiit U7+
Uptt =2ur — Ut + () (U — 207 + UT ) (1.228)

kde jsme podil C%T oznacili p. Rovnici (1.228) jsme vyjadrili feSeni v Case ¢,,.1 pomoci feSeni v
predchozich krocich ¢,, a t,,_1, jedna se tedy o metodu explicitni. Navic vidime, Ze ndm nestaci
znat feSeni pouze v predchozim Case, ale je tfeba znét dva pfedchozi kroky. To €ini problémy v
prvnim Casovém kroku ¢, kdy se hodnota v predchozim kroku ¢, ziska z pociteéni podminky,
ale hodnotu v ¢ase t_; nezndme. Obvykle se stanovi pomoci pfedpokladu konstantni rychlosti:
Ul = c(z;) + 7d(z;) (1.229)

J

Pro odvozeni chyby diskretizace dosadime piesné feSeni v do (1.228) a pouZijeme Taylordv
rozvoj:

W+ T+ = 0 (u T - ) (1.230)
Pokud pivodni rovnici (1.223) zderivujeme dvakrat podle casu mame vztah
Uttt = a2u,mtt (1.231)
Pokud pivodni rovnici (1.223) zderivujeme dvakrat podle prostorové proménné dostavame
Uttar = O°U pra (1.232)
Spojenim rovnic (1.231), (1.232) a s vyuzitim zdmeny derivaci vychazi
Uttt = CLQU,mtt = a2u,ttm = a4u,xmx (1.233)

Tento vysledek dosadime do Taylorova rozvoje (1.230)

1 1
Utt + 127- CL U ,LLLTLT + .. CL2 (u,xx + EhQUzmﬁx + ) (1234)
Tim dostavame chybu diskretizace
1
en < —(7%a" — h2a*)U yypaw = O(T° + h?) (1.235)

12
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Jak jiz vime z pfedchozich kapitol, explicitni metody byvaji netabilni. Provedeme proto Fourierové
analyze stability. Hledejme feseni U}' ve tvaru

Ur = ki \n (1.236)

J
Po dosazeni do (1.228) a vydéleni vyrazem ¢'*" a \™ dostavame
M= 2+ —24+e ) N+1 (1.237)

vyuZijeme ndm jiZ znamy vztah

, ‘ kh

e — 2 e = 2(coskh — 1) = —4sin? - (1.238)

vychdazi rovnice, ze které spoc¢itime amplifikacni faktor

kh
2\ = (2 — 4p? sin® 7) A1 (1.239)

Koreny této kvadratické rovnice maji tvar
2. 2 kh

Mo=aExVal—1 kde a=1-2u"sin - (1.240)
kde o = 1 — 2u?sin? (g—h) Vsimnéme si, Zze pro o > 1 bude absolutni hodnota alespoi

jednoho kofene kvadratické rovnice vétsi nez jedna. Pokud vezmeme || < 1 amplifika¢ni

faktory budou komplexni Cisla
M2 =axivl—a? (1.241)

o velikosti
Ai2l? =la]? £]1-a? =1 (1.242)

z ¢ehoZ plyne, Ze schéma je podminéné stabilni s podminkou stability

—-1<a<l1 (1.243)
neboli
2.2 [ kh
—1<1—-2u"sin 53 <1 (1.244)
upravime prvni podminku na tvar
kh
1 > % sin? (7) (1.245)

aby tedy nerovnost platila pro libovolné £ musi platit
p? <1 (1.246)

Druha nerovnost ma tvar o
1 — 242 sin? (—) <1 (1.247)
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Po tpravach

kh
2 sin? (7) >0 (1.248)
Tato nerovnost musi opét platit pro libovolné k:

2 >0 (1.249)
jak vidime, takto podminka je vZdy splnéna. Pomoci definice p = % muizeme podminku
stability (1.246) pfepsat jako

W% <1 (1.250)

Tato nerovnost nim omezuje pomér parametri Casové a prostorové diskretizace. Vidime, Ze se
zvySujici se rychlosti viny musime zmenSovat casovy krok vzhledem k prostorové diskretizaci.
Jinou moZnosti je volit hrubsi prostorovou diskretizaci, to v§ak neni vhodné vzhledem k chybé
diskretizace. Pokud definujeme rychlost numerického schématu jako a,, = %, podminka (1.250)
nam fik4, Ze rychlost numerického schématu musi byt vétsi nebo stejna nez skutecna rychlost.

Z dtivodu podminéné stability explicitniho schématu se Casto pro ¢asovou integraci pouziva
Newmarkovo schéma. Newmarkova metoda je zaloZend na nasledujicich vztazich mezi posuny,
rychlostmi a zrychlenimi

. 1 . ..
UptHt = Uf 4 70" + 577 ((1 —28)U7 + 2/3U}”1) (1.251)
U;@H U+ 7 ((1 _ 7)an + 7(]]7&1) (1.252)

Newmark navrhl parametry tak, aby schéma bylo nepodinéné stabilni, konkrétni hodnoty jsou
1



Metoda konecnych prvku 54

2 Metoda konec¢nych prvku

2.1 Uvod

Obsahem této kapitoly je matematicky tvod do metody kone¢nych prvki (MKP). S nf se stu-
denti jiz setkali v pfedmétu Numerickd Analyza Konstrukci 1 (NAKT1), kde vSak byl kladen
diraz predevSim na vypocetni postupy a techniky vedouci k nalezeni pfislusného priblizného
feSeni. JiZ méné pozornosti bylo vénovano vysetiovani vlastnosti pouzitych numerickych schémat,
jejich konvergence, ¢i dokonce vySetfovani existence a jednoznacnosti feSeni vychozi ulohy.
Bez té€chto znalosti si vSak nemiZeme byt jisti, zda nami ziskané vysledky jsou spravné (v
Zadném rozumném smyslu), nebo jaké chyby oproti pfesnému fesSeni jsme se dopustili. Zminéné
problémy a jejich feSeni jsou nédplni této kapitoly. V ni se podivime na vybrané problémy
reSené v predmétu NAK1 z obecnéjsiho hlediska jakoZto na variacni formulaci eliptické dlohy,
definujeme je v matematicky exaktnim smyslu a dokdZzeme, Ze takto definovany problém ma
jednoznacné urCené reSeni. Ddle dokdZzeme, za jakych podminek a s jakym fadem pfislusna
priblizn4 feSeni konverguji k feSeni presnému.

Stejné jako u metody konecnych diferenci zacneme s tlohou taZeného-tlaCeného prutu,
viz Obr. 2.3. Pokud uvazujeme konstantni tuhost a prufezovou plochu po celé délce prutu,
miizeme tlohu popsat eliptickou diferencidlni rovnici druhého fadu. Pokud uvazujeme kon-

FA = konst
f “T
S . . . . . . . . . . . /
4

l

|/
/1

v
/]
Obr. 2.1: Priklad 1 - Zaddni

stantni normdlovou tuhost i prifezovou plochu po celé délce prutu, miZeme tulohu popsat
eliptickou diferencialni rovnici druhého fadu

FAu,, = f, 2.1
kde u ;. zna¢i druhou derivaci podle x. Tato rovnice ma byt splnéna v kazdém bod¢ intervalu

(0,1). Pro ur€eni jednozna¢ného feSeni je jesté tieba ptidat okrajové podminky, které (dle Obr.
2.3) uvazujeme ve formé

wW(0)=0  N(I) = BAu,(l) = 0. 2.2)

V tomto jednoduchém piipadé je mozné rovnici (2.1) vyresit pfesné. Dvojnasobnou integraci
postupné dostaneme, Ze obecné feseni funkce posunt © ma tvar

1
U= A [fx2 + Ciz + C’g} ) 2.3)
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Po uplatnéni okrajovych podminek pak dostivame

u= ﬁ [fa? + flx] . (2.4)
Aby rovnice (2.1) vibec méla smysl (tzn. zejména, aby v ni uvedené vyrazy byly korektné
definovény) je tfeba, aby hledana funkce méla v celém intervalu (0, 1) spojité druhé derivace.
Navic, abychom mohli splnit okrajové podminky, potfebujeme spojitost ve funkénich hod-
notach az do krajnich bodi. Matematicky vyjadfeno klademe na hledanou funkci v pozadavky
u € C%0,1) N C°0,1], diky ¢emuz viak musi byt 6z f € C°(0,1). To jsou velice silné
trativni priklad) nemuseji byt splnény. Rovnici (2.1) by pak nebylo mozno viibec fesit. Bylo
by proto uzitecné pojem feseni této rovnice vhodnym zpiisobem modifikovat (rozsiftit) tak, aby
pozadavky na hledanou funkci byly slabsi (a tedy aby bylo snazsi ji najit), ale zaroven ne prili§
slabé - musi to byt feSeni v néjakém rozumném smyslu. Navic bychom chtéli, aby mnoZina
feseni ptivodniho problému byla podmnoZinou mnoziny feseni modifikovaného problému - tedy
aby nova formulace byla s tou starou konzistentni. Jedna z cest vede pfes formulaci tzv. slabého
feSeni.

V predmétu NAKI1 se studenti sezndmili s postupem, jak vypoclist pfiblizné feSeni po-
moci MKP. Vychozim bodem pfitom byl pojem slabé formulace problému (2.1). Postup k
ziskani slabé formulace byl nésledujici: Vezméme libovolnou funkci v € C*°(0,1) takovou,
ze v(0) = 0. Vyndsobme s nf rovnici (2.1) a vyslednou rovnici zintegrujme po délce prutu.
Po provedeni integrace per-partes na Clen obsahujici druhé derivace a uplatnéni okrajovych
podminek dostaneme

! !
/ FEAu v, dr = / fodz, Vv e C*(0,1), v(0) =0, (2.5)
0 0

coz je zminénd slaba formulace rovnice (2.1). Slabé formulaci (2.5) se nékdy fika variacni
formulace, protoZe funkce v miZze byt libovolnd. V mechanice se (2.5) obvykle nazyva princip
virtudlnich praci. Funkce v jsou pak takzvand virtudlni pfemisténi. K této souvislosti se jesté
vratime pozd&ji. Reseni rovnice (2.5) se nazyvi slabé feSeni. Zavedme nyni v duchu pozdgjiho
vykladu nasledujici znaceni.

! !
a(u,v) := / FEAu v, dz, (f,v) = / fodz, (2.6)
0 0
Potom miZeme slabou formulaci (2.5) zapsat jako
a(u,v) = (f,v), Yve C*(0,1), v(0) =0. (2.7)

Pozdé&ji ukdzeme, Ze a(u,v) je bilinearni forma na jistém prostoru funkci a (f, v) predstavuje
linearni funkciondl na tomto prostoru. Pouhym pohledem na (2.5) je intuitivné jasné, Ze na

19C*(0, 1) zna¢ime prostor nekone¢né hladkych (majicich spojité vechny derivace) funkci. Pozadavek v(0) =
0 ma za nasledek fakt, Ze funkce z tohoto prostoru splituji Dirichletovské okrajové podminky rovnice (2.1). Pro

-----
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hledanou funkci u jsou kladeny mensi pozadavky, neZ v ptipad¢ feseni problému (2.1) - je tfeba,
derivace jsou derivace pouze ve slabém smyslu. S tim souvisi i definice prostort funkci, ve
kterych je nutné hledat feSeni u, pokud ulohu formulujeme pouze ve slabém smyslu, tedy jako
(2.5). Hledané prostory jsou tzv. Sobolevovy prostory, v nasem piipadé prostor W3 (0,1).
Funkce patiici do W3 (0,1) jsou, zhruba feceno, integrovatelné ve druhé mocniné a stejnou
vlastnost majf i jejich derivace. Pfesné&ji fe¢eno pro né plati fol u?dr < oo a fol(u’ )2dz < oo,
kde derivace je opét uvazovana ve slabém smyslu. Uvedeny prostor W (0,1) pfitom budeme
znacit obvykle H'(0,1). Pro ilustraci prostoru H'(0,1) lze fici, Ze funkce v ném obsaZené jiz
mus{ byt spojité (oviem aZ na mnoZiny miry nula).?® Ozna¢me nyni pro potieby tohoto piikladu

V = {ve H(0,1), v(0) = 0}. (2.8)
Potom je mozné slabou formulaci tlohy prepsat takto: Najdéme u € V' tak, Ze
a(u,v) = (f,v), YveV. (2.9)

Prvni otdzka, kterou je tfeba zodpovédét, je, zda a za jakych podminek je feSeni slabé for-
mulace (2.9) feSenim puvodni (silné) formulace (2.1) (opa¢ny problém je snadny a overi se
prostym dosazenim). Méjme tedy funkci u, kterd fesi (2.9) a predpokladejme o ni, Ze u €
C?(0,1) N C°([0,1]). O funkci f predstavujici zatiZeni pfedpokladejme, Ze je spojitd, tedy Ze
f € C°0,1]). Potom plati, Ze u fe3i (2.1).

Vezméme libovolnou funkci v € V. Potom integraci per-partes postupné dostdvame

(ﬂv)zcﬂmv)ziA(—M@QU¢E+U@UMKD:i

l
/ (U e + flvde —u(Do(l) =0 (2.10)
0
Je tedy tieba dokdzat, ze
(1) Uaw + [ =0, (2.11)
(1) u,(1)=0. (2.12)

Jelikoz (2.10) musi platit pro libovolnou funkci v € V, 1ze (2.11), (2.12) dokézat jeji specidlni
volbou. Pro diikaz (2.11) zvolme naptiklad v(z) = (z — x1)*(z — 22)? uvniti [z1, zo] C [0,1] a
v(z) = 0 mimo [z1, z5]. JelikoZ w(z) = u,, + f je dle pfedpokladu spojitd funkce, mizeme
bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat, Ze na intervalu [x1, 23] neméni znaménko. Potom ale

!
(w,v) = / [U e + fl(x —21)% (2 — 22)?dz =0 = uy + f =0, (2.13)
0

protoze v(x) = (v — x1)*(x — x2)*> > 0 na [z, 9] a integrdl z kladné spojité funkce na
uzavieném intervalu je roven nule pravé tehdy, kdyZ je identicky roven nule integrand. Pro

20pro presné definice a struénou informaci odkazujeme &tendfe na Dodatek 3.4, pfipadné na rozsifené prednasky
z Matematiky 4 vedené doc. Nekvindou.
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dikaz (2.12) volme napiiklad v(x) = z/l. JelikoZ uz mame u ., + f = 0, plyne z (2.10), Ze
u, = 0, a diikaz je hotov.

Dalsi z dulezitych otazek je, zda slaba formulace problému (2.9) ma feseni a zda je toto
feSeni jednoznaéné urceno vstupnimi daty. To je mimofadné dilezitd otdzka, nebol ze slabé
formulace vychazejici metoda kone¢nych prvki konstruuje pfiblizna feSeni tohoto problému,
od nichZ o¢ekdvame, Ze se zjemnujici se siti budou konvergovat k feSeni pfesnému. Pokud by
toto feSeni neexistovalo nebo nebylo uréeno jednoznacné, pfiblizné feSeni by neméla valnou
hodnotu. Na otdzku existence a jednoznacnosti feSeni problému (2.9) se podividme ve veétsi
obecnosti v nasledujici sekci.

2.2 Variacni formulace eliptickych problému

Naplni této sekce je podani dikazu existence a jednoznacnosti feSeni slabé (variacni) formu-
lace linedrnich eliptickych problémi a zasazeni problematiky feSené v predmétu NAK1 do
obecnéjsiho kontextu. Cely problém rozdélime na piipad, kdy pfislusnd bilinedrni forma a(u, v)
je symetrickd a nesymetrickd. V obou pfipadech vSak formdlni zapis bude vypadat stejné.
Zavedeme proto nasledujici

Abstraktni variacni problém (AVP).
Hleddme v € V takové, Ze
a(u,v) = F(v), YveV, (2.14)

kde V je redlny Hilbertiiv prostor s normou || - ||y,
a:V xV — R je bilinedrni forma, kterd je spojitd a koercivni na 'V, tj.

dM,a>0: la(u,v)| < M||ullv|v]ly, Yu,v eV, (2.15)
alu,u) > allull}, YueV (2.16)

a F(v) = (f,v) je spojity linedrni funciondl na V.

2.2.1 Symetricky variacni problém

V této Casti se budeme zabyvat AVP pro pfipad, Ze piislusna bilinedrni forma a(u,v) je sy-
metrickd. V tom piipadé se existence a jednoznacnost feSeni AVP opird o Riezsovu vétu o
reprezentaci. Dale ukdZeme souvislost s problémem minimalizace kvadratického funkciondlu,
ktery v aplikacich v mechanice predstavuje potencidlni energii systému.

Necht tedy mdme Hilbertdv prostor V' a vy3e definovany AVP, kde navic bilinedrni forma
a(u,v) je symetricka, tj. plati a(u,v) = a(v, u). Pfedné ukdZzeme, Ze a(u, v) je skaldrni soucin
na V, jinymi slovy (V,a(-,-)) tvoii Hilbertdv prostor. Ze symetrie a linearity a(u,v) plynou
vlastnosti (7) — (zi¢) z definice skaldrniho soucinu z Dodatku 3.2. Z koercivity a(u,v) plyne,
Ze pokud a(v,v) = 0, pak nutné v = 0 a a(u, v) je tedy skaldrn{ soucin. Jim indukovand norma
se nazyva energetickd norma, kterou znacime ||v||g = +/a(v,v). Lze dokdzat, Ze prostor
(V, 1| - ||g) je Gplny, a tedy Banachiv. Z toho je ziejmé, Zze (V, a(-, -)) je Hilbertiv prostor.?!

2IHilbertiiv prostor neni nic jiného, nez Banachiiv prostor se skaldrnim sou¢inem, kde je piislusnd norma timto
skalarnim sou¢inem indukovana.
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Z uvedenych uvah plyne, Ze existence a jednoznacnost feSeni AVP pro piipad, kdy a(u, v) je
symetrickd, je piimym diisledkem Riezsovy véty o reprezentaci’’. Ta iika, Ze libovolny spojity
lienarni funkciondl F'(v) na Hilbertové prostoru V' miZe byt vyjadfen pomoci pevné zvoleného
prvku v € V jako skalarni soucin (u,v). JelikoZ jsme vySe ukazali, Ze symetricka bilinearni
forma a(u, v) tvofi skalarni soucin na V', pak pro danou funkci f (¢imz je dén spojity linedrn{
funkciondl (f,v) = F(v) € V*)* existuje pravé jeden prvek u € V tak, Ze a(u,v) = (f,v)
pro vSechna v € V, a u je tedy feSenim symetrického AVP.

Souvislost s minimalizaci funkcionalu energie

V piipadé symetrického variaéniho problému Ize postupovat také jinak. Ukdzeme, Ze feSeni sy-
metrického variacniho problému je ekvivalentni hledani minima jistého kvadratického funkcionélu.
V aplikacich v mechanice tento funkciondl predstavuje celkovou potencidlni energii systému.
Tento fakt ukdZeme na jednoduchém piikladu taZeného-tlaceného prutu. Nejprve vSak zminény
kvadraticky funkciondl definujeme a dokdZeme, Ze problém nalezeni funkce, ve které tento
funkciondl nabyva svého minima, je ekvivalentni feSeni ptivodniho symetrického AVP. Zfor-
mulujme cely problém jako vétu.

Véta 2.1 (Ekvivalence feSeni symetrického AVP a minimalizace funcionélu energie). Nechf bi-
linedrni forma z AVP je symetrickd. Pak reSeni AVP je ekvivalentni minimalizaci kvadratického
Sfunkciondlu

J(v) = %a(v,v) — (f,v). (2.17)

Dukaz

Pro diikaz ekvivalence dvou tvrzeni je tieba dokézat, Ze z jednoho plyne druhé a naopak. Nechi
tedy nejdiive u je feSenim AVP. Tedy plati a(u,v) = (f,v) pro vSechna v € V. Pak ov§em pro
libovolné v € V plati

J(u+v)=%G(UJFU,U‘FU)—(JC,U‘FU) =
1 1
= §G(U,U) +G(U,U) + 5&(17,11) - (f7 U) - (f7 U) =

= J(u) + %a(v,v), (2.18)

kde jsme pouzili linearitu a symetrii a(u, v) a dale pfedpokladu, Ze a(u,v) = (f,v). Z (2.18) a
koercivity a(u, v) plyne, Ze

J(u4v) — J(u) > allul? >0, (2.19)
a tedy hodnota funkcionélu .J pro libovolnou jinou funkci je vzdy vétsi, nez pro u. Plati tedy

J(u) = inf J(v), (2.20)

veV

22Presné znéni Riezsovy véty o reprezentaci a jeji dikaz najde étenaf v Dodatku (3.3)
23Y/* zna&i dudlni prostor k V. Pro vice informact, viz Dodatek (3.3)
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neboli © minimalizuje J a prvni implikace je dokdzana.
Necht nyni naopak plati, Ze u minimalizuje funkcional .J. Potom ale pro libovolnou funkci
v a libovolné ¢islo € > 0 plati

J(u+ev) > J(u). (2.21)

Rozepsanim stejnym zplsobem, jako v (2.18) dostdvame

J(u) + ela(u,v) — (f,v)] + ?a(v, v) > J(u) (2.22)
= a(u,v) — (f,v) > —ga(v,v). (2.23)

Pokud provedeme stejny postup pro J(u — ev) > J(u), obdrzime analogicky

a(u,v) — (f,v) < za(v,v). (2.24)

DO ™

Celkem jsme tedy ziskali nasledujici oboustranny odhad

—Sa(v,0) < auv) = (f,v) < 5

2 2

Jelikoz v byla libovolné funkce a ¢ libovolné kladné Cislo, dostaneme pfechodem k limité pro
e—=0

a(v,v). (2.25)

a(u,v) = (f,v), Yv eV, (2.26)
tedy u fe$i AVP a dikaz je hotov.

Pro ilustraci se podivame, jak vypadad kvadraticky funkciondl J pro naS dvodni ptiklad
tazeného-tlaceného prutu. Jak bylo feceno vySe, ma funkciondl v aplikacich na mechaniku
vyznam celkové potencidlni energie. Ta se pritom skladéd z potencidlni energie vnitfni a vnéjsi.
Hustota vnitini potencialni energie sil se rovnd soucinu napéti a deformace v daném bodé, hus-
tota vnéj$i potencidlni energie pak soucinu posunu a daného objemového zatiZzeni v témze bodé
(v naSem piikladu je objemové zatiZeni reprezentovano rovnomérnym spojitym zatizenim f).
Poscitanim piispévki této energie pres cely objem prutu ziskdme celkovou potencidlni energii.
Matematicky vyjadieno tedy je

!
Ei:/ Acodr (2.27)
0

l
E. = —/ Aufdzx, (2.28)
0
kde A je plocha prutu, E; je celkova vnitini energie prutu a E, jeho vnéjsi energie. Do vnéjsi en-
ergie by se obecné pocital i vliv pfedepsané sily napiiklad na konci konzoly. V nasem piikladu
je vsak sila nulova. Pritom normalovou deformaci stiednice zde zna¢ime €, normalové napéti
o. Celkova potencidlni energie nosniku je potom souétem F; a F,

! !
E:/ sadx—/ ufdx. (2.29)
0 0
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Pomoci materidlovych a geometrickych vztaht lze (2.29) prepsat jako

! l
E = Au, Fu,dr —/ Aufdz. (2.30)
0 N~ 0
€ o
Za funkci u 1ze do (2.30) dosadit libovolnou funkci, kterd vyhovuje kinematickym okrajovym
podminkdm (tj. vyhovuje zptisobu uloZeni konct prutu). Energie urcena (2.30) vSak bude
nabyvat svého minima pravé pro takovou funkci u, kterd vedle kinematickych okrajovych
podminek spliiuje podminky rovnovahy. Ze tomu tak musi byt, 1ze ové&fit stejnym postupem,
ktery jsme pouZili v dikazu ekvivalence feseni AVP a minimalizace energetického funkcionalu.
Stacionarni bod funkciondlu J pak odpovida principu virtudlnich pfemisténi, znimému z mechaniky.

2.2.2 Nesymetricky variacni problém

V ptipadé, Ze bilinedrni forma a(u,v) neni symetrickd, nelze pouZit postup uvedeny pro sy-
metricky problém, nebof se v ném podstatné vyuziva faktu, Ze a(u, v) je skalarni soucin na V.
Odpovéd na otdzku existence i jednoznanosti feseni AVP v obecném (nesymetrickém) pripadé
dava Laxovo-Milgramovo lemma. Jeden zpusob, jak toto lemma dokazat, se opira o tzv. “’Prin-
cip kontraktivniho zobrazeni”, ktery vzhledem k jeho vyznamu i v jinych oblastech (naptiklad
numerické metody feSeni rovnic) uvadime i s dikazem v Dodatku (3.2). Tento princip, ktery
se nékdy také nazyva ”Véta o pevném bode”, zhruba feceno fikd, Ze mame-li zobrazeni na nor-
movaném linedrnim prostoru 7' : V' — V, které “zkracuje délky”, pak existuje prvek v € V,
ktery se zobrazi sim na sebe a kterému se fikd “pevny bod” zobrazeni T'. Pfesnéji feCeno, pokud

pro vSechny dvojice vy, v, € V akonstantu M, 0 < M < 1 plati
| Tv1 = Two|| < Moy — va], (2.31)

pak existuje praveé jedno u € V tak, ze Tu = wu. Nyni jiz miZeme uvést slibené Laxovo-
Milgramovo lemma.

Laxovo-Milgramovo Lemma. Nechf je ddn Hilbertiiv prostor V, na ném spojitd, koercivni
bilinedrni forma a(-, ) a linedrni funkciondl F(-). Potom existuje pravé jedno v € V tak, Ze

a(u,v) = F(v), YveV. (2.32)

Dukaz

Pfedné si uvédomme, Ze pomoci bilinedrni formy a(-, -) Ize definovat linearn{ funkcional na V.
Pro pevné zvoleny prvek u € V je totiZ pro viechna v € V' zobrazeni Au : V — R, Au(v) =
a(u,v) funkcional na V' . Diky linearité a(-,-) snadno dostaneme, Ze je Au(-) linedrni. Ze
spojitosti a(-, -) dostavame

|Au(v)| = |a(u, v)| < Ml[ullv[[v]lv, YveV (2.33)

a tedy Au(-) je omezeny, a tim padem spojity. Je tedy Au € V*, neboli Au patii do dudlu
k V. Takové zobrazeni vSak miZeme definovat pro libovolny prvek « € V. To nas privadi k
zobrazeni A : V — V* A(u) = Au = a(u,-) € V*, které kazdému prvku u € V pfifad{
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piislusny funkciondl Au € V* a je evidentné linedrni. Je tedy A € L(V,V*). Podle vztahu
(3.35) v Dodatku (3.3) uréime normu Awu jako

A
Auljy- = sup 1AW (2.34)
vevyior [vllv
Podle (2.33) potom ale plati
A
Al = sup 1AM Mlvllelly: (2.35)
veV\{0} |[v]]v veV\{0} [[v][v

Tim padem ale podle vztahu (3.37) v Dodatku (3.3) je zobrazeni A rovnéZ spojité, nebot podle
(2.35) plati

Al(w)| |y«
Allerny = sup MA@y (2.36)
wev\for  ullv

Nyni pfijde zdsadni argument celého ditkkazu. Podle Riezsovy véty o reprezentaci (uvedené
a dokdzané v Dodatku (3.3) ) existuje mezi prostory V' a V* vzdjemné jednoznacné zobrazeni,
které jsme v tomtéz dodatku oznacili jako 7 : V* — V. K funkcionalu Au tak existuje jed-
noznacné ureny prvek 7(Au) € V takovy, Ze pro vSechna v € V plati

Au(v) = (1(Au),v). (2.37)

Rovnéz vsak i k funkciondlu F' z predpokladii Laxova-Milgramova lemmatu musi existovat
jednoznaéné uréeny prvek 7(F) € V tak, Ze

F(v) = (r(F),v). (2.38)

Jelikoz z definice Au pro vSechna v € V plati Au(v) = a(u,v), pak ptivodni AVP problém
hledani prvku u € V tak, aby a(u,v) = F(v), miZeme pfevést na problém rovnosti

(1(Au),v) = (1(F),v), YveV. (2.39)
To je vSak ekvivalentni feSeni rovnice
T(Au) =7(F) veV, (2.40)
nebo ekvivalentné, jelikoz 7 je vzdjemné jednoznacné zobrazeni, rovnice
Au=F ve V™ (2.41)

My budeme fesit prvni z téchto rovnic, a sice pomoci “Principu kontraktivniho zobrazeni”,
uvedeného a dokdzaného v Dodatku (3.2). Sestrojime proto nasledujici zobrazeni 7' : V — V'
predpisem

Tv:=v—p(t(Au) — 7(F)), YveV, p>0. (2.42)
Pokud by 7' bylo kontraktivni zobrazeni, pak by mélo podle “Principu kontraktivniho zo-

799

brazeni” pravé jeden pevny bod, tj. existoval by pravé jeden prvek u € V tak, Ze

Tu=u—p(T(Au) — 7(F)) = u, (2.43)
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neboli p(7(Au) — 7(F')) = 0. Tento (jednozna¢né uréeny) prvek v € V' by byl feSenim naseho
AVP a byli bychom hotovi. Staci tedy dokazat, ze existuje takové p > 0, Ze vySe definované
zobrazeni 1" je kontraktivni.

Vezméme tedy libovolné vy, vy € V' a ozna¢me pro zjednoduSeni v = v; — v € V. Potom
plati

| Tor = Ts|[ = [ — va — p(TAvy — TAw)[[T,
= [lv — p(TAV)||} (7 i A jsou linedrni)
= ||v||? — 2p(TAv,v) + p?||TAv||} (norma indukovana skalarnim sou¢inem)
= ||v||} — 2pAv(v) + p* Av(T Av) (definice 7 )
= |||} — 2pa(v,v) + p*a(v, T Av) (definice A )

< ||v|[} — 2pal|v||z + p*M||v||v||7Av||v  (spojitost a koercivita a(-, -) )
< (1 —2pa + p>M?)||v||} (izometrie 7 a omezenost A)

< Cllvr — vl [y,
a tedy pro C' < 1 je zobrazeni T kontraktivni**. Sta&{ tedy najit p tak, aby

(1—2pa+p*M?) < 1
p(pM? —2a) < 0,

tedy p € (0,2c/M?) a diikaz je hotov.

Dokazali jsme tedy, Ze AVP m4 jednoznacné feSeni i v piipadé, Ze piislusna bilinearni forma
je nesymetrickd. MiZeme se tedy vénovat otazkam, jak sestrojit pribliznad numericka feseni uy,
a také se ptat, zda a jak konverguji k presnému feSeni u. Tyto otdzky jsou nédplni zbyvajicich
kapitol o MKP.

2.2.3 Galerkinova metoda

V této sekci se podivame na Galerkinovu metodu, ktera predstavuje velmi vhodnou (a také
obvyklou) metodu, jak ziskat pfiblizné feSeni AVP. Zdkladni idea je stejnd, jako u vSech num-
erickych metod. Misto feSeni spojitého problému (AVP), tedy hledani funkce v € V, budeme
resit diskrétni problém, kde budeme hledat funkci u;, € Vj. Pritom V}, je vhodné zkonstruo-
vany konec¢né dimenziondlni (uzavieny) podprostor ptivodniho prostoru V. Jak uvidime, diky
konecné dimenzi V}, se podaii cely problém nalezeni pfiblizného feSeni w;, prevést na feSeni
soustavy algebraickych rovnic, kterou (alesponl v principu) neni Zadny problém vyteSit. Pre-
cizujme tedy postup diskretizace.

KaZdému kone¢né dimenziondlnimu podprostoru V;, CC V pfifadime diskrétni problém
nalézt u, € V), tak, zZe plati

a(un,vn) = (f,vn), Yop € V. (2.44)

241zometrické zobrazeni zachovavd délky. Jako argument v posledni nerovnosti tedy pouzivdme nasledujici
odhad: ||TAv||v = ||Av||v < M||v||v, kde posledni nerovnost plyne z omezenosti A.
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Z Laxova-Milgramova lemmatu uvedeného v ptedchozi ¢asti plyne, Ze takto definovany diskrétni
problém m4 pravé jedno feSeni uy,, které nazveme diskrétnim feSenim. Poznamenejme, Ze je-li

v v we

pfislusna bilinearni forma a(-, -) symetricka, 1ze ekvivalentné fesit diskrétni problém

J(up) = inf J(vp). (2.45)
UhEVh
Tato alternativni definice diskrétniho problému se nazyva Ritzova metoda.

Ozna¢me nyni {1, ..., o } bédzi prostoru V},%. Potom lze libovolny prvek u;, € V;, vyjadfit
jako linedrni kombinaci prvki baze ve tvaru u;, = Zjvzl u;j;. K tomu, abychom urcili diskrétni
feSeni wuy, ,tedy stali spoCitat koeficienty linedrni kombinace u;, j = 1..N. Sefadme tyto
koeficienty do vektoru U = (uy, ..., uy)”. Dosadme nyni u; = Zjvzl u;p; do (2.44), ¢imz
dostaneme

N
a(d ujpsvn) = (f,vn), You € Vi (2.46)
=1

Rovnice (2.46) ma platit pro vSechna vy, € V. Jelikoz vSak kazdy prvek vy, 1ze vyjadfit pomoci
prvka baze {1, ..., pn }, 1ze rovnost ekvivalentné pozadovat pouze pro viechny prvky baze V.
Navic miizeme sumu vytknout ven z bilinearni formy (pravé diky linearité) a dostat tak

N
> alps,iu; = (f,9:), Vi i=1.N. (2.47)

J=1

Pokud nyni ozna¢ime K;; = a(p;, vi) a F; = (f, p;), mizZeme (2.47) piepsat jako
N
Y Kijuj=F, i=1.N, (2.48)
j=1

coz neni nic jiného, neZ soustava linearnich rovnic KU = F pro hledany vektor koeficientii
line4rni kombinace U. ReSeni diskrétniho problému (2.44) je tedy ekvivalentni feSeni soustavy
rovnic (2.48). Pfitom pokud pfislu$na bilinedrni forma v AVP byla symetricka, je i matice K
symetrickd.?® Pro libovolny vektor V' = (v1, ..., vx)T je diky koercivité bilinearni formy af(-, -)
VIKV = 30 vy = a(X50, 0505 sy i) = of| 20, gavil [} > 0, tedy matice K
je pozitivné definitni?’, a tedy reguldrni. Z toho plyne, Ze vzdy existuje jednozna¢né urdena
inverzni matice K ! a soustava (2.48) je jednozna¢né feSitelnd. Matice K se obvykle nazyva
matice tuhosti, jak je zndmo z predmétu NAKI.

2.2.4 Obecné uvahy o konvergenci MKP

Nyni obraime pozornost k otdzce, zda a jak konverguji diskrétni feSeni u;, z koneéné dimen-
ziondlnich prostord V}, k pfesnému feseni u € V. Jak uvidime v dalSich kapitolach, index h

2 Konec¢né dimenziondlni prostor mé pochopitelné kone&né prvkovou bazi.

26To je podstatnd vyhoda oproti metodé koneénych diferenci, kdy vyslednd soustava rovnic a7 na vyjimky
symetrickd neni. Symetrie matice K ma pozitivni disledky pfi feSeni soustavy (2.48).

?"Pfipoméiime, 7e matice A,, x,, je pozitivné definitni, pokud pro libovolny nenulovy vektor z plati 27 Az > 0.



Metoda konecnych prvku 64

v oznadeni podprostoru Vj, se vztahuje k velikosti prvku piisluiné koneén& prvkové sité. Cim
jemn&j3i sit je, tim men3i je tato hodnota h a zédroveil tim vétsi je dimenze podprostoru V;,. Z
praktickych vypocti v predmétu NAK1 vime, Ze pokud danou dlohu vypocteme na jemné&;jsi siti,
pak dostaneme (obvykle) presnéjsi vysledek. Vyvstava otazka, zda pokud pijdeme s h — 0+,
budeme se s diskrétnim feSenim w;, bliZit k feSeni presnému, tedy zda u, — u. Pokud se na véc
podivame z jiného pohledu, pak jde o to, zda se zmenSujicim se h, a tedy s rostouci dimenzi

podprostorti V},, budou tyto podprostory aproximovat prostor V' tak dobie, aby

N
Jim [ —uply = Jim_[fu Z;soluzllv 0 (2.49)
Odhad chyby (neboli vzdélenosti presného a diskrétniho feSeni ve smyslu normy prostoru V')
||w — up||y dava ndsledujici velice dulezité

Céaovo lemma. Nechi je definovdn AVP a jemu pFifazeny diskrémi problém (2.44). Potom
existuje konstanta C nezdvisld na V}, takovd, Ze

l|lw —uplly < C inf ||lu—wvlv. (2.50)
v EVY

Diikaz
Zacnéme ndsledujicim velice diileZitym pozorovdnim. V piivodnim AVP jde o nalezeni w € 'V,
aby pro vSechna v € V platilo

a(u,v) = (f,v),

a tedy specidlné (jeliko? md-li puvodni AVP platit pro vSechna v € V', musi platit i pro vy, € V},)

a(u,vp) = (f,vn).

V pFislusném diskrétnim problému pak hleddme uy, € V), tak, Ze pro vSechna vy, € V), plati

a(up,vp) = (f,vp).

Odectenim poslednich dvou rovnosti dostdvdame ndsledujici vztah, kterému se vikd tzv. Galerki-
novskd ortogonalita
a(u — up,vy) = 0. (2.51)

Galerkinovskd ortogonalita (2.51) ndm ¥ikd, Ze md li byt uy, diskrétnim reSenim, pak musi byt

vektor e, = u — wuy, oznacujici chybu mezi presnym a diskrétnim resenim “kolmy” na vsechny

prvky podprostoru Vy,. Slovo kolmy jsme schvdlné dali do uvozovek, nebot jde o kolmost ve

smyslu skaldrntho souc¢inu pouze v pripadé, Ze je bilinedrni forma a symetrickd a urcuje tak

skaldrni souc¢in na V. I v pripadé, Ze je vSak nesymetrickd, ddavd (2.51) jakysi analogicky vztah.
Z koercivity a(-, -) nyni dostdvdme

allu —up|l? < alu — up, v —up) = alu —up,u—vy) < M||Ju—up||v||u— iy,

kde rovnost uprostied jsme ziskali prictenim a odectenim vy, ve druhé sloZce a a s vyuZitim
Galerinovské ortogonality (2.51). Posledni nerovnost plyne ze spojitosti a. Po vydéleni o a
||u — up||v dostdvdame

Hu—uhHV SCHU—Uth, (252)
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_ M oy p . , g . .
kde C' = =, coZ je hledand nerovnost, kterd plati pro vSechna vj, € V},. Tedy musi platit i pro
infimum

llu—uplly < C inf ||u— vl (2.53)
v EVY

a diikaz je hotov.

Nerovnost (2.50) v Céaove lemmatu je kliCova pro vSechny odhady chyb, které z ni vychazeji.
V konkrétnich odhadech pak jde “jen” o to, jakym zpisobem zkonstruujeme podprostor V.
Céaovo lemma nam pak umoziiuje prevést odhad chyby ||u — up||y na problém schopnosti
prostorti V}, aproximovat puvodni prostor V. Jinymi slovy pfevadi problém na vyhodnoceni
vzdalenosti dist(u, V3,) = inf,, cv, ||u — vp||v mezi funkei w € V' a podprostorem V. V této
souvislosti doporucujeme Ctendfi, aby si prostudoval Dodatek (3.3.1), ktery se tyka Hilber-
tovych prostord, a zejména pojmu kolmosti, existence nejblizsiho prvku k dané mnoziné a
ortogonalnich rozklada.

Obsahem dalsich odstavcii bude konstrukce odhadii chyb pro konkrétni volbu podprostoru
V.. Predesilame, Ze metoda konecnych prvki voli tyto prostory velmi specidlné jako prostory
po Castech polynomidlnich funkci.

2.3 Apriorni odhad chyby

Budeme se zabyvat otdzkou, jak dobfe dokdZeme aproximovat funkci u € V, kterd fesi AVP
(2.2), pomoci libovolného v, z konecnéprvkového prostoru V;,. K zodpovézeni této otdzky
budeme potfebovat n€kolik vét spiSe technického charakteru. Pro jednoduchost se nejdiive
zaméfime na jednorozmérnou dlohu pruznosti, ktera jiz byla popsana v tvodu této kapitoly.

Ze Ceova lemmatu vime, Ze abychom odhadli chybu ||u—uy||y, stali pracovat s inf,, ¢y, ||u—
vp||v, neboli sta¢i odhadnout normu ||u — v,||y pro libovolné v, € Vj,. Pfirozenou volbou
funkce vy, je orthogonalni projekce pfesného feSeni u na prostor V},, tato volba ale neni vhodn4,
protoZe zkonstruovani orthogondlni projekce u na prostor V}, je velice obtizné. My zvolime za
vy, interpolaci piesného feseni I1(u), a to navic takovou, aby jeji restrikce na kazdy element byla
Lagrangeova ¢i Hermitova®® interpolace u, neboli

lu = unllv < Cllu = vnlly = Cllu = T(u)]v (2.54)

kde ITx (u|x) znaéi Lagrangeovu & Hermitovu interpolaci funkce u na elementu K. Vyhodou
takto zvolené interpolace je, Ze chybu feSeni miZeme zapsat pomoci odhadi chyby na jed-
notlivych elementech

2

lu —unllro < Cllu = (u)|l Lo = C <Zl|u— ||1K> = (2.56)

= C [ > lJu— g (ul)|IF « (2.57)
K

287jedodusené fedeno Lagrangeova interpolace vyuZziva k interpolaci pouze uzlovych hodnot, zatimco Hermi-
tova i jejich derivaci.
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Staci nam tedy odhadnout chybu feSeni lokdlné na kazdém prvku, coz je velice vyhodné a je
mozné odhadnout chybu pouze na referenénim kone¢ném prvku a tento odhad ztransformovat
na prvek skute¢ny. V dalsi Casti se proto budeme zabyvat chybou interpolace na kone¢ném
prvku. Zacneme s matematickou definici kone¢ného prvku.

2.3.1 Konecny prvek
Definice Koneény prvek v R" je trojice (K, X, P), kde
e K C R" s lipschitzovskou?® hranicf a neprazdnym vnittkem
* ¥ je mnozina N spojitych linearnich forem L; : C*°(K) — R" 1 <i < N
* P je prostor polynomu s bazi p;,i = 1,2, ..., N.
Pojem konec¢ného prvku objasnime pomoci linearniho Lagrangeovského prvku v jedné dimenzi
Definice Linedrni Lagrangeovky 1D prvek
* K: Uselka s krajnimi body A a B
* X je mnoZina tvofena dvéma linedrnimi formami

- Ly(u) = u(A)
- Ly(u) = u(B)

které nam funkci u zobrazi na hodnoty funkce u v krajnich bodech A a B. Linedrnim
formam L; fikdme stupné volnosti.

e P: Prostor polynomu prvniho stupné P;([A, B]), s baizovymi funkcemi

rp — %
_(101:—
Ip —TA
T —TA
Ip —TA

Béazové funkce ; jsou definovany tak, aby

neboli s
Li(pr) = @r(aa) = — = =1 (2.59)
Tpa—T
Li(2) = pa(aa) = ﬁ —0 (2.60)

2pro vysvétleni vyrazu lipschitzovska hranice odkazujeme na prednasky z Matematiky 4
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Stejnym zplsobem se muizeme presvédCit o platnost vztahu (2.58) pro druhou bazovou
funkci, tuto dlohu pfenechavame Ctenafi jako cviCeni. Interpolaci I1x funkce v miZeme
pomoci bazovych funkei 1, s a stupiiti volnosti L., Ly zapsat jako

[k (v) = Li(v)p1 + La(v)pa = v(za)pr + v(xp)ps (2.61)

tedy soucet hodnoty funkce v v bodé A pfendsobené prvni bazovou funkci a hodnoty
funkce v v bodé B prendsobené druhou bazovou funkci. Z definice [1x vypliva

g(p)=p Vpe P(K) (2.62)
neboli interpolace zachovava polynomy stupné jedna.

Prikladem Hermitovského prvku je nosnikovy prvek zaloZeny na Navierové-Bernoulliho hy-
potéze

Definice Nosnikovy prvek
« K: Uselka s krajnimi body A a B

* Y je mnoZina tvorena Ctyfmi linedrnimi formami

= Li(w) = w(A)
= La(w) = w(B)
= La(w) = wx(A)
= La(w) = w.(B)

funkcemi prithybu w v bodech A a B ajejich derivacemi w, x, které maji vyznam potoceni.

e P: Prostor polynomu tfetiho stupné P;([A, B]), s bdzovymi funkcemi

N ) (22°)

T PLT T Gp—aa) T (ep—za)?
_ (B (227

T P27 Gpea? | @p-waP

_ =7 — 222 -+ x3

¥3 = (xp—za) = (rp—za)?

S 12 1'3

= P17 T ap-en) T Go-sa)?

2.3.2 Referencni konecny prvek v 1D

Koncept referenciho prvku je velice uZitecny jak pfi pocitacové implementaci, tak pfi odhadovani
chyby feleni, nebot ndm umoziiuje pracovat pouze s referenénim prvkem a nasledné odhady
chyb prevadet na prvek skute¢ny. V pripadé tlaceného-tazeného prvku zavedeme pfirozenou
soufadnici &, kterd je rovna —1 v uzlovém bodé A a 1 v uzlovém bodé¢ B. Hodnotu skute¢né
soufadnice x vypocitime pomoci zobrazeni [ : K — K, kde K zna&{ referentni prvek a K
znaci skuteCny prvek, Zobrazeni [ je definovdno pomoci prirozené souradnice £ a souradnic
uzlovych bodli A a B se soufadnicemi x 4 a xg:
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F
/‘\

—1 1 TA IB
r—— [ {

Obr. 2.2: 1D referencni prvek

v =F(€) = 51— Ora+ 5(1+ O (2.63)

Tento vztah je také moZné prepsat jako

F(&) = Ni(§)xa + No(§)xp (2.64)

kde )
.M@)Ig(—i) (2.65)

: 1
J%@)=§ﬂ+€) (2.66)

jsou dobie zndmé bazové funkce linedrniho tlaceného-tazeného prvku v prirozenych soufadnicich.
Dosazenim miiZzeme ovéfit hodnotu soufadnice = v uzlovych bodech

xu):%u—1nA+%u+1nB:mB (2.68)

a uprostfed prvku
TA+ TR

#(0) = (U + 3 (g = 747

5 5 (2.69)

2.3.3 Odhad chyby aproximace pro 1D tlohu

Pfikro¢ime k formulaci véty o odhadu seminormy funkce na skute¢ném prvku pomoci semi-
normy na prvku referen¢nim a naopak

Véta 2.2. Pro libovolnou funkci v € H™ (K) plati

, B\

MWKSC<§> |V]m, & (2.70)
2\"77

i < () Ik @71

kde K znaci skuteCny prvek, K znaci prvek referenénia v = vo I
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Dukaz: K dikazu této véty pouZijeme vétu o substituci s pravidlem o derivaci slozené funkce.
Nejdiive vyjadiime derivaci funkce © vzhledem k soufadnicim £ na referenénim prvku pomoci
derivace v podle x
do  dv
d¢  dx
kde J je Jakobidn zobrazeni (2.63) definovany jako

(2.72)

dx T i) hK
Zd—£=7+§=7 (2.73)
kde hy znaci délku prvku K. Obecné muzeme vyjadfit m-tou derivaci funkce © pomoci
derivace funkce v
d™o  d™v
dem — dam
Po dosazeni rovnice (2.73) do (2.74) dostdvame vyjadieni derivace v na referen¢nim prvku
pomoci derivace v na skute¢ném prvku

dmi  d™o [y
2.
dem — dam ( 2 > 273)

(2.74)

MiZzeme prejit k odhadu L?-normy m-té derivace funkce © pomoci L2-normy m-té derivace
funkce v. Vyjdeme z definice L*-normy, do které dosadime rovnici (2.75) a s vyuZitim véty o
substituci prevedeme integrél z prvku K na prvek K. K tomu budeme opét potfebovat Jakobian
zobrazeni z referencniho na skutecni prvek, ktery ndm uddva vztah mezi diferencidly souradnic

h
dz = Jd¢ = —Kdg (2.76)
Nakonec dostdvame
! dmv dmv hie 2" 2
— —d 2.77
\// (dém \// dxm (2> e @77
Z pravé strany rovnice vytkneme ¢leny obsahujici h g
dmv hie\ 2" dmv
2.78
UL Ger) wey Co) sy [ (5 o

integral na levé i na pravé stran€¢ miizeme zapsat pomoci seminormy

) hi\™ 2
|v|mf<=( K) 0], (2.79)

2

coZ je prvni tvrzeni s C' = 1.
Pri diikazu druhého tvrzeni postupujeme zcela obdobné, pouze vyménime K za K a naopak.

B dmv dmv 2 am hK
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Z pravé strany rovnice vytkneme ¢leny obsahujici h g

dmv 2’” hy dmv
I (Y e (2) ] () 28

coZ miZeme pomoci seminorem piepsat jako

h\* "
[0]m 1 = (7’{) 6], (2.82)

dostavame druhé tvrzeni s C = 1.

Jesté nez prejdeme k vysloveni véty pro odhad chyby aproximace, budeme potfebovat nasledujici
vétu:

Véta 2.3. Existuje konstanta C > 0 takovd, Ze pro libovolnou funkci © € H*'(K) plati

inf |0 +p||k+1K < C|U|k+1K (2.83)
pEPL(K)

pokud tedy k funkci © € H**! pricteme libovolny polynom stupné k, miiZeme H*™'-normu
tohoto souc¢tu odhadnout pomoci H**' seminormy funkce 9.

Ditikaz tohoto tvrzeni je pomérné slozity, proto ho zde neuvadime a ¢tenafe odkazujeme
na odbornou literaturu. Nyni jsme jiZ pfipraveni k vysloveni klicové véty pro odhad chyby
aproximace kone¢ného prvku.

Véta 2.4. Nechi interpolace 11 zachovdvd polynomy k-tého stupné, neboli
Mi(p)=p Vpe Pi(K) (2.84)

pak plati
v —Tg(v) g < ORs V| Yo € HY(K) (2.85)

Diikaz: Prvnim krokem dikazu véty bude pietransformovani seminormy |v — II(v)|; x na ref-
erencni prvek pouzitim véty (2.2)

2\ 2
v — g (W)hx < C (H) o — T ()], & (2.86)

na pravou stranu (2.86) pfi¢teme a odeCteme polynom p stupné k a ddle vyuZijeme toho, Ze
interpolacni operator zachovava polynomy k-tého stupné
v—Hg(@) =v+p—p—Hg(@®) =0+p—g(o+p) =T -1g)(0+p)  (2.87)

coz platf pro vSechna © € H 1K) ap e Py(K). I zna&i identitu, jakoZto spojité zobrazen z
H*1(K) do H'(K). Nasledovné dosadime (2.87) do (2.86)

o=t <€ (1) I =TG4k 2.88)

K
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seminormu z pravé strany (2.88) odhadneme pomoci H*-normy

(I =T ) (v +p)ly g < (I =) +p)lly & (2.89)
Pti odhadu pravé strany vyjdeme z definice normy spojitého zobrazeni

(= Te) (& :
N =T s (), )y = SUP == Vne HYY(K) (2.90)

l[nl|#0 Ml i

Jisté plati

N =)l i NI =)0 +p)lly g .
=T gemer gy, a2 (i) = Sup £ o> = L e H"(K),

|10 0l N 10+ Dl i
2.91)
po vynasobeni ||0 + p|| dostdvame
1 = T e a6+l 2 10 T+ D)l e (2:92)

tento vysledek dosadime do (2.89) a odhadneme seminormu rozdilu funkce v a jeji interpolace

A

[0—Hz(0) g < NUT-Tg) @+l & < =gl gommer iy, iop VPl rin, k) VP € Pu(K)
(2.93)

jelikoz tato nerovnost plati pro vSechny polynomy stupné k, jisté plati jisté i pro jejich infimum

a nerovnost miZeme prepsat jako

jv =g ()] < CIH - HHL( inf v +pll1 % (2.94)

HIHLED), (HYE)) e p( Y

Normu ||({ — IT)||. zahrneme do konstanty C'

(H2(K)),(HL(K))

0 —Tz(0), g <C  inf [0+ pllp i (2.95)
VpE Py (K)

Pravou stranu odhadneme pomoci véty (2.3)
0 = Tk (0)] g < Cloliya i (2.96)

a tento vysledek dosadime do (2.86)

2\""F
o= <€ (1) Blens @.97)

poslednim krokem je prevedeni pravé strany zpét na element K, coz miizeme provést pouzitim
odhadu (2.70)

9 \""3 he \ "
ot <C (1) ek <0 () b @99
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Dokazali jsme tedy, Ze chyba interpolace prvku je fadu O(h%,), abychom dostali chybu aproxi-
mace feSeni, staci za funkci v dosadit u, tedy feSeni AVP(2.2) a poscitat interpolacni chyby pres
vSechny prvky, viz (2.56). Vyslednd chyba ma tvar

[(u—T(u))|1.0 < Ch¥|ulpiro Yu € HH(Q) (2.99)

kde h = max khy a Q2 je oblast na které fe§ime AVP, v tomto piipadé interval [0, L] . Vysledna
chyba aproximace metody kone¢nych prvki je O(h*), kde h je délka nejdelsiho prvku a parametr
k souvisi s regularitou presného feSeni. Pokud je piesné feSeni v € H?(2) dostdvame

|(w —I(w))|1.0 < Chlulzq (2.100)
Tento odhad vypada na prvni pohled hiife nez odhad, ktery jsme dostali v metodé konec¢nych
diferenci. Musime si ale uvédomit, Ze jsme nedostali odhad chyby aproximace funkce u, ale jeji
derivace podle prostorové proménné, kterd v ma v naSem pripadé fyzikdlni vyznam deformace.
Dostali jsme tedy chybu aproximace deformace fadu O(h). Otazkou je, jak odhadnout chybu

aproximace pro posuny, tedy odhad v L? normé&. K tomu slouZi takzvany Aubindv-Nietscheho
trik.

Véta 2.5. Hleddme ¢, € H' tak, ze pro g € L? plati
a(v,¢,) = (g,v) Vv € H' (2.101)
kde a je bilinedrni forma definovand v AVP(2.2). Pak
1
_ < _ 3 _ 3
o= wallo < M=l sup (o int 1oy = ol 2102

Tento problém je tzv. dudlni k AVP(2.2).

Dukaz: Zopakujme problém duédlnim k AVP
a(v,¢) = (g, v) (2.103)

ktery plati pro Vo € H', musi tedy platit i pro feSeni AVP u, my vSak zkusime za v dosadit
rozdil mezi pfesnym a pribliZznym feSenim u — wy. JeSté pfipomeneme tzv. Galerkinovskou
ortogonalitu: a(u — up,vp) =0 v, €'V,

(g,u —up)g = alu —up, ¢) = alu — up, ¢) + alu — up, vy) = (2.104)
= afu— un, ¢ — v4) < Mllw—unl|1 |16, — wnls (2.105)

AN
kde M je konstanta spojitosti bilinearni formy a(-,-). Nyni vyjadiime normu ||u — up||o

jako

(g,u — up)

|[u — up|lo = sup (2.106)
gerz  lglly
aza (g,u — up,) dosadime odhad (??)
l|u — upl||lo = M||u — up||1 sup (— inf ||¢, — vh||V) (2.107)
getr \|19l[o vneVa
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Obr. 2.3: Zadani

Véta 2.6. Odhad chyby v L? normé& Necht je adjungovany variacni problém reguldrni, neboli
* ¢y € H*([0,L]) Vg€ L*([0,L])
« 3C > 0: |[ogll2,10,7) < Cllglloypo,yy Vg € L*([0, L))

Potom
||u — uh||0,g S Chk+1|u|k+17g (2108)

Dukaz: K dikazu této véty nejdiive odhadneme posledni ¢len rovnice (2.107) pomoci rovnice
(2.155)

nf oy = wnllse < 116, ~ @)l le < Chldghory < Chllgllogozy (2109

kde posledni odhad plyne z regularity adjungovaného variaéniho problému. S timto vysledkem
a s vyuzitim Aubinova-Nietzcheho triku jiz neni problém dokazat odhad chyby aproximace v
L? normé&. Zopakujme vysledek (2.107)

L.
llu — uplloo < M|lu—up||r sup | — inf ||¢, — vnllv (2.110)
llgllo vnevi

geL?

ve kterém odhadneme posledni ¢len pomoci (2.109) a nasledné pouzijeme odhad (2.155)

v — unlloge < Chllu — upll1j0.y) < CR M u = uplks1,j0.L) (2.111)

Jak vidime, tak nakonec dostdvame stejny rad aproximace jako v MKD. Musime vSak poz-
namenat, Ze tento odhad plati pro funkce u € H**!. Otazka hladkosti feSeni je pomé&mné kom-
plikovany problém, ktery zavisi na celé fadé faktort, jako je napiiklad hladkost pravé strany
(zatizeni), hladkost okrajovym podminek atd. Tyto informace ndm umoZiiuji volit teoreticky
optimalni konstrukci prostotu V. Jak jsme ukézali, pokud v je u € H?, je chyba aproximace
posund fadu O(h?) a deformaci O(h) a nema smysl pouZivat jiné neZ linedrni kone¢né prvky,
pokud je v8ak v € H? chyba aproximace je fadu O(h?) a pouziti kvadratickych prvkid miize
byt vyhodné.
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2.3.4 Priklad

Pouziti metody konecnych prvku ilustrujeme na prfikladu tazeného prutu, ktery byl fesen v
uvodu kapitoly popisujici MKD, zadani viz Obr.2.3. Rovnice popisujici tento problém ma tvar

EAu 40 + fo =0 (2.112)
s okrajovymi podminkami
w(0)=0 wu(L)=0 (2.113)
PrisluSny Abstraktni variacni problém zni
L L
/ EAu v ,dz + / foodz =0 Vo e Hy([0, L)) (2.114)
o o

Vyfesime tento problém metodou konec¢nych prvki. Budeme tedy hledat u;, € V},, kde V},
je n&jaky vhodné zkonstruovany podprostor prostoru Hj. K sestrojeni V}, vyuZijeme linedrn{
Lagrangeovsky kone¢ny prvek popsany v predchozi kapitole. Rozdélme interval [0,L] ekvidis-
tantné na N + 1 plzvkﬁ s délicimi body x¢, 21, ..., Tn,1, které nazyvame uzly a h = NLH znadi
délku prvku. Zavedme funkce ¢;(x)

0 pokud x € (0, z;_1)
T pokud @ € (21,

plx) =4 PoHes (i1, @) (2.115)
~h pOkl/ldﬂf € ($i,$i+1)

0 pokudx € (x;41, L)

a konecnéprvkovy prostor V}, definujeme jako linearni obal funkci ¢;. Definic konecné
prvkového prostoru miZeme zapsat jako V;, = {v, € C([0, L]); vp|u; 12 € Pi([ziz1, z:]), v (0)
vp(L) =0} Vi=1,2,...,N, je to tedy prostor spojitych funkci na intervalu [0, L] s nulovymi
hodnotami na kraji intervalu, jejichZ restrikce na jednotlivé elementy jsou linedrni polynomy.
Jelikoz funkce ¢ tvoii bazi prostoru V},, mizeme psat, viz kapitola o Galerkinové metodé(??)

N
> aleieu; = (f.0;) Ypi=1,2,..,N (2.116)
j=1
K feseni dlohy pouZijeme stejnou sif jako MKD. Spoctéme ¢leny a(yp;, ;). Diky volbé bazovych
funkci bude
a(Pitk, i) =0 VEk>1 (2.117)

a(pi—k, i) =0 Vk>1 (2.118)

coZ je patrné z obrazku (??). Pro vypocet matice tuhosti staci spocitat tii riizné ¢leny a pravou
stranu

Tirl 11 FA
a(iv1, pi) = EA/ “uh =—— (2.119)
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U =0 Us =0
IS & © & ©
U2 U3 U4
U 7 O \)
1
¥3
& & © & ©
Obr. 2.4: Bazové funkce
Tirl 11 i 11 FA
a(ﬂpia Spi) = EA/ EE + EA/ Eﬁ = 27 (2.120)
11 FA
i1, ;) = FA —_ = 2.121
a(pi-1,9;) /IH o7 - (2.121)
(fipi) = / = foi = fh (2.122)
a nakonec dostavame
2 -1 0 U- fh
FA 2
e -1 2 -1 Us| =1 fh]. (2.123)
0o -1 2 Uy fh

Vidime, Ze jsme obdrzeli stejnou soustavu jako v metodé konecnych diferenci a navic 1 pii
pouziti metody konecnych prvkii dostdvame v uzlech sit€ presné feseni.

To vsak plati jen v jednodimenziondlnim piipadé pfi pouziti linearnich kone¢nych prvki.
Obecné vede metoda konec¢nych prvkil na jinou matici neZ metoda siti, navic v obecnych
pripadech neni pfi vypoétu metodou konecnych prvkl rovnice v uzlech splnéna presné. Na
obrazku xz vidime chybu feSeni v rliznych norméch.

Na ose z je vynesen pocet prvku sité a na ose y je chyba feSeni v semilogaritmickém

vV 2

méfitku. Je vidét, Ze L2-norma pfiblizného feseni konverguje k pfesnému feseni kvadraticky,
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Y2 P3 2

¥1 P3 ©s

Obr. 2.5

neboli pfi pouZziti dvojnasobného poctu prvkl se chyba feseni zmensi Ctyfikrat. V druhém
piipadé je vykreslena chyba deformaci. Zde jiz nedostavame tak rychlou konvergenci, coZ jsme
vSak ocCekavali a je to zcela v souladu s odvozenymi vysledky.

Otazkou stale zGstava, zda odhady, které jsme dokazali pro jednodimenzionalni dlohu jsou

platné i pro obecnéjsi dlohy. Zaméifime se na dvoudimenziondlni dlohu. Nejprve zavedeme
linedrni Lagrangeovsky trojuhelnikovy prvek

Definice Linedrni trojithelnikovy konecny prvek
* K je trojuhelnik s vrcholy A, B a C'

* ¥ je mnozina tvofena tfemi linedrnimi formami L, (u) = w(A) La(u) = u(B) Ls(u) =

u(C)

e P: Prostor polynomt prvniho stupné P, (K'). Bdzové funkce linedrniho trojihelnikového
prvku zavedeme v €4sti vénované referenénimu trojihelnikovému prvku.

2.3.5 Referencni trojihelnikovy konecny prvek

Zacneme s takzvanymi barycentrickymi soufadnicemi.*’, které jsou bazovymi funkcemi linedrniho
Lagrangeovského referen¢niho trojihelnikového prvku.

barycentrické soufadnice se také nékdy nazyvaji plo$né soufadnice pro jejich geometricky vyznam viz (2?)
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Obr. 2.6: Barycentrické souradnice: Geometricky vyznam
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Barycentrické soufadnice \;(z),\o(x) a A3(z) libovolného bodu x € R? vzhledem k vr-
cholu A,B a C jsou definovany vztahy

Z A(x)z; = Z Ai(z) =1 (2.124)

Plati, Ze A\, A2, A3 € Py a A\(a;) = d;; 1,7 = 1,2,3 Zobrazeni F' (??) z referen¢niho
konec¢ného prvku na prvek skute¢ny je definované nasledovné

r=F (A, ) =24+ MN(rp—24)+ Xa(xc —x4) (2.125)

y=F(M\,\2) =ya+M(ys — ya) + Aa(ye — ya) (2.126)

F mazeme zapsat jako
F = By <A1) (2.127)
A2

kde By je matice definovana jako
By = <xB C A tem ‘”A) (2.128)
Yp —Ya Yc —Ya

Véta 2.7. Normu matice By lze odhadnout pomoci priiméru elementu hy a p, tedy poloméru
koule vepsané do referencniho trojithelnika K.

h
|Bk|| < —= (2.129)

=

Normu inverzni matice B[_(1 Ize naopak odhadnout pomoct priimeru referencniho prvku K a p,
coZ je polomér koule vepsané do prvku K.

1B < £ (2.130)
h
Dukaz: Zacneme s definici normy matice
1
1Bkl = sup ||Bxnl| = < = sup ||Bxn| (2.131)
[Inll=1 P lnll=p

Vybereme dva body p a ¢ na referenénim prvku, aby = p — ¢, neboli ||p — §|| = p. Takové
dva body jisté existuji, jelikoz p je polomér kruznice vepsané do referencniho trojuhelniku.
Promitneme p a ¢ na skute¢ny prvek: p = Bp, ¢ = Bq. Vzdélenost téchto bodi mizeme
odhadnout parametrem h g, ktery znaci délku nejdelsi strany trojihelniku K, neboli dostdvame

1 1 L 1 hk
|Bk|| = <||Bxnl| = =||Bx(® — DIl = =llp —ql| £ = (2.132)
p p p p

Odhad || B'|| je zcela analogicky a &tendf ho jisté zvladne sdm.
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[0, 1]

[0, 0] [1,0]

B
Obr. 2.7: Referencni trojuhelnikovy prvek

2.3.6 Odhad chyby aproximace pro 2D ilohy

Dale postupujeme stejné jako pro jednodimenziondlni piipad. Potfebujeme védét jak odhadnout
L™-seminormu funkce na skute¢ném prvku pomoci L™-seminormy na prvku referen¢nim a
naopak

Véta 2.8. Pro libovolnou funkciv € H™ (K) plati
9], ic < ClIBl[™ |det(Bie) |72 ] (2.133)
Vi < CIIBE!|I™ det(Bye)|= o], (2.134)
Dukaz: Na rozdil od jednodimenzionélni tlohy se omezime na m = 2. Jak uvidime tato volba
je pro nase ucely zcela dostaCujici. Postupovat budeme analogicky s 1D pfipadem. Nejprve

pomoci véty o substituci a zobrazeni F' pretransformujeme seminormu z referen¢niho elementu
na element skute¢ny. Potfebujeme pretransformovat druhé derivace funkce v

02’[) . 0 @@+@8FQ B 621)8171 0F1 1 827] 8F28F1 i 821) 8F1 852135)
6)\18/\1 N 8/\1 8:70 8)\1 ay 8/\1 N 8372 8/\1 8)\1 8:1:8y 8)\1 8)\1 ay&v 6)\1 8\X1
0%v OF, 0F,  0%*v 0%v 0%v 0%*v
97 N 0N 02 By By + &E—ayBQIBH + mBan + a—y23211@1136)

Jisté plati, Ze |B;;| < ||B]|, coz je na prvni pohled vidét pokud uvazujeme napiiklad fadkovou
normu matice®!, kterd je definovana jako maximum ze soudtd absolutnich hodnot prvki matice
v jednotlivych fadcich. Potom miZeme odhadnout ¢leny B;; vystupujici u druhych derivaci
funkce v pomoci normy matice By, dostivame odhad

0?0 0%v
< 2 )
OMON S Dty .137)

i+j=2

3'Norma matice miize byt definovana n&kolika zpisoby. Vsechny tyto normy jsou si v jistém smyslu ekviva-
lentni



Metoda konecnych prvku 80

a pro soucet vSech druhych derivaci funkce v

0?0 0?
> s <160l Y 5o (2.138)
i+j=2 a>\18)\2 i+j=2 oY
kde ), =2 %;yj znaci soucet vSech druhych derivaci funkce v. Vysledky pro dalsi derivace

dostaneme cyklickou zdménou indexi. Nyni mizeme pfistoupit k odhadu seminormy funkce 0

2\ o2 (V)
3 s = - < — .
|0, /K > Y dr < /K > axiayijBKH (J) dz (2.139)

i+j=2 i+j=2

kde J = det(B) je Jakobidn zobrazeni mezi prvky K a K. Vytkneme &len 16||B||2|det(Bg )| "2
pfed odmocninu a integral zapiSeme pomoci seminormy

2 2
020 1 0%v
0], = /( : ) d\ < 16||B||*J 2 /( i ) dr = (2.140)
Nk ;2 ON,ON, ke \ 5, 0x'dy)

= 16||B||?|det(Bx)| "2 ||z x (2.141)

Tim jsme dokdazali prvni tvrzeni. Druhé tvrzeni se dokédze zcela analogicky a pfenechavdme ho
Ctenafi jako cvicendi.

Dalsi véty jsou jiz s 1D pfipadem zcela analogické, pro tuplnost je zde struéné znovu
uvadime.

Véta 2.9. Existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze pro libovolnou funkci v € H Q(K ) plati

inf_[lv +p‘|2,f< < C‘”’Q,f( (2.142)
peP; (K)

Pro diikaz tohoto tvrzeni opét Ctenare odkazujeme na odbornou literaturu.

Véta 2.10. Nechi interpolace 11 zachovdvd polynomy 1. stupné, neboli

~

y(p)=p Vpe P(K) (2.143)

pak plati
2

h
|(v—Tlg()hx < C’p—K|v|27K Vv € H*(K) (2.144)
K

Dukaz: V prvnim kroku odhadneme seminormu rozdilu mezi funkci v a jeji interpolaci na
kone¢ném prvku K pomoci seminormy rozdilu mezi funkci v a jeji interpolaci na referenénim
konecném prvku K viz véta (2.134)s m = 1

(0 = T ()1, < C|[B7'|| |det BJ2| (v — Tz (8))], & (2.145)



Metoda konecnych prvku 81

K dikazu této véty, stejné jako v 1D nejdiive vyuZijeme to, Ze interpolaéni operator zachovava
polynomy 1. stupné. ZapiSeme rozdil mezi funkci a jeji interpolaci. Nasledné k funkci o 1 k jeji
interpolaci pficteme polynom stupné 1

U — Hk(’f}) =v+p—p— Hf((@) =0 +p— Hf((f) +p) = (] - HIA{)(?} +p) (2146)
coz plati pro vechna v € H> (R’ Jap € Pk(f( ), nasledné odhadneme seminormu rozdilu funkce
v a jeji interpolace

(v =T ()l & < Cllo +plly i VP € P(K) (2.147)

kde jsme normu ||(/ — II)||z(m2(—1.1))), (1 (j-1.1))) zahrnuli do konstanty C'. Pro odhad pravé
strany pouZzijeme vétu (2.9) )
(v =Tz (0)], g < Cloly i (2.148)

Pravou stranu ztransformujeme zpét z KnaK
|(v—TIx (v))|1.x < C||B7Y|||B|]? |det B|zdet B| 2 |(v -k (v)) |2k Vv € HAX(K) (2.149)

a normu matice B a jeji inverze odhadneme pomoci (2.129) a (2.130)

~

2
(v — Tk (v)) |1k < C’% (%) v =TIk (v))|ox Vv € H*(K) (2.150)

kde ﬁ% znaci pomér mezi délkou nejdelsi strany referencniho prvku a polomérem kruznice vep-

sané do K, ktery je jist¢ konstantni a miZeme ho zahrnout do C'. Nakonec dostavame vysledny

odhad
2

(v — Mx()ix < C <h7f<) (v — Hx()|ox Vo€ HXK) 2.151)

Dale budeme uvazovat pouze tzv. reguldrni sité, neboli sité pro které existuje konstanta 5 > 0
nezavisld na hy, pi a takova, ze pro kazdy element plati

h
K <8 pro h—0 (2.152)
PK

kde h = maxg hx To znamen4, Ze se zjemnovanim sité¢ nedochazi k degeneraci trojihelnikt v
usecky. Potom mtizeme odhad (2.153) pfepsat jako

’(U — HK(U))’LK S ChK |(U — HK(U))|27K Yv € H2<K) (2153)

Dokaézali jsme, Ze chyba interpolace prvku je fadu O(hk), ¢imz jsme dostali stejny vysledek
jako v ptipadné jednorozmérné ulohy pruznosti a chybu aproximace dostaneme dosazeni feSeni
AVP u za v a pos€itdnim chyby interpolace pfe jednotlivé elementy, viz (2.56). Vyslednd chyba
aproximace ma tvar

|(u—TI(u))|1.0 < Chlulsn Vv € H*(Q) (2.154)
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kde h = mazih; a () je oblast na které feSime AVP. Vysledna chyba aproximace metody
kone¢nych prvkid je O(h*), kde h je délka nejdelsiho prvku a parametr k souvisi s regu-
laritou pfesného feSeni. Jak jsme jiz zminili regularita pfesného feSeni je velice kompliko-
vany problém, omezili jsme se proto pouze na v € H?()) a linedrni kone¢né prvky, nebofje
to nejcast&ji feSeny problém v inzenyrské praxi. Odhad v L?-normé& obdrzime opé&t pomoci
Aubinova-Nietscheova triku,

|(u —II(w))]o.0 < CR|ulp0  Yu € H*(Q) (2.155)
Jak vidime, vysledné odhady jsou stejné jako pro jednodimenziondlni dlohu a plati dokonce

pro jakykoliv problém popsany AVP, pod kterym se muize skryvat fada fyzikalnich interpretaci,
jako uloha staciondrniho vedeni tepla, tiloha pruZznosti a dalsi.



Dodatky 83

3 Dodatky

3.1 Vektorové prostory

Oznacme R téleso redlnych Cisel (v ptipadé, Ze bychom potiebovali téleso komplexnich Cisel
C, vyslovné to uvedeme). Prvkum télesa fikame skaldry. Vektorovym prostorem (nebo také
linedrnim prostorem) rozumime neprazdnou mnozinu V' (jeji prvky se nazyvaji vektory), na
které jsou definovany operace scitani vektorti a nasobeni vektoru skalarem. Tyto operace maji
nasledujici vlastnosti:

Kazdé dvojici vektora u,v € V je jednoznacné pfifazen prvek u + v € V tak, Ze u + v =
v+ u. Je-li jesté w € V, pak plati (u +v) + w = u + (v + w). Témto vztahim fikdme
komutativni a asociativni zdkon. Ve V existuje jednoznacné uréeny vektor O (nulovy vektor,
nebo také pocatek) takovy, ze 0+u = u pro kazdé v € V. Ddle je kazdému u € V' jednoznacné
prifazen vektor (—u) tak, Ze u + (—u) = 0. Vektoru (—u) se fikd opacny vektor k vektoru w.

Kazdému vektoru u € V' a skaldru o € R je jednoznacné pfifazen prvek au € V tak, Ze
lu = u, a(Pu) = (af)u, a jsou navic splnény distributivni zdkony

alu+v) =aou+av (3.1)
(a+ B)u = au + Pu. (3.2)

Priklady vektorovych prostort:

* Téleso redlnych Cisel s béZnymi operacemi s¢itani a ndsobeni tvoii vektorovy prostor.

* Mé&jme uzavieny interval [a,b]. MnoZina vSech spojitych funkci definovanych na [a, b]
spolu s operaci scitani funkci (funkce s¢itdime bodové) tvoii vektorovy prostor. To lze
snadno domyslet, nebot soudet dvou spojitych funkci je jist€ spojitd funkce a ndsobek
spojité funkce je rovnézZ spojitd funkce. Nulovym prvkem je konstantni funkce vSude
rovna nule, existence opacného prvku je zfejma. Tento prostor obvykle znac¢ime C'(]a, b)),
n&kdy také C°([a,b]). Pfi tomto druhém znaceni je obecné C*([a,b]) prostor funkci
majicich spojité derivace az do fadu k.

* Mnozina vSech ¢tvercovych matic typu n x n tvofi vektorovy prostor.

Podprostorem vektorového prostoru V' je neprazdnd mnoZzina W, kterd je uzaviend vzhledem k
operacim s¢itani vektord a nasobeni vektoru skaldarem, tj. jsou-li u,v € W, paku+v € W a
je-liu € Waa € R, pak au € W. Pokud W je podprostorem ve V', zna¢ime tuto skutecnost
W ccV.

Zavedeny pojem (linearniho) vektorového prostoru je velmi dilezity a predstavuje abstraktni
strukturu mnoha konkrétnich objektli. Asi nejdiilezitéjsi vlastnosti, plynouci z linedrni struk-
tury, je platnost principu superpozice, se kterym se studenti setkali na mnoha mistech v riznych
predmétech mechaniky, kde je Casto zdkladnim stavebnim kamenem. Za vSechny pfiklady
Jmenujme silovou, ¢i deformacni metodu pro vypocet prutovych konstrukci ze Stavebni mechaniky
3, nebo odvozovani funkci poddajnosti a relaxac¢nich funkci v pfedmétu Pfetvarfeni a poruSovani
materidlu.
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Pro popis a zkoumani vlastnosti numerickych metod (metody kone¢nych prvkl a metody
konecnych diferenci) v§ak budeme potiebovat zavést jesté dalsi struktury, stejné dilezité, které
s linearni strukturou obecné nemusi souviset. V nasem piipadé vSak vétSinou budou. Jsou to
pojmy souvisejici s méfenim vzdalenosti mezi prvky, velikosti prvku a také s méfenim dhli
mezi nimi (specidlné pak zavedeni pojmu kolmosti). Studenti se s nimi patrné jiZ setkali v
kurzech matematiky, pro osvézeni je vSak stru¢né€ pfipomeneme.

3.2 Metrika, norma a skalarni soucin

Nejprve si pfipomeneme pojem metrického prostoru. Ackoliv obecné metrické prostory neb-
udeme pfimo potiebovat, je vhodné zacit pravé jimi, protoZe jsou jeSté relativné intuitivni a
mnoho vlastnosti metrickych prostort 1ze poté prenést i na obecnéjsi a hife predstavitelné pros-
tory.

Metrika. Méjme libovolnou neprdazdnou mnoZinu V.. Metrikou na mnoZiné V' rozumime funkci
(nikoliv nutné (bi)linedrni!) p : V x V +— R takovou, ze pro vsechna u,v,w € V plati

(i) p(u,v) >0, plu,v) =0 u="v
(i2) p(u,v) = p(v, u)
(éi1) p(u, w) < p(u,v) + p(v, w).

Usporddanou dvojici (V, p) nazyvdme metrickym prostorem.

Cislo p(u,v) se nazyva vzdilenost v a v. Vlastnost (i) fikd, Ze vzdalenost nemiize byt
zaporna a rovna nule mize byt jen tehdy, jsou-li prvky totozné. Vlastnost (i7) vyjadiuje symetrii,
tedy Ze vzdalenost u od v je stejnd, jako v od u, a kone¢né vlastnost (ii7) je znama trojihelnikova
nerovnost. Pokud bude jasné, o jaky prostor se jedna, budeme misto napiiklad (V, p), psat jen
V.

Priklady riznych metrik (a metrickych prostora):

* Méjme mnozinu R". Pfirozenym zobecnénim vzdélenosti z dvou a tfirozmérnych pros-
tort je nasledujici definice (euklidovské) vzdalenosti bodt z = (z1,...,z,) € R"y =
(Y1, Yn) € R?

n

pa(,y) == (| D (k= )2 = V(w1 = 91)> + o+ (20— yn)? (3.3)

k=1

MnozZinu R", na které definujeme euklidovskou vzddlenost, nazyvdme n-rozmérnym eu-
klidovskym prostorem.

* Na mnoziné R" je vSak mozné definovat metriku i jinym zpisobem. Vyznamné jsou
predevSim tzv. “maximova” metrika p,, a “souctova” metrika p;:

poo(xyy> = max{\xl—y1|,...,|xn—yn\}, (34)
pr(x,y) = |z1 —yi| + . F 20— Ynl (3.5)
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Podstatné je, Ze analogickym zptisobem lze metriku zavést i na obecnéjsich, a hlavné
nekonecné rozmérnych mnozinach/prostorech (prostorem obvykle nazyvame mnoZinu,
na které je definovana néjakd struktura, at uZ linearni v piipad& vektorovych prostort,
metrickd v pfipadé téch metrickych, nebo jind, jak uvidime déle). Prvky téchto mnoZin
(prostort) jsou zpravidla funkce a neni obvykle mozné si je dostatecné jasné predstavit,
jako napiiklad R™ (pro n = 2,3). Je vSak moZné na tyto prostory aplikovat poznatky
ziskané abstrakci obecné platnych tvrzeni, kterd jsou v prostorech R?, R? zfejma z ge-
ometrického nazoru. Diky této “geometrizaci” je mozné piirozené zavést piivodné geo-
metrické pojmy jako vzdalenost (metrika), velikost (norma) a kolmost, pfipadné odchylka
uhla (skalarni soucin).

Uvazujme mnozinu X vSech redlnych funkci, spojitych na [0, 1]. Otdzkou je, jak defino-
vat na takovémto prostoru (ktery je mimo jiné zjevné liearni, nebof soucet dvou spojitych
funkci na daném intervalu i ndsobek takové funkce je opét spojitd funkce na témze inter-
valu) vzdéalenost dvou funkci f, g. Nejptirozenéjsi volbou by asi byla definice odpovidajici
“maximové” metrice:

poo(f,9) := max|[f(z) = g(z)| : = € [0, 1]. (3.6)

Vzdalenost funkci by tak byla ddna maximdalnim rozdilem funk&nich hodnot téchto funkci
na celém intervalu [0, 1]. Vidime, Ze tato metrika je analogii metriky p,, zavedené na
R™. Na X miZeme stejné tak definovat metriky, které jsou analogiemi metrik p;(z,y),

pQ(xvy):

pi(f.g) = / (@) — ga)] de, 3.7)

pa(f.9) = \//0 (f(z) = g(x))?* dz. (3.8)

Mame-li metricky prostor V' pak pro kazdé dvé mnoziny M, N C V definujeme jejich vzdéalenost
jako
dist(M, N) := inf{p(u,v);u € M,v € N}. 3.9
Specialné tedy vzdalenost bodu x € P od mnoziny M C V je rovna
dist(z, M) := inf{p(z,u);u € M}. (3.10)

Jednim z nejdilezitéjSich pojmi pro nds vSak nebude obecny metricky prostor, ale normovany
linedrni prostor. Ten je vzdycky i prostorem metrickym, nebot jak uvidime déle, vzdy je na ném
implicitné zavedena i metrika. Normované linedrni prostory tedy lze chapat jako podmnoZinu
metrickych prostoru.

Norma. Normovanym linedrnim prostorem rozumime vektorovy prostor V', na kterém je defi-

novdna funkce || - || : V +— R takovd, Ze pro vSechna u,v € V a vSechna o € R plati:
(@) [lull 20, Jjul]| =0 & u=0
(@) |laul| = [allful] (3.11)

(1) ||u+v|| < ||ul| + ||v]]- (3.12)



Dodatky 86

Funkce || - || : V +— R se nazyvd norma na V' a usporddand dvojice (V|| - ||) normovany
linedrni prostor.

Otazkou nyni miZe byt, jaky je vztah mezi normou a metrikou, definovanou na linedrnim
(vektorovém) prostoru. Lze snadno ovéfit (staci ovéfit vlastnosti (¢), (i7), (¢i7) z definice metriky),
ze v kazdém normovaném linedrnim prostoru je pfirozené definovana i metrika. Kazd4d norma
na linedrnim prostoru V' totiZ pfirozené definuje metriku rovnosti

plu,v) :==||u —v||. (3.13)

V tomto piipadé fikdme, Ze je metrika “generovana” nebo “indukovand” normou. Obricené to
vSak neplati. Metrika definovand na linearnim prostoru nemusi obecné s jeho linearni strukturou
vibec souviset. Metrika generovand normou ma vsak nasledujici vlastnosti

plu+w,v+w):=|lut+w—v—wl=|lu—v|=pu,v), (3.14)

plau, av) = ||au — av|| = |a| ||u — v|| = ap(u,v). (3.15)

Prvni z nich se nazyva invariance vuci translaci (posunuti), druhd pak homogenita (obecnéji
homogenita prvniho fddu). Z invariance vi¢i translaci plyne jednoduchou dvahou p(u,v) =
p(0,v — u), coZ znamend, Ze k urCeni vzdélenosti dvou vektort sta¢i znit vzdalenost jejich
rozdilu od pocatku, tedy jinymi slovy k ur€eni metriky (vzdalenosti) sta¢i znat velikost ||w|| =
p(w, 0) libovolného vektoru w.

Pokud je metricky prostor (V, p) Gplny™, pak fikdme, Ze ptislu$ny normovany linedrni pros-
tor (V|| - ||) je Banachtv prostor. Pokud budeme chtit zdGraznit, Ze dand norma je definovana
na prostoru V', budeme tuto skutecnost znacit || - ||y .

Na tomto misté uvedeme vyznamnou vétu, kterou vyuzivame v dikazu Laxova-Milgramova
lemmatu v odstavci (2.2.2). Jednd se o tzv. “Vétu o pevném bode”, nebo také o “Princip
kontraktivniho zobrazeni”. Toto tvrzeni plati v libovolném tplném metrickém prostoru. My ho
vsak uvedem v kontextu normovanych linedrnich prostort.

Princip kontraktivniho zobrazeni.
M¢éjme Banachiiv prostor V' a na ném zobrazeni T : V' — V| které splituje

|| Tv; — Tos|| < M||vy — va| (3.16)

pro vSechny dvojice vi,vo € V a konstantu M, 0 < M < 1. Pak existuje prdvé jedno u € V
tak, Ze T'uw = u, které se nazyvd pevnym bodem zobrazeniT'.

Dukaz Je tieba dokdzat, Ze takovy prvek existuje a Ze existuje jednoznacné. Nejprve se podivejme
na dikaz existence. Vezméme libovolny prvek vy € V' a definujme posloupnost

vy =Ty, vo =Ty, ..., Vg1 = TUg, ... (3.17)

32Metricky prostor nazyvame tplny, pokud je v ném kazd4 cauchyovska posloupnost prvki konvergentni (tedy
mé v tomto prostoru limitu). Posloupnost prvkid {z,} se nazyvé cauchyovskd, pokud pro kazdé e > 0 existuji

n,m tak, Ze p(zy, Tm) < €. V naSem piipadé tedy ||z,, — z,,|| < €. Pro bliz§i informace odkazujeme ¢tendfe na
pfedndsky z vybérové matematiky, vedené doc. Nekvindou.



Dodatky 87

Potom dle pfedpokladu plati
ki1 = villv = |[Tox — Topallv < Mllog — vea]lv, (3.18)
a tedy indukci
ok — vy < M |or — ol v (3.19)

Pro libovolné N > n potom postupné plati

N

Z (Uk - qu)

k=n+1

[[ony — vnlly =

\%4

N
< ||v1 = vol|v Z M*=1 (Trojtihelnikova nerovnost, odhad (3.19))
k=n+1
MTL
1-M
M’n

=17 !Tvo = wllv,

IN

[lvr — vollv (Soucet geometrické fady)

z ¢ehoz plyne, Ze {v,} je cauchyovskd posloupnost. Jelikoz prostor V' je Banachiv (a tedy
uplny), je {v, } konvergentni ve V. Ozna¢me tedy jeji limitu

v:= lim v,. (3.20)

n—oo
Potom ale plati (posun indexu o jednicku v konvergenci nehraje Zadnou roli)
v= lim v,
n—o0
= lim Tv,

n—o0

=T(lim v,) (Zobrazeni T je spojité - Heineho definice)

n—oo

=Tv,

z ¢ehoz plyne, Ze v je hledany pevny bod zobrazeni 7.
Ze takovy prvek miZe byt jen jeden, plyne sporem z ndsledujiciho. Nechi tedy existuji dva
ruzné prvky vy, vy € V takové, zZe Tvy = vy, Tvy = vy. Potom ale z defini¢ni vlastnosti T je

||TU1 — TUQHV S MHUl — U2||V (321)

pro n&jaké 0 < M < 1. Jelikoz ale dle ptedpokladu ||Tvy — Tvs||y = ||v1 — v2l|y, musi byt
zaroven

||U1 — UQHV S M||1)1 — UQHV. (322)

To je ale mozné jen tehdy, je-li ||v; — vo||yy = 0, nebot M < 1. Tedy z vlastnosti normy plyne
v] = vy, pevny prvek je uren jednoznacné a dikaz je hotov.
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Dal$im mimoradné dilezitym pojmem je skalarni soucin a s nim souvisejici unitarni prostor. Jde
o prirozené zobecnéni nastrojii pro méfeni odchylek vektori, specidlné pak urCovani kolmosti
vektord.

Skalarni soucin. Unitdrnim prostorem rozumime linedrni (vektorovy) prostor V, na kterém je
definovand symetrickd, pozitivné definitni bilinedrni forma. Jinymi slovy existuje funkce s :
V xV = R pfifazujici kaZdému v av € V islo s(u,v) tak, Ze pro vSechna u,v € V a vSechna
a € R platt

(i) s(u,v) = s(v,u)

(17) s(au,v) = as(v,u)

(7i1) s(u+v,w) = s(u,w) + s(v,w)
(iv) © # 0= s(u,u) > 0.

Bilinedrni formu s(u, v) nazyvdme skaldrnim soucinem. Uspoiddanou dvojici (V, s) pak nazyvdme
unitdrnim prostorem, nebo také prostorem se skaldrnim soucinem.

Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme skalarni soucin prvki « a v obvykle znadit
(u,v). Rekneme, Ze dva prvky u,v € V jsou vzajemn& kolmé, pokud jejich skaldrni soucin
(u,v) = 0. Tuto skute¢nost znac¢ime v L v. Dv€ podmnoZiny P, () jsou vzdjemné kolmé,
pokud plati (u,v) = 0 pro v§echnau € Pawv € Q.

Kazdy skaldrni soucin na linearnim prostoru V' pfirozené indukuje (urCuje) na V' normu
rovnosti

[lullv = v/ (u, w). (3.23)

Vlastnost normy (i) plyne z Vlastnost1 (w) skaldrniho soucinu a faktu, ze (0,0) = 0. Vlast-

nost (i7) plyne z ||au|| = +/(au,au) va?||u|l| = |a| ||u]|. Trojihelnikova nerovnost
(7i1) je dusledkem tzv. Schwartzovy nerovnosti, kterou vzhledem k jeji ddleZitosti uvadime
samostatné:

Schwartzova nerovnost.
|(u, 0)| < [ullv][ollv. (3.24)
Potom totiz
lu+ o[l = (u+v,u+v) = [[ulli +][v][5 +2(u, v)
< lull3 + 110l + 2lullv[Jv]lv = (lully + [vllv)*
a po odmocnéni dostadvame pozadovanou vlastnost (zii) pro normu. Zbyva uvést

Dikaz Schwartzovy nerovnosti
Z definice skalarniho soucinu platti pro libovolné u,v € X, a € R

0 < (au —v,au —v) = ?||ul[} — 2a(u,v) + |Jv| |}, (3.25)

kde vpravo je kvadraticky polynom v proménné «, ktery ma nekladny diskriminant, tj plati
4(u,v)? — 4||u||?||v]|? < 0. Z toho pak snadno plyne (u,v)? < ||ul|?||v||?, coZ po odmocnéni
dava Schwartzovu nerovnost, a diikaz je hotov.
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Na kazdém unitdirnim prostoru je tudiz implicitné zaddna norma, a tedy i metrika. Pokud
piislusny metricky prostor je tplny (tedy piislusny normovany linedrni prostor Banachtv), pak
unitirni prostor V' nazyvame Hilbertovym prostorem.

Uvedme pro dopln&ni jesté dvé dalii dileZité nerovnosti, které plati v Hilbertovych pros-
torech. Prvni z nich je zndmé Pythagorova véta. Jsou-li u,v € V a plati-li v L v, pak je

[lul[i + 110l < flu+ o[y (3.26)
To 1ze ovéfit jednoduchym vypoctem z definice indukované normy a predpokladu kolmosti « a
v. Je totiZ [Ju + v[[f, = (u+ v, u+v) = [Jul[{ + 2(u, ) + |[v][§, = |[ul[§, + [|v][}-
Druha dilezita nerovnost se nazyva rovnobéznikové pravidlo. Pro libovolné prvky u,v € V
plati

[l + oI5 + [lu = oIl = 2(][ull +[[I]7)- (3.27)

Ovéreni Ize udélat pfimym vypoctem a prenechdvame ho Ctenafi. Poznamenejme, Ze pokud
v obecném Banachové prostoru plati rovnobéZnikové pravidlo, pak v ném lze zavést skalarni
soucin tak, aby norma na ném zavedend splyvala s tou, kterou tento skalarni soucin indukuje.

Spojitost normy a skalarniho soucinu.

Norma i skaldrni soucin definovany v této kapitole jsou spojitd zobrazeni. Presné feCeno, mame-
li Hilbertav prostor X, pak zobrazeni

u ||ully, wev, (3.28)
{u,v} = (u,v), w,veVv (3.29)

jsou spojitd. Tvrzeni plyne z toho, Ze konvergentni posloupnost je omezena* a ze Schwartzovy

nerovnosti. Nechi tedy u,, — u a v,, — v. Potom je

[ (o) = (u, 0)| < [ (un, vn = 0) + (U = w, )] < Jun| v [[vn = vllv + [[un = ullv ||v]]v,
=0 =0

kde v prvni nerovnosti jsme uzili linearitu skaldrniho sou¢inu a pfi¢teni/odecteni vyrazu (u,, v),
druha nerovnost je diisledkem Schwartzovy nerovnosti. JelikozZ u,, je omezend, dostavame spo-
jitost skaldrniho soucinu. Pro spojitost normy staci pouZit pravé dokdzanou spojitost skaldrniho
soudinu a definici indukované normy. JelikoZ jiz vime, Ze (u,, u,) — (u,u) a (u,u) = ||ul[%,
dostdvame, ze ||u,||? — ||ul|?, a tedy ||u,||v — ||u||v a norma je spojita.

3.3 Linearni a bilinearni zobrazeni

Linearnim zobrazenim (nékdy téZ homomorfismem) vektorového prostoru V' do vektorového
prostoru V' rozumime takové zobrazeni F' prostoru V' do V' (n€kdy piSeme F'(-) : V — V'),
Ze pro vSechna u, v € V a vSechny sklaldry o, 8 € R plati

F(au+ pv) = aF(u) + SF(v). (3.30)

3To je vidét snadno. Nechf napiiklad {z,} konverguje k z. Potom existuje £ > 0, Ze od jistého n plati
||zn, — z|| < e. Z trojihelnikové nerovnosti ||z, || < € + ||z|| a {x,} je tedy omezend. Poznamendvime, Ze zde
pouzivdme Heineho definici spojitosti - F je spojité, pokud z x,, — x plyne F(x,) — F(x).
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Pokud je prostor V' téleso (napiiklad redlnych Cisel), pak zobrazeni F' fikame linearni forma,
nékdy také linearni funkciondl. Ptiklady linedrnich zobrazeni:

» M&jme vyse uvedeny vektorovy prostor spojitych funkci C([a,b]). Zobrazeni, které
kazdé funkci prifadi jeji integrdl od a do b, je linedrni funkciondl (forma) definovany na
C([a, b]). Formdln& vyjadieno jde o zobrazeni F' : C°([a, b]) — R s pfedpisem

F(f):/bfd:c, f € C%[a,b)). (3.31)

* Na tomtéZ prostoru definujme zobrazeni predpisem
F(f) = max{|f(2)] : x € (a,0)}, f € C([a,b]). (3.32)

Toto zobrazeni je linedrni funkciondl (forma) na prostoru C°([a, b]). Dale ukaZzeme, Ze
obé& pravé definovana zobrazeni Ize chdpat jako tzv. normy na prostoru C°([a, b]).

Pokud mdme na normovaném linedrnim prostoru V' definovén linedrni funkciondl F'(-), pak
fekneme, Ze je omezeny, tj. pokud 3 C' < oo tak, Ze

|F(u)] < Cllully, YueV. (3.33)

Z linearity F'(-) pak plyne snadno i spojitost, nebot pro viechna u, v € V mame |F(u + v)| =
|F(u) + F(v)] < C||u+ v||v. Prostor v§ech linearnich omezenych funkciondlt na prostoru V'
oznacujeme V'* a nazyvame prostorem dudlnim k V'

V*={F() : V — R;F je linearni a omezeny}. (3.34)

729

Norma na prostoru V* se definuje jako supremum velikosti
pfes jednotkovou kouli ve V'

prvka zobrazenych pomoci F

ve = sup M (3.35)

|| F| :
ueV\{0} ||U||v

Analogicky vSak definujeme normu libovolného linedrniho zobrazeni. MnoZinu vSech linearnich
zobrazeni z V do V' zna¢ime L£(V,V'). Neni té€zké ukazat, ze L(V, V") je linedrni vektorovy
prostor. Normu na tomto prostoru definujeme opét jako supremum pies jednotkovou kouli ve
V.

1Nl e = sup{llF@)l; fully < 1} (3.36)

Vzhledem k (3.33) a (3.35) lze tedy fici, Ze linearni zobrazeni F' € L(V, V') je spojité, pokud
je omezené, tj. pokud
Ell ey < Cllullv, Vue V. (3.37)

Mnozina prvkd, které se zobrazenim F' zobrazi na nulovy prvek (v piipadé funkcionalu na
nulu), se nazyva jadro linedrniho zobrazeni (homomorfismu) F' a znali se Ker F'. MnoZinu
vSech prvki, na které se zobrazi néjaky prvek pomoci F, nazyvame obrazem linearniho zo-
brazeni (homomorfismu) F' a zna¢i se Im F'. Pfesné vyjadieno

Ker F = {u € V; F(u) = 0}, (3.38)
Im F = {F(u):ueV}=F(V). (3.39)
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Z linearity F' se snadno ukéze, ze Ker F'i Im F' tvoii podprostory. Pokud je F' spojity, pak jsou
Ker F'1Im F' uzaviené mnoziny (a tedy tvoii uplné podprostory ve V).
Kartézskym sou¢inem mnozin X a Y rozumime mnoZinu vSech usporddanych dvojic tvaru

(z,y),kde x € X ay € Y, aznatime ji X x Y. Formalné zapsano
XxY={(zr,y;zeX,yeY} (3.40)

Bilinedrni formou rozumime zobrazeni a(-,-) : V x V — R takové, Ze pro vSechny
u,v,w € V avsechny sklalary o, 8 € R plati

alou + pu,w) = aa(u, w) + fa(v, w) (3.41)
a(u, v + fw) = aa(u,v) + Ba(v,w). (3.42)

Pravé uvedené vztahy vyjadtuji linearitu v prvni, resp. druhé slozce zobrazeni a.
Pokud mame na normovaném linedrnim prostoru V' definovanu bilinedrni formu a(-, -), pak
fekneme, Ze je omezena (nebo ekvivalentné spojita) pokud 3 C' < oo tak, Ze

la(u, v)| < Cllullv]||v|lyv, Yu,v eV, (3.43)
symetrickd, pokud
a(u,v) = a(v,u), Yu,v €V, (3.44)
pozitivné definitni, pokud
a(v,v) >0, Yv eV, (3.45)

a koercivnina Y CC V, pokud 3 a > 0 tak, Ze
la(u,u)| > a|lul|}, Yuey. (3.46)

Nyni uvedeme dileZitou Riezsovu vétu o reprezentaci, o kterou se opira dikaz existence a
jednoznacnosti feSeni symetrického variaéniho problému, definovaného v kapitole (2.2.1).

Riezsova véta o reprezentaci. Nechi V je Hilbertiiv prostor. Ke kaZdému linedrnimu funkciondlu
F(-) definovanému na V. existuje jednoznacné urceny prvek u € V' takovy, Ze

F(v) = (u,v), YvelV. (3.47)
Navic norma funkciondlu F'(-) ve V* je rovnd normé tohoto prvku u ve V

||F]

ve = ||ully. (3.48)

Nez pristoupime k dikazu Rieszovy véty, uvedeme nékteré vlastnosti Hilbertovych pros-
tord, které souviseji s existenci skalarniho sou¢inu a z néj plynouciho pojmu kolmosti.
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3.3.1 Ortogonalni projekce a metoda nejmensich ¢tvercu

Obsahem této ¢asti je blizsi pohled na ortogonalitu v Hilbertovych prostorech. Pfitom ndm
pajde o dvé skutecnosti. Prvni z nich je zalozena na jednoduché geometrické predstavé. Méjme
libovolny Hilbertiv prostor V' a v ném dany prvek (funkci) u. Chceme v tiplném podprostoru
Vi, CC V najit prvek, ktery bude danému prvku u nejbliZze. Na zakladé geometrického nézoru
(viz Obr. 3.1) predstavuje nejblizsi prvek pata kolmice spusténd z bodu u (jde pochopitelné
pouze o zjednoduSeni, ovSem podobna ”geometrizace” nam velmi pomahd pochopit jinak ab-
straktni problémy). Hledany prvek u; tedy musi mit tu vlastnost, aby prvek, ktery vnikne jako
rozdil u — uy, (ktery pochopitelné lezi ve V'), byl kolmy na podprostor V}, (tedy na kazdy prvek
tohoto podprostoru). Jednak si ukdzeme, Ze takovy prvek existuje, a dile ukdzeme, Ze exis-
tuje jednoznacné. V dalSim si pak predvedeme, jak takovy prvek prakticky sestrojit - k tomu
uvedeme metodu “Ortogondlni projekce” a metodu "Nejmensich ¢tverci”. Tento problém sou-

Vv,

visi také s aproximaci néjaké funkce pomoci daného souboru jinych, jednodussich (pfipadné

vhodnéjsich) funkci, jejichZ linedrni kombinace ho v néjakém smyslu nejlépe nahrazuje.
Druha véc, kterou ukdZeme, je, Ze pomoci pojmu kolmosti 1ze Hilbertiv prostor jednoznacné

rozlozit na tzv. direktni soucet dvou podprostori. Tyto podprostory jsou pfitom vzdjemné

kolmé, tj. kazdy prvek z jednoho podprostoru je kolmy na kazdy prvek z druhého podprostoru.

Obr. 3.1: Metoda nejmensich ¢tvercii - Schéma

Za¢némé nasledujici charakterizaci nejbliz§iho prvku. Nechi V je Hilbertlv prostora Vj, CC
V' jeho uplny podprostor, u, € V au € V. Potom plati, Ze

llu —uplly = dist(u, V) < u—up L V. (3.49)
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Abychom tuto ekvivalenci dokazali, musime ukazat, Ze z jednoho tvrzeni plyne druhé a naopak.
Predpokladejme tedy nejdiive, Ze ||u — uy||v = dist(u, V},). Zvolme nyni libovolné v, € V}, a
e € R. Jelikoz uy, + cvy, € Vj, plati

= wnlly < T = Can -+ o)l B = llu = unlly = 22w — wnoon) + flenlly, (3.50)
kde jsme pouZili predpoklad, Ze u;, je nejblizsi prvek. Zbytek plyne z roznasobeni (1ze pfepsat
pres skaldrni soucin, protoZe ||u|[?, = (u,u)). Z toho v8ak plyne po vydéleni ¢ (pro ¢ = 0
tvrzeni plati dle predpokladu) nerovnost

—ellunlli; < 2(u — un,va) < ellvally- (3.51)

Jelikoz vSak ¢ bylo libovolné, dostdvame pfechodem k ¢ — 0, Ze (u — up,v,) = 0 a tedy
U — up 1 Vh.
Nechi nyni naopak v — u;, L Vj,. Potom pro libovolné v;, € V}, je podle Pythagorovy véty

[l = wnl[§ = I1(u = un) + (un = o) |5 = [Jw = wn|5 + [lun — vally > [Ju — a7,

a tedy uy, je nejblizsi prvek k u ze vSech prvkl V}, a dikaz je hotov. Zatim tedy vime, Ze ma-li
byt néjaky prvek z V}, nejbliz§im prvkem k zadanému prvku u € V/, pak rozdil u — u;, musi byt
kolmy ke v§em prvkim z V},. Nyni vyvstava otdzka, zda a kolik takovych prvki ve V}, existuje.
Odpovéd je ndsledujici.

Necht V' je Hilbertdv prostor a Vj, CC V jeho dplny podprostor. Potom existuje pravé jeden
prvek uy € V, tak, ze

Hu — uhHV = dist(u, Vh) (352)

K diikazu tohoto tvrzeni nejdiive vylouc¢ime trividlni ptipad, kdy v € V},. Potom ziejmé u = uy,
je jedinym prvkem, ktery poZadovanou rovnost spliiuje. Nechi tedy u ¢ V},. Pfitom mizeme
bez ijmy na obecnosti pomoci posunuti (transformaci) h — u — h predpokladat, ze u = 0°*.
Oznacime-li nyni d := dist(0, V},), hleddme vlastné ve V}, prvek s nejmensi normou (coZ je
totéZ, jako prvek nejbliZe pocatku), tedy s vlastnosti ||uy||y = d. Pfitom je nutné d > 0, nebot
jinak by prvek 0 leZel ve V},, coZ jsme na zacatku vyloucili.

Abychom dokézali, ze takovy prvek opravdu existuje, zkonstruujeme posloupnost prvki
{v;} tak, aby ||v;||y — d, nebot d = inf{||v||y, v € V}}. Stali ukdzat, Ze {v;} je cauchy-
ovska, protoze V}, je uplny podprostor, a tedy kazda cauchyovska posloupnost v ném ma limitu.
Jelikoz (jak jsme dokazali vySe) je norma spojitd funkce, musi se tato limita rovnat naSemu
hledanému prvku, tedy ||un|ly = lim; . ||vi|]ly = d. Abychom ukazali, ze {v;} je cauchy-
ovska, vyuzijeme faktu, Ze (v;+v,)/2 € V}, (diky tomu, Ze V}, je podprostor) a rovnobéznikového
pravidla dokdzaného vyse.

1
[lvi = vl = 2010l + [loslli) = 4ll5 (v + o)l < 2(/[wil 5 + llslly) — 4d° — 0,

3*Nulovy vektor znaéime tu¢né, aby bylo ziejmé, Ze jde o vektor.
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proi,j — oo atedy {v;} je cauchyovskd a hledany prvek s nejmensi normou ve V}, existuje. Ze
miZe byt nejvyse jeden, plyne z nasledujici tivahy. Necht v;, v, spliiuji oba hledanou rovnost.
Potom (v; + v;)/2 € V}, a opét z rovnobéZnikového pravidla mame

1
[lor = val i = 2([or Iy + [[eal[}) = 4ll5 (0 + 2)[[i, < 2(d” + &%) — 4d” < 0.

JelikoZ ale norma je nezdporna funkce, musi nutné byt v; = v, a dikaz je hotov.

Zatim jsme tedy ukdzali, Ze mame-li podprostor V;, CC V/, pak v ném existuje jednoznacné
uréeny prvek, ktery je nejblize néjakému zadanému pvku v € V. Nyni se podivime na to,
jak takovy prvek prakticky nalézt v ptipadé, Ze je pfisluSny podprostor V;, CC V konecné
dimenziondlni*>. V této souvislosti uvedeme jednak metodu “Ortogondlni projekce” a pak také
metodu “Nejmensich ¢tverci”.

Metoda ortogonalni projekce

Me¢éjme tedy libovolny Hilbertiv prostor V' a v ném dany prvek (funkci) u. Chceme v pod-
porstoru V;, CC V najit prvek, kterym bude danému prvku u nejblize. Ukdzali jsme, Ze hledany
prvek u;, tedy musi mit tu vlastnost, aby rozdil u — wu;, byl kolmy na cely podprostor V}, (tedy
na kazdy prvek tohoto podprostoru).

Kazdy prvek w € V}, se vSak da jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace prvka baze
V.. Proto staci, aby rozdil u — u;, byl kolmy ke v§em prvkiim baze V},. Matematicky vyjadfeno
jde o nasledujici vztah (pfipominame, Ze kulatymi zdvorkami zna¢ime skaldrni soucin, a ten je
roven nule v ptipadég, Ze jsou dva prvky vzajemné kolmé)

(u—up,w) =0, Yw eV, (3.53)

Oba prvky u; a w lef v prostoru V;,. Pokud oznacime {w;}? , bazi tohoto prostoru, miZzeme
tyto prvKky rozepsat jako linearni kombinaci prvku této baze. Tim dostaneme

(u— Z aw;,w;) =0, VYw;,j=1.n, (3.54)
i=1

kde platnost rovnosti pozadujeme nikoliv pro vSechna w € V},, ale pouze pro vSechny prvky
baze V), (doporuCujeme Ctendfi, aby si promyslel, Ze je tento poZadavek ekvivalentni s platnosti
pro vSechny prvky). Dals{ Gpravy plynou z vlastnosti skalarniho soucinu, které jsou uvedeny v
predchozi kapitole. Z (3.54) postupné dostdvame

Wi, Wi) = a; (w;, w;) = (u,w;), Yw;, j=1.n, (3.55)
<; i) 2 ( KHJ) ( F.j> j

kde jsme oznacili K;; a F; skalarni soucin dvou prvku baze {w;}! ,, resp. sou¢in prvku baze a
ptivodniho aproximovaného prvku u. Rovnost (3.55) Ize tedy kompatnéji zapsat jako

Y Koy =F;, Vj=1.mn, (3.56)
=1

35Poznamenejme, Ze kazdy koneéné dimenzionalni prostor je tplny.
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coz neni nic jiného, nez alternativni zdpis pro soustavu rovnic Kr = F', kterd ma v plném
rozepsani tvar

(wl, wl) (wl, U)g) ... (’U)l, wn) a1 (u7 wl)
e s T e
(W w1) (wnrws) . (W wn)) \ e (u, wy)

Poznamenejme, Ze vzhledem k linedrni nezavislosti prvkt baze {w; }!" , je determinant soustavy
(3.57) nenulovy a tato soustava je tedy jednoznacné feSitelnd. Determinant této soustavy se
nékdy nazyva Grammuyv determinant.

Metoda nejmensich ¢tvercu

Meéjme opét dany Hilbertiv prostor V' a predpokladejme, Ze je v ném norma generovana skaldrnim
sou¢inem. Necht opét V;, CC V je konetné& dimenziondlni podprostor a v € V libovolny prvek.
V metod€ nejmensich Ctverct jde o nalezeni takového prvku u, € V}, Ze jeho vzdéalenost od
zadaného prvku u je nejmensi ze vSech moznych prvki @ € V}, viz Obr. 3.1. Pfitom budeme
pozadovat minimélni druhou mocninu (square = ¢tverec, odtud ndzev metody) této vzdalenosti,
coz ovSem vede ke stejnému vysledku. Jinymi slovy, hledame takovy prvek wu;, ze

= an] P = mim [ — i (3.58)

JelikoZ opét prvek w lezi ve V},, miZzeme ho vyjadfit pomoci prvki baze, tj. @ = Y ., aw;.
Pokud zavedeme oznaceni F' = ||u — 1|2, pak fesime tlohu minimalizace funkce

n
Flag, yan) = |lu=> azuwl”
=1

Pokud ma tato funkce nabyvat svého minima v né&jakém bodé (a4, ..., a,,), pak v tomto bodé

musi platit
OF (o, ..., )

80&2‘

Jelikoz je dle pfedpokladu norma na V' generovana skalarnim soucinem, miZeme psat
n n n n n
Flag,....,a,) = (u— E QWi U — E ajw;) = (u,u) — 2(u, E aw;) + ( E Q;w;, g a;jw;).
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

= (u,u) — 2(u, Z aw;) + Z Z aog(wy, wj). (3.59)
i=1

i=1 j=1

=0, Vi=1l.n.

Derivace (3.59) podle k-té promé€nné ma potom tvar

OF (v, ..., o)

s = —Q(u’wk) + 2ak(wk,wk) + 2Zai(wkawi)

=1
i#£k

= —2(u,wp) + 2 ai(wp,wy) =0, Vk=1l.n. (3.60)

=1
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Vztah (3.60) je ovSem totozna soustava rovnic, jakou jsme dostali v metod€ ortogondlni pro-
jekee, viz (3.55). Obé metody tedy vedou na stejnou soustavu rovnic za piedpokladu, Ze norma
v prostoru V' je generovana skalarnim soucinem.

Ortogonalni rozklad

Necht opét Vj, CC V je uplny podprostor. Definujme nyni zobrazeni Py, : V — Vj, které
prvku u pfifadi takovy prvek Py, u, pro ktery plati ||u — Py, u||y = dist(u, V}). VySe jsme
dokazali, ze takovy prvek je jednoznacné urCen. Toto zobrazeni Py, nazyvame ortogonalni
projekei prostoru V' na podprostor V;,.*¢ Lze dokézat, ze Py, je linedrni zobrazeni, P> = P,
|| Pullyv < ||ul|y pro vSechna u € V' a plati nasledujici vztahy

Ker Py, =V;-, Im Py, =Vj,. (3.61)

Vyznam symbolu je néasledujici. Definujme mnozinu téch v € V, které jsou kolmé k danému
prvku u € V, jako ut. Tedy u' = {v € V;(v,u) = 0}. Prinik V" = (), oy, u; je potom
mnozina téch prvki v € V, které jsou kolmé na kazdy prvek u, € V}, neboli na cely prostor
V. Tedy V- = {v € V; (v,up) =0, Yuy, € Vi}.

Zeje V,- uzavieny podprostor plyne z toho, Ze je podprostor ve V' (linearita - podprostor) a
ze spojitosti skalarniho sou¢inu dokdzaného vyse (uzavienost). Podprostor V,1 se nazyva orto-
gondlni dopliiek V}, ve V. Linearita Py, vyplyva z toho, jak jsme v dané mnoZiné€ charakterizo-
vali nejblizsi prvek k danému prvku a toho, Ze takovy prvek jednoznacné existuje. Vezmeme-li
totiz u,v € V, pak pro libovolné u;, € V}, mame

(u+v— (Py,u+ Pyv,up) = (u— Pyu,up) + (v — Py,v,u;) =0, (3.62)

Vv,

protoZze u — Py, u L V}, (tak jsme charakterizovali nejblizsi prvek). Potom ale nutné

llu+ v — (Py,u+ Py,v,up)|ly = dist(u+ v, V), (3.63)

Vv,

a protoze nejblizsi prvek k u + v ve V}, je ur€en jednoznacné a je jim prvek Py, (u + v), musi
platit Py, (u + v) = Py, u+ Py, v. Analogicky bychom dokazali, ze Py, (au) = aPy, u, a tedy
Py, je linearni. Pro kazdy prvek u € V trividlng plati u = (u — Py, u) + Py, u. Jelikoz ale
zaroveni u — Py, u L Py, u, pak z Pythagorovy véty dostivame

lully = llu = Pyl + 1Py ulliy > (1P, ullf, (3.64)

atedy || Py, u||} < ||u|l} a Py, je omezeny (a tedy spojity) operétor. JelikoZ pro vSechnau € V
plati Py, v € V}, a pro vSechna u;, € V}, je Py, u, = uyp,, musi byt Py, (Py, u) = P‘Q/hu =Py ua
Py, je projekce.

Pro diikaz rovnosti (3.61) je tfeba dokazat, ze je-li prvek v jedné mnoZiné, je i ve druhé a
opacné (podobné jako u dikazu ekvivalence). Je-li tedy u € Ker Py,, pak je podle definice
Py,u = 0. V tom piipadé v = u — Py, u € V;-. Je-li naopak u € V;-, je u L Vj, atedy i
u — 0 L V. Z definice nejbliz§iho prvku tim padem musi byt ||u — 0||y, = dist(u, V},) a podle

3Projekci nazyviame kazdy spojity linedrni operator P : V + V, pro ktery plati P? = P. Této vlastnosti se
fik4 idempotence.



Dodatky 97

definice operdtoru Py, musi byt Py, u = 0. Potom ale u € Ker Py, a plati tedy Ker P, =V}
Druhd z rovnosti v (3.61) je zfejm4 z definice Py, a dikaz je hotov.

Z dosavadniho vykladu vyplyva v podstaté nasledujici. Mame-li Hilbertiv prostor V' a
Vi, CcC V je jeho dplny podprostor, pak lze libovolny prvek v € V psit jednoznacnym
zptuisobem jako

U = Uy, +uyL, (3.65)

kde uy, € V), a Uyt € V-, S pomoci vy3e uvedenych skute¢nosti 1ze tento rozklad dokdzat jiz
snadno. Dle predpokladu vime, Ze V}, je uzavieny podprostor a uzavienost V,- jsme dokézali
vyse. Dile pokud by pro n&jaké v € V platilo u € V, N V;-, muselo by byt (u,u) = 0, a
tedy u = 0. TudiZ plati, ze V;, N V,.- = {0}. Jelikoz ddle je u = Py, u + (u — Py, u), pti¢emz
Py,u € Vi, au — Py, u € Vi, je rozklad jednoznalny.

Dusledkem pak je fakt, Ze je-li V' Hilbertiv prostor a V;, CC V je jeho vlastni (tj. V}, # V)
uzavieny podprostor, pak v ortogondlnim dopliiku V- existuje nenulovy prvek.

Nyni mizZeme pfistoupit k ditkazu Riezsovy véty o reprezentaci, formulované v Dodatku
(3.3).

Dukaz Riezsovy véty o reprezentaci
Zatnéme dikazem existence. Definujme proto v duchu pfedchoziho vykladu V;, = {v €
V; F(v) = 0} = Ker F. Podle vySe dokazaného je V}, uzavieny podprostor ve V, a navic lze
kazdy prvek u € V psét ve tvaru u = uy, + Uy L, kde uy, € Vj, a UyL € V.-, Bez Gjmy na
obecnosti lze predpoklddat, ze V- # {0} (jinak totiz F' = 0 a lze brat u = 0).

Vezméme libovolné nenulové z € V;. Potom plati F(z) # 0, nebof v opaéném piipadé by
muselo byt 2z € Vj,, atedy z € V;, N V,- = {0}, a to je spor s nenulovosti z. Zvolme libovolny
prvek v € V a definujme &islo 5 = F'(v)/F(z). Potom z linearity F je

F(v—pz)=F(v)— [F(z) =0, (3.66)
kde jsme pouze pouzili definici &isla 5. To ovSem znamend, Ze v — 3z € V},, nebot tak jsme
podprostor V}, definovali. Tim paddem je podle pfedchoziho oznaceni v — Sz = vy, a Bz = Uy L,
a tedy musi byt 3z € V;-. Zvolme nyni prvek
F(z)
12113
Piedné poznamenejme, Ze u € V- (nebof z € V,1). Potom ndsledujici vypocet dava

(u,v) = (u, (v = Bz) + B2)
= (u,v — Bz) + (u, Bz)

u =

2. (3.67)

= (u, B2) (ue Vit v—pBzeV)
F(z) .
= B (2, 2) (definice prvku u 3.67)
%
= fF(2) (definice normy)
= F(v), (definice 3)

3Tento rozklad jingmi slovy ¥ikd, ze podprostory V}, a Vi tvori direktnf soucet, tj. Ze plati V =V}, & V;-.
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a tedy u je nas hledany prvek z V.

Zbyva dokazat rovnost || F||y« = ||u||y. Z definice prvku u plyne, Ze
F(z
lully = 2], (3.68)
1E2ii%
Nyni z definice normy linedrniho funkciondlu (3.35) dostdvame postupné
F(u
HFHV* = sup u
wev\joy |[ullv
o L)
wevvioy [ullv
< ||ul]v (Schwartzova nerovnost)
()]
1E21%
< ||F||v~ (konkrétni prvek da mensi hodnotu, nez supremum)

Tedy mame || F||y« < ||u|ly < ||F||v+ a dikaz je hotov.

Uvédomme si, Ze Riezsova véta o reprezentaci umoziuje v jistém smyslu ztotoZnit prostory V' a
V*, mezi kterymi diky této vété existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni (izometrie) 7 : V* —
V. Toho vyuzijeme v dikazu Laxova-Milgramova lemmatu v sekci (2.2.2).

3.4 O prostorech funkci

V této sekci uvedeme definice nékterych dilezitych prostort funkci a prehled jejich nejdilezitéjsich
vlastnosti. Neékterych téchto prostort jsme se jiz dotkli v predchozi kapitole pfi definovani
pojmi metriky, normy a skalarniho soucinu, které v podstaté vytvareji strukturu téchto pros-
torti a urCuji i nékteré jejich vlastnosti. Nasledujici podkapitoly nemaji nahrazovat pfislusné
prednasky z matematiky, slouZi jen jako shrnuti pojmi a zdroj odkazl pro vyklad zejména v
kapitole o metodé konecnych prvki. Pro zdjemce o hlubsi studium zde zminénych pojmi od-
kazujeme na predndsky z matematiky a pfisluSnou literaturu.

Lebesgueovy prostory

V kontextu prostorti funkci, které vystupuji v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic jsou
zékladnimi prostory tzv. Lebesgueovy prostory. V dal$im textu tohoto odstavce budeme predpokladat,
ze () je omezend, lebesgueovsky méfitelnd podmnozZzina R™ a f je lebesgueovsky méfitelna
funkce.?®

Lebesguetv integral funkce f pfes mnoZzinu €2 zna¢ime

/ f(x)da. (3.69)
Q

3Na tomto misté predpokldddme, Ze Stendf znd z matematiky zdklady teorie miry a Lebesgueova integralu.
Dostacujici jsou naptiklad rozsifené predndsky z pfedmétu Matematika 4, vedené doc. Nekvindou.



Dodatky 99

Pfipomindme, Ze pro hodnotu integrélu (3.69) nehraji roli mnoZiny (lebesgueovsky) miry nula.
Nechi nyni 1 < p < oo je reédlné &islo. Potom miiZeme definovat normu funkce f jako

mmmmw=(1]ﬂwwm) . (3.70)

Pokud p = oo, definujeme

[l := esssup{|f(z)[ ; = € Q}, 3.71)

kde ess sup znaci esencidlni supremum. To se liSi od béZného suprema pouze tim, Ze nebere
v potaz mnoziny miry nula. S pouZzitim pravé zavedenych norem lze definovat Lebesgueovy
prostory jako nédsledujici mnoZiny funkci

LP(Q) = {f; |Ifllzr)<oc} (3.72)

Poznamenejme, 7Ze prostor LP(€2) je ve skutenosti prostorem tiid ekvivalence funkci, které
se vzajemné li$i nejvySe na mnoziné miry nula. Je vSak obvyklé tento prostor brat tak, jako
bychom méli pouze béZny prostor funkci, ve kterém z kazdé tfidy ekvivalence bereme néjakaho
reprezentanta.

Nyni uvedeme nékteré duilezité nerovnosti, které se Casto vyuzivaji v kapitole o metodé
kone¢nych prvkd. Prvni z nich je tzv. Minkowského nerovnost.

Minkowského nerovnost. Méjme 1 < p < oo a funkce f,g € LP()). Potom plati
L+ gllzra < [[fller@) + 9]l Lr@)- (3.73)

Minkowského nerovnost vlastné neni ni¢im jinym, neZ trojuhelnikovou nerovnosti v LP
prostorech. Dalsi nerovnosti, z hlediska Cetnosti uziti asi nejdulezitéjsi, je Holderova nerovnost.

Holderova nerovnost. Méjme 1 < p,q < oo takové, Ze spliuji 1 = ]l) + %. Nechi ddle
feLr(Q), ge LYQ). Potom plati
f9llere < [Iflle@llgllLee)- (3.74)

Na z4vér uvedme, Ze prostory L? jsou tiplné normované linedrni prostory, a tedy Banachovy.
Pro p = 2 je prostor L?*(€2) dokonce Hilbertiv, nebot v tom piipadé jeho norma indukuje
skalarni soucin

mm:[j@mmm. (3.75)

Pro obecné LP prostory to vSak neplati.
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Sobolevovy prostory

V teorii PDR jsou velmi dilezité Sobolevovy prostory. Nez si je zadefinujeme, podivame se
struéné na pojem tzv. slabé derivace funkce. Tento pojem se vyskytuje ve slabé formulaci
diferencialni rovnice, napiiklad v (2.7). Dlivod je ten, Ze pfislusné funkce hledame v prostorech,
kde hodnoty funkci v konecné (nebo i1 spocetn€) mnoha bodech nehraji roli. JelikoZ pojem
klasické derivace se vztahuje pravé ke konkrétnimu bodu, je z hlediska této teorie nevhodny a
je tfeba najit obecnéjsi definici derivace. Méjme stejné jako v predchozim odstavci omezenou
podmnozinu 2 C R™. Oznaéme D(2) vektorovy prostor nekonecné diferencovatelych funkei,
maJICICh kompaktni nosi¢ v 2 a L], (£2) prostor viech lokdlné& integrovatelnych funkci na 2.
40 Rekneme, 7e funkce f € L} .(£2) ma slabou derivaci podle i-té proménné, pokud existuje
funkceg’ € L} () takovd, Ze

loc

/ i(2)p(x)dz = — / fla 8% Vo(x) € D(Q). (3.76)

Pokud mé funkce f slabou derivaci podle i-té prom&nné, pak funkce g' € Lzoc(Q) v uvedené
rovnosti je uréena jednoznaéng. *' V tom pifpadé znacime tuto funkci ¢° jako D'f. M4-li
funkce f slabé derivace podle vSech proménnych, pak fekneme, Ze je slabé diferencovatelnd na
) a jeji slabou derivaci zna¢ime V f := (D'f, ..., D" f).

Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace g na (2, pak plati ¢* 8:[{2 , tedy klasickd a slaba
derivace splyvaji. Analogickym zptisobem lze definovat i derivace vyssich radua.

Nyni miizeme piistoupit k definici Sobolevovych prostord. Méjme 1 < p < oo a otevienou
mnozinu @ C R™. Rekneme, Ze funkce f € LP(Q) leZi v Sobolevové prostoru W (1), pokud
pro vSechna i = 1, ..., n existuje slaba derivace D' f a plati D' f € LP(f2). Jinymi slovy funkce
f lezi v Sobolevové prostoru, pokud lezi v Lebesgueové prostoru LP(€2) ona sama, i jeji slaba
derivace. Poznamenejme, Ze prostor W1P(Q)) sestdva opét z tfid ekvivalentnich funkci, které
vSak ztotoZilujeme s vybranym reprezentantem.

V prostoru W?(Q) definujeme normu nésledujicim zpisobem. Pokud 1 < p < oo pak

lhwsoay = ([ 1+ 195Paz)" 377
Q
V pfipadé€ p = oo definujeme

[ llwroe () 7= max{[[f(2)[[ ), [[VF(@)]lL=@}, (3.78)

Sobolevovy prostory jsou tplné a tedy Banachovy. Navic v pifpadg, 7e p = 2, je WH3(Q)
rovnéZ Hilbertdv. Analogicky lze definovat i prostory W*?(Q). K tomu nejprve definujme tzv.

3MnoZinu nekone¢né difeencovatelnych funkci uz jsme v kapitole 0 MKP oznacili jako C°°(€2). Funkce z
D(9) jsou ty funkce z C°° (), pro které supp f (z) C . Pfitom suppf(z) = {x € Q; f(z) # 0}, tedy mnoZina,
kde je f(x) je nenulov4.

“Funkce z L}, () patii do L*(K), kde K je libovolnd uzaviend omezend podmnoZzina 2. Pozadavek f €
L}OC(Q) je tedy slabsi, nez f € L*(Q), neboi plati L' (Q2) C L}, .(£2). Opa¢nd inkluze viak neplati.

#To plyne snadno z nasledujici Gvahy. Nechi jsou g, h dvé funkce takové, Ze pro né plati (3.76). Potom
odectenim obou rovnosti dostdvame [,(g — h)¢dx = 0 pro kazdou funkci z D(Q2), coZ je v§ak mozné jen tehdy,
je-li g = h skoro vsude.
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multiindex « jakoZto n-tici nezdpornych pfirozenych &isel (o, ..., ;). Délka multiindexu « je
definovana jako

o] =) o=k (3.79)
=1

Potom miiZeme derivaci k-tého fadu oznacit jako

\™ a\*
g — (2} ...
D¢_(%J (%) . (3.80)

Analogicky k definici slabé derivace mizeme nyni definovat slabou derivaci k-tého fadu funkce
f jako takovou funkci g%, pro kterou

/Q ¢ (2)p(x)de = (~1)l / f@)DPlo(x)dr,  Vo(x) € D). (3.8D)

Funkci ¢ pak obvykle znaéime D!®!f. Soboleviiv prostor W*?((2) potom obsahuje funkce,
pro které

1 llwer == | D IID*f e (3.82)
|| <k
vpiipadé,ze 1 <p < oca
[ fllwk.oo ) == IISI% 1D f()]| oo () (3.83)

v pifpadé, ze p = oco. Poznamenjme, Ze v pifpadé prostoru W*?2(Q2) tyto prostory obvykle
znatime H*(2) (jelikoZ to jsou Hilbertovy prostory). Normy na nich pak znalime || - ||z 0. V
tomto duchu pak normu na L?(2) zna&ime || - ||o.o-

Posledni pojem, ktery je tfeba definovat, je tzv. seminorma na prostoru H*(Q). Ta je
definovand stejné, jako norma na H*((2) s tim rozdilem, Ze bereme pouze nejvyssi derivace.
Tuto seminormu zna¢ime jednoduchymi svislymi ¢arami | - |.o. Seminorma f € H*(Q) je tedy
rovna

flea = | DD flli20) | - (3.84)

la|=k

3.5 Klasifikace PDR

V této sekci se budeme vénovat klasifikaci PDR. Pritom se pro jednoduchost omezime na
linearni PDR 2. fadu ve dvou proménnych. Kazdou takovou rovnici lze obecné zapsat ve
tvaru Lu = G,

0*u 0%u 0%u ou

ou
A B D F Fu= 3.85
ox? + 011075 * C@x% + 011 + 0T +Fu=G, (3.85)
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kde A, B,C, D, E. F, G jsou funkce x1, x5. Zminéné déleni je dano znaménkem diskriminantu
A = B? — 4AC. Rovnice (3.85) se nazyva

elipticki <& A <0 (3.86)
parabolickd < A =0 (3.87)
hyperbolickai <« A > 0. (3.88)

Stoji za povSimnuti, Ze uvedené déleni zavisi pouza na koeficientech stojicich u druhych derivaci.
Pritom libovolna z proménnych x,, x5 mize predstavovat ¢as! Zdivodnéni zavedeného oznaceni
Ize hledat v analytické geometrii. MnoZina bodil v roviné tvoii kvadratickou kiivku, pokud
soufadnice téchto bodl vyhovuji rovnici

Axf + Bxixo + C’x% + Dz + Exy +F =G, (3.89)

Odpovidajici kvadratické kiivka je pfitom elipsa, parabola, nebo hypeprbola pravée tehdy, kdyz
A je zaporné, rovné nule nebo kladné. Na zdklad€ této analogie bylo zavedeno i déleni pro
PDR.

Priklady jednotlivych typt rovnic:

* Problém vedeni tepla ve 2D je popsadn nésledujici rovnici

2 2
Jx;  Ox;

2 2
A<8T+8—T)+Q:o, (3.90)

kde vodivost A pfedpokladame kostantni. Porovndnim s obecnym zdpisem PDR 2. fadu
(3.85) zjistime, 7e A = 1,B = 0,C = latedy A = B? — 4AC = —4 < 0 a rovnice je
tedy elipticka.

* Problém podélného kmitani prutu je popsan rovnici

Pu 0 ou

kde p a F'A jsou konstanty popisujici objemovou hustotu a tuhost prutu v tahu/tlaku. Opét
porovndnim s obecnym zapisem PDR zjistime (pozor, zde je jedna proménné Casovd,
druhd prostorova - viz vyse), 72e A =1, B = 0,C = —1, diskriminant A = B% —4AC =
4 > ( arovnice je tedy hyperbolicka.

* Piikladem parabolické rovnice miiZze byt Casové zavisly problém vedeni tepla, jmenovité

O_T B 0 oT
PG ot Oz

/\a_m) +Q =0, (3.92)

kde p je hustota a ¢, je tepeln8 kapacita materidlu. Analogicky jako vySe vidime, Ze
A=1,B=0,C=0,D=0,F=—1,F =0atedy A = B> — 4AC = 0 a dle definice
jde tedy o dlohu parabolickou.
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Uvedené déleni PDR neni samoucelné. Vybér piikladd rovnic neni nahodny, tyto rovnice
predstavuji totiz tfi zakladni fyzikalni problémy - Sifeni vIn, difizi a ustdlené problémy. Matem-
atické metody feSeni téchto problému jsou znacné odliSné. KaZdou linedrni PDR 2. fadu lze
linearni transformaci soufadnic pfevést na jeden z téchto tif typi. Konkrétné 1ze rovnici (3.85)
pomoci transformace

& = axg + Pay (3.93)
N = YTy + 01, (3.94)

s Y7

kde «, 3, ¢ jsou redlna Cisla, prevést na tzv. kanonicky tvar:

*u  O*u

262 - i D&, n,u, ue, uy) kanonicky tvar eliptické rovnice (3.95)
82
8_771; = W(&,n,u, ug, uy) kanonicky tvar parabolické rovnice (3.96)
62
8§gn = O(&,n, u, ug, uy) kanonicky tvar hyperbolické rovnice.  (3.97)

Ve vztazich (3.95) - (3.97) predstavuji ¢, ¥, © funkce novych nezdvisle proménnych &,n,
zéavisle proménné u a jejich prvnich derivaci, zde oznacovanych jako u¢, u,. Z téchto vztahl
je okamzité vidéet, Ze diskriminant je po fadé mens$i neZ nula, roven nule a vét$i neZ nula, jak
odpovida ptivodni definici eliptické, parabolické a hyperbolické rovnici.

3.6 Nékolik obecnych poznamek o numerickych metodach

Jak jiz bylo zminéno v tivodu, nalezeni analytického fesSeni dané PDR neni ve vétsiné piipada
mozné. Bud neni moZné nalézt feSeni vibec, nebo piipadné jen obecné feSeni, ale uz ne
piislusné partikularni, kde miiZze byt slozita funk¢ni zavislost na okrajovych podminkach. Teorie
diferencidlnich rovnic se tak zabyva vétSinou jen otdzkami existence, jednoznacnosti a regular-
ity (zavislosti feSeni na vstupnich datech, naptiklad z hlediska spojitosti) feSeni. Nedava vSak
ndvody, jak takovéto feSeni prakticky nalézt. Tyto otazky feSi numerickd matematika.

V numerickych metodéach jde o nalezeni aproximace u,, pfesného feSeni u a o stanoveni
chyby, které se dopustime pfi nahrazeni presného feSeni jeho aproximaci. Idea pii hledani
priblizného feSeni je pfitom ve vSech numerickych metodach pro feSeni diferencidlnich rovnic
stejnd. Plvodni spojity (a tedy nekonecné dimenziondlni) problém hledani funkce, ktera ve
vSech bodech dané oblasti vyhovuje zadanym rovnicim se transformuje (diskretizuje) na problém
pouze kone¢né dimenzionalni, kde hledame funkci (aproximaci feSeni), kterd vyhovuje zadanym
rovnicim (které mohou byt transformaci rovnéz dotCeny - viz predchozi kapitoly o MKP a
MKD) pouze v kone¢né mnoha bodech. Index n u pfiblizného feSeni u,, odkazuje obvykle
na dimenzi transformovaného (pfiblizného) problému. Schematicky je moZno situaci zndzornit
ndsledovné:

P(u,g) =0  Puvodni formulace PDR
J Numerickd metoda
Pr(tn, gn) =0.  Numerické schéma pro feSeni PDR
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Zde jsme jako g,, oznacili aproximaci vstupnich dat (pravé strany) g a P,, funkCni vztah charak-
terizujici aproximaci ptivodniho problému, oznaceného P. Konkrétni piiklady numerickych
schémat a jejich analyzy jsou uvedeny v ptedchozich kapitolach o MKP a MKD. Zde vyzdvih-
neme pouze hlavni rysy a vlastnosti numerickych metod.

O numerické metodé (presnéji spiSe o konkrétnim numerickém schématu, ale zde obecné
budeme luvit o numerické metod¢) fekneme, Ze je konvergentni, pokud v dané normé plati

l|u —u,|| =0 pro n — oco. (3.98)

To zhruba feceno znamen4, Ze zvySovanim dimenze prostoru, ze kterého bereme aproximacni
funkce, se mtizeme teoreticky dostat libovolné blizko k pfesnému feseni (ve smyslu dané normy).
Prevedeno do exaktniho “epsilon-delta” jazyka, numerickd metoda je konvergentni, pravé kdyz

(Ve > 0)(Ing € R)(F6 > 0)(Vn > no)(Van, ||g — gnl| < ) (||u — u,]| < &). (3.99)

Pfimé ovéfeni této podminky (tzn. pfimo z definice) vSak pro konkrétni ptipady numerickych
metod nemusi byt jednoduché. Proto je vhodné mit k dispozici jiné podminky, které kon-
vergenci rovnéZ zaruCuji, avSak jejich ovéfeni je snazs§i. Ukazuje se, Ze staci ovéfit platnost
nasledujicich dvou pojmi - konzistence a stabilita. Numerické metoda se nazyva konzistentni,
pokud

Pn(u,g) =0 ¥n > 1. (3.100)

Podminka konzistence poZaduje, aby funkce u, kterda je feSenim ptivodniho problému, byla
feSenim 1 aproximovného problému (konkrétniho numerického schématu). Nékdy se jako konzis-
tence uvadi slabsi podminka

Pulu,g9) =0 pro n— oo, (3.101)

ktera konzistenci pozaduje pro limitni aproximovany problém (pokud s dimenzi jdeme do

nekonecna). V tom piipadé se pak numerické podmince spliiujici (3.100) fika pln€ konzistentni.
Numerickd metoda se nazyva stabilni, pokud “malym” zméndm vstupnich dat (pravé stran¢)

odpovidaji "malé” zmény fesSeni. Pfesné feceno jde o splnéni nésledujici podminky:

(Ve > 0)(36 > 0)(Vdgn, ||6ga|| < 6)(||0un]| <€), Vn > 1. (3.102)

Malé zméné funkce (af uz feseni, nebo vstupnich dat) se k4 perturbace. V piedchozi definici
stability u,, + du, je feSeni perturbovaného problému

Hledanou ekvivalentni podminkou pro zajiSténi konvergence je Laxova-Richtermayerova
véta, ktera 1ika, ze:

Véta (Lax-Richtermayer). Pokud je numerickd metoda konzistentni, pak je konvergentni prdavé
tehdy, kdy? je stabilni.

Volba konkrétni metody pak zdvisi na dalSich aspektech, jako je rychlost konvergence,
vypocetni naro¢nost a dalsi.



