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Abstrakt

Néavrh experimentu - design of experiments (DoE) predstavuje zakladni a nedilnou ¢ast
experimentovani v mnoha oblastech védy a vyzkumu stejné jako v procesu optimali-
zace vyrobnich procesu i vyrobku samotnych. Ma zasadni vyznam pii tvorbé a tes-
tovani metamodelt, v citlivostni analyze ¢i ve spolehlivostnich vypoctech. V této préci se
vénujeme pripadum, v nichz jsou na vstupni parametry experimentu kladeny omezujici
podminky, jez ¢ini tyto parametry vzdjemné zavislymi. Takové omezujici podminky méni
tvar navrhového prostoru z regularniho prostoru hyperkrychle na prostor obecné nepra-
videlny. Specidlnim pfipadem experimentu s omezenim je ndvrh smési, ve kterém tvori
jednotlivé vstupni parametry (zastoupeni slozek smési) jednotkovy objem nebo hmotnost.

V préci se vénujeme metodam tvorby ndvrhu experimentu v omezenych navrhovych
prostorech a jejich hodnoceni. Pro to jsou zvolena dvé kritéria zamérena na rovnomérnost
pokryti navrhového prostoru - kritérium Fuklidovské Mazimin vzddlenosti (EM M) a krité-
rium miniMazx (mM). Kazdé z téchto kritérii je schopné jasné poukédzat na zdvazné
nedostatky navrhu. Vyhodnoceni druhého ze jmenovanych kritérii navic samo o sobé
predstavuje problém, jemuz se v praci vénujeme.

Jednotlivé metody tvorby ndvrhu aplikované na nékolik konkrétnich ilustracnich pti-
kladu jsou v préci porovnany z pohledu kvality vyslednych névrhi (pomoci uvedenych

kritérii) a casové naro¢nosti.



Abstract

Design of experiments (DoE) creates an essential and integral part of any experimen-
tation in many fields of science research and optimization of production processes and
products themselves. It is also essentially important for meta-models development, sensi-
tivity analysis or probability calculations. This thesis is focused on cases with limiting
conditions put on input parameters like dependency of input parameters. Presence of li-
miting conditions changes shape of design space from regular hypercube to a generally
irregular constrained design space. A special case of this type of experiment is a mixture
experiment, where individual parameters (ingredients) form a unity volume or weight.
In this thesis we are focused on methods for creation of experimental designs in con-
strained design spaces as well as on their ranking. For this purpose two space-filling criteria
are chosen - Euclidean Mazimin distance (EM M) and criterion miniMaz (mM). Both
these criteria are able to point out serious shortcomings of the design. Evaluation of the
second mentioned criterion is a problem itself which is also discussed in this thesis.
Individual methods for creation of experimental designs applied on several illustrative
examples are compared in terms of quality of resulting designs (evaluated by mentioned

criteria) and computational demands.
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Kapitola 1
Uvod

L Zadné mnoZstvi experimentu memuze prokdzat, Ze mam pravdu; jediny staci k pro-

kdzdant opaku. !
Albert Einstein.

Provadéni experimentu je nepostradatelnou a nescéetnékrat opakovanou ¢innosti nejen
kazdého védce, programdtora, navrhare, vyrobce, ale i ¢lovéka v kazdodennim zivoteé.
Experimentem chapeme provedeni testu za urcitych podminek s cilem zjisténi odezvy.
Piikladem nam muze byt chemicky experiment, ve kterém volime zastoupeni jednot-
livych slouéenin a zjistujeme napifklad mnozstvi uvolnéné energie pii reakci. Nebo navrh
vyrobku, kdy volime rozmeéry jednotlivych prvku a zajima néas vliv takové volby naptiklad
na pevnost nebo zivotnost. Za experiment ovSem muzeme povazovat i peceni nového
moucniku - volime mnoZstvi (poméry) jednotlivych surovin a zjistovanou odezvou muze
byt zpracovatelnost tésta nebo chutnost vysledného produktu. Experiment tedy slouzi ke
zjisténi odezvy (reakce) néjakého systému na urcité hodnoty vstupnich parametri, respek-
tive k ziskani predstavy o chovani takového systému (a nésledné k vyssi pravdépodobnosti,
ze budeme schopni chovani systému v ruznych situacich spravné predvidat). V idedlnim
piipadé bychom tedy provedli co nejvétsi mnozstvi experimentu (s ruznymi vstupnimi pa-
rametry) a ziskali tak informaci, jak systém zareaguje v ruznych situacich. Ve skutecnosti
byva ovsem pocet experimentu, jez je mozné provést, znacné limitovéan (z duavodu fi-
nancnich, casovych, ¢i faktickych). Je proto zapotiebi vénovat zna¢nou pozornost vhodné-
mu naplanovani experiment, konkrétné volbé kombinaci hodnot vstupnich parametru pro
jednotliva provedeni. K tomu slouzi ndvrh experimenti - design of experiments (DoE).

Névrh experimentu je soubor navrhovych bodu (jejich pocet odpovida po¢tu moznych

uskute¢néni experimentu), jejichz souradnice odpovidaji konkrétnim hodnotam vstupnich

IPtvodné ,No amount of experimentation can ever prove me right; a single experiment can prove me
wrong. “ Albert Einstein [Wynn and Wiggins, 1997].

12
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Obrazek 1.1: Navrh experimentu. Obrazek vlevo ukazuje navrh experimentu ve 2D.
Obrazek vpravo pak zachycuje aplikaci ndvrhu experimentu - urceni odezvy systému
(Cervené body) v névrhovych bodech (¢erné body). Pro ilustraci byla pouzita funkce
peaks dostupnd v programu MATLAB.

parametru (proménnych). V téchto bodech je nésledné provedeno vy¢isleni (proveden ex-
periment s odpovidajicimi hodnotami parametru). Obrazek 1.1 zndzornuje navrh experi-
mentu se dvéma vstupnimi parametry.

Tvorbé navrhu experimentu je tfeba vénovat znacnou pozornost; je ziejmé, ze v za-
vislosti na pouzitém néavrhu muzeme ziskat znacné odlisnou predstavu o chovani systému.
Obrazek 1.2 ukazuje rozdilné néavrhy z pohledu rovnomérnosti pokryti ndvrhového pro-

storu. Pouzitim ndvrhu vpravo bychom jisté ziskali o chovani systému lepsi predstavu.?

1 1 .
[ ]
[ ) .. Y
[ ]
[ °
[ ]
$Nos ® 0.5
[ ]
[ ]
[ ] [ ]
i °
[ ] - ®
% 05 1 % 05 1
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Obrazek 1.2: Porovnani navrhu experimentu. Vlevo nekvalitni navrh, vpravo navrh rov-
nomeérné pokryvajici navrhovy prostor (navrhovou doménu).

2Existuji samoziejmé pifpady, kdy neni jedinym kritériem pro hodnoceni ndvrhu rovnomérnost
pokryti navrhového prostoru. V mnoha aplikacich je zdmérné ,zahustovan® navrhovymi body uréity
konkrétni prostor v ndvrhové doméné.

13
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Obecné je u navrhu experimentu duraz kladen predevsim na zminénou rovnomeérnost
pokryti (space-filling) a ortogonalitu.

Je tfeba zminit, ze navrhy experimentu se lisi rovnéz podle toho, pro jakou aplikaci jsou
urceny. Jak jiz bylo zminéno, setkavame se s touto problematikou v mnoha oblastech lidské
¢innosti. Puvodné byly navrhy experimentu pouzity v chemii, dnes se s nimi setkdvame
kromé védeckych disciplin v mnoha odvétvich prumyslu i ve sluzbach ¢i v marketingu.
Nezastupitelnou roli hraji v experimentech poc¢itacovych (simulacich), ve spolehlivostnich
vypoétech, ¢i citlivostnich analyzdch. O redlnych experimentech (fyzikalnich, chemickych
[Liang et al., 2001]...), jejich navrhovani i analyze pojedndva kniha [Montgomery, 2000],
pocitacovym experimentum se pak vénuji napifklad autoii v [Sacks et al., 1989] nebo
[Fang et al., 2006]. Rozdil mezi experimenty redlnymi a pocitacovymi je mozné demon-
strovat napriklad na tom, zda pro stejné kombinace vstupnich parametri obdrzime stej-
nou odezvu systému. U poéitacovych experimentu tomu tak zpravidla je (pokud neni
do modelu zamérné vlozen néjaky prvek ndhodnosti), zatimco u redlnych experimentu
toto platit nemusi. Proto je napiiklad odlisné nahlizeno na ptitomnost duplikovanych

navrhovych bodu v névrzich experimentu pro jednotliva odvétvi.

1.1 Navrhové prostory

Tvorba navrhu experimentu se lisi predevsim v zavislosti na tvaru navrhového pro-
storu. Ten je dan vSemi pripustnymi kombinacemi hodnot vstupnich parametru. V pripade,
ze jsou jednotlivé navrhové parametry (proménné) nezavislé a kazdy z nich ma zadané
urcité rozdéleni, je ndvrhovym prostorem hyperkrychle (Obrazek 1.3a). I v piipadé, ze pa-
rametry nemaji stejné rozdéleni, mizeme navrh experimenti vytvorit rovhomérny v jed-
noduché hyperkrychli [0,1]" (kde n je dimenze/pocet parametri) a jednotlivé parame-
try pak pomoci inverzni kumulativni distribu¢ni funkce ptfevést do zadaného rozdéleni
[Mysékova and Leps, 2013c], jak je zndzornéno na Obrazku 1.4.

Velmi ¢astym piipadem experimentu s omezenim je ndvrh smési (mizture experiment),

ve kterém tvoii jednotlivé vstupni parametry jednotkovou vahu ¢i objem. Tomuto typu

~

(a) Hyperkrychle. (b) Simplex. (c) Polytop.

Obrazek 1.3: Tvary navrhovych prostoru ve 3D.

14
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(b) Prevedeni do zadanych rozdéleni: 1. parametr
(osa x1) - normalni rozdéleni (1 = 0,0 = 1), 2.
parametr (osa x3) - exponencidlni rozdélenf (1 = 1).

(a) Rovnomérny navrh v reguldrnim prostoru
hyperkrychle (ve 2D: ¢tverec).

Obrazek 1.4: Transformace navrhu z regularniho prostoru hyperkrychle [0, 1] (kde n je
dimenze/pocet parametri) do prostoru daného zadanymi rozdélenimi jednotlivych para-
metru.

experimentu odpovidd ndvrhovy prostor ve tvaru simplexu (Obrézek 1.3b). Vice se tomuto
druhu experimentu vénuje nasledujici Sekce.

Jsou-li zadany jiné nebo dalsi omezujici podminky, je ndvrhovym prostorem polytop?
(Obrazek 1.3c).

Zasadni rozdil v tvorbé navrhu experimentu (a v podobé névrhového prostoru) je

O
<] o
& o o
o o o
[N o o o o
< < [¢] [¢] o
o o o
o o o
o o o
o o Q
= Q
X1 X1
(a) Spojity ndvrhovy prostor (b) Diskrétni navrhovy
je dén nekoneénym poctem prostor je dan konetnym

pripustnych

kombinaci

vstupnich parametri (modrd

plocha).

Obrazek 1.5: Priklady spojitého a diskrétniho omezeného navrhového prostoru ve 2D.

3V této praci uvazujeme pouze konvexni polytopy.
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KAPITOLA 1. UVOD

rovnéz déan tim, zda mohou jednotlivé parametry nabyvat libovolnych hodnot v rdmci
svych mezi - jsou spojité, ¢i zda je pocet pripustnych hodnot konecny - jsou diskrétni.
Rozdil ukazuje Obrazek 1.5.

1.2 Navrh smési

Specialni, ale velmi ¢asty pfipad experimentu s omezenym navrhovym prostorem je

navrh smési. Je dan omezujici podminkou

$1+I2+...+$n:1, OSJIle, izl,...,n s (11)

kde n odpovida poctu slozek dané smési. Tato samotna podminka urcéuje tvar navrho-
vého prostoru jako (n — 1)-dimenzionélni simplex (Obrazek 1.3b a 1.6). Hodnoty jednot-
livych parametru (zastoupeni slozek smési) je dano plosnymi (trojihelnikovymi, barycen-
trickymi) souradnicemi bodu v simplexu [Cruise, 1966] (vice v Piiloze D). Jejich pocet je
vzdy o jednu vyssi nez dimenze odpovidajictho simplexu. Napiiklad navrhu smési s péti
slozkami tedy odpovida navrhovy prostor ve tvaru 4-dimenzionalniho simplexu; kazdy
bod v tomto simplexu je mozné popsat péti barycentrickymi souradnicemi, jejichz soucet
je vzdy roven jedné.

Kromé zakladni omezujici podminky ndvrhu smési (Rovnice 1.1) byvaji zpravidla
pritomny jesté dalsi omezujici podminky: ty nejcastéji stanovuji limity zastoupeni jednot-
livych slozek smési. Kazda takova podminka méni tvar navrhového prostoru - ,ofezava“

puvodni simplex, jak je vidét napiiklad na Obrazku 1.7. Navrhovym prostorem se pak

x3
1
1 :
) E
(U5 U I >
‘ 1 T
1 .
0 T 1
T2
1+ 10 =1 T+ a2 +a3=1

Obrazek 1.6: Névrhovy prostor pro ndvrh smési se dvéma (vlevo) a tfemi (vpravo)
slozkami.
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stava obecné nepravidelny, ale vzdy konvexni polytop.

Néavrhu experimentu pro navrh smeési je vénovana pozornost jiz nékolik desetileti, jak
je popsano v [Khuri, 2006, Kapitola 12| nebo v [Chan, 2000|. Pred nastupem poéitacovych
experimentu byly pouzivany klasické sablony o nékolika ndvrhovych bodech [Cornell, 1973,
Cornell, 1979]. Napiiklad miizkové névrhy (vice v Kapitole 3) se ve vhodnych piipadech
[JMP, 2005] stale ¢asto vyuzivaji. V dnesni dobé se v8ak pozornost zaméfuje spise na

pocitacové optimalizované navrhy experimentu [Leps, 2009, Kapitola 2].

1.3 Navrhy v obecnych omezenych spojitych prosto-

rech

Tato prace se zabyva navrhy experimentu v omezenych spojitych prostorech. Navrho-
vymi doménami tedy jsou simplexy nebo obecné konvexni polytopy. Jelikoz uvazujeme
tvorbu navrhu pro experimenty pocitacové, je pro nas zakladnim pozadavkem rovnomeér-
nost pokryti navrhového prostoru.

Metodami pro tvorbu takovych navrhu se zabyva rada autortu. Naptiklad autofi v ¢lan-
ku [Hofwing and Strémberg, 2010] optimalizuji D-optimalitu ndvrhi v omezenych prosto-
rech pomoci sekvencniho linearniho programovéani v kombinaci s genetickym algoritmem.
[Draguljic et al., 2012] se zamétuje na projekéni vlastnosti ndvrhu experimentu v ome-
zenych prostorech. Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti v metodach Monte Carlo je
pouzito pro tvorbu rovnomérnych ndvrhu v [Fang and Yang, 2000]. [Petelet et al., 2010]

pii tvorbé vychdzi z LHS ndvrhu (viz Sekci 3.2), na kterém provadi permutace, dokud

Podminka navrhu smési:
X1+ X9+ X3 = 1

Limity pro zastoupeni slozek:
Ty < 0, 6
T3 > 0, 1
I3 < 0, 7

Obrazek 1.7: Zména podoby ndvrhového prostoru pro navrh smési pti zavedeni limiti pro
zastoupeni jednotlivych slozek. Cervené tsecky znac¢i hranic¢ni ptimky podminek, riuzoveée
srafovana oblast pak vysledny navrhovy prostor.
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nejsou splnény omezujici podminky. Dva piistupy jsou popsany autory v [Prescott, 2008]:
pro domény ve tvaru simplexu nebo simplexu blizkém je navrzen postup zalozeny na tzv.
sphere packingu - tedy plnéni domény danym poctem hyperkouli. Navrhovymi body jsou
pak stfedy téchto hyperkouli. Pro dlouhé a 1zké domény podobné obdélnikuim potom
autori navrhuji ptizpusobeni pravidelné sité.

V této préaci se vénujeme tvorbé optimalizovanych (z pohledu rovnomérnosti po-
kryti) ndvrha experiment ve spojitém omezeném névrhovém prostoru. Clenéni préce
je nasledujici. V Kapitole 2 ptfedstavime dvé kritéria zvolenda pro hodnoceni i optima-
lizaci jednotlivych navrhu. Vyhodnoceni jednoho z nich je samo o sobé narocné, je mu
proto vénovana zna¢né pozornost. Kapitola 3 se vénuje vlastnim metodam tvorby névrhu.
Déle je v Kapitole 4 fesen problém vraceni bodu, které opusti navrhovou doménu, zpét
na jeji povrch. To muze byt zapotiebi jak pri tvorbé navrhu, tak pii jeho hodnoceni.
Piiklady, na néz jsou predstavené metody aplikovany, jsou uvedeny v Kapitole 5. Ka-
pitola 6 se vénuje popisu implementace uvedenych algoritmu. V Kapitole 7 nalezneme
vysledky ziskané pouzitim metod na uvedenych ptikladech nasledované shrnutim v Kapi-
tole 8. Prace obsahuje rovnéz fadu ptiloh, Obréazek 1.8 proto ukazuje doporuceny postup
jeji cetby. Text je rovnéz doprovézen fadou obrazku, které slouzi k ilustraci, v . mnoha

pripadech jsou proto vynechany popisy os.

1) Uvod
\ A) Prehled prvku (0-5)-
B) Algoritmus pro dimenziondlniho
vypocet EMM simplexu a hyperkrychle
2) Kritéria C) Delaunayova
E) Vypocet hodnoty uniformity triangulace
kritéria miniMax
v reguldmim prostoru D) Plo$né soufadnice
3) Metody pro tvorbu ndvrha
v omezenych navrhovych 4) Zpiisoby vraceni bodi
prostorech e .
opustiv§ich doménu
5) Priklady F) Ru¢ni vypocet hledani
aplikace metod vrcholt polytopu pomoci
LP
6) Implementace
T 7) Vysledky 8) Zavér

Obrazek 1.8: Doporuceny postup cetby, respektive navaznost jednotlivych kapitol a sekei.
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Kapitola 2

Kritéria uniformity

(a) Euklidovskd Maximin vzdélenost (EMM). (b) Kritérium miniMax (mM). Legenda: modré
Legenda: modré kruzmice - kruhy se stfedy body - vrcholy Voronoiova diagramu (kan-
v navrhovych bodech s poloméry rovnymi didatn{ body); modré kruznice - nejvétsi prazdné
vzdalenostem k nejblizéimu z  ostatnich kruhy se stfedy v modrych bodech; cervend
navrhovych bodu; cervené kruznice - nejmensi kruznice - nejvétsi prazdny kruh; ¢éerveny bod -
z téchto kruhu; cCervend usecka - spojnice stied nejvétsiho prazdného kruhu; délka cervené
vzajemné si nejblizsich navrhovych bodu; délka tsecky - mM.

cervené usecky - EM M.

Obréazek 2.1: Kritéria Maximin a miniMax. Obrazky slouzi pro ilustraci, popisky os
jsou proto vynechany. Legenda: ¢erné tsecky - hranice navrhové domény; ¢erné body
- nadvrhové body.

Kvalitu ndvrhu muzeme hodnotit fadou kritérii zamérenych predevsim na ortogona-
litu [Cioppa and Lucas, 2007, Hofwing and Strémberg, 2010] nebo rovnomérnost pokryti
[Crombecq et al., 2009, Mysdkové and Leps, 2011, Janouchovd and Kucerova, 2013]. V té-
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to praci jsme pro hodnoceni jednotlivych navrhu zvolili kritérium FEuklidovskd Mazximin
vzddlenost (EM M) a kritérium miniMax (mM ) [Johnson et al., 1990, Auffray et al., 2012].
Tato kritéria byla vybrana pro jejich snadnou zobrazitelnost a jednoduchou interpre-
taci. Zaroven se jedna o kritéria, kterd jasné upozornuji na zavazné nedostatky navrhu.
V pripadé Euklidovské Maximin vzdalenosti je to nezadouci blizkost experimentu. V piipa-

dé kritéria miniMax pak nedostatecné pokryti nékterych oblasti navrhového prostoru.

2.1 Euklidovska Maximin vzdalenost (EM M)

Prvnim kritériem pouzitym v této praci pro hodnoceni navrhu experimentu je Fukli-
dovskd Mazimin vzddlenost (EMM). Jedna se o jednoduchou a snadno zobrazitelnou me-
triku. Toto kritérium nejlépe poukazuje na vzdjemnou blizkost experimentu (navrhovych
bodu). Euklidovskd Maximin vzdalenost je vhodna pro hodnoceni ndvrhu experimentu
klasickych redlnych (fyzikalnich, chemickych, biologickych, ...) stejné jako virtudlnich -
tzv. simulaci (naptiklad armadnich bojovych scénait). Jedna se o kritérium ¢asto pouziva-
né k optimalizaci ndvrhu experimentt, jak muzeme vidét napiiklad v [Grosso et al., 2009],
[Morris, 2014] nebo v [Pronzato and Walter, 1988]. EM M je nejkratsi ze vSech vzdjem-

nych vzdalenosti mezi body navrhu:

EMM =min{...,L;;,...}, i=1,..,np; j=(@+1),...,np , (2.1)

kde np je pocet navrhovych bodu a L;; je euklidovskd vzdélenost mezi body ¢ a j. Snazime
se tedy o maximalizaci hodnoty EM M.

K urceni hodnoty EMM je nutné spocist vzajemné vzdéalenosti mezi vSsemi body
navrhu. Efektivni algoritmus je pouzit ve funkci lhsdesign ze statistického toolboxu
programu MATLAB. Diky vhodné indexaci jsou vSechny vzdalenosti spocteny béhem
jediného for-cyklu. Algoritmus je uveden v Pfiiloze B. Vyznam kritéria je ilustrovan na
Obrazku 2.1a.

2.2  Kritérium miniMax (mM)

Problematika kritéria miniMaz je v literatuie téz oznacovana jako the largest empty
sphere problem (LES) [Dickerson and Eppstein, 1995| - , problém nejvétsi prazdné koule®
(Obrézek 2.1b). Je-li ddna sada (ndvrhovych) bodu v omezeném prostoru, hodnota mini-
Max je polomér nejvétsi hyperkoule, kterda neobsahuje zddny z bodu sady (maximéalné se
dotyka) a jejiz sted lezi uvniti daného prostoru. Kritérium miniMax tedy slouzi k hod-
noceni kvality pokryti navrhového prostoru tim, ze ukazuje nejvétsi nepokrytou oblast.

Maéame-li zadanu sadu np navrhovych bodu D = d;, i = 1, ..., np v omezeném prostoru
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S, hleddme bod p € S takovy, ze jeho vzdélenost k nejblizsimu navrhovému bodu je

nejdelst:

mM = maxmind(p,d;), i=1,...,np |, (2.2)
peES ¢

kde d(x,y) je euklidovskd vzdélenost mezi body = a y. Pro ndvrh rovnomérné pokryvajici
navrhovy prostor je tedy zadouci co nejnizsi hodnota mM.
Maximin vzdalenosti. Jednou z moznosti pro nalezeni stredu nejvétsi prazdné koule (a poté
hodnoty mM) je provéreni vSech vrcholu Voronoiova diagramu [Okabe et al., 2000] (vice
v Ptiloze C) sestaveného pro danou sadu navrhovych bodu. Pocet téchto vrcholu vsak roste
O(npwim/ 21) v pifpadé, kdy prostor neni ohrani¢en, a v ohrani¢eném prostoru je pocet
bodu nutnych k provéreni jesté vyssi. Ackoli muzeme problém hrani¢nich oblasti domény
efektivné tesit pomoci zrcadleni [Pronzato and Miiller, 2012], ve vyssich dimenzich jsou
pamétové a casové naroky algoritmu pro sestaveni Voronoiova diagramu velmi vysoké. Ve
vyssich dimenzich je tedy nutné spokojit se s odhadem hodnoty kritéria miniMax. Tento
odhad nam muze poskytnout naptiklad metoda zalozena na evolué¢ni strategii.

Zpusoby vyéisleni kritéria miniMax v regularnim nédvrhovém prostoru byly predmétem
predchoziho studia a jsou uvedeny v Ptiloze E. Pristupy aplikované zde - v omezeném

navrhovém prostoru - jsou jejich rozsitenim.

2.2.1 Presna hodnota kritéria miniMax

Presnou hodnotu kritéria miniMax, resp. polohu bodu v ndvrhovém prostoru, ktery
je nejvice vzdalen od navrhovych bodt, je mozné nalézt pomoci Voronoiova diagramu.
Kandidatnimi body jsou vrcholy Voronoiova diagramu, samotné vrcholy fesené domény
a pruseciky hran diagramu s hrani¢nimi objekty fesené domény. Efektivnéjsi, nez hle-
dat zminéné pruseciky, je pouziti zrcadleni navrhovych bodu skrze vsechny (n — 1)-
dimenziondlni facety (kde n oznacuje dimenzi) ndvrhového prostoru a az nésledné se-
staveni Voronoiova diagramu [Pronzato and Miiller, 2012]. Tento piistup je funkéni v re-
gularnim navrhovém prostoru (viz opét Piilohu E). Zd4 se ovSem pouzitelny (zde bez
dukazu; spravnost testovana porovnanim vysledku ziskanych touto metodou s vysledky
ziskanymi pomoci déle popsanych metod) i ve zde Feenych konvexnich omezenych navrho-

vych prostorech. Postup ilustruje Obrazek 2.2.
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(a) Ndvrhové body v omezeném (b) Zrcadlenf ndvrhovych bodu skrze
vsechny (n — 1)-dimenziondln{ facety.

navrhovém prostoru.

(d) Oznageni vrcholu Voronoiova di-
agramu spadajicich dovnitf nebo na
hranici ndvrhového prostoru - kan-
didatni body.

(e) Sestrojeni nejvétsich prazdnych (f) Nalezeni nejvetsi z téchto kouli.
hyperkouli (ve 2D: kruhu) se stfedy Jeji stied je bod nejvzdalenéjsi
v kandiddtnich bodech. od navrhovych bodu. Polomér této

koule odpovida hodnoté mM.

Obrazek 2.2: Vypocet presné hodnoty kritéria miniMax. Ilustrace ve 2D.
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2.2.2 Evolué¢ni strategie pro odhad hodnoty kritéria miniMax

Ve vyssich dimenzich (problémy nastévaji zpravidla jiz v Sestirozmérném névrhovém
prostoru) je ziskdni presné hodnoty kritéria miniMax vySe uvedenym zpusobem a za
pouziti béznych vypocetnich prosttedkiu nemozné. Odhad hodnoty mM a pozice ,nej-
osamélejstho bodu v doméné vSak muzeme ziskat pomoci stochastické metody evoluéni
strategie (ES). Tento zpusob byl uspésné pouzit v reguldrnich névrhovych prostorech

(Priloha E), pokusime se jej tedy aplikovat i zde.

(a) ,Rodice“ a ,potomci“ (b) ,Rodice* a ,potomci® (c) ReSeni po zvoleném
v prvni generaci. v 50. generaci. poctu generaci.

Obrazek 2.3: Sériova evolucni strategie pro vyhodnoceni miniMax kritéria v omezeném
navrhovém prostoru. Legenda: ¢erné body - navrhové body; cervené body - ,rodice”;
modré body - ,,potomci“; purpurovy bod - stfed nejvétsiho prazdného kruhu; purpurova
kruznice - nejvétsi prazdny kruh.

Sériova verze evoluéni strategie je zndzornéna na Obréazku 2.3. Stied nejvétsi prazdné
hyperkoule (bod v doméné nejvice vzdaleny od navrhovych bodu) je hledan v ramci celé
této domény. Populace ,potomku“ je z ,rodicu“ odvozovana mutaci, konkrétné prictenim
normalné rozdélenych ndhodnych &fsel?, coz vede k tomu, Ze jsou vytvofeny body mimo
navrhovy prostor. Ty je tfeba posunout zpét dovnitt, aby byly platné pti hledéni stfedu
prazdné koule. Zpusoby, jak toho dosahnout, jsou popsany v Kapitole 4. Pravé toto je
vsak nejvétsim uskalim sériové verze evolucni strategie v omezeném navrhovém prostoru
v porovnani s jejim pouzitim v prostoru reguldrnim (tam sta¢i soufadnici nabyvajici
hodnoty mimo dané meze polozit rovné pravé hodnoté limitu).

Praktictéjsi je zde pouziti paralelni verze evoluéni strategie pro vyhodnoceni miniMax
kritéria. A to nejen z duvodu moznosti vypoctu na vétsim poctu vypocetnich jedno-
tek zaroven. Zparalelizovani provedeme rozdélenim feSené navrhové domény na mensi
celky - subdomény - a to pomoci Delaunayovy triangulace (viz Ptilohu C). Stfed nejvétsi

prazdné hyperkoule poté hledame paralelné nezavisle v kazdé této subdoméné. Ziskame

4Stiedni hodnota p = 0; smérodatnd odchylka o a) klesajici s pofadim generace, b) fizena tzv.
,pétinovym pravidlem*.
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PR S

(a) ,Rodice“ a ,potomci“ (b)Kandidatni feSenf z jednot-
v prvni generaci v soubézné livych subdomén.
feSenych subdoménéch.

(¢) Vysledné feseni vybrané
z kandidatnich reSeni.

Obrazek 2.4: Paralelni evolué¢ni strategie pro vyhodnoceni miniMax kritéria v omezeném
navrhovém prostoru. Legenda: ¢erné body - navrhové body; cervené body - ,rodice”;
modré body - ,potomci“; bilé body - v kazdé subdoméné bod nejvice vzdéleny od
navrhovych bodu; teckované kruznice - nejvétsi prazdné kruhy se stfedy v bilych bo-

dech; purpurovy bod - stfed nejvétsiho prazdného kruhu; purpurova kruznice - nejvétsi
prazdny kruh.

tak mnozinu kandidatnich feseni z kazdé z nich a jako konecné feSeni vybereme z téchto
bodu ten, jehoz vzdélenost k nejblizsimu navrhovému bodu je nejdelsi. Metodu ilustruje
Obrazek 2.3. V této verzi ES je snazsi vraceni bodu, které opusti feSenou subdoménu. To
pravé proto, ze ,drzime“ body v jednom konkrétnim simplexu a do ného je lze jednoduse

vracet pomoci nulovani zapornych plosnych soutradnic, jak je popsano v Sekci 4.2.
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Kapitola 3

Metody pro tvorbu navrhu

v omezenych navrhovych prostorech

Vytvorit ndvrh experimentii v omezeném nédvrhovém prostoru je mozné v zasadé

dvéma zpusoby:

1. ,obalit“ nepravidelnou doménu regularni doménou (hyperkrychli/hyperkvadrem) -
bounding borem, v tomto prostoru vytvorit navrhové body a z téchto bodu nasledné
vybrat ty, které lezi v puvodni fesené doméné (viz Obrézek 3.1). V tomto piipadé
lze pouzit jakékoli metody tvorby navrhu experimentu v regularnim navrhovém
prostoru. Tém se vénuje prace [Mysdakova, 2012] a nékteré z metod uvedenych v této

praci budou aplikovany i zde.

~~~~~~
P

Obrazek 3.1: 1. skupina metod tvorby - bounding bozx.

2. rozdelit doménu na jednodussi objekty (simplexy), v téchto objektech vytvorit

néavrhové body a tyto body sjednotit (viz Obrazek 3.2)

Oba piistupy maji sva uskali. U prvniho je to nemoznost zaruceni, ze do omezené
domény ,padne” pravé pozadované mnozstvi bodu. Rovnéz neni zaruceno, ze kvalitni
navrh v opsaném regularnim prostoru piinese i kvalitni ndvrh v omezené doméné. Nejvét-

$im uskalim se vSak muze stat pomér objemu omezené domény a opsaného hyperkvadru.
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KAPITOLA 3. METODY PRO TVORBU NAVRHU V OMEZENYCH
NAVRHOVYCH PROSTORECH

W W

Obrazek 3.2: 2. skupina metod tvorby - rozdéleni na simplexy.

Obzvlaste pak se zvysujici se dimenzionalitou navrhového prostoru. Pro vrcholovy simplex

a jemu odpovidajici opsanou hyperkrychli (viz Obrazek 3.3) je to:

1
dim!

kde dim oznacuje dimenzi prostoru. Napiiklad v 10dimenziondlnim prostoru by tedy

(3.1)

‘/simple:v/vhyperkrychle =

bylo nutno vytvorit v opsané hyperkrychli téméi 4 miliony rovnomérné rozprostienych
bodu, aby bylo pravdépodobné, ze alespon jeden z nich bude lezet v feseném simplexu.
Problémy druhého ptistupu spocivaji predevsim v rozdéleni domény. Nami pouzivana
Delaunayova triangulace (vice informaci v Pfiloze C) je se zvysujici se dimenzionalitou
casové i pamétfové ndroénd. Druhy piistup muZe rovnéz vést k nekvalitnim ndvrhtim

predevsim v mistech spojeni jednotlivych simplexu.

1

Obrazek 3.3: Vrcholovy simplex ve 2D a ve 3D.
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KAPITOLA 3. METODY PRO TVORBU NAVRHU V OMEZENYCH
NAVRHOVYCH PROSTORECH

3.1 Generator nahodnych bodu

Prvni metoda tvorby vyuziva generator nahodnych bodu v simplexu. Metoda spada do
druhé skupiny (dle rozdéleni vyse), nebot jsou body vytvéieny v jednotlivych simplexech
poté, co byla zadand navrhova doména ztriangulovana pomoci Delaunayovy triangulace.
Némi pouzivany generédtor [Devroye, 1986] je uveden nize. Souradnice bodu jsou vytvoreny

s exponencialnim rozdélenim a nasledné normalizovéany.

y=rand(1,n); % funkce rand - tvofi bod z rovnom&rného rozdsleni [0-1]"(dim+1)
x=-log(y);

S=sum(x’)’;

X=x./repmat(S,1,n);

L=X*T; % v T jsou uloZeny soufadnice vrcholu simplexu, v n&mZ tvofrime ndhodny bod

Pocet navrhovych bodu vytvorenych v jednotlivych simplexech je zavisly na poméru ob-

jemu téchto simplexu. Teoreticky pocet bodl npsimpies; V simplexu ¢ je:

V;implecci o V:simpleazi 9
domena Zz simplex;

kde np znaci pozadovany pocet bodu v celé doméné, Vi pies; 0bjem simplexu ¢ a Viomena

NPsimplex; = NP

objem celé domény. Pii urc¢ovani poc¢tu bodu skutecné umisténych do jednotlivych sim-
plexu je pouzita spodni celd ¢dst z teoretické hodnoty a zbylé body jsou a) vytvoreny
v nejvétsim ze simplexu triangulace, b) rozmistény po jednom do simplexu serazenych
sestupné dle objemu (Obrazek 3.4). Takovychto variant by bylo mozno vyzkouset celou
fadu, na vysledek maji vliv pouze v pripadé malého po¢tu pozadovanych bodu nebo
podobného poc¢tu bodu a poctu simplexu v triangulaci, pripadné pokud by triangulace

obsahovala simplexy s vyrazné odlisnymi objemy.

3,83b. - 3b.

(a) Triangulace ndvrhové (b) Zbytek boda umistén do (¢) Zbylé body umistény po

domény s oznaCenim poctu nejvétsiho simplexu. jednom postupné do simplexu
bodu teoreticky nalezejicich sefazenych sestupné dle ob-
jednotlivym simplexum jemu.

a poc¢tu bodu skutecné
umisténych do jednotlivych
simplexu v prvnim kroku.

Obrazek 3.4: Varianty rozdéleni bodu do simplext. Pocet bodu: 9.

27



KAPITOLA 3. METODY PRO TVORBU NAVRHU V OMEZENYCH
NAVRHOVYCH PROSTORECH

3.2 Metoda LHS na opsaném hyperkvadru

Obrazek 3.5: Priklady LHS navrhu ve 2D s 5 body umisténymi do stfedu intervalu (vlevo)
a ndhodné v rdmci intervalu (vpravo).

Dalsi metoda spada do 1. kategorie dle rozdéleni v ivodu této kapitoly. Nepravidelné
navrhové doméné opiseme pravouhly hyperkvadr a v ném vytvorime ndavrh experimentu.

Tento navrh by mél byt co nejkvalitnéjsi a co nejrovnomeérnéji pokryvat zvoleny pro-
stor. Proto je vhodné zvolit navrh spliujici podminky LHS - latin hypercube sampling
[Cioppa and Lucas, 2007, Toropov et al., 2007], nebot ten jiz ze své podstaty zajistuje
urcitou uroven rovnomérnosti pokryti. LHS je casto pouzivany typ navrhu, v némz je
kazda z dimenzi (proménnych) rozdélena na np intervalu (kde np odpovida pozadovanému
poctu bodu) a do kazdého intervalu kazdé proménné je umistén préavé jeden bod. Bézné
se pouzivaji dvé varianty, v prvni je bod umistén do stfedu intervalu (Obrazek 3.5 vlevo),
ve druhé pak ndhodné v rdmci celého intervalu (Obrazek 3.5 vpravo).

Pouziti LHS navrhu zde tedy probiha tak, ze jej vytvorime v opsaném hyperkvadru
a nasledné vybereme body, které lezi uvniti feSené omezené domény. Nelze tedy predem
zarucit, kolik bodu ,,padne® do cilového prostoru, voditkem pro volbu poc¢tu bodu v LHS
navrhu nam muze byt pomér mezi objemem opsaného hyperkvadru a samotné omezené
domény, jak ilustruje Obrazek 3.6. Je tedy ziejmé, ze pouziti takovéto metody je vhodné
pouze v pripadé, kdy fesend doména vyplinuje znacnou ¢ast opsaného hyperkvadru.

Pro srovnani byly vyzkouSeny dvé varianty této metody - prosty neoptimalizovany
LHS navrh a LHS navrh optimalizovany prohazovanim pozic jednotlivych navrhovych

bodii vzhledem ke kritériu Euklidovské Maximin vzdalenosti®.

5V kazdé iteraci je nalezena dvojice vzdjemné si nejblizsich bodii (tém odpovidd aktudlni hodnota
EMM). Z této dvojice je ndhodné vybran jeden bod a k nému opét ndhodné jeden bod ze vSech ostatnich
bodu ndvrhu. Poté je zvolena jedna ze souradnic (opét ndhodné) a u zvolenych bodu je hodnota této
soufadnice prohozena. Pokud dojde ke zlepSen{ (zvySeni hodnoty EM M), je takova vymeéna prijata. Tato
metoda je podrobné popsdna v [Mysdkovd, 2012, Kapitola 2.1.2.2]
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Obréazek 3.6: Pouziti LHS v opsaném hyperkvadru. Omezené navrhové doméné je opsan
hyperkvadr, v némz je vytvoren LHS navrh (éerné body). Nésledné jsou vybrany pouze
body spadajici do omezeného prostoru (Cervené body). Pozadovany pocet bodu v ome-
zeném prostoru je 10 a pomér objemu omezené domény a opsaného hyperkvadru je 0,6796
= 1/1,4714; LHS navrh byl tedy vytvoren s 15 body a vidime, ze pravé pozadovanych 10
bodu lezi uvnitt omezené domény.

3.3 Metoda odebirani bodua z prehusténého navrhu

Dalsi metoda pracuje na principu odebirani bodu ze zamérné prehusténého navrhu.
Tento piistup byl rovnéz tspésné pouzit v reguldrnim prostoru ([Mysakova and Leps, 2011,
Mysédkovd, 2012]. Pomoci generatoru nahodnych bodu (Sekce 3.1) je v navrhovém pro-
storu vytvoren navrh s vyssim nez pozadovanym poctem bodu. Nadbytecné body jsou
nasledné z navrhu odebirdny a to nikoli nahodné, nybrz heuristicky na zakladé kritéria

Maximin. Metodu predstavujeme ve dvou déle popsanych verzich.

3.3.1 Metoda ubirani

V prvni varianté metody je v kazdé iteraci (pocet iteraci odpovidd poc¢tu nadbyteénych
bodu) nalezena dvojice vzajemné si neblizsich navrhovych bodu. Této dvojici odpovidd
aktudlni hodnota EM M. Nahodné zvoleny bod z této dvojice je z ndvrhu odebran. Je
tedy ziejmé, ze s kazdym dalsim odebranym bodem se zlepsuje (zvysuje) hodnota kritéria
Maximin. Idea této metody je navic takova, ze po odebrani vSech nadbyteénych bodu
ziskame navrh, jehoz kvalita bude vyssi nez u navrhu, ktery je vytvoren najednou piimo

s pozadovanym poctem bodu.

3.3.2 Metoda ubirani NEW

Druhd varianty metody se lisi zpusobem volby odebraného bodu z dvojice s aktudlni
nejmensi vzajemnou vzdalenosti. Ta zde neni ndhodna jako v prvni varianté, nybrz deter-

ministickd. Odebran je ten z bodu z dvojice, jehoz druha nejkratsi vzdalenost k bodum
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Obréazek 3.7: Odebirani z prehusténého navrhu. Zelené body znaci prehustény navrh.
V kazdém kroku je oznacena dvojice vzajemné si nejblizsich bodu (¢ervena usecka od-
povidd hodnotée EMM). Z této dvojice je jeden bod odebran (zvyraznén azurove).

navrhu (tedy vzdalenost k nejblizsimu bodu névrhu jinému, nez je druhy z dvojice) je
kratsi. Rozdil je patrny i z Obrazku 3.7, kdy odebrani azurové zvyraznéného bodu je jisté

vyhodnéjsi nez odebrani druhého z bodu dvojice.

3.4 Nastroj Distmesh

Néstroj Distmesh detailné popsany v [Persson and Strang, 2004] je heuristicky algorit-
mus pro tvorbu rovnomeérnych sit{ [Chen and Holst, 2011] primérné uréenych pro metodu
kone¢nych prvkia (MKP) - Finite Element Method (FEM). Je znamé, ze v rovnomeérnych
sitich jsou jednotlivé uzly vzajemné srovnatelné vzdéleny. Proto tohoto nastroje vyuzivame
rovnéz pro tvorbu navrhu experimentu jak v regularnich [Mysdkova, 2012], tak v ome-
zenych ndvrhovych prostorech [Mysdkova and Leps, 2012, Mysdkové et al., 2012].

Algoritmus je zalozen na jednoduchém dynamickém systému rozpinajici se ptihradové
konstrukce. Prilis kratké pruty vyvolavaji sily, jez tlac¢i navzajem blizké uzly smérem od
sebe. Casto tak oviem nastdvé situace, Ze je uzel (navrhovy bod) vysunut z navrhové
domény. V takovém piipadé je tieba jej vratit zpét. Néstroj Distmesh obsahuje tyto
procedury pro jednoduché objekty, naptiklad 2D polygon, pro slozitéjsi utvary jako je
simplex nebo polytop v ND je tieba vlozit vlastni feseni, napiiklad nékteré z uvedenych
v Kapitole 4.

Postup metody vyuzivajici nastroje Distmesh je znazornén na Obrazku 3.8. Do navrho-

vé domény je tieba nejprve vlozit prvotni sadu bodi® a na tu aplikovat popsany nastroj.

6Kvalita této vychozi sady nem4 velky vliv na vysledek, zpravidla tedy postaéi pouziti jednoduchého
generatoru ndhodnych bodu v simplexech ztriangulované omezené navrhové domény.
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K

(a) Triangulace ndvrhové (b) Tvorba prutové kon- (c¢) Findlni ndvrh po aplikaci
domény a umisténi vychozich strukce triangulaci vychozich nastroje Distmesh.

bodu do jednotlivych sim- bodu.

plext.

Obrazek 3.8: Tvorba rovnomérné sité z nahodné vytvorenych bodi pomoci nastroje
Distmesh.

3.5 Simplexové miizkové (lattice) navrhy

Klasickym zpusobem tvorby navrhu v simplexovém prostoru jsou simplexové miizkové
(lattice) navrhy [Montgomery, 2000, Kapitola 11-5]. Vznikaji pravidelnym rozdélenim jed-
notlivych barycentrickych souradnic a jsou tak obdobou plné faktoridlnich navrhu v re-
gularnich doménéch. Pfi rozdéleni kazdé z n barycentrickych souradnic (kde n odpovida

poctu slozek) na m stejné dlouhych intervali vznikne simplexovy lattice navrh obsahujici

1‘3:1 13:1

I3 = 2/3,.732 = 1/3

1’1:0

O O
" "

1 =1 Ty =1

[3,2] lattice [3,3] lattice

[4,2] lattice [4,3] lattice

Obrazek 3.9: Priklady simplexovych lattice navrhu se tfemi a ¢tyimi slozkami.
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n+m—1)!
M = W (33)
navrhovych bodu. Piiklady ndvrhu jsou uvedeny na Obrazku 3.9 (oznaceny [n,m]).
Tyto navrhy lze tedy chapat jako Sablony, které muzeme pouzit jak v jakémkoli sim-
plexu, tak i v jednotlivych simplexech vzniklych triangulaci libovolné domény, jak je
znazornéno napiiklad na Obrazku 3.10 vlevo. Uvedeny ptiklad m&a ovSem Spatné vlast-
nosti z hlediska rovnomeérnosti pokryti. Bylo by vS8ak mozné pouzit ruzné lattice navrhy
(s raznymi poéty intervalu, na néz jsou rozdéleny jednotlivé souradnice) v zdvislosti
na objemu jednotlivych simplexu tvoficich triangulaci domény. To je znazornéno na
Obrézku 3.10 vpravo, kde jsou ve , vétsich“ simplexech pouzity lattice navrhy [3, 4] (modré

body), zatimco v téch ,mensich® ndvrhy [3,2] (Cervené body).

Obrazek 3.10: Aplikace simplexovych lattice navrhu ve ztriangulované doméné. Vlevo
pouzit stejny lattice navrh ve vSech simplexech triangulace, vpravo pouzity ruzné navrhy
v zéavislosti na objemech simplext (resp. obsazich trojihelnik).
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Kapitola 4

Zpusoby vraceni bodu opustivsich

doménu

Pfi tvorbé navrhu (pfi pouziti néstroje Distmesh) stejné jako pii hodnoceni kvality
navrhu (napfiklad evoluéni strategii pro vyhodnoceni kritéria miniMax) dochézi k si-
tuacim, kdy je potieba posunout body, které z néjakého duvodu opustily navrhovou
doménu, zpét do ni, respektive na jeji povrch. V regularnim navrhovém prostoru se jedna
o trividlni tikon. V omezeném navrhovém prostoru to predstavuje problém, k jehoz reSeni

lze pristupovat mnoha zpusoby. Tii z nich jsou uvedeny v této kapitole.

Obrazek 4.1: Posun bodu - kolmy prumét.
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| nejbliz&i bod ve vrcholu |

V! . | nejbliz&i bod ve vrcholu
nejbliz$i bod ve vrcholu | 1 \

Obrazek 4.2: Posun bodu - nejblizsi bod ve vrcholu.

4.1 Kolmy priamét na facetu

Nejpfesnéji lze problém ftesit analyticky - najit nejblizsi bod navrhového prostoru.
Tedy nejblizsi z kolmych prumétu feseného bodu (bodu leziciho mimo névrhovy prostor)
do vsech facet navrhové domény; n oznacuje dimenzi navrhového prostoru. Kolmy prumét
hledame stejné jako ve 2D: pomoci vektorového souc¢inu nalezneme vektor kolmy na facetu,

déle primku prochazejici fesenym bodem s nalezenym vektorem coby svym normélovym

(a) Nalezen{ pruméti (b) Urceni, které z prumétu (c) Vybeér nejblizsiho z téchto
feseného bodu do facet. se nachdzeji na povrchu bodu.

fesené domény, a spocteni

absolutni vzdalenosti k témto

prumétum a k vrcholum

navrhového prostoru.

Obrazek 4.3: Posun bodt - kolmy prumét - feseni na celé doméneé.
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a kolmy prumeét feseného bodu je poté prusecikem této primky s facetou. Obrazek 4.1
ukazuje nékolik prikladu ve 2D.

Je tedy nutné nalézt prumét reseného bodu do vsech facet ndvrhové domény a vybrat
ten nejblizsi. Vyse zminény postup hledédni kolmého prumeétu ovsem nerozlisi, zda nalezeny
prumét lezi na faceté navrhové domény nebo ,az na jejim prodlouzeni“. Je tedy nutné
nejprve mnozinu nalezenych kolmych prumeétu zredukovat na ty, které lezi skutecné na
povrchu navrhového prostoru (vice o tomto rozliseni v Piiloze D).

Nyni je jesté treba osSetrit pripad, kdy bod lezi v nékteré z oblasti znédzornénych
na Obrazku 4.2. Pro body z téchto oblasti je nejblizsim bodem domény jeji vrchol. Vsechny
vrcholy navrhového prostoru tedy pridame k mnoziné kolmych prumétu lezicich na jejim
povrchu, pro tyto body vypocteme absolutni vzdalenost k fesenému bodu a do nejblizsiho

z nich posuneme feseny bod. Postup ilustruje Obrazek 4.3.

4.2 Nulovani zapornych plosnych souradnic

Jiny zpusob vraceni bodu zpét na povrch domény vyuziva plosnych soutadnic (viz
Piilohu D). Mame-li dany simplex a bod, muzou nastat v zisadé dvé situace: a) bod
lezi uvniti daného simplexu - v tom piipadé jsou vSechny plosné souradnice tohoto bodu
vuci tomuto simplexu kladné; b) bod lezi mimo dany simplex - miniméalné jedna (ma-
ximélné vsechny kromé jedné) plosnd soutradnice je zapornd. Posun bodu na povrch sim-
plexu je pak néasledujici: zdporné plosné soutadnice polozime rovny 0 a zbylé (kladné)

plogné souradnice zménime v jejich puvodnim vzajemném pomeéru tak, aby celkovy soucet

Obrazek 4.4: Posun bodu - nulovani zaporné plosné souradnice.
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plosnych souradnic zustal roven 1. Posun bodu na povrch simplexu touto metodou ukazuje
Obrazek 4.4.

Problém s timto pfistupem nastava v piipadé, kdy nefesime jen posun na povrch
simplexu, nybrz na povrch nepravidelné domény. Doménu v takovém piipadé muzeme
rozdélit na jednotlivé simplexy pomoci Delaunayovy triangulace (viz Piilohu C), poté
ovSsem nejsme schopni urcit, vzhledem ke kterému ze simplext této triangulace provést
onen posun pomoci tipravy plosnych soutradnic. Z ¢iselnych hodnot plosnych souradnic
vztazenych k jednotlivym simplexiim to zjistit nelze, nebot ty jsou v jistém smyslu rela-
tivni. Je tedy nutné provést posun feseného bodu na povrch vSech simplexu triangulace
vysSe popsanym zpusobem a ndasledné spocist absolutni vzdélenosti k témto bodum a vy-

brat ten nejblizsi.

4.3 Pomocna sada bodu uvniti domény

Dalsi moznosti, jak posunout bod zpét do fesené domény, je vyuziti pomocné sady
bodu [Leps, 2009]. Tu vytvorime uvniti ndvrhového prostoru nékterym z rychlych algo-
ritmu. Nasledné je pro body, které chceme posunovat, nalezen nejblizsi z pomocné sady
bodu (do této sady jsou priddny rovnéz vsechny vrcholy ndvrhového prostoru). Pomoci
metody ,,puleni intervalu“ (viz Obrézek 4.6) nalezneme bod na hranici feSené domény a do
tohoto bodu presuneme bod z vnéjsku domény. Je tieba zminit, ze nalezeny bod nelezi
ptresné na hranici domény, nybrz uvniti reSené domény libovolné (ovlivnéno poctem ite-

raci pii aplikaci metody puleni intervalu) blizko jejimu povrchu. Piiklad je zndzornén

Obrazek 4.5: Posun bodu - pomocnéa sada.
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eB *X,

Obrazek 4.6: Pouziti metody puleni intervalu. Hledame bod mezi dvéma zadanymi body
(které lezi kazdy na opacné strané zadané hranice) takovy, aby lezel co nejblize zvolené
hranici a navic na dané strané této hranice. V prvnim kroku nalezneme bod uprostied mezi
puvodnimi body; zjistime, na které strané hranice novy bod lezi; pouzijeme jej v dalsim
kroku misto pfedchoziho bodu na této strané hranice.

na Obrazku 4.5.

Pokud je neblizsim bodem z pomocné sady vrchol navrhového prostoru, neprovadime
jiz puleni intervalu, nybrz feSeny bod posuneme rovnou do vrcholu domény. Pro zrychleni
je rovnéz nejprve kontrolovano, jak daleko je nejblizsi pomocny bod od hranice domény
(jak hluboko je pod jejim povrchem): pokud by se bod z pomocné sady pii posunu
o tisicinu (mozno zvolit libovolné) vzdélenosti k fesenému bodu dostal jiz mimo néavrhovy
prostor, je feSeny bod posunut piimo do nejblizsiho pomocného bodu.

K omezeni vzniku duplikovanych bodu (obzvlasté ve vrcholech) bylo rovnéz zavedeno
opatieni, které vyskrtava jiz pouzity pomocny bod z vybéru.

Tato metoda vraceni bodu je jednoducha a ptinasi dalsi prvek ndhodnosti do algo-
ritmu, v nichz je aplikovana. Je v8ak casové narocna z duvodu nutnosti vypoctu velkého

mnozstvi vzajemnych vzdalenosti. Muze téz dochazet k posunu ,nepfirozenym* smérem
(viz bod X; — X7 na Obrazku 4.5).

4.4 Porovnani

Porovnani uvedenych teseni posunu bodu na povrch fesené domény ve 2D ukazuje
Obrazek 4.7. Vidime, ze vysledek muze byt zna¢né rozdilny. To vSak nemusi byt na skodu

v pripadé, kdy si urcitou nahodnost a nepravidelnost v algoritmu pfejeme. Kritériem

37



KAPITOLA 4. ZPUSOBY VRACENI BODU OPUSTIVSICH DOMENU

Obrézek 4.7: Porovnani zpusobu vraceni bodu do simplexu (vlevo) a do nepravidelné
domény (vpravo). Legenda: azurové body - metoda kolmého prumétu; zelené body - me-
toda nulovani zapornych plosnych souradnic; purpurové body - metoda pomocné sady
bodu.

vybéru metody je navic (a predevsim) jeji Casova naroénost. Srovnani ¢asové narocnosti
posunu bodu zpét do nepravidelné domény ve 2D (piiklad odpovidd Obrézku 4.7 vpravo)
a 5D (70 vrcholu, 970 4-dimenziondlnich facet, 2909 simplexu triangulace) ukazuje Ta-
bulka 4.1. Je vSak nutno pripomenout, Ze ¢asova narocnost metody s pomocnou sa-
dou bodu je uréena pravé poc¢tem bodu v této sadé a rovnéz zvolenym poctem iteraci
v algoritmu puleni intervalu. Vysledek naznacuje dominanci metody nulovani zapornych
plosnych soufadnic, zatimco metoda vyuzivajici kolmého prumétu bodu do facet domény

znatelné ztraci.

Lkolmy prumét® | ,,nulovani®“ | ,,pomocna sada‘
2D priklad 0,0032 s 0,0007 s 0,0087 s
5D priklad 66,3531 s 0,3350 s 5,2703 s

Tabulka 4.1: Casové ndroénost zpusobt posunu bodi.
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Kapitola 5
Priklady aplikace metod

Aplikaci, na néz je mozné uvedené pristupy aplikovat, je celd skala a prostupuji
nejruznéjsimi odveétvimi. Typickym a castym prikladem experimentu, v némz jsou jednot-
livé vstupni parametry limitovany omezujicimi podminkami, je navrhovani smeési. S tim
se setkavaji chemici ve svych laboratorich, stejné tak tviurci receptur v jakémkoli podniku
vyrabéjicim materidly. Jinym ptikladem experimentu s omezenim muze byt navrhovani
nosniku, kde je zadana podminka vzajemného poméru vysky a sitky apod.

Ve zde uvadénych metodach jsme vzdy uvazovali ulohu zadanou pomoci vrcholu
omezené domény. Tak to ale nemusi byt vzdy, tloha muze byt zaddna jen omezujicimi
podminkami a vrcholy navrhové domény je pak tieba najit.

Je rovnéz tieba rozdilny piistup k problému, pokud konkrétni omezujici podminky
zname, nebo nezname. Napiiklad urceni, zda bod lezi uvnitt nebo vné navrhového pro-
storu je snadné v prvém pripadé, kdy jeho soutadnice stac¢i dosadit do jednotlivych ome-
zujicich podminek a zjistit, zda jsou splnény.

Néasleduje nékolik konkrétnich prikladi, na nichz otestujeme uvedené metody pro

tvorbu navrhu experimentu.

5.1 Priklady navrha s malym poc¢tem bodu ve 2D
a ve 3D

Nejprve budeme metody aplikovat na sadé ptikladi zobrazenych na Obrazku 5.1.
Ty jsou prevzaty z ¢ldnku [Hofwing and Stromberg, 2010] odeétenim souiadnic vrchola.
Neuvazujeme zde znalost konkrétnich omezujicich podminek.

Poméry objemu daného navrhového prostoru a opsaného hyperkvadru se pohybuji
v rozmezi 0,5 ((a) a (3D)) a 0,8438 ((7)). Navrhovy prostor tedy vypliuje znacnou ¢ast
opsaného hyperkvadru; pii pouziti metod tvoricich body v opsaném hyperkvadru tedy

neni nutné tvorit vyrazné vice bodu, nez je pozadovano v zadané omezené doméné.
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© O

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) Névrhovy prostor: (b) Néavrhovy prostor: ko- (c) Névrhovy prostor:
trojuhelnik. 6 bodu. Oznaéeni sodélnik. 6 bodu. Oznaceni pétithelnik. 6 bodu. Oznaceni
prikladu: (a). Pomeér objemu: piikladu: (b). Pomér objemt: piikladu: (¢). Pomeér objem:

0,5000. 0,6650. 0,6917.

1 - 1 1 / \

0 0 o 0 °

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(d) Névrhovy prostor: (e) Néavrhovy prostor:  (f) Névrhovy prostor:
Sestithelnik. 6 bodd. Oznaceni sedmithelnik. 6 bodii. osmithelnik. 6 bodl. Oznaéeni
pifkladu: (d). Pomér objemt: Oznaceni ptikladu: (e). Pomér piikladu: (f). Pomér objemu:
0,7500. objemit: 0,7354. 0,8260.

1o

N

-1 0 1
(g) Névrhovy prostor: (h) Névrhovy prostor: kvadr.
Sestiuhelnik. 12 bodu. 15 bodu. Oznaceni piikladu:

Oznaceni piikladu: (7). Pomér (3D). Pomér objemu: 0,5000.
objemit: 0,8438.

Obrazek 5.1: Priklady navrhu s malym poctem bodu ve 2D a 3D. Na obrézcich jsou
vyznaceny navrhové prostory a zelenymi body referencni névrhy (ziskané metodou po-
psanou v [Hofwing and Stréomberg, 2010]). Dale pak pomér objemu navrhové domény
a opsaného obdélniku (ve 3D kvadru). Jednotky na osich jsou bezrozmérné, popisky os

jsou vynechény.
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5.2 Navrh smési

Nasledujici piiklady spadaji do skupiny experimentu nazyvanych navrh smeési. Jak
jiz bylo teceno diive, tento typ experimentu je dan omezujici podminkou danou Rovnici
1.1. Suma zastoupeni jednotlivych slozek smési je tedy pevné dana. Navrhovym prosto-
rem je simplex nebo polytop vznikly ze simplexu diky piritomnosti dalsich omezujicich
podminek. Zastoupeni jednotlivych slozek takového experimentu je pak dano plosnymi
souradnicemi navrhového bodu. Jelikoz se vsak (na rozdil od filmového prumyslu, ktery
vykazuje tendenci pridavat jedno ,D* za druhym) snazime snizit dimenzionalitu feseného
problému, tvorime ndvrh experimentu nikoli v plosnych, ale v kartézskych souradnicich.
Téch je vzdy o jednu méné nez plosnych, tedy nez slozek dané smeési. Transformace mezi

soufadnymi soustavami je uvedena v Piiloze D.

5.2.1 Trojslozkova smés

Prvni piiklad ndvrhu smési je prevzat z referenci [Snee, 1979, Piepel, 1988]. Jedn4 se

o trojslozkovou smés zadanou omezujicimi podminkami:

ry + To + r3 = 1

1 > O, 1

T < O, 5)

) > 0, 1

i) S 0, 7

T3 S O, 7

8-xy + 90-xp + 100-z3 > 90
8-x1 + 90-x9 + 100-23 < 95
0, 7 I + I3 > 0, 4

Diive, nez muzeme zacit tvorit navrh experimentu, je tfeba najit vrcholy navrhové
domény. To je mozné provést pomoci simplexové metody, nebot se jedn4 o tilohu linedrniho
programovani [Demel, 2011]. Hledame krajni body mnoziny piipustnych feseni. Cely po-
stup ,ru¢niho feseni je uveden v Ptiloze F. Vysledkem je 6 vrcholu o tiech soutradnicich.
Ty po vyneseni do 3D prostoru (Obrézek 5.2) tvoii ovSem pouze 2-dimenzionélni objekt
- ¢ast roviny. To je dano praveé onou souctovou podminkou. Navrhovy prostor jde prevést
do 2D a body popisovat stejnou trojici souradnic jako v prostoru. Ve 2D se vSak bude
jednat o trojici soutadnic plosnych. Pomoci transformace mezi plosnymi a kartézskymi
souradnicemi vsak muzeme body popisovat pouze dvéma kartézskymi souradnicemi (ozna-
ceny K; a K3), jak je zndzornéno na Obréazku 5.3. Takto s body zachazime v této préci.

Pomér objemu navrhové domény a jednoduchého opsaného obdélniku je v tomto

pripadé roven 0,6236; i zde je tedy mozné pouzit metodu bounding bozxu.
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Obrazek 5.2: Krajni body mnoziny pripustnych feseni ziskané pomoci simplexové metody

(Priloha F).

85x ’ +90x 2+1 00X3£95

\
\
\
\
~ -
85x ,+90x ,+100x ;=90 NP

1 0,7x2+x320,4

Obrazek 5.3: Krajni body mnoziny ptripustnych feseni v trojosé soustaveé se znazornénim

jednotlivych omezujicich podminek.
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5.2.2 Sestislozkova smés

Posledni ptiklad popisuje navrh Sestislozkové smési, konkrétné vysokopevnostniho be-
tonu. Je prevzaty z referenci [Simon et al., 1997, Simon, 2003]. Je rovnéz zaddn pouze

pomoci nasledujicich omezujicich podminek:

Podminka navrhu smési T1+ 2ot a3+rs+ 5+ 26 =1
Voda (Water) 0,16 < x; < 0,185
Cement 0,13 < xy < 0,15
Kremicity ulet (Silica fume) 0,013 < =23 < 0,027
Plastifikator HRWRA 0,0046 < =z, < 0,0074
Hrubé kamenivo (Coarse aggregate) 0,40 < x5 < 0,4424
Jemné kamenivo (Fine aggregate) 0,25 < x5 < 0,2924

4

Hledat vrcholy ndavrhového prostoru prislusného témto omezujicim podminkam ,ruc¢né
(jako u predchoziho piikladu) by bylo znacné zdlouhavé. Proto byl zvolen zpusob zalozeny
na stejné metodé, ovSem pomoci funkce linprog z programového prostredi MATLAB.
Ta ovSem neni urc¢ena pro hledéani krajnich bodu mnoziny ptipustnych feseni, nybrz pro
hledéni optimélniho Feseni pii zadané cilové funkci (sméru hledani). Hledéni krajnich
bodu bylo tedy provedeno tak, ze byl feSi¢ spustén mnohokrat s ruznou cilovou funkei
(aby ,nahlédl do mnoha ruznych sméru®). Tak bylo ziskédno velké mnozstvi krajnich bodu.
Po odstranéni duplikdtu je za mnozinu vrcholi navrhové domény povazovano 51 bodu.

I zde uvadime pomér objemu navrhové domény a opsaného hyperkvadru, ten je roven
0,1630. Navrh v opsaném hyperkvadru tedy vytvaiime se Tnasobkem bodt, nez je cilem
v omezeném prostoru.

V obou prikladech navrhu smési bylo pro porovnani metod tvorby experimentu tvoreno
10 a 100 navrhovych bodi.
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Implementace

Veskeré metody popsané v této praci byly implementovany v programovém prostiedi
MATLAB R2010a. Kromé béznych funkei byly pouzivany funkce lhsdesign pro tvorbu
neoptimalizovaného LHS nédvrhu v regularnim prostoru, funkce delaunayn pro sestro-
jeni Delaunayovu triangulace, funkce voronoin pro konstrukci Voronoiova diagramu nebo
funkce linprog pro hledani krajnich bodi mnoziny piipustnych feseni. Nastroj Distmesh

byl stazen z webové stranky http://persson.berkeley.edu/distmesh/distmesh.zip.
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Kapitola 7

Vysledky

Nésledujici sekce prindseji vysledky a srovnani metod predstavenych v této praci.

7.1 Porovnani metod vyhodnoceni kritéria miniMax

Na vsech prikladech, v nichz bylo mozno pouzit exaktni metodu pro vyhodnoceni
miniMax kritéria (vSechny 2D a 3D piiklady, na piiklad se Sestislozkovou smeési jiz ne-
postacovaly vypocetni prostiedky pouzitého pocitace) tato metoda poskytla vysledek
nasledné potvrzeny evolucni strategii. Byla rovnéz testovana na tadé dalsich dvou- az
¢tytdimenzionalnich prikladu s pozitivnim vysledkem. Lze tedy konstatovat, ze se exaktni
metoda pro vyhodnoceni miniMax kritéria vyuzivajici zrcadleni navrhovych bodu a Voro-
noiova diagramu zda pouzitelna jak v regularnim, tak v konvexnim omezeném navrhovém
prostoru.

Ve vyssich dimenzich je tfeba spokojit se s odhadem hodnoty kritéria miniMax ziska-
nym pomoci evoluéni strategie. V omezeném navrhovém prostoru je jeji sériova verze
v soucasné urovni implementace v praxi nepouzitelna. V ramci testovani byla pouzita na
jeden z navrhu experimentu vytvorenych pro priklad Sestislozkové smeési z Kapitoly 5.

Bylo tedy mozné vyuzit znalosti konkrétnich omezujicich podminek a zjisténi, zda body

metoda vraceni bodu cas [s]
sériova verze pomocna sada bodu 1308 s
sériova verze nulovani zapornych pl. s. | 7225 s
sériova verze kolmy prumeét -

paralelni verze (1 CPU) | nulovani zapornych pl. s. 35s

Tabulka 7.1: Casovéd naroénost verzi evoluéni strategie pro vyéisleni mM. Testovédno na
navrhu se 100 body v navrhovém prostoru Sestislozkové smeési popsané v Kapitole 5.
Pouzito bylo 50 chromozomi a celkovy pocet 6900 generaci.
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lezi vné ¢i uvniti navrhové domény, neprovadét ,vypocetné narocnymi zpusoby, nybrz
pouze ovérenim (ne)splnéni téchto podminek. Pfesto byl cas potiebny k vyhodnocent
nesrovnatelné vyssi nez u verze paralelni, byt s pouzitim jediné vypocetni jednotky (CPU),
jak uvadi Tabulka 7.1.

Vyrazné lepsich vysledku dosahuje paralelni verze evoluc¢ni strategie pro vyhodnoceni
miniMax kritéria. Pro vraceni bodu, jez mutaci opustily jednotlivé subdomény (simplexy
ztriangulované domény), byla pouzita metoda nulovani zapornych plosnych soutadnic po-
psand v Sekci 4.2. Obrazek 7.1a zobrazuje speed-up pri pouziti 2, 4, 6 a 8 vypocetnich
jednotek. Za vychozi vyhodnoceni (bod [1,1]) neni z vySe popsanych duvodu povazovana
sériova verze vypoctu, nybrz verze vypoctu v subdoménéch s pouzitim jedné vypocetni
jednotky. Jednotlivé kiivky odpovidaji ruznym volbdm poctu generaci ve vypoctu. Vidime,
ze ¢im ,,vétsi® je uloha, tim vyraznéjsiho zrychleni dosahujeme pomoci pouziti vice vypocet-
nich jednotek. To je ddno predevsim tim, ze ¢as nutny ke zparalelizovani tlohy hraje
u ulohy s nizkym poc¢tem generaci znacnou roli, zatimco u ulohy celkové déle trvajici
se ztraci. Obréazek 7.1b zobrazuje boxplot odhadu hodnoty miniMax ziskanych pomoci
paralelni verze s ruznym poctem generaci. Vidime, ze je splnén predpoklad, ze ¢im vice

generaci je pouzito, tim lepsiho (vyssiho, tedy skuteénosti blizstho) vysledku dosdhneme;

x 10
8.3r -
8,
8.251 —
7,
8.2
6,
S5 815
- —
je]
g I 8.1
8 4t g€
%)
8.05-
3,
8’ +
2,
7.95¢
1 L
7.9 s ‘ ‘
‘ : ‘ : : 6900 34500 172500
1 2 4 6 8 Pocet - !
Pocet CPU ocet generaci (iteraci)

(a) Speed-up paralelni verze evoluénf strategie.  (b) Boxplot odhadu hodnot kritéria miniMax po-
moci paralelni verze evoluéni strategie.

Obrazek 7.1: Vysledky paralelni evoluéni strategie pro vycisleni mM. Pii testovani bylo
pouzito 50 chromozomu. Zelené objekty odpovidaji celkovému poctu 6900 generaci ve
vypoétu (20 generaci v kazdé subdoméné), éervené objekty 34500 generaci ve vypoctu (100
generaci v kazdé subdoméné), modré objekty 172500 generaci ve vypoctu (500 generaci
v kazdé subdoméné).
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samoziejmé za cenu delsiho casu vypoctu.

Lze tedy konstatovat, ze k vyhodnoceni kritéria miniMax v omezenych prostorech je
vhodné pouziti exaktni metody v nizkych dimenzich a paralelni verze metody zalozené
na algoritmu evoluéni strategie (s pouzitim co nejvysstho poc¢tu vypocetnich jednotek)
v dimenzich vyssich. Je tfeba pamatovat na to, ze pomoci evoluéni strategie ziskame

pouze odhad hodnoty kritéria miniMax, skutecnd hodnota muze byt vzdy vyssi.

7.2 Porovnani metod tvorby navrhu experimenti

Vysledky tvorby navrhu experimentu v navrhovych prostorech odpovidajicich piikla-
dum uvedenym v Kapitole 5 jsou uvedeny na Obréazcich 7.2 a 7.3. Jednd se o statis-
z hlediska tii kritérii - metrik EMM a mM a casové naro¢nosti. Kompletni informaci
o vysledcich by tedy pfinédsel trojrozmérny graf. Pro lepsi orientaci vsak byly pro vizuali-
zaci vysledku zvoleny dva grafy dvojrozmérné. Spodni ¢ast jednotlivych obrazku ukazuje
kvalitu vzniklych navrhu - tedy porovnani kritérii EMM a mM. Kritérium Maximin
nejkvalitnéjsi navrhy z pohledu rovnomérnosti pokryti se tedy nalézaji v pravém dolnim
rohu tohoto grafu. Horni ¢ast obrazku potom pfinasi informace o ¢asové narocnosti jed-
notlivych metod tvorby. Na vodorovné ose je, stejné jako na spodnim grafu, vynesena
hodnota EM M, i u tohoto grafu tedy lezi nejvyhodnéjsi navrhy v pravém dolnim rohu.

Legenda k obrazkum je uvedena nize:

generdtor ndhodnych bodu (Sekce 3.1)

neoptimalizovany LHS névrh v opsaném hyperkvadru (Sekce 3.2)

optimalizovany LHS ndvrh v opsaném hyperkvadru (Sekce 3.2)

ubirani (Sekce 3.3.1) (22 -np — np, 2> -np — np, 24 -np — np, ...) b.
ubirani NEW (Sekce 3.3.2) (2%-np — np, 2% -np — np, 24 -np — np, ...) b.
nastroj Distmesh I (Sekce 3.4)

O néstroj Distmesh II (Sekce 3.4)

pozn.: u metod s odebiranim bodu z prehusténého navrhu bylo vzdy vyzkouseno néko-
lik irovni prehusténi vychoziho névrhu, oznaceni (z — y) znamend y boda v ndvrhu
zbylych po odebirani z = puvodné vytvorenych

e 0oo0cee

Vysledky jasné naznacuji korelaci mezi kritérii Maximin a miniMax. Da se tedy fici,
ze optimalizaci jednoho z nich se zlepsuje kvalita navrhu i z pohledu druhého kritéria.

Ve 2D jednoznacéné dominuje tvorba navrhu experimentu pomoci néstroje Distmesh,
ackoli je jeho Casova narocnost vyssi nez u ostatnich metod, coz je dano opakovanou

triangulaci béhem béhu algoritmu. Jiz ve 3D se vSak jeho pouziti nevyplati, nebot jeho
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Obrazek 7.2: Vysledky metod tvorby na 2D a 3D prikladech.

48



KAPITOLA 7. VYSLEDKY

10° 10°
® @]
E 0 ] s E 0 8£ o
@10 g (6} « 10 0®
(] ]
Q0 } 0 ) (] 2
e © oF o
10° 10°
0.2 0.08
Ezo 15 ® . EZO-OG ‘e
. Q@
g © @‘ € 0.04 Q@e
5 Q@
0% 0.05 0.1 015 903 0.01 0.02 003 0.04
EMM [-] EMM [-]

(a) Trojslozkovd smeés. 10 bodu.  (b) Trojslozkovd smés. 100 bodu.

10 10
o © o e
—~ o —
2] (@) (%)
%'10° o g§ ; ‘%' 10° © g
] ° © @ 3 ) @
10° 10°
0.04 0.015 o
o
° ) e
—~0.03 — \@
— ° [ ] ° ° —
s ®e S 0.01
€0.02 o¥ge s
0.015 0.005 0.01 0015 9005 2 4 6
EMM [-] EMM [-] < 10°

(c) Sestislozkova smés. 10 bodii.  (d) Sestislozkova smés. 100 bodii.

Obrazek 7.3: Vysledky metod tvorby na piikladech navrhu smeési.

vypocetni naroky rostou, zatimco kvalita jim tvofenych ndvrhu v porovnani s jinymi me-
todami klesa. V pripadé Sestislozkové smési byl dokonce metodou vytvoren navrh s du-
plikovanymi body.

Generator nahodnych bodu v jednotlivych simplexech ztriangulované omezené domény
byl ve vSech prikladech nejrychlejsi metodou, kvalita jim vytvorenych navrhu vsak byla
az na vyjimky nejnizsi.

Lepsich vysledku dosahuje metoda vybirdani bodu z LHS ndvrhu vytvoreném v hy-
perkvadru opsaném omezené doméné. Vysledky potvrzuji, Zze pouziti optimalizovaného
LHS ndvrhu misto neoptimalizovaného zajistuje lepsi vysledek i v omezené doméné.
Zustava vsak otazka poctu bodu, jez tvorit v opsaném regularnim prostoru. Zde jsme
vychézeli z pomocného vypoctu poméru objemu. Takto jsme se vSak presné do pozadova-
ného poc¢tu bodu uvnitt omezené domény , trefili prumeérné jednou z 29 pokusu (v jednom
z piiklada dokonce jednou z 263 pokust). Jelikoz stejné neni mozné o navrhu takto vy-

tvoreném v omezené doméné hovorit jako o navrhu LHS, nabizi se moznost zkombinovani
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této metody s metodou odebirani bodu z prehusténého navrhu. Prebytecné body v ome-
zené doméné se jednoduse odeberou pomoci této metody.

Samotna metoda odebirani bodu ze zamérné prehusténého navrhu dosahuje velmi
dobrych vysledku. V poslednim piikladu je Pareto-front dokonce tvofen pravé jen touto
metodou. Druhd varianta, kde je pozornost vénovana konkrétni volbé odebraného bodu
z aktualné vzajemné si nejblizsi dvojice bodu, dosahuje lepsich vysledku pii naprosto
srovnatelném case. Uzivatel si muze snadno zvolit miru prehusténi vychoziho navrhu a tak
ovlivnit jak cas, tak kvalitu vysledného navrhu. Je patrna pozitivni korelace mezi mirou
prehusténi vychoziho néavrhu a kvalitou vysledného navrhu, ovSsem jen do jisté miry. Ve
zde uvadénych piikladech nemé vyznam tvorit ve vychozim nédvrhu vice nez 30nasobek
pozadovanych bodu.

Na zakladé predlozenych vysledkii muzeme jako nejvhodnéjsi metody pro tvorbu
navrhu experimentu v omezenych navrhovych prostorech v nizké dimenzi oznacit pouziti
nastroje Distmesh. Ve vyssich dimenzich se potom nejvice osvédcilo vytvotreni prehusténé-

ho néavrhu a nasledné heuristické odebirani bodu az k dosazeni jejich pozadovaného poctu.
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Zaveér

Navrh experimentu, jimz se zabyvala tato diplomova prace, slouzi k naplanovani
konkrétnich provedeni experimentu v pripadech, kdy je mozno volit hodnoty jednot-
livych vstupnich parametri. Cilem je pokryt zvolenym poc¢tem névrhovych bodu (jejichz
soutadnice odpovidaji kombinacim konkrétnich hodnot vstupnich parametru) zadany pro-
stor, jak nejrovnomérnéji je to mozné, abychom ziskali co nejlepsi predstavu o chovani
systému, ktery je na téchto vstupnich parametrech zavisly. Navrh experimentu je tak
nepostradatelnym nastrojem v mnoha oblastech védy, vyzkumu i prumyslu. Aplikaci kva-
litnftho navrhu je snad mozno zmirnit obavu mezi fadky vyplyvajici z citatu, jimz byla
tato prace uvedena.

Prace se vénovala navrhiim experimentu v omezenych navrhovych prostorech, tedy
v situacich, kdy jsou zadany omezujici podminky a jednotlivé vstupni parametry jsou
na sobé zavislé. Bylo predstaveno nékolik metod pro tvorbu navrhu v odpovidajicich
navrhovych prostorech a navrhy témito metodami vytvorené byly hodnoceny dvéma
kritérii. Rovnéz byla hodnocena ¢asova narocnost téchto metod.

V dalsi préci se hodlame zaméfit na zefektivnéni nékterych z metod tvorby navrhu
i jejich hodnoceni. Naptiklad zrychleni vy¢isleni odhadu kritéria miniMax pomoci evoluéni
strategie s jinou formou mutace chromozomu.

Samo kritérium miniMax je ndmétem pro dalsi praci. Stted nejvétsi prazdné hyper-
koule se jevi jako idealni kandidat pfi adaptivnim samplovéani, tedy v situacich, kdy je
tteba ptridavat dalsi body do navrhu experimentu. Samotné vzdalenost od jiz umisténych
navrhovych bodu navic nemusi byt jedinym kritériem pro umisténd dalsiho bodu. Na-
priklad v oboru stochastické spolehlivosti konstrukci muze byt dalsim kritériem vzdalenost
k hranici poruchy (limit state function), tedy k rozmezi mezi oblasti bezpeénou a oblasti
poruchy. V tomto prostoru je zpravidla zadouci vyssi zahusténi navrhu, jak je patrné i na
predbéznych vysledcich v [Mysdkova and Leps, 2013b, Pospisilovd and Leps, 2013] nebo
v [Myséakové et al., 2013, Pospisilova et al., 2013].

51



Literatura

[Sim, 2002] (2002). Hypercube. www stranky: http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex/.
Posledni zména 3. listopadu 2013.

[Hyp, 2002] (2002). Hypercube. www stranky: http://en.wikipedia.org/wiki/Hypercube/.
Posledni zména 31. fijna 2013.

[JMP, 2005] (2005). JMP design of experiments, release 6. SAS Institute Inc., Cary, NC,
USA.

[Auffray et al., 2012] Auffray, Y., Barbillon, P., and Marin, J.-M. (2012). Maximin de-
sign on non hypercube domains and kernel interpolation. Statistics and Computing,
22(3):703-712.

[Back and Schwefel, 1995] Béack, T. and Schwefel, H.-P. (1995). Evolution Strategies I:
Variants and their computational implementation. In Periaux and Winter, editors,

Genetic Algorithms in Engineering and Computer Science, chapter 6, pages 111-126.
John Wiley & Sons Ltd.

[Chan, 2000] Chan, L.-Y. (2000). Optimal designs for experiments with mixtures: A sur-
vey. Communications in Statistics. Theory and Methods, 29(9-10):2281-2312.

[Chen and Holst, 2011] Chen, L. and Holst, M. (2011). Efficient mesh optimization sche-
mes based on Optimal Delaunay Triangulations. Computer Methods in Applied Mecha-
nics and Engineering, 200(9-12):967-984.

[Cioppa and Lucas, 2007] Cioppa, T. M. and Lucas, T. (2007). Efficient nearly orthogonal
and space-filling latin hypercubes. Technometrics, 49(1):45-55.

[Cornell, 1973] Cornell, J. A. (1973). Experiments with Mixtures: A Review. Technome-
trics, 15(3):437-455.

[Cornell, 1979] Cornell, J. A. (1979). Experiments with Mixtures: An Update and Bibli-
ography. Technometrics, 21(1):95-106.

[Crombecq et al., 2009] Crombecq, K., Couckuyt, I., Gorissen, D., and Dhaene, T. (2009).
Space-filling sequential design strategies for adaptive surrogate modelling. In Topping,
B. H. V. and Tsompanakis, Y., editors, Proceedings of the First International Confe-
rence on Soft Computing Technology in Civil, Structural and Environmental Enginee-
ring. Civil-Comp Press, Stirlingshire, UK.

[Cruise, 1966] Cruise, D. R. (1966). Plotting the composition of mixtures on simplex
coordinates. Journal of Chemical Education, 43(1):30.

52



LITERATURA

[Demel, 2011] Demel, J. (201})' Operacni vyzkum. Skriptum, Katedra aplikované infor-
matiky, Fakulta stavebni, Ceské vysoké uceni technické v Praze.

[Devadoss and O’Rourke, 2011] Devadoss, S. and O’Rourke, J. (2011). Discrete and Com-
putational Geometry. Princeton University Press.

[Devroye, 1986] Devroye, L. (1986). Non-uniform random variate generation. Springer-
Verlag.

[Dickerson and Eppstein, 1995] Dickerson, M. and Eppstein, D. (1995). Algorithms for
proximity problems in higher dimensions. Comput. Geom., 5:277-291.

[Draguljic et al., 2012] Draguljic, D., Dean, A. M., and Santner, T. J. (2012). Non-
collapsing space-filling designs for bounded nonrectangular regions. Technometrics,
54(2):169-178.

[Fang et al., 2006] Fang, K., Li, R.-Z., and Sudjianto, A. (2006). Design And Modeling
for Computer FExperiments. Computer Science & Data Analysis. CRC PressINC.

[Fang and Yang, 2000] Fang, K.-T. and Yang, Z.-H. (2000). On uniform design of experi-
ments with restricted mixtures and generation of uniform distribution on some domains.
Statistics €& Probability Letters, 46(2):113-120.

[Fauvel et al., 1993] Fauvel, J., Flood, R., and Wilson, R. (1993). Mdbius and his band:
mathematics and astronomy in nineteenth-century Germany. Oxford University Press.

[Grosso et al., 2009] Grosso, A., Jamali, A. R. M. J. U., and Locatelli, M. (2009). Finding
maximin latin hypercube designs by iterated local search heuristics. European Journal
of Operational Research, 197(2):541-547.

[Hofwing and Stromberg, 2010] Hofwing, M. and Stromberg, N. (2010). D-optimality
of non-regular design spaces by using a bayesian modification and a hybrid method.
Structural and multidisciplinary optimization (Print), 42(1):73-88.

[Janouchovéd and Kucerova, 2013] Janouchové, E. and Kucerovd, A. (2013). Competitive
comparison of optimal designs of experiments for sampling-based sensitivity analysis.
Computers & Structures, 124(0):47 — 60.

[Joe and Wang, 1993] Joe, B. and Wang, C. (1993). Duality of constrained Voronoi dia-
grams and Delaunay triangulations. Algorithmica, 9(2):142-155.

[Johnson et al., 1990] Johnson, M. E., Moore, L. M., and Ylvisaker, D. (1990). Minimax
and maximin distance designs. Journal of Statistical Planning and Inference, 26(2):131—
148.

[Khuri, 2006] Khuri, A. (2006). Response Surface Methodology And Related Topics. World
Scientific.

[Lee et al., 2004] Lee, J.-S., Cho, T.-S., Lee, J., Jang, M.-K., Jang, T.-K., Nam, D., and
Park, C. H. (2004). A stochastic search approach for the multidimensional largest
empty sphere problem.

23



LITERATURA

[Leps, 2009] Leps, M. (2009). Soft computing methods in concrete mix performance ap-
proximation and optimization. Associate Professor Thesis, Faculty of civil engineering,
Czech technical university in Prague.

[Liang et al., 2001] Liang, Y., Fang, K., and Xu, Q. (2001). Uniform design and its ap-
plications in chemistry and chemical engineering. Chemometrics and Intelligent Labo-
ratory Systems, 58(1):43 — 57.

[Montgomery, 2000] Montgomery, D. C. (2000). Design and Analysis of Experiments,
5th Edition. Wiley.

[Morris, 2014] Morris, M. D. (2014). Maximin distance optimal designs for computer
experiments with time-varying inputs and outputs. Journal of Statistical Planning and
Inference, 144(0):63 — 68.

[Mysakova, 2012] Mysakovd, E. (2012). Metody pro tvorbu rovnomeérné rozprostienych
navrhu. Bakaldrska préce, Katedra mechaniky, Fakulta stavebni, Ceské vysoké uceni
technické v Praze.

[Mysakova, 2013] Mysakova, E. (2013). Paralelni evolucni strategie pro vyhodnoceni mi-
niMax kritéria. Soutézni prace, Katedra mechaniky, Fakulta stavebni, Ceské vysoké
uceni technické v Praze.

[Mysakova and Leps, 2011] Mysékovd, E. and Leps, M. (2011). Comparison of space-
filling design strategies. In Proceedings of the 17th International Conference Engineering
Mechanics, pages 399-402. Ustav termomechaniky AV CR.

[Mysakova and Leps, 2012] Mysékova, E. and Leps, M. (2012). Method for constrained
designs of experiments in two dimensions. In Proceedmgs of the 18th International
Conference Engineering Mechanics, pages 222-224. Ustav termomechaniky AV CR.

[Mysékova and Leps, 2013b] Mysékovd, E. and Leps, M. (2013b). Multiobjective mi-
nimax designs of experiments. In Proceedings of the 19th International Conference
Engineering Mechanics, pages 371-379. Ustav termomechaniky AV CR.

[Mysdkova and Leps, 2013c] Mysékovd, E. and Leps, M. (2013c). Uniform Designs of
Experiments for Asymptotic Sampling. In Proceedings of the 4th Conference Nano &
Macro Mechanics, pages 143-150. Praha: Czech Technical University in Prague.

[Mysakovéa and Leps, 2013a] Mysdkova, E. and Leps, M. (Sent for publication, 2013a).
Comparison of parallel evolutionary approaches for minimax metric of designs of expe-
riments. Advances in Engineering Software.

[Mysakova et al., 2012] Mysdkova, E., Leps, M., and Kucerova, A. (2012). A Method
for Maximin Constrained Design of Experiments. In Topping, B. H. V., editor, Procee-
dings of the Eighth International Conference on Engineering Computational Technology.
Civil-Comp Press, Stirlingshire, UK.

[Mysakova et al., 2013] Mysakova, E., Pospisilova, A., and Leps, M. (2013). Multiob-
jective Adaptlve Updating of Surrogate Models. In Proceedmgs of the 19th International
Conference Engineering Mechanics, pages 87-88. Ustav termomechaniky AV CR.

o4



LITERATURA

[Okabe et al., 2000] Okabe, A., Boots, B., Sugihara, K., and Chiu, S. N. (2000). Spatial
tessellations: concepts and applications of Voronoi diagrams. Wiley series in probability
and statistics: Applied probability and statistics. Wiley.

[Persson and Strang, 2004] Persson, P.-O. and Strang, G. (2004). A simple mesh genera-
tor in MATLAB. SIAM Review, 46(2):329-345.

[Petelet et al., 2010] Petelet, M., Tooss, B., Asserin, O., and Loredo, A. (2010). Latin
hypercube sampling with inequality constraints. AStA Advances in Statistical Analysis,
94:325-339. 10.1007/s10182-010-0144-z.

[Piepel, 1988] Piepel, G. (1988). Programs for generating extreme vertices and centroids
of linearly constrained experimental regions. Journal of Quality Technology, 20(2):125—
139.

[Pospisilova and Leps, 2013] Pospisilova, A. and Leps, M. (2013). Multi-Objective Opti-
mization with Asymptotic Sampling for RBDO. In Proceedings of The Third Internati-
onal Conference on Soft Computing Technology in Civil, Structural and Environmental
Engineering. Civil-Comp Press, Stirlingshire, UK.

[Pospisilova et al., 2013] Pospisilovd, A., Mysakova, E., and Leps, M. (2013). Multi-
objective Adaptive DoE for RBDO. In Proceedings of the 11th International Proba-
bilistic Workshop, pages 325-336. Ing. Vladislav Pokorny - LITERA, Brno.

[Prescott, 2008] Prescott, P. (2008). Nearly uniform designs for mixture experiments.
Communications in Statistics - Theory and Methods, 37(13):2095-2115.

[Pronzato and Miiller, 2012] Pronzato, L. and Miiller, W. G. (2012). Design of computer
experiments: space filling and beyond. Statistics and Computing, 22(3):681-701.

[Pronzato and Walter, 1988] Pronzato, L. and Walter, E. (1988). Robust experiment
design via maximin optimization. Mathematical Biosciences, 89(2):161 — 176.

[Rechenberg, 1973] Rechenberg, 1. (1973). Ewvolution strategy: Optimization of technical
systems by means of biological evolution. Fromman-Holzboog, Stuttgart.

[Sacks et al., 1989] Sacks, J., Welch, W., Mitchell, T., and Wynn, H. (1989). Design and
analysis of computer experiments. Statistical Science, 4(4):409-435.

[Sanches, 2005] Sanches, S. M. (2005). Nolhdesigns spreadsheet. Available online via
http://diana.cs.nps.navy.mil/SeedLab/LinkedFiles/NOLHdesigns_v4.xls.

[Schuster, 2008] Schuster, M. (2008). The largest empty circle problem. In Proceedings
of the Class of 2008 Senior Conference, Computer Science Department, Swarthmore
College, pages 28-37.

[Simon, 2003] Simon, M. J. (2003). Concrete mizture optimization using statistical me-
thods: final report. U.S. Dept. of Transportation, Federal Highway Administration,
Research, Development and Technology, Turner-Fairbank Highway Research Center.

25



LITERATURA

[Simon et al., 1997] Simon, M. J., Lagergreen, E. S., and Snyder, K. A. (1997). Con-
crete Mixture Optimization Using Statistical Mixture Design Methods. In Proc. of the
PCI/FHWA, New Orleans, Lousiana, pages 230 — 244.

[Snee, 1979] Snee, R. D. (1979). Experimental designs for mixture systems with multicom-
ponent constraints. Communications in Statistics - Theory and Methods, 8(4):303-326.

[Toropov et al., 2007] Toropov, V. V., Bates, S. J., and Querin, O. M. (2007). Generation
of extended uniform latin hypercube designs of experiments. In Topping, B. H. V., edi-
tor, Proceedings of the Ninth International Conference on the Application of Artificial
Intelligence to Civil, Structural and Environmental Engineering. Civil-Comp Press, Sti-
rlingshire, UK.

[Toussaint, 1983] Toussaint, G. (1983). Computing largest empty circles with location
constraints. International Journal of Computer & Information Sciences, 12:347-358.

[van Dam, 2005] van Dam, E. R. (2005). Two-dimensional minimax latin hypercube de-
signs. Discussion Paper 2005-105, Tilburg University, Center for Economic Research.

[Wynn and Wiggins, 1997] Wynn, C. and Wiggins, A. (1997). The five biggest ideas in
science. Barnes & Noble Books.

26



Priloha A

Piehled prvki (0-5)-dimenzionalniho
simplexu a hyperkrychle

] dimenze \ nazev \ vrcholy \ hrany \ stény \ bunky \ 4-facety \ 5-facety ‘
0 Bod 1
1 Usecka 2 1
2 Trojthelnik 3 3 1
Ctyfstén
3 Tetrszhedron 4 6 4 L
4 4-simplex ) 10 10 ) 1
5 5-simplex 6 15 20 15 6 1

Tabulka A.1: Prehled prvku simplexu pro 0-5 dimenzi.

’ dimenze \ nazev \ vrcholy \ hrany \ stény \ bunky \ 4-facety \ 5-facety ‘
0 Bod 1
1 Usecka 2 1
Ctverec
2 Tetragon 4 4 1
Krychle
3 Hexahedron 8 12 6 1
Teserakt
4 Octachoron 16 32 24 8 1
5 Penterakt 32 80 80 40 10 1
Decateron

Tabulka A.2: Piehled prvku hyperkrychle pro 0-5 dimenzi.

V Tabulkdch A.1 a A.2 uvadime prehled prvku simplexti a hyperkrychli do péti
dimenzi. Vice informaci na [Sim, 2002, Hyp, 2002].
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Priloha B

Algoritmus pro vypocet hodnoty
EMM

V této priloze uvadime algoritmus pro vypocet nejkratsi vzajemné vzdalenosti mezi
body ndvrhu. Diky vhodné indexaci (proménné I a J) je vyéisleni mozné za pomoci
jediného for-cyklu. Algoritmus je soucasti funkce lhsdesign statistického toolboxu pro-
gramu MATLAB.

function s=metrika_EMM_N(x)

[m,p] = size(x);

pp = (m-1):-1:2;

I = zeros(m*x(m-1)/2,1);
I(cumsum([1 ppl)) = 1;
I = cumsum(I);

J = ones(m*(m-1)/2,1);
J(cumsum(pp)+1) = 2-pp;
J(1)=2;

J = cumsum(J);

d = zeros(size(I));
for j=1:p
d=d+ x(I,j)-x0J,j))."2;

end

s = sqrt(min(d));
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Priloha C

Delaunayova triangulace

(a) Ndhodn4 triangulace. (b) Delaunayova triangulace.

Obrazek C.1: Triangulace sady bodu ve 2D. Legenda: modré body - sada navrhovych
bodu; modré trojuhelniky - triangulace; ¢ervené kruznice - kruznice opsané jednotlivym
trojuhelnikum triangulace.

Triangulaci chapeme rozdéleni ¢asti roviny dané sadou bodu na trojuhelniky. Samotny
pojem je vhodny pro 2D, princip je vSak pouzitelny v n-dimenzionalnim prostoru: takovy
prostor poté rozdélujeme na n-dimenzionalni simplexy (trojuhelnik je 2-dimenzionalni
simplex). Pro danou sadu bodu existuje velké mnozstvi takovych teseni. Obrazek C.1
ukazuje dvé moznosti. Delaunayova triangulace (DT) [Devadoss and O’Rourke, 2011] je
dulezitym a ¢asto pouzivanym typem triangulace. Mezi jeji vlastnosti patii, ze kruznice
opsand kazdému z trojuhelniku triangulace (v nD: hyperkoule opsand kazdému ze sim-
plexu) tvofenému tiemi body (v nD: n+ 1 body) ze zadané sady neobsahuje zadny dalsi
z téchto bodu. To je patrné na srovnani Obrazka C.la a C.1b. Delaunayova triangulace
maximalizuje minimalni tihel v jednotlivych trojihelnicich pro zabranéni vzniku tzkych
trojuhelniku.

Dalsi ze znamych vlastnosti Delaunayovy triangulace je jeji dualita s Voronoiovym
diagramem (VD) [Joe and Wang, 1993]. Voronoiuv diagram rozdéluje rovinu se zadanou
sadou bodt na oblasti (Voronoiovy buiiky) podle toho, ke kterému ze zadanych bodu maji
body roviny nejblize. Jinymi slovy, méme-li zaddnu sadu bodu P = {pi, ..., pi,---,Pn},
Voronoiova bunka V' C; je mnozina bodu v roviné takovych, ze jejich vzdélenost k za-
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PRILOHA C. DELAUNAYOVA TRIANGULACE

danému bodu p; je mensi nez ke vSem ostatnim zadanym bodum p;, j # ¢. To je ukdzano
na Obrazku C.2. Jednotlivé Voronoiovy bunky se stykaji v hranach a vrcholech. Prave
tyto Voronoiovy vrcholy odpovidaji stfedum opsanych kruznic jednotlivych trojuhelniku
Delaunayovy triangulace.

Obréazek C.2: Dualita Delaunayovy triangulace a Voronoiova diagramu. Legenda: modré
body - sada navrhovych bodu; modré trojuhelniky - triangulace; ¢erné tisecky - Voronoiuv
diagram (Voronoiovy hrany); ¢erné body - Voronoiovy vrcholy; zelend oblast - Voronoi-
ova bunka odpovidajici zelenému navrhovému bodu; ¢ervend kruznice - kruznice opsana
jednomu z trojuhelniku triangulace.
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Priloha D

Plosné souradnice

ll == APBC/A
lo = ApcalA
ls = Apag/A

xp =lixy+ lbaxg + 3z
yp = liya + by + l3yc

Al v c Blxy vy
Obréazek D.1: Plosné soutadnice.

Plosné (trojuhelnikové, barycentrické) souradnice poprvé predstavil August Ferdinand
Mébius (1790 - 1816) ve své knize The Barycentric Calculus [Fauvel et al., 1993]. Mame-li
dany trojihelnik ABC', plosné soutadnice libovolného bodu P jsou dany pomérem plochy
trojuhelniku tvofeného bodem P a jednotlivymi stranami trojihelniku ABC a plochy
samotného trojuhelniku ABC' (Obrazek D.1).

Plosné souradnice tak odpovidaji soutadnicim v trojosé soustavé (Obrazek D.2 vlevo).
Transformace mezi kartézskymi souradnicemi a plosSnymi soutadnice je dana rovnici:

1 1 1 1 1
T, p=| x4 Tp 2Zc ly (D.1)
Yp Yya Y Yo I3

Soucet plosnych souradnic bodu je vzdy roven jedné (viz Obréazek D.2 vpravo s piiklady
bodu a jejich plosnych souradnic). Bod lezici mimo dany trojihelnik ma nékteré (jednu
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PRILOHA D. PLOSNE SOURADNICE

(0,0,1)

(1/2,0,1/2) J. .(.1./%11./.‘&11./.2.). <. -\ (0,1/2,1/2)

~(~1“/3¢1}3,1-/é)‘
' Je ‘

(/zazanday /g2

1 (1,0,0) (1/2,1/2,0) (0,1,0)

Obrazek D.2: Trojosy soufadnicovy systém (vlevo) a plosné soutadnice (vpravo).

nebo dvé) plosné souradnice zaporné. Toho lze vyuzit pravé pro urceni, zda bod lezi
uvnitf nebo vné zadaného trojihelniku nebo obecné simplexu (pfi rozsiteni do nD). Déle,
mame-li ztriangulovany néavrhovy prostor a bod, u néhoz chceme zjistit, zda lezi uvnitt
nebo vné této domény, muzeme spocist plosné souradnice ke vSem simplexum triangulace
a rozhodnout: bod lezi uvnitt navrhové domény, pokud v triangulaci existuje simplex
takovy, ze plosné souradnice k nému vztazené jsou vsechny kladné (Obrazek D.3).

[-0.2,1.4,-0.2]

[0.2,0.2,0.6]

[1.2,-0.6,0.4]

Obréazek D.3: Uréeni polohy bodu pomoci plosnych soufadnic. Cerveny bod lezi uvnitf
navrhového prostoru, nebot je v triangulaci trojihelnik, vzhledem ke kterému m4 feseny
bod v8echny plosné soufadnice kladné (obrazek vlevo). Zeleny bod lezi mimo doménu,
nebot jeho plosné soutradnice ke vSem trojihelnikiim triangulace obsahuji zdpornd cisla
(obrazek vpravo).
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Priloha E

Vypocet hodnoty kritéria miniMax
7

v regularnim prostoru

Obrazek E.1: miniMax 1. Legenda: ¢erné body - navrhové body; ¢erné usecky - Voro-
noiuv diagram; ¢ervené body - vrcholy Voronoiova diagramu; zelené body - pruseciky
hran Voronoiova diagramu s hranicemi feSené domény; modré body - vrcholy domény;
cervené, zelené a modré kruznice - nejvetsi prazdné kruhy se stiedy v ¢ervenych, zelenych
a modrych bodech; purpurova kruznice - nejvétsi prazdny kruh; purpurovy bod - stied
nejvétstho prazdného kruhu. Obréazky slouzi pro ilustraci prubéhu metody, popisky os jsou
proto vynechany.

E.1 Presné reseni

Presnou hodnotu kritéria miniMax lze ziskat pomoci Voronoiova diagramu. Stied
nejvétsi prazdné koule (jejiz polomér odpovidd hodnoté mM) lezi v nékterém z vrchola
Voronoiova diagramu, nebo pruniku hrany Voronoiova diagramu s hranici fesené domény.

Ve 2D je vSechny tyto kandidétni body mozné najit ,rucné®. Jsou to vrcholy Voro-
noiova diagramu, prusec¢iky hran Voronoiova diagramu se ¢tyimi stranami fesené domény
(ve 2D ctverce) a ctyfi vrcholy fesené domény [Schuster, 2008, Toussaint, 1983]. Zde tuto
metodu oznacujeme jako miniMax I a jeji prubéh je znazornén na Obrazku E.1. Ve vyssich

"C4st této kapitoly byla publikovéna v [Mysédkova and Leps, 2013a] a v [Mysékové, 2013].
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PRILOHA E. VYPOCET HODNOTY KRITERIA MINIMAX V REGULARNIM
PROSTORU

Obréazek E.2: miniMax II. Legenda: velké ¢erné body - navrhové body; malé ¢erné body -
ozrcadlené navrhové body; cerné tisecky - Voronoiuv diagram; ¢ervené body - vrcholy Vo-
ronoiova diagramu lezici uvniti nebo na hranici feSené domény; cervené kruznice - nejveétsi
prazdné kruhy se stredy v ¢ervenych bodech; purpurova kruznice - nejvétsi prazdny kruh;
purpurovy bod - stfed nejvétsiho prazdného kruhu.

VVVVVV

gramu s hrani¢nimi objekty feSené domény neni tr1v1aln1 a je nutné vzit v ivahu i vSechny
vrcholy fesené hyperkrychle.

V élanku [Pronzato and Miiller, 2012] je popsana jind metoda pro nalezeni presného
feseni. Ndvrhové body jsou zrcadleny skrz vsechny (n — 1)-facety (kde n znaéi pocet
dimenzi prostoru) a az nasledné je sestrojen Voronoiuv diagram. Kandid4dtnimi body jsou
pak ty vrcholy Voronoiova diagramu lezici uvnitf nebo na hranici feSené domény. Tuto
metodu ilustruje Obrazek E.2 a oznacujeme ji jako miniMax II. Zrcadleni zarucuje, ze
i body na hranici a ve vrcholech domény budou uvedeny mezi kandidatnimi body. I tato
metoda vSak ma své limity. Sestrojeni Voronoiova diagramu je ve vyssich dimenzich velice
narocné (¢asové i pameétove) a zrcadleni (kazdy bod musi byt ozrcadlen (2n)-krat) tyto
naroky jesté zvysuje. To dokumentuje i Tabulka E.1 - v nizsich dimenzich jsou exaktni
metody efektivnéjsi, ve vyssich dimenzich ale jejich pamétové nroky vyrazné rostou.

Problémy, se kterymi se setkavame v inzenyrské praxi, jsou vSak zpravidla multidimen-
zionalni, proto potfebujeme metody schopné pracovat i v takovych navrhovych prostorech.

E.2 Sériova evolucni strategie

Jednou z moznosti je odhadnout hodnotu miniMax pomoci heuristické nebo meta-
heuristické metody. My jsme zvolili evoluéni strategii (ES). Jednd se o metodu zalozenou
na principech zndmych z piirody - pfizpusobovani (adaptation), mutace (mutation), kiizeni
(crossover) a vybér (selection). Tato technika byla vyvinuta v 60. a 70. letech 20. stoleti
Rechenbergem, Schwefelem a jejich spolupracovniky, vice informaci v [Rechenberg, 1973|
nebo [Béack and Schwefel, 1995].

Zakladem procedury je cyklus, jehoz iterace jsou nazyvany generace. Kazda gene-
race obsahuje populaci slozenou z jednotlivych chromosomu - bodu, které pokryvaji
fesenou doménu. Cilové funkce je pak vyhodnocena pro kazdy chromosom (s parame-
try odpovidajicimi souradnicim chromosomu). Nové populace (,potomci“) je odvozena
z predchozi populace (,rodice*) pomoci mutace a kiizeni. Rozlisuji se dva typy: v (u, A)-
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Obrazek E.3: Sériova evolucni strategie. Legenda: cerné body - navrhové body; ¢ervené
body - ,rodic¢e“; modré body - ,potomci“; purpurovy bod - stifed nejvétsiho prazdného
kruhu; purpurové kruznice - nejvétsi prazdny kruh.

ES je nové generace odvozena z potomku z predchozi generace, v (u+ \)-ES ze sjednocent
rodi¢u a potomku z predchozi generace. Pocet generaci muze byt stanoven uzivatelem
pevné, nebo je pro algoritmus uréeno zastavovaci kritérium.

(u+A)-evoluéni strategie pouzita zde je inspirovéna clankem [Lee et al., 2004]. Nejprve
je vytvorena vychozi populace. Ta by méla rovnomérné pokryvat cely prostor, proto je vy-
tvofena pomoci LHS (latin hypercube sampling). Jelikoz se zde zaméfujeme na porovnani
¢asové narocnosti vlastniho cyklu evoluéni strategie (sériové vs. paralelni), je pocatecni po-
pulace vytvorena pomoci funkce 1hsdesign ze statistického toolboxu programu MATLAB
ve vychozim nastaveni tak, aby nebyl celkovy ¢as timto procesem vyrazné ovlivnén. Po-
tomci jsou odvozovani pomoci mutace - pri¢tenim normdlné rozdélenych (prumeér roven
nule, standardni odchylka klesajici s poradim cyklu) ndhodnych ¢isel k rodi¢ovské popu-
laci. Nasledné jsou ze sjednoceni rodicovské populace a potomku vytvoreny nahodné pary
a z kazdého tohoto paru je do nové rodicovské populace vybran ten chromosom, ktery ma
delsi vzdalenost k nejblizsimu navrhovému bodu. Toto vybérové schéma uptednostiuje
lepsi jednotlivee k postupu do dalsi generace. Metoda je zndzornéna na Obrazku E.3. Je
na ném patrné, jak se populace priblizuje k hledanému reseni.

Metoda je robustni a uzivatel muze volit velikost populace i pocet generaci podle
dimenze tfeSeného problému. Presto je ve vysSich dimenzich obtizné prozkoumat celou
fesenou doménu. To by méla zajistit dale popsana paralelni metoda.
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Obrazek E.4: Paralelni evoluc¢ni strategie - zpusoby déleni na subdomény ve 3D s k = 5,
kde k je pocet intervali na délené hrané domény.

E.3 Paralelni evolucni strategie

Paralelizovat evolué¢ni strategii lze dvéma zpusoby: za prvé, muze probihat nékolikeré
hledéani v celé doméné paralelné nezavisle na sobé; za druhé, reSenou doménu muzeme
rozdélit na mensi celky - subdomény - a hledani pomoci ES pak probiha paralelné v téchto
subdoménach. Zde je zvolena druh& z moznosti.

Doménu lze délit nékolika zpusoby, jak ukazuje Obrazek E.4. Prvni z uvedenych variant
je pravdépodobné nejvhodnéjsi k zaruceni prohledani celého prostoru. Pocet vzniklych
subdomén je potom k", kde k oznacuje pocet intervalu na délené hrané domény. Mnozstvi
subdomén tedy roste velice rychle s dimenzi fesené domény a v piipadé vyssich domén
je tedy nutné pouzit nékterou z dalsich alternativ déleni. Zde je pouzita prvni varianta
déleni na subdomény s k = 2. Pocet chromosomu v populaci je zvolen 10n.

Popsanou metodu znézornuje Obrazek E.5. Nékolik subdomén je tedy feseno zaroven
paralelné na jednotlivych CPU. Z kazdé subdomény obdrzime kandidatni feseni/bod
(Obrazek E.6), jako stfed nejvétsi prazdné koule (jeji polomeér je pak hodnota mM) je
z téchto bodu oznacen ten, ktery ma nejdelsi vzdalenost k bodum navrhu.

Obrazek E.5: Paralelni evoluéni strategie ve 2D s k = 3. Legenda: cerné body - navrhové
body; ¢ervené body - ,rodice“; modré body - ,potomci®; bilé body - v kazdé subdoméné
bod nejvice vzdaleny od navrhovych bodu; purpurovy bod - stfed nejvétsiho prazdného
kruhu; purpurova kruznice - nejvétsi prazdny kruh.
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Obrazek E.6: Paralelni evolucni strategie. Legenda: cerné body - navrhové body; bilé
body - v kazdé subdoméné bod nejvice vzdaleny od navrhovych bodu; teckované kruznice
- nejvetsi prazdné kruhy se stiedy v bilych bodech; purpurovy bod - stfed nejvétsiho
prazdného kruhu; purpurova kruznice - nejvétsi prazdny kruh.

E.4 Porovnani a shrnuti

K porovnani predstavenych metod byly pouzity tii typové piiklady: (i) 2D névrh s 27
body prevzaty z [van Dam, 2005], (ii) 6D navrh se 17 body a (iii) 12D néavrh s 65 body.
Tvorba uvedenych 6D a 12D ndvrhu je popsana v [Cioppa and Lucas, 2007] a vysledné
navrhy byly stazeny ze [Sanches, 2005].

Nejprve byly jednotlivé metody porovnany z pohledu vypocetnich naroktu. Ty jsou
uvedeny v Tabulce E.1. Jednd se o prumérné hodnoty z 10 nezavislych spusténi kazdé
procedury. Je zfejmé, ze v nizkych dimenzich jasné vitézi metody poskytujici presné feseni
(oznaceny miniMax I a miniMax II). Jiz v 12D pifkladu ovSem nestaci operacni pamét
kvili extrémni naroc¢nosti sestrojeni Voronoiova diagramu. Sériova verze evoluéni strategie
je pri zvolené velikosti populace a poc¢tu generaci vice nez 20krat pomalejsi nez exaktni
metody. Efektivita paralelni verze je pak ve 2D piipadé nulova. Komunikace v pocitaci
nutna k rozdéleni problému na jednotlivé subdomény zde casové vysoce prevysuje samotny

2D | 6D | 12D
metoda cas [s]

miniMax I 0,007 — -

miniMax 11 0,004 | 2,265 | - (vycerpdno 12 GB RAM)

ES miniMax - sériova 0,183 | 47,193 2489,557

ES miniMax - paralelni - 2 CPU | 7,338 | 36,634 1455,274
ES miniMax - paralelni - 4 CPU | 7,489 | 22,617 756,122
ES miniMax - paralelni - 8 CPU | 7,935 | 15,774 404,693

Tabulka E.1: Casova narocnost metod vyéisleni kritéria miniMax.
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Obrazek E.7: Speed-up paralelni ES pro vypocet hodnoty miniMax: 6D, 17 bodu - 60

chromosomu, 12800 generaci, 64 subdomén (vlevo) a 12D, 65 bodu - 120 chromosomi,
204800 generaci, 4096 subdomén (vpravo).

vypocet a celkovy potiebny c¢as tu dokonce roste s poctem pouzitych CPU. Zajimaveéjsi
je vSak situace ve vyssich dimenzich. Obrazek E.7 ukazuje speed-up (zavislost zrychleni
vypoétu na poctu vyuzitych CPU) pro 6D a 12D problémy. Se zvysujici se dimenzi se ¢as
potiebny ke komunikaci mezi jednotlivymi CPU stava zanedbatelnym a paralelni metoda
zde dosahuje témér linearniho speed-upu.

Nyni metody porovndme z pohledu kvality ziskaného teseni - hodnoty kritéria mini-
Max. Pripomenme, Ze evoluéni strategie je stochasticky algoritmus s ndhodnym chovanim
a hodnota ji ziskand je tedy pouze odhadem - presna hodnota muze byt vyssi. V nizsich

12D, 65 bodl - 120 chromosomu, 204800 generaci, 4096 subdomén

‘ ‘
1.57F e __ f
1,56 ' .
1.55+ R

T 154) 1
1.53F R
1.52r f
1.51F R

sériO\‘/é ES paralélni ES

Obrazek E.8: Boxplot hodnot mM ziskanych uvedenymi metodami pro problém ve 12D.
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Obrazek E.9: Vyvoj hodnoty mM v prubéhu vypoctu pro 10 spusténi ES. Legenda: modré
kiivky - sériovd verze; cervené kiivky - paralelni verze (8 CPU).

dimenzich, tedy ve 2D a 6D piikladu poskytuji nase metody zalozené na ES (sériova
a paralelni) presné feseni pii vSech 10 spusténich. Pro 12D problém piesnou hodnotu
mM nezname. Obrazek E.8 ukazuje boxplot hodnot kritéria miniMax ziskanych pomoci
obou verzi evoluéni strategie. Sériova verze je nékdy schopnd nalézt presnéjsi reseni (vyssi
hodnotu odhadu mM), vykazuje vSak vySsi rozptyl v porovnéni s verzi paralelni resici
problém v jednotlivych subdoménéch. Poznamenejme, ze celkovy pocet provedenych ite-
raci a vypoctu vzdalenosti byl shodny pro sériovou verzi i pro verzi paralelni (soucet
poctu generaci v jednotlivych subdoménéch je shodny s po¢tem generaci v sériové verzi).
Srovnani metod z hlediska realného casu ukazuje Obrazek E.9. Sériova verze ES se zdd
byt velmi rychld z pohledu nalezeni kvalitniho feSeni. Vysledek je vSak ze znacné ¢asti dan
,Stéstim® v zasazeni oblasti stfedu nejvétsi prazdné koule (ten se velmi ¢asto nachazi na
hranici fesené domény). Paralelni verze ztraci urcity ¢as na zac¢atku vypoctu rozdélenim
prostoru na subdomény a komunikaci nutnou k paralelizaci. Poté vSak paralelni verze
poskytuje robustnéjsi feSeni s mensim rozptylem.

Byly predstaveny dvé tradicni metody poskytujici pfesné feseni miniMax kritéria
spolecné s algoritmem evolucni strategie v sériové a paralelni verzi. Ten poskytuje od-
had hodnoty kritéria. Nase vysledky ukazuji, zZe v nizsich dimenzich navrzené metody
zalozené na ES presné feSeni naleznou. Ve vyssich dimenzich pak bez problému s nedo-
statkem opera¢ni pameéti (typické pro exaktni metody vyuzivajici Voronoiuv diagram)
poskytuji odhad hodnoty mM . Paralelni verze predstavuje zpusob ,rozparcelovani®, tedy
rozdéleni celé fesené domény na mensi subdomény. Tato verze dosahuje ve vyssich di-
menzich témér linearniho speed-upu a odhady ji ziskané maji mensi rozptyl v porovnani
se sériovou verzi (kde je fesena celd doména najednou).
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Ruc¢ni vypocet hledani vrcholu
polytopu pomoci LP
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Obrazek F.1: Simplexova tabulka obecné. Zakladem simplexové tabulky je rozsifena ma-
tice soustavy (A[b). Radek ¢’ obsahuje cenové koeficienty, sloupec t; oznacuje potadi
sloupcu matice A, které tvori bazi a sloupec cg cenové koeficienty odpovidajici témto
sloupctim. V fddku (2 — ¢)” najdeme relativnf ceny a v poli L aktudlni hodnotu téelové
funkce.

Simplexové tabulky uvedené na Obréazcich F.2, F.3, F.4 a F.5 zndzornuji feseni tlohy
hledani krajnich bodu mnoziny pripustnych feseni pomoci simplexové metody linearniho
programovani [Demel, 2011].

Usporadani tabulek odpovida obecnému schématu uvedenému na Obrazku F.1. Nezna-
mé x1, To, vz odpovidaji hledanym neznamych ze zadani tlohy, neznamé x4 - 17 jsou
tzv. doplikové a neznamé x5 - 16 nazyvame umelé.

Cenové koeficienty (odpovidajici normadle tcelové funkce) byly zvoleny rovny 1, coz
onu ucelovou funkci ¢ini nepodstatnou a neni tak preferovan zadny smér hledani krajnich
bodu. Je tak zaruceno, ze budou nalezeny vsechny, a to moznymi kombinacemi sloupcu
matice A v bazi (sloupce v bézi jsou zvyraznény ruzovym podbarvenim).

Touto metodou bylo nalezeno vsech Sest krajnich bodii mnoziny piipustnych fesent,
coz odpovida jak vysledku z referenci, tak vysledku grafické metody.
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0 11 0 0 0 -1,2 0 0 0 0 0 0,1 1 -9 1,2 0 0 -1 0,22
1 3 0 0 1 -0,5 0 0 0 0 0 0,1 0 -9 0,5 0 0 0 0,55
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

Obréazek F.4: Simplexové tabulky ¢. 7-9.
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1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000
0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0
1 1 1 0 0 0 0 0,67 0 0 0 -0,07 0 6,67 0 -0,67 0 0
0 5 0 0 0 0 1 -0,67 0 0 0 0,07 0 -6,67 0 0,67 0 0
10 1 2 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0o 7 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 8 0 0 0 0 0 -0,33 0 1 0 -0,07 0 5,67 0 0,33 0 0
0 4 0 0 0 1 0 0,67 0 0 0 -0,07 0 6,67 -1 -0,67 0 0
0 11 0 0 0 0 0 0,8 0 0 0 0,02 1 -1 0 -0,8 0 -1
1 3 0 0 1 0 0 0,33 0 0 0 0,07 0 -5,67 0 -0,33 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000
0 9 0 0 0 0 -15 10 0 0 1 0 0 100 0 -10 -1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 15 -10 0 0 0 1 0 -100 0 10 0 0
1 1 2 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0o 7 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 8 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 0
0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 11 0 0 0 0 -0,3 1 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 -1
1 3 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000
0 6 0 0 0 0 -1,5 1 0 0 0,1 0 0 10 0 -1 -0,1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0
> 1 2 0 1 0 0 -1,5 0 0 0 0,1 0 0 10 0 0 -0,1 0
0o 7 0 0 0 0 1,5 0 1 0 -0,1 0 0 -10 0 0 0,1 0
0 8 0 0 0 0 -0,5 0 0 1 0,1 0 0 9 0 0 -0,1 0
0o 4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 11 0 0 0 0 1,2 0 0 0 -0,1 0 1 -9 0 0 0,1 -1
1 3 0 0 1 0 0,5 0 0 0 -0,1 0 0 -9 0 0 0,1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000
vrcholy pfipustné domény:
0,333 0,100 0,100 0,267 0,500 0,500
(x4) 0,500 (x2) 0,570 (x3) = 0,350 (xa) = 0,100 (xs) = 0,100 (s) = 0,250
0,167 0,330 0,550 0,633 0,400 0,250

Obréazek F.5: Simplexové tabulky ¢. 10-12.
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