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Abstrakt

Návrh experiment̊u - design of experiments (DoE) představuje základńı a ned́ılnou část

experimentováńı v mnoha oblastech vědy a výzkumu stejně jako v procesu optimali-

zace výrobńıch proces̊u i výrobk̊u samotných. Má zásadńı význam při tvorbě a tes-

továńı metamodel̊u, v citlivostńı analýze či ve spolehlivostńıch výpočtech. V této práci se

věnujeme př́ıpad̊um, v nichž jsou na vstupńı parametry experimentu kladeny omezuj́ıćı

podmı́nky, jež čińı tyto parametry vzájemně závislými. Takové omezuj́ıćı podmı́nky měńı

tvar návrhového prostoru z regulárńıho prostoru hyperkrychle na prostor obecně nepra-

videlný. Speciálńım př́ıpadem experimentu s omezeńım je návrh směsi, ve kterém tvoř́ı

jednotlivé vstupńı parametry (zastoupeńı složek směsi) jednotkový objem nebo hmotnost.

V práci se věnujeme metodám tvorby návrh̊u experiment̊u v omezených návrhových

prostorech a jejich hodnoceńı. Pro to jsou zvolena dvě kritéria zaměřená na rovnoměrnost

pokryt́ı návrhového prostoru - kritérium Euklidovské Maximin vzdálenosti (EMM) a krité-

rium miniMax (mM). Každé z těchto kritéríı je schopné jasně poukázat na závažné

nedostatky návrhu. Vyhodnoceńı druhého ze jmenovaných kritéríı nav́ıc samo o sobě

představuje problém, jemuž se v práci věnujeme.

Jednotlivé metody tvorby návrh̊u aplikované na několik konkrétńıch ilustračńıch př́ı-

klad̊u jsou v práci porovnány z pohledu kvality výsledných návrh̊u (pomoćı uvedených

kritéríı) a časové náročnosti.
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Abstract

Design of experiments (DoE) creates an essential and integral part of any experimen-

tation in many fields of science research and optimization of production processes and

products themselves. It is also essentially important for meta-models development, sensi-

tivity analysis or probability calculations. This thesis is focused on cases with limiting

conditions put on input parameters like dependency of input parameters. Presence of li-

miting conditions changes shape of design space from regular hypercube to a generally

irregular constrained design space. A special case of this type of experiment is a mixture

experiment, where individual parameters (ingredients) form a unity volume or weight.

In this thesis we are focused on methods for creation of experimental designs in con-

strained design spaces as well as on their ranking. For this purpose two space-filling criteria

are chosen - Euclidean Maximin distance (EMM) and criterion miniMax (mM). Both

these criteria are able to point out serious shortcomings of the design. Evaluation of the

second mentioned criterion is a problem itself which is also discussed in this thesis.

Individual methods for creation of experimental designs applied on several illustrative

examples are compared in terms of quality of resulting designs (evaluated by mentioned

criteria) and computational demands.
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1.3 Návrhy v obecných omezených spojitých prostorech . . . . . . . . . . . . . 17
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4.1 Kolmý pr̊umět na facetu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.4 Porovnáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

8



OBSAH
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5.2.2 Šestisložková směs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6 Implementace 44
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D Plošné souřadnice 61
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4.7 Porovnáńı zp̊usob̊u vraceńı bod̊u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Kapitola 1

Úvod

”
Žádné množstv́ı experiment̊u nem̊uže prokázat, že mám pravdu; jediný stač́ı k pro-

kázáńı opaku.“1

Albert Einstein.

Prováděńı experiment̊u je nepostradatelnou a nesčetněkrát opakovanou činnost́ı nejen

každého vědce, programátora, návrháře, výrobce, ale i člověka v každodenńım životě.

Experimentem chápeme provedeńı testu za určitých podmı́nek s ćılem zjǐstěńı odezvy.

Př́ıkladem nám může být chemický experiment, ve kterém voĺıme zastoupeńı jednot-

livých sloučenin a zjǐst’ujeme např́ıklad množstv́ı uvolněné energie při reakci. Nebo návrh

výrobku, kdy voĺıme rozměry jednotlivých prvk̊u a zaj́ımá nás vliv takové volby např́ıklad

na pevnost nebo životnost. Za experiment ovšem můžeme považovat i pečeńı nového

moučńıku - voĺıme množstv́ı (poměry) jednotlivých surovin a zjǐst’ovanou odezvou může

být zpracovatelnost těsta nebo chutnost výsledného produktu. Experiment tedy slouž́ı ke

zjǐstěńı odezvy (reakce) nějakého systému na určité hodnoty vstupńıch parametr̊u, respek-

tive k źıskáńı představy o chováńı takového systému (a následně k vyšš́ı pravděpodobnosti,

že budeme schopni chováńı systému v r̊uzných situaćıch správně předv́ıdat). V ideálńım

př́ıpadě bychom tedy provedli co největš́ı množstv́ı experiment̊u (s r̊uznými vstupńımi pa-

rametry) a źıskali tak informaci, jak systém zareaguje v r̊uzných situaćıch. Ve skutečnosti

bývá ovšem počet experiment̊u, jež je možné provést, značně limitován (z d̊uvod̊u fi-

nančńıch, časových, či faktických). Je proto zapotřeb́ı věnovat značnou pozornost vhodné-

mu naplánováńı experiment̊u, konkrétně volbě kombinaćı hodnot vstupńıch parametr̊u pro

jednotlivá provedeńı. K tomu slouž́ı návrh experiment̊u - design of experiments (DoE).

Návrh experiment̊u je soubor návrhových bod̊u (jejich počet odpov́ıdá počtu možných

uskutečněńı experimentu), jejichž souřadnice odpov́ıdaj́ı konkrétńım hodnotám vstupńıch

1Původně
”
No amount of experimentation can ever prove me right; a single experiment can prove me

wrong.“ Albert Einstein [Wynn and Wiggins, 1997].
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KAPITOLA 1. ÚVOD

Obrázek 1.1: Návrh experiment̊u. Obrázek vlevo ukazuje návrh experiment̊u ve 2D.
Obrázek vpravo pak zachycuje aplikaci návrhu experiment̊u - určeńı odezvy systému
(červené body) v návrhových bodech (černé body). Pro ilustraci byla použita funkce
peaks dostupná v programu MATLAB.

parametr̊u (proměnných). V těchto bodech je následně provedeno vyč́ısleńı (proveden ex-

periment s odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami parametr̊u). Obrázek 1.1 znázorňuje návrh experi-

ment̊u se dvěma vstupńımi parametry.

Tvorbě návrhu experiment̊u je třeba věnovat značnou pozornost; je zřejmé, že v zá-

vislosti na použitém návrhu můžeme źıskat značně odlǐsnou představu o chováńı systému.

Obrázek 1.2 ukazuje rozd́ılné návrhy z pohledu rovnoměrnosti pokryt́ı návrhového pro-

storu. Použit́ım návrhu vpravo bychom jistě źıskali o chováńı systému lepš́ı představu.2
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Obrázek 1.2: Porovnáńı návrh̊u experiment̊u. Vlevo nekvalitńı návrh, vpravo návrh rov-
noměrně pokrývaj́ıćı návrhový prostor (návrhovou doménu).

2Existuj́ı samozřejmě př́ıpady, kdy neńı jediným kritériem pro hodnoceńı návrhu rovnoměrnost
pokryt́ı návrhového prostoru. V mnoha aplikaćıch je záměrně

”
zahušt’ován“ návrhovými body určitý

konkrétńı prostor v návrhové doméně.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

Obecně je u návrh̊u experiment̊u d̊uraz kladen předevš́ım na zmı́něnou rovnoměrnost

pokryt́ı (space-filling) a ortogonalitu.

Je třeba zmı́nit, že návrhy experiment̊u se lǐśı rovněž podle toho, pro jakou aplikaci jsou

určeny. Jak již bylo zmı́něno, setkáváme se s touto problematikou v mnoha oblastech lidské

činnosti. Původně byly návrhy experiment̊u použity v chemii, dnes se s nimi setkáváme

kromě vědeckých discipĺın v mnoha odvětv́ıch pr̊umyslu i ve službách či v marketingu.

Nezastupitelnou roli hraj́ı v experimentech poč́ıtačových (simulaćıch), ve spolehlivostńıch

výpočtech, či citlivostńıch analýzách. O reálných experimentech (fyzikálńıch, chemických

[Liang et al., 2001]...), jejich navrhováńı i analýze pojednává kniha [Montgomery, 2000],

poč́ıtačovým experiment̊um se pak věnuj́ı např́ıklad autoři v [Sacks et al., 1989] nebo

[Fang et al., 2006]. Rozd́ıl mezi experimenty reálnými a poč́ıtačovými je možné demon-

strovat např́ıklad na tom, zda pro stejné kombinace vstupńıch parametr̊u obdrž́ıme stej-

nou odezvu systému. U poč́ıtačových experiment̊u tomu tak zpravidla je (pokud neńı

do modelu záměrně vložen nějaký prvek náhodnosti), zat́ımco u reálných experiment̊u

toto platit nemuśı. Proto je např́ıklad odlǐsně nahĺıženo na př́ıtomnost duplikovaných

návrhových bod̊u v návrźıch experiment̊u pro jednotlivá odvětv́ı.

1.1 Návrhové prostory

Tvorba návrh̊u experiment̊u se lǐśı předevš́ım v závislosti na tvaru návrhového pro-

storu. Ten je dán všemi př́ıpustnými kombinacemi hodnot vstupńıch parametr̊u. V př́ıpadě,

že jsou jednotlivé návrhové parametry (proměnné) nezávislé a každý z nich má zadané

určité rozděleńı, je návrhovým prostorem hyperkrychle (Obrázek 1.3a). I v př́ıpadě, že pa-

rametry nemaj́ı stejné rozděleńı, můžeme návrh experiment̊u vytvořit rovnoměrný v jed-

noduché hyperkrychli [0, 1]n (kde n je dimenze/počet parametr̊u) a jednotlivé parame-

try pak pomoćı inverzńı kumulativńı distribučńı funkce převést do zadaného rozděleńı

[Myšáková and Lepš, 2013c], jak je znázorněno na Obrázku 1.4.

Velmi častým př́ıpadem experimentu s omezeńım je návrh směsi (mixture experiment),

ve kterém tvoř́ı jednotlivé vstupńı parametry jednotkovou váhu či objem. Tomuto typu

(a) Hyperkrychle. (b) Simplex. (c) Polytop.

Obrázek 1.3: Tvary návrhových prostor̊u ve 3D.
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hyperkrychle (ve 2D: čtverec).
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(b) Převedeńı do zadaných rozděleńı: 1. parametr
(osa x1) - normálńı rozděleńı (µ = 0, σ = 1), 2.
parametr (osa x2) - exponenciálńı rozděleńı (µ = 1).

Obrázek 1.4: Transformace návrhu z regulárńıho prostoru hyperkrychle [0, 1]n (kde n je
dimenze/počet parametr̊u) do prostoru daného zadanými rozděleńımi jednotlivých para-
metr̊u.

experimentu odpov́ıdá návrhový prostor ve tvaru simplexu (Obrázek 1.3b). Vı́ce se tomuto

druhu experimentu věnuje následuj́ıćı Sekce.

Jsou-li zadány jiné nebo daľśı omezuj́ıćı podmı́nky, je návrhovým prostorem polytop3

(Obrázek 1.3c).

Zásadńı rozd́ıl v tvorbě návrh̊u experiment̊u (a v podobě návrhového prostoru) je

x
1

x
2

x
1

x
2

(a) Spojitý návrhový prostor
je dán nekonečným počtem
př́ıpustných kombinaćı
vstupńıch parametr̊u (modrá
plocha).

x
1

x
2

x
1

x
2

(b) Diskrétńı návrhový
prostor je dán konečným
počtem př́ıpustných kombi-
naćı vstupńıch parametr̊u
(modré body).

Obrázek 1.5: Př́ıklady spojitého a diskrétńıho omezeného návrhového prostoru ve 2D.

3V této práci uvažujeme pouze konvexńı polytopy.
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rovněž dán t́ım, zda mohou jednotlivé parametry nabývat libovolných hodnot v rámci

svých meźı - jsou spojité, či zda je počet př́ıpustných hodnot konečný - jsou diskrétńı.

Rozd́ıl ukazuje Obrázek 1.5.

1.2 Návrh směsi

Speciálńı, ale velmi častý př́ıpad experimentu s omezeným návrhovým prostorem je

návrh směsi. Je dán omezuj́ıćı podmı́nkou

x1 + x2 + ...+ xn = 1, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ..., n , (1.1)

kde n odpov́ıdá počtu složek dané směsi. Tato samotná podmı́nka určuje tvar návrho-

vého prostoru jako (n− 1)-dimenzionálńı simplex (Obrázek 1.3b a 1.6). Hodnoty jednot-

livých parametr̊u (zastoupeńı složek směsi) je dáno plošnými (trojúhelńıkovými, barycen-

trickými) souřadnicemi bod̊u v simplexu [Cruise, 1966] (v́ıce v Př́ıloze D). Jejich počet je

vždy o jednu vyšš́ı než dimenze odpov́ıdaj́ıćıho simplexu. Např́ıklad návrhu směsi s pěti

složkami tedy odpov́ıdá návrhový prostor ve tvaru 4-dimenzionálńıho simplexu; každý

bod v tomto simplexu je možné popsat pěti barycentrickými souřadnicemi, jejichž součet

je vždy roven jedné.

Kromě základńı omezuj́ıćı podmı́nky návrhu směsi (Rovnice 1.1) bývaj́ı zpravidla

př́ıtomny ještě daľśı omezuj́ıćı podmı́nky: ty nejčastěji stanovuj́ı limity zastoupeńı jednot-

livých složek směsi. Každá taková podmı́nka měńı tvar návrhového prostoru -
”
ořezává“

p̊uvodńı simplex, jak je vidět např́ıklad na Obrázku 1.7. Návrhovým prostorem se pak

x1

x2

x1 + x2 = 1

10

1

(a)

0

1

1

1

x1 + x2 + x3 = 1

(b)

x1

x2

x3

Obrázek 1.6: Návrhový prostor pro návrh směsi se dvěma (vlevo) a třemi (vpravo)
složkami.
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stává obecně nepravidelný, ale vždy konvexńı polytop.

Návrhu experiment̊u pro návrh směsi je věnována pozornost již několik desetilet́ı, jak

je popsáno v [Khuri, 2006, Kapitola 12] nebo v [Chan, 2000]. Před nástupem poč́ıtačových

experiment̊u byly použ́ıvány klasické šablony o několika návrhových bodech [Cornell, 1973,

Cornell, 1979]. Např́ıklad mř́ıžkové návrhy (v́ıce v Kapitole 3) se ve vhodných př́ıpadech

[JMP, 2005] stále často využ́ıvaj́ı. V dnešńı době se však pozornost zaměřuje sṕı̌se na

poč́ıtačově optimalizované návrhy experiment̊u [Lepš, 2009, Kapitola 2].

1.3 Návrhy v obecných omezených spojitých prosto-

rech

Tato práce se zabývá návrhy experiment̊u v omezených spojitých prostorech. Návrho-

vými doménami tedy jsou simplexy nebo obecné konvexńı polytopy. Jelikož uvažujeme

tvorbu návrh̊u pro experimenty poč́ıtačové, je pro nás základńım požadavkem rovnoměr-

nost pokryt́ı návrhového prostoru.

Metodami pro tvorbu takových návrh̊u se zabývá řada autor̊u. Např́ıklad autoři v člán-

ku [Hofwing and Strömberg, 2010] optimalizuj́ı D-optimalitu návrh̊u v omezených prosto-

rech pomoćı sekvenčńıho lineárńıho programováńı v kombinaci s genetickým algoritmem.

[Draguljic et al., 2012] se zaměřuje na projekčńı vlastnosti návrh̊u experiment̊u v ome-

zených prostorech. Podmı́něné rozděleńı pravděpodobnosti v metodách Monte Carlo je

použito pro tvorbu rovnoměrných návrh̊u v [Fang and Yang, 2000]. [Petelet et al., 2010]

při tvorbě vycháźı z LHS návrhu (viz Sekci 3.2), na kterém provád́ı permutace, dokud

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

x1 x2

x3

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

(1/3,1/3,1/3)

(1/2,1/2,0)

(0,1/2,1/2)(1/2,0,1/2)
(1/4,1/4,1/2)

(1/2,1/4,1/4) (1/4,1/2,1/4)

x3 = 0.7

x2 = 0.6

x3 = 0.1

Podmı́nka návrhu směsi:
x1 + x2 + x3 = 1

Limity pro zastoupeńı složek:
x2 ≤ 0, 6
x3 ≥ 0, 1
x3 ≤ 0, 7

Obrázek 1.7: Změna podoby návrhového prostoru pro návrh směsi při zavedeńı limit̊u pro
zastoupeńı jednotlivých složek. Červené úsečky znač́ı hraničńı př́ımky podmı́nek, r̊užově
šrafovaná oblast pak výsledný návrhový prostor.
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nejsou splněny omezuj́ıćı podmı́nky. Dva př́ıstupy jsou popsány autory v [Prescott, 2008]:

pro domény ve tvaru simplexu nebo simplexu bĺızkém je navržen postup založený na tzv.

sphere packingu - tedy plněńı domény daným počtem hyperkouĺı. Návrhovými body jsou

pak středy těchto hyperkouĺı. Pro dlouhé a úzké domény podobné obdélńık̊um potom

autoři navrhuj́ı přizp̊usobeńı pravidelné śıtě.

V této práci se věnujeme tvorbě optimalizovaných (z pohledu rovnoměrnosti po-

kryt́ı) návrh̊u experiment̊u ve spojitém omezeném návrhovém prostoru. Členěńı práce

je následuj́ıćı. V Kapitole 2 představ́ıme dvě kritéria zvolená pro hodnoceńı i optima-

lizaci jednotlivých návrh̊u. Vyhodnoceńı jednoho z nich je samo o sobě náročné, je mu

proto věnována značná pozornost. Kapitola 3 se věnuje vlastńım metodám tvorby návrh̊u.

Dále je v Kapitole 4 řešen problém vraceńı bod̊u, které opust́ı návrhovou doménu, zpět

na jej́ı povrch. To může být zapotřeb́ı jak při tvorbě návrhu, tak při jeho hodnoceńı.

Př́ıklady, na něž jsou představené metody aplikovány, jsou uvedeny v Kapitole 5. Ka-

pitola 6 se věnuje popisu implementace uvedených algoritmů. V Kapitole 7 nalezneme

výsledky źıskané použit́ım metod na uvedených př́ıkladech následované shrnut́ım v Kapi-

tole 8. Práce obsahuje rovněž řadu př́ıloh, Obrázek 1.8 proto ukazuje doporučený postup

jej́ı četby. Text je rovněž doprovázen řadou obrázk̊u, které slouž́ı k ilustraci, v mnoha

př́ıpadech jsou proto vynechány popisy os.

E) Výpočet hodnoty 
kritéria miniMax               

v regulárním prostoru

F) Ruční  výpočet hledání  
vrcholů polytopu pomocí  

LP

2) Kritéria 
uniformity

3) Metody pro tvorbu návrhů          
v omezených návrhových 

prostorech
4) Způsoby vracení bodů 

opustivších doménu

5) Příklady 
aplikace metod

B) Algoritmus pro 
výpočet EMM

A) Přehled prvků (0-5)-
dimenzionálního 

simplexu a hyperkrychle

1) Úvod

8) Závěr
6) Implementace

7) Výsledky

C) Delaunayova 
triangulace

D) Plošné souřadnice

Obrázek 1.8: Doporučený postup četby, respektive návaznost jednotlivých kapitol a sekćı.
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Kapitola 2

Kritéria uniformity

(a) Euklidovská Maximin vzdálenost (EMM).
Legenda: modré kružnice - kruhy se středy
v návrhových bodech s poloměry rovnými
vzdálenostem k nejbližš́ımu z ostatńıch
návrhových bod̊u; červené kružnice - nejmenš́ı
z těchto kruh̊u; červená úsečka - spojnice
vzájemně si nejbližš́ıch návrhových bod̊u; délka
červené úsečky - EMM .

(b) Kritérium miniMax (mM). Legenda: modré
body - vrcholy Voronoiova diagramu (kan-
didátńı body); modré kružnice - největš́ı prázdné
kruhy se středy v modrých bodech; červená
kružnice - největš́ı prázdný kruh; červený bod -
střed největš́ıho prázdného kruhu; délka červené
úsečky - mM .

Obrázek 2.1: Kritéria Maximin a miniMax. Obrázky slouž́ı pro ilustraci, popisky os
jsou proto vynechány. Legenda: černé úsečky - hranice návrhové domény; černé body
- návrhové body.

Kvalitu návrhu můžeme hodnotit řadou kritéríı zaměřených předevš́ım na ortogona-

litu [Cioppa and Lucas, 2007, Hofwing and Strömberg, 2010] nebo rovnoměrnost pokryt́ı

[Crombecq et al., 2009, Myšáková and Lepš, 2011, Janouchová and Kučerová, 2013]. V té-

19



KAPITOLA 2. KRITÉRIA UNIFORMITY

to práci jsme pro hodnoceńı jednotlivých návrh̊u zvolili kritérium Euklidovská Maximin

vzdálenost (EMM) a kritérium miniMax (mM) [Johnson et al., 1990, Auffray et al., 2012].

Tato kritéria byla vybrána pro jejich snadnou zobrazitelnost a jednoduchou interpre-

taci. Zároveň se jedná o kritéria, která jasně upozorňuj́ı na závažné nedostatky návrhu.

V př́ıpadě Euklidovské Maximin vzdálenosti je to nežádoućı bĺızkost experiment̊u. V př́ıpa-

dě kritéria miniMax pak nedostatečné pokryt́ı některých oblast́ı návrhového prostoru.

2.1 Euklidovská Maximin vzdálenost (EMM)

Prvńım kritériem použitým v této práci pro hodnoceńı návrh̊u experiment̊u je Eukli-

dovská Maximin vzdálenost (EMM). Jedná se o jednoduchou a snadno zobrazitelnou me-

triku. Toto kritérium nejlépe poukazuje na vzájemnou bĺızkost experiment̊u (návrhových

bod̊u). Euklidovská Maximin vzdálenost je vhodná pro hodnoceńı návrh̊u experiment̊u

klasických reálných (fyzikálńıch, chemických, biologických, ...) stejně jako virtuálńıch -

tzv. simulaćı (např́ıklad armádńıch bojových scénář̊u). Jedná se o kritérium často použ́ıva-

né k optimalizaci návrh̊u experiment̊u, jak můžeme vidět např́ıklad v [Grosso et al., 2009],

[Morris, 2014] nebo v [Pronzato and Walter, 1988]. EMM je nejkratš́ı ze všech vzájem-

ných vzdálenost́ı mezi body návrhu:

EMM = min{..., Lij, ...}, i = 1, ..., np; j = (i+ 1), ..., np , (2.1)

kde np je počet návrhových bod̊u a Lij je euklidovská vzdálenost mezi body i a j. Snaž́ıme

se tedy o maximalizaci hodnoty EMM .

K určeńı hodnoty EMM je nutné spoč́ıst vzájemné vzdálenosti mezi všemi body

návrhu. Efektivńı algoritmus je použit ve funkci lhsdesign ze statistického toolboxu

programu MATLAB. Dı́ky vhodné indexaci jsou všechny vzdálenosti spočteny během

jediného for-cyklu. Algoritmus je uveden v Př́ıloze B. Význam kritéria je ilustrován na

Obrázku 2.1a.

2.2 Kritérium miniMax (mM)

Problematika kritéria miniMax je v literatuře též označována jako the largest empty

sphere problem (LES) [Dickerson and Eppstein, 1995] -
”
problém největš́ı prázdné koule“

(Obrázek 2.1b). Je-li dána sada (návrhových) bod̊u v omezeném prostoru, hodnota mini-

Max je poloměr největš́ı hyperkoule, která neobsahuje žádný z bod̊u sady (maximálně se

dotýká) a jej́ıž střed lež́ı uvnitř daného prostoru. Kritérium miniMax tedy slouž́ı k hod-

noceńı kvality pokryt́ı návrhového prostoru t́ım, že ukazuje největš́ı nepokrytou oblast.

Máme-li zadánu sadu np návrhových bod̊u D = di, i = 1, ..., np v omezeném prostoru
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S, hledáme bod p ∈ S takový, že jeho vzdálenost k nejbližš́ımu návrhovému bodu je

nejdeľśı:

mM = max
p∈S

min
i
d(p, di), i = 1, ..., np , (2.2)

kde d(x, y) je euklidovská vzdálenost mezi body x a y. Pro návrh rovnoměrně pokrývaj́ıćı

návrhový prostor je tedy žádoućı co nejnižš́ı hodnota mM .

Vyč́ısleńı hodnoty tohoto kritéria je výrazně náročněǰśı než v př́ıpadě Euklidovské

Maximin vzdálenosti. Jednou z možnost́ı pro nalezeńı středu největš́ı prázdné koule (a poté

hodnoty mM) je prověřeńı všech vrchol̊u Voronoiova diagramu [Okabe et al., 2000] (v́ıce

v Př́ıloze C) sestaveného pro danou sadu návrhových bod̊u. Počet těchto vrchol̊u však roste

O(npddim/2e) v př́ıpadě, kdy prostor neńı ohraničen, a v ohraničeném prostoru je počet

bod̊u nutných k prověřeńı ještě vyšš́ı. Ačkoli můžeme problém hraničńıch oblast́ı domény

efektivně řešit pomoćı zrcadleńı [Pronzato and Müller, 2012], ve vyšš́ıch dimenźıch jsou

pamět’ové a časové nároky algoritmů pro sestaveńı Voronoiova diagramu velmi vysoké. Ve

vyšš́ıch dimenźıch je tedy nutné spokojit se s odhadem hodnoty kritéria miniMax. Tento

odhad nám může poskytnout např́ıklad metoda založená na evolučńı strategii.

Zp̊usoby vyč́ısleńı kritéria miniMax v regulárńım návrhovém prostoru byly předmětem

předchoźıho studia a jsou uvedeny v Př́ıloze E. Př́ıstupy aplikované zde - v omezeném

návrhovém prostoru - jsou jejich rozš́ı̌reńım.

2.2.1 Přesná hodnota kritéria miniMax

Přesnou hodnotu kritéria miniMax, resp. polohu bodu v návrhovém prostoru, který

je nejv́ıce vzdálen od návrhových bod̊u, je možné nalézt pomoćı Voronoiova diagramu.

Kandidátńımi body jsou vrcholy Voronoiova diagramu, samotné vrcholy řešené domény

a pr̊useč́ıky hran diagramu s hraničńımi objekty řešené domény. Efektivněǰśı, než hle-

dat zmı́něné pr̊useč́ıky, je použit́ı zrcadleńı návrhových bod̊u skrze všechny (n − 1)-

dimenzionálńı facety (kde n označuje dimenzi) návrhového prostoru a až následné se-

staveńı Voronoiova diagramu [Pronzato and Müller, 2012]. Tento př́ıstup je funkčńı v re-

gulárńım návrhovém prostoru (viz opět Př́ılohu E). Zdá se ovšem použitelný (zde bez

d̊ukazu; správnost testována porovnáńım výsledk̊u źıskaných touto metodou s výsledky

źıskanými pomoćı dále popsaných metod) i ve zde řešených konvexńıch omezených návrho-

vých prostorech. Postup ilustruje Obrázek 2.2.
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(a) Návrhové body v omezeném
návrhovém prostoru.
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(b) Zrcadleńı návrhových bod̊u skrze
všechny (n−1)-dimenzionálńı facety.
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(c) Sestrojeńı Voronoiova diagramu.
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(d) Označeńı vrchol̊u Voronoiova di-
agramu spadaj́ıćıch dovnitř nebo na
hranici návrhového prostoru - kan-
didátńı body.
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(e) Sestrojeńı největš́ıch prázdných
hyperkouĺı (ve 2D: kruh̊u) se středy
v kandidátńıch bodech.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

(f) Nalezeńı největš́ı z těchto kouĺı.
Jej́ı střed je bod nejvzdáleněǰśı
od návrhových bod̊u. Poloměr této
koule odpov́ıdá hodnotě mM .

Obrázek 2.2: Výpočet přesné hodnoty kritéria miniMax. Ilustrace ve 2D.
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2.2.2 Evolučńı strategie pro odhad hodnoty kritéria miniMax

Ve vyšš́ıch dimenźıch (problémy nastávaj́ı zpravidla již v šestirozměrném návrhovém

prostoru) je źıskáńı přesné hodnoty kritéria miniMax výše uvedeným zp̊usobem a za

použit́ı běžných výpočetńıch prostředk̊u nemožné. Odhad hodnoty mM a pozice
”
nej-

osaměleǰśıho“ bodu v doméně však můžeme źıskat pomoćı stochastické metody evolučńı

strategie (ES). Tento zp̊usob byl úspěšně použit v regulárńıch návrhových prostorech

(Př́ıloha E), pokuśıme se jej tedy aplikovat i zde.

(a)
”
Rodiče“ a

”
potomci“

v prvńı generaci.
(b)

”
Rodiče“ a

”
potomci“

v 50. generaci.
(c) Řešeńı po zvoleném
počtu generaćı.

Obrázek 2.3: Sériová evolučńı strategie pro vyhodnoceńı miniMax kritéria v omezeném
návrhovém prostoru. Legenda: černé body - návrhové body; červené body -

”
rodiče“;

modré body -
”
potomci“; purpurový bod - střed největš́ıho prázdného kruhu; purpurová

kružnice - největš́ı prázdný kruh.

Sériová verze evolučńı strategie je znázorněna na Obrázku 2.3. Střed největš́ı prázdné

hyperkoule (bod v doméně nejv́ıce vzdálený od návrhových bod̊u) je hledán v rámci celé

této domény. Populace
”
potomk̊u“ je z

”
rodič̊u“ odvozována mutaćı, konkrétně přičteńım

normálně rozdělených náhodných č́ısel4, což vede k tomu, že jsou vytvořeny body mimo

návrhový prostor. Ty je třeba posunout zpět dovnitř, aby byly platné při hledáńı středu

prázdné koule. Zp̊usoby, jak toho dosáhnout, jsou popsány v Kapitole 4. Právě toto je

však největš́ım úskaĺım sériové verze evolučńı strategie v omezeném návrhovém prostoru

v porovnáńı s jej́ım použit́ım v prostoru regulárńım (tam stač́ı souřadnici nabývaj́ıćı

hodnoty mimo dané meze položit rovné právě hodnotě limitu).

Praktičtěǰśı je zde použit́ı paralelńı verze evolučńı strategie pro vyhodnoceńı miniMax

kritéria. A to nejen z d̊uvodu možnosti výpočtu na větš́ım počtu výpočetńıch jedno-

tek zároveň. Zparalelizováńı provedeme rozděleńım řešené návrhové domény na menš́ı

celky - subdomény - a to pomoćı Delaunayovy triangulace (viz Př́ılohu C). Střed největš́ı

prázdné hyperkoule poté hledáme paralelně nezávisle v každé této subdoméně. Źıskáme

4Středńı hodnota µ = 0; směrodatná odchylka σ a) klesaj́ıćı s pořad́ım generace, b) ř́ızena tzv.

”
pětinovým pravidlem“.
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(a)
”
Rodiče“ a

”
potomci“

v prvńı generaci v souběžně
řešených subdoménách.

(b) Kandidátńı řešeńı z jednot-
livých subdomén.

(c) Výsledné řešeńı vybrané
z kandidátńıch řešeńı.

Obrázek 2.4: Paralelńı evolučńı strategie pro vyhodnoceńı miniMax kritéria v omezeném
návrhovém prostoru. Legenda: černé body - návrhové body; červené body -

”
rodiče“;

modré body -
”
potomci“; b́ılé body - v každé subdoméně bod nejv́ıce vzdálený od

návrhových bod̊u; tečkované kružnice - největš́ı prázdné kruhy se středy v b́ılých bo-
dech; purpurový bod - střed největš́ıho prázdného kruhu; purpurová kružnice - největš́ı
prázdný kruh.

tak množinu kandidátńıch řešeńı z každé z nich a jako konečné řešeńı vybereme z těchto

bod̊u ten, jehož vzdálenost k nejbližš́ımu návrhovému bodu je nejdeľśı. Metodu ilustruje

Obrázek 2.3. V této verzi ES je snazš́ı vraceńı bod̊u, které opust́ı řešenou subdoménu. To

právě proto, že
”
drž́ıme“ body v jednom konkrétńım simplexu a do něho je lze jednoduše

vracet pomoćı nulováńı záporných plošných souřadnic, jak je popsáno v Sekci 4.2.
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Kapitola 3

Metody pro tvorbu návrh̊u

v omezených návrhových prostorech

Vytvořit návrh experiment̊u v omezeném návrhovém prostoru je možné v zásadě

dvěma zp̊usoby:

1.
”
obalit“ nepravidelnou doménu regulárńı doménou (hyperkrychĺı/hyperkvádrem) -

bounding boxem, v tomto prostoru vytvořit návrhové body a z těchto bod̊u následně

vybrat ty, které lež́ı v p̊uvodńı řešené doméně (viz Obrázek 3.1). V tomto př́ıpadě

lze použ́ıt jakékoli metody tvorby návrhu experiment̊u v regulárńım návrhovém

prostoru. Těm se věnuje práce [Myšáková, 2012] a některé z metod uvedených v této

práci budou aplikovány i zde.

Obrázek 3.1: 1. skupina metod tvorby - bounding box.

2. rozdělit doménu na jednodušš́ı objekty (simplexy), v těchto objektech vytvořit

návrhové body a tyto body sjednotit (viz Obrázek 3.2)

Oba př́ıstupy maj́ı svá úskaĺı. U prvńıho je to nemožnost zaručeńı, že do omezené

domény
”
padne“ právě požadované množstv́ı bod̊u. Rovněž neńı zaručeno, že kvalitńı

návrh v opsaném regulárńım prostoru přinese i kvalitńı návrh v omezené doméně. Největ-

š́ım úskaĺım se však může stát poměr objemu omezené domény a opsaného hyperkvádru.
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Obrázek 3.2: 2. skupina metod tvorby - rozděleńı na simplexy.

Obzvláště pak se zvyšuj́ıćı se dimenzionalitou návrhového prostoru. Pro vrcholový simplex

a jemu odpov́ıdaj́ıćı opsanou hyperkrychli (viz Obrázek 3.3) je to:

Vsimplex/Vhyperkrychle =
1

dim!
, (3.1)

kde dim označuje dimenzi prostoru. Např́ıklad v 10dimenzionálńım prostoru by tedy

bylo nutno vytvořit v opsané hyperkrychli téměř 4 miliony rovnoměrně rozprostřených

bod̊u, aby bylo pravděpodobné, že alespoň jeden z nich bude ležet v řešeném simplexu.

Problémy druhého př́ıstupu spoč́ıvaj́ı předevš́ım v rozděleńı domény. Námi použ́ıvaná

Delaunayova triangulace (v́ıce informaćı v Př́ıloze C) je se zvyšuj́ıćı se dimenzionalitou

časově i pamět’ově náročná. Druhý př́ıstup může rovněž vést k nekvalitńım návrh̊um

předevš́ım v mı́stech spojeńı jednotlivých simplex̊u.

Obrázek 3.3: Vrcholový simplex ve 2D a ve 3D.
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3.1 Generátor náhodných bod̊u

Prvńı metoda tvorby využ́ıvá generátor náhodných bod̊u v simplexu. Metoda spadá do

druhé skupiny (dle rozděleńı výše), nebot’ jsou body vytvářeny v jednotlivých simplexech

poté, co byla zadaná návrhová doména ztriangulována pomoćı Delaunayovy triangulace.

Námi použ́ıvaný generátor [Devroye, 1986] je uveden ńıže. Souřadnice bodu jsou vytvořeny

s exponenciálńım rozděleńım a následně normalizovány.

1 y=rand(1,n); % funkce rand - tvořı́ bod z rovnoměrného rozdělenı́ [0-1]^(dim+1)

2 x=-log(y);

3 S=sum(x’)’;

4 X=x./repmat(S,1,n);

5 L=X*T; % v T jsou uloženy souřadnice vrcholů simplexu, v němž tvořı́me náhodný bod

Počet návrhových bod̊u vytvořených v jednotlivých simplexech je závislý na poměru ob-

jemů těchto simplex̊u. Teoretický počet bod̊u npsimplexi
v simplexu i je:

npsimplexi
= np · Vsimplexi

Vdomena

= np · Vsimplexi∑
i Vsimplexi

, (3.2)

kde np znač́ı požadovaný počet bod̊u v celé doméně, Vsimplexi
objem simplexu i a Vdomena

objem celé domény. Při určováńı počtu bod̊u skutečně umı́stěných do jednotlivých sim-

plex̊u je použita spodńı celá část z teoretické hodnoty a zbylé body jsou a) vytvořeny

v největš́ım ze simplex̊u triangulace, b) rozmı́stěny po jednom do simplex̊u seřazených

sestupně dle objemu (Obrázek 3.4). Takovýchto variant by bylo možno vyzkoušet celou

řadu, na výsledek maj́ı vliv pouze v př́ıpadě malého počtu požadovaných bod̊u nebo

podobného počtu bod̊u a počtu simplex̊u v triangulaci, př́ıpadně pokud by triangulace

obsahovala simplexy s výrazně odlǐsnými objemy.

1,58 b. 

→ 1 b.

3,57 b. → 3 b.
3,83 b. → 3 b.

(a) Triangulace návrhové
domény s označeńım počtu
bod̊u teoreticky náležej́ıćıch
jednotlivým simplex̊um
a počtu bod̊u skutečně
umı́stěných do jednotlivých
simplex̊u v prvńım kroku.

1

3

5

(b) Zbytek bod̊u umı́stěn do
největš́ıho simplexu.

1

4

4

(c) Zbylé body umı́stěny po
jednom postupně do simplex̊u
seřazených sestupně dle ob-
jemu.

Obrázek 3.4: Varianty rozděleńı bod̊u do simplex̊u. Počet bod̊u: 9.
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NÁVRHOVÝCH PROSTORECH

3.2 Metoda LHS na opsaném hyperkvádru

Obrázek 3.5: Př́ıklady LHS návrhu ve 2D s 5 body umı́stěnými do střed̊u interval̊u (vlevo)
a náhodně v rámci intervalu (vpravo).

Daľśı metoda spadá do 1. kategorie dle rozděleńı v úvodu této kapitoly. Nepravidelné

návrhové doméně oṕı̌seme pravoúhlý hyperkvádr a v něm vytvoř́ıme návrh experiment̊u.

Tento návrh by měl být co nejkvalitněǰśı a co nejrovnoměrněji pokrývat zvolený pro-

stor. Proto je vhodné zvolit návrh splňuj́ıćı podmı́nky LHS - latin hypercube sampling

[Cioppa and Lucas, 2007, Toropov et al., 2007], nebot’ ten již ze své podstaty zajǐst’uje

určitou úroveň rovnoměrnosti pokryt́ı. LHS je často použ́ıvaný typ návrhu, v němž je

každá z dimenźı (proměnných) rozdělena na np interval̊u (kde np odpov́ıdá požadovanému

počtu bod̊u) a do každého intervalu každé proměnné je umı́stěn právě jeden bod. Běžně

se použ́ıvaj́ı dvě varianty, v prvńı je bod umı́stěn do středu intervalu (Obrázek 3.5 vlevo),

ve druhé pak náhodně v rámci celého intervalu (Obrázek 3.5 vpravo).

Použit́ı LHS návrhu zde tedy prob́ıhá tak, že jej vytvoř́ıme v opsaném hyperkvádru

a následně vybereme body, které lež́ı uvnitř řešené omezené domény. Nelze tedy předem

zaručit, kolik bod̊u
”
padne“ do ćılového prostoru, vod́ıtkem pro volbu počtu bod̊u v LHS

návrhu nám může být poměr mezi objemem opsaného hyperkvádru a samotné omezené

domény, jak ilustruje Obrázek 3.6. Je tedy zřejmé, že použit́ı takovéto metody je vhodné

pouze v př́ıpadě, kdy řešená doména vyplňuje značnou část opsaného hyperkvádru.

Pro srovnáńı byly vyzkoušeny dvě varianty této metody - prostý neoptimalizovaný

LHS návrh a LHS návrh optimalizovaný prohazováńım pozic jednotlivých návrhových

bod̊u vzhledem ke kritériu Euklidovské Maximin vzdálenosti5.

5V každé iteraci je nalezena dvojice vzájemně si nejbližš́ıch bod̊u (těm odpov́ıdá aktuálńı hodnota
EMM). Z této dvojice je náhodně vybrán jeden bod a k němu opět náhodně jeden bod ze všech ostatńıch
bod̊u návrhu. Poté je zvolena jedna ze souřadnic (opět náhodně) a u zvolených bod̊u je hodnota této
souřadnice prohozena. Pokud dojde ke zlepšeńı (zvýšeńı hodnoty EMM), je taková výměna přijata. Tato
metoda je podrobně popsána v [Myšáková, 2012, Kapitola 2.1.2.2]
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Obrázek 3.6: Použit́ı LHS v opsaném hyperkvádru. Omezené návrhové doméně je opsán
hyperkvádr, v němž je vytvořen LHS návrh (černé body). Následně jsou vybrány pouze
body spadaj́ıćı do omezeného prostoru (červené body). Požadovaný počet bod̊u v ome-
zeném prostoru je 10 a poměr objemů omezené domény a opsaného hyperkvádru je 0,6796
= 1/1,4714; LHS návrh byl tedy vytvořen s 15 body a vid́ıme, že právě požadovaných 10
bod̊u lež́ı uvnitř omezené domény.

3.3 Metoda odeb́ıráńı bod̊u z přehuštěného návrhu

Daľśı metoda pracuje na principu odeb́ıráńı bod̊u ze záměrně přehuštěného návrhu.

Tento př́ıstup byl rovněž úspěšně použit v regulárńım prostoru ([Myšáková and Lepš, 2011,

Myšáková, 2012]. Pomoćı generátoru náhodných bod̊u (Sekce 3.1) je v návrhovém pro-

storu vytvořen návrh s vyšš́ım než požadovaným počtem bod̊u. Nadbytečné body jsou

následně z návrhu odeb́ırány a to nikoli náhodně, nýbrž heuristicky na základě kritéria

Maximin. Metodu představujeme ve dvou dále popsaných verźıch.

3.3.1 Metoda ubı́ránı́

V prvńı variantě metody je v každé iteraci (počet iteraćı odpov́ıdá počtu nadbytečných

bod̊u) nalezena dvojice vzájemně si nebližš́ıch návrhových bod̊u. Této dvojici odpov́ıdá

aktuálńı hodnota EMM . Náhodně zvolený bod z této dvojice je z návrhu odebrán. Je

tedy zřejmé, že s každým daľśım odebraným bodem se zlepšuje (zvyšuje) hodnota kritéria

Maximin. Idea této metody je nav́ıc taková, že po odebráńı všech nadbytečných bod̊u

źıskáme návrh, jehož kvalita bude vyšš́ı než u návrhu, který je vytvořen najednou př́ımo

s požadovaným počtem bod̊u.

3.3.2 Metoda ubı́ránı́ NEW

Druhá varianty metody se lǐśı zp̊usobem volby odebraného bodu z dvojice s aktuálńı

nejmenš́ı vzájemnou vzdálenost́ı. Ta zde neńı náhodná jako v prvńı variantě, nýbrž deter-

ministická. Odebrán je ten z bod̊u z dvojice, jehož druhá nejkratš́ı vzdálenost k bod̊um
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Obrázek 3.7: Odeb́ıráńı z přehuštěného návrhu. Zelené body znač́ı přehuštěný návrh.
V každém kroku je označena dvojice vzájemně si nejbližš́ıch bod̊u (červená úsečka od-
pov́ıdá hodnotě EMM). Z této dvojice je jeden bod odebrán (zvýrazněn azurově).

návrhu (tedy vzdálenost k nejbližš́ımu bodu návrhu jinému, než je druhý z dvojice) je

kratš́ı. Rozd́ıl je patrný i z Obrázku 3.7, kdy odebráńı azurově zvýrazněného bodu je jistě

výhodněǰśı než odebráńı druhého z bodu dvojice.

3.4 Nástroj Distmesh

Nástroj Distmesh detailně popsaný v [Persson and Strang, 2004] je heuristický algorit-

mus pro tvorbu rovnoměrných śıt́ı [Chen and Holst, 2011] primárně určených pro metodu

konečných prvk̊u (MKP) - Finite Element Method (FEM). Je známé, že v rovnoměrných

śıt́ıch jsou jednotlivé uzly vzájemně srovnatelně vzdáleny. Proto tohoto nástroje využ́ıváme

rovněž pro tvorbu návrh̊u experiment̊u jak v regulárńıch [Myšáková, 2012], tak v ome-

zených návrhových prostorech [Myšáková and Lepš, 2012, Myšáková et al., 2012].

Algoritmus je založen na jednoduchém dynamickém systému rozṕınaj́ıćı se př́ıhradové

konstrukce. Př́ılǐs krátké pruty vyvolávaj́ı śıly, jež tlač́ı navzájem bĺızké uzly směrem od

sebe. Často tak ovšem nastává situace, že je uzel (návrhový bod) vysunut z návrhové

domény. V takovém př́ıpadě je třeba jej vrátit zpět. Nástroj Distmesh obsahuje tyto

procedury pro jednoduché objekty, např́ıklad 2D polygon, pro složitěǰśı útvary jako je

simplex nebo polytop v ND je třeba vložit vlastńı řešeńı, např́ıklad některé z uvedených

v Kapitole 4.

Postup metody využ́ıvaj́ıćı nástroje Distmesh je znázorněn na Obrázku 3.8. Do návrho-

vé domény je třeba nejprve vložit prvotńı sadu bod̊u6 a na tu aplikovat popsaný nástroj.

6Kvalita této výchoźı sady nemá velký vliv na výsledek, zpravidla tedy postač́ı použit́ı jednoduchého
generátoru náhodných bod̊u v simplexech ztriangulované omezené návrhové domény.
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(a) Triangulace návrhové
domény a umı́stěńı výchoźıch
bod̊u do jednotlivých sim-
plex̊u.

(b) Tvorba prutové kon-
strukce triangulaćı výchoźıch
bod̊u.

(c) Finálńı návrh po aplikaci
nástroje Distmesh.

Obrázek 3.8: Tvorba rovnoměrné śıtě z náhodně vytvořených bod̊u pomoćı nástroje
Distmesh.

3.5 Simplexové mř́ıžkové (lattice) návrhy

Klasickým zp̊usobem tvorby návrh̊u v simplexovém prostoru jsou simplexové mř́ıžkové

(lattice) návrhy [Montgomery, 2000, Kapitola 11-5]. Vznikaj́ı pravidelným rozděleńım jed-

notlivých barycentrických souřadnic a jsou tak obdobou plně faktoriálńıch návrh̊u v re-

gulárńıch doménách. Při rozděleńı každé z n barycentrických souřadnic (kde n odpov́ıdá

počtu složek) na m stejně dlouhých interval̊u vznikne simplexový lattice návrh obsahuj́ıćı

[3,2] lattice [3,3] lattice

[4,2] lattice [4,3] lattice

x1 = 1 x1 = 1x2 = 1 x2 = 1

x2 = 1 x2 = 1x1 = 1 x1 = 1

x3 = 1 x3 = 1

x3 = 1 x3 = 1

x4 = 1 x4 = 1

x3 = 0

x2 = x3 = 1/2

x1 = 0

x3 = 2/3, x2 = 1/3

x1 = 0

Obrázek 3.9: Př́ıklady simplexových lattice návrh̊u se třemi a čtyřmi složkami.

31



KAPITOLA 3. METODY PRO TVORBU NÁVRHŮ V OMEZENÝCH
NÁVRHOVÝCH PROSTORECH

M =
(n+m− 1)!

m!(n− 1)!
(3.3)

návrhových bod̊u. Př́ıklady návrh̊u jsou uvedeny na Obrázku 3.9 (označeny [n,m]).

Tyto návrhy lze tedy chápat jako šablony, které můžeme použ́ıt jak v jakémkoli sim-

plexu, tak i v jednotlivých simplexech vzniklých triangulaćı libovolné domény, jak je

znázorněno např́ıklad na Obrázku 3.10 vlevo. Uvedený př́ıklad má ovšem špatné vlast-

nosti z hlediska rovnoměrnosti pokryt́ı. Bylo by však možné použ́ıt r̊uzné lattice návrhy

(s r̊uznými počty interval̊u, na něž jsou rozděleny jednotlivé souřadnice) v závislosti

na objemu jednotlivých simplex̊u tvoř́ıćıch triangulaci domény. To je znázorněno na

Obrázku 3.10 vpravo, kde jsou ve
”
větš́ıch“ simplexech použity lattice návrhy [3, 4] (modré

body), zat́ımco v těch
”
menš́ıch“ návrhy [3, 2] (červené body).

Obrázek 3.10: Aplikace simplexových lattice návrh̊u ve ztriangulované doméně. Vlevo
použit stejný lattice návrh ve všech simplexech triangulace, vpravo použity r̊uzné návrhy
v závislosti na objemech simplex̊u (resp. obsaźıch trojúhelńık̊u).
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Kapitola 4

Zp̊usoby vraceńı bod̊u opustivš́ıch

doménu

Při tvorbě návrh̊u (při použit́ı nástroje Distmesh) stejně jako při hodnoceńı kvality

návrh̊u (např́ıklad evolučńı strategíı pro vyhodnoceńı kritéria miniMax) docháźı k si-

tuaćım, kdy je potřeba posunout body, které z nějakého d̊uvodu opustily návrhovou

doménu, zpět do ńı, respektive na jej́ı povrch. V regulárńım návrhovém prostoru se jedná

o triviálńı úkon. V omezeném návrhovém prostoru to představuje problém, k jehož řešeńı

lze přistupovat mnoha zp̊usoby. Tři z nich jsou uvedeny v této kapitole.
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V
3

X
1

X
1
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X
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X
2

X
3

X
3
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Obrázek 4.1: Posun bod̊u - kolmý pr̊umět.

33



KAPITOLA 4. ZPŮSOBY VRACENÍ BODŮ OPUSTIVŠÍCH DOMÉNU

V
1

V
2

V
3

nejbližší bod ve vrcholu

nejbližší bod ve vrcholu

nejbližší bod ve vrcholu

Obrázek 4.2: Posun bod̊u - nejbližš́ı bod ve vrcholu.

4.1 Kolmý pr̊umět na facetu

Nejpřesněji lze problém řešit analyticky - naj́ıt nejbližš́ı bod návrhového prostoru.

Tedy nejbližš́ı z kolmých pr̊umět̊u řešeného bodu (bodu lež́ıćıho mimo návrhový prostor)

do všech facet návrhové domény; n označuje dimenzi návrhového prostoru. Kolmý pr̊umět

hledáme stejně jako ve 2D: pomoćı vektorového součinu nalezneme vektor kolmý na facetu,

dále př́ımku procházej́ıćı řešeným bodem s nalezeným vektorem coby svým normálovým

(a) Nalezeńı pr̊umět̊u
řešeného bodu do facet.

(b) Určeńı, které z pr̊umět̊u
se nacházej́ı na povrchu
řešené domény, a spočteńı
absolutńı vzdálenosti k těmto
pr̊umět̊um a k vrchol̊um
návrhového prostoru.

(c) Výběr nejbližš́ıho z těchto
bod̊u.

Obrázek 4.3: Posun bod̊u - kolmý pr̊umět - řešeńı na celé doméně.
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KAPITOLA 4. ZPŮSOBY VRACENÍ BODŮ OPUSTIVŠÍCH DOMÉNU

a kolmý pr̊umět řešeného bodu je poté pr̊useč́ıkem této př́ımky s facetou. Obrázek 4.1

ukazuje několik př́ıklad̊u ve 2D.

Je tedy nutné nalézt pr̊umět řešeného bodu do všech facet návrhové domény a vybrat

ten nejbližš́ı. Výše zmı́něný postup hledáńı kolmého pr̊umětu ovšem nerozlǐśı, zda nalezený

pr̊umět lež́ı na facetě návrhové domény nebo
”
až na jej́ım prodloužeńı“. Je tedy nutné

nejprve množinu nalezených kolmých pr̊umět̊u zredukovat na ty, které lež́ı skutečně na

povrchu návrhového prostoru (v́ıce o tomto rozlǐseńı v Př́ıloze D).

Nyńı je ještě třeba ošetřit př́ıpad, kdy bod lež́ı v některé z oblast́ı znázorněných

na Obrázku 4.2. Pro body z těchto oblast́ı je nejbližš́ım bodem domény jej́ı vrchol. Všechny

vrcholy návrhového prostoru tedy přidáme k množině kolmých pr̊umět̊u lež́ıćıch na jej́ım

povrchu, pro tyto body vypočteme absolutńı vzdálenost k řešenému bodu a do nejbližš́ıho

z nich posuneme řešený bod. Postup ilustruje Obrázek 4.3.

4.2 Nulováńı záporných plošných souřadnic

Jiný zp̊usob vráceńı bodu zpět na povrch domény využ́ıvá plošných souřadnic (viz

Př́ılohu D). Máme-li daný simplex a bod, můžou nastat v zásadě dvě situace: a) bod

lež́ı uvnitř daného simplexu - v tom př́ıpadě jsou všechny plošné souřadnice tohoto bodu

v̊uči tomuto simplexu kladné; b) bod lež́ı mimo daný simplex - minimálně jedna (ma-

ximálně všechny kromě jedné) plošná souřadnice je záporná. Posun bodu na povrch sim-

plexu je pak následuj́ıćı: záporné plošné souřadnice polož́ıme rovny 0 a zbylé (kladné)

plošné souřadnice změńıme v jejich p̊uvodńım vzájemném poměru tak, aby celkový součet
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X
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X
1
'

X
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X
2
'

X
3

X
3
'

Obrázek 4.4: Posun bod̊u - nulováńı záporné plošné souřadnice.
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KAPITOLA 4. ZPŮSOBY VRACENÍ BODŮ OPUSTIVŠÍCH DOMÉNU

plošných souřadnic z̊ustal roven 1. Posun bod̊u na povrch simplexu touto metodou ukazuje

Obrázek 4.4.

Problém s t́ımto př́ıstupem nastává v př́ıpadě, kdy neřeš́ıme jen posun na povrch

simplexu, nýbrž na povrch nepravidelné domény. Doménu v takovém př́ıpadě můžeme

rozdělit na jednotlivé simplexy pomoćı Delaunayovy triangulace (viz Př́ılohu C), poté

ovšem nejsme schopni určit, vzhledem ke kterému ze simplex̊u této triangulace provést

onen posun pomoćı úpravy plošných souřadnic. Z č́ıselných hodnot plošných souřadnic

vztažených k jednotlivým simplex̊um to zjistit nelze, nebot’ ty jsou v jistém smyslu rela-

tivńı. Je tedy nutné provést posun řešeného bodu na povrch všech simplex̊u triangulace

výše popsaným zp̊usobem a následně spoč́ıst absolutńı vzdálenosti k těmto bod̊um a vy-

brat ten nejbližš́ı.

4.3 Pomocná sada bod̊u uvnitř domény

Daľśı možnost́ı, jak posunout bod zpět do řešené domény, je využit́ı pomocné sady

bod̊u [Lepš, 2009]. Tu vytvoř́ıme uvnitř návrhového prostoru některým z rychlých algo-

ritmů. Následně je pro body, které chceme posunovat, nalezen nejbližš́ı z pomocné sady

bod̊u (do této sady jsou přidány rovněž všechny vrcholy návrhového prostoru). Pomoćı

metody
”
p̊uleńı intervalu“ (viz Obrázek 4.6) nalezneme bod na hranici řešené domény a do

tohoto bodu přesuneme bod z vněǰsku domény. Je třeba zmı́nit, že nalezený bod nelež́ı

přesně na hranici domény, nýbrž uvnitř řešené domény libovolně (ovlivněno počtem ite-

raćı při aplikaci metody p̊uleńı intervalu) bĺızko jej́ımu povrchu. Př́ıklad je znázorněn
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Obrázek 4.5: Posun bod̊u - pomocná sada.
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Obrázek 4.6: Použit́ı metody p̊uleńı intervalu. Hledáme bod mezi dvěma zadanými body
(které lež́ı každý na opačné straně zadané hranice) takový, aby ležel co nejbĺıže zvolené
hranici a nav́ıc na dané straně této hranice. V prvńım kroku nalezneme bod uprostřed mezi
p̊uvodńımi body; zjist́ıme, na které straně hranice nový bod lež́ı; použijeme jej v daľśım
kroku mı́sto předchoźıho bodu na této straně hranice.

na Obrázku 4.5.

Pokud je nebližš́ım bodem z pomocné sady vrchol návrhového prostoru, neprovád́ıme

již p̊uleńı intervalu, nýbrž řešený bod posuneme rovnou do vrcholu domény. Pro zrychleńı

je rovněž nejprve kontrolováno, jak daleko je nejbližš́ı pomocný bod od hranice domény

(jak hluboko je pod jej́ım povrchem): pokud by se bod z pomocné sady při posunu

o tiśıcinu (možno zvolit libovolně) vzdálenosti k řešenému bodu dostal již mimo návrhový

prostor, je řešený bod posunut př́ımo do nejbližš́ıho pomocného bodu.

K omezeńı vzniku duplikovaných bod̊u (obzvláště ve vrcholech) bylo rovněž zavedeno

opatřeńı, které vyškrtává již použitý pomocný bod z výběru.

Tato metoda vraceńı bod̊u je jednoduchá a přináš́ı daľśı prvek náhodnosti do algo-

ritmů, v nichž je aplikována. Je však časově náročná z d̊uvodu nutnosti výpočtu velkého

množstv́ı vzájemných vzdálenost́ı. Může též docházet k posunu
”
nepřirozeným“ směrem

(viz bod X1 → X ′
1 na Obrázku 4.5).

4.4 Porovnáńı

Porovnáńı uvedených řešeńı posunu bod̊u na povrch řešené domény ve 2D ukazuje

Obrázek 4.7. Vid́ıme, že výsledek může být značně rozd́ılný. To však nemuśı být na škodu

v př́ıpadě, kdy si určitou náhodnost a nepravidelnost v algoritmu přejeme. Kritériem
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Obrázek 4.7: Porovnáńı zp̊usob̊u vraceńı bod̊u do simplexu (vlevo) a do nepravidelné
domény (vpravo). Legenda: azurové body - metoda kolmého pr̊umětu; zelené body - me-
toda nulováńı záporných plošných souřadnic; purpurové body - metoda pomocné sady
bod̊u.

výběru metody je nav́ıc (a předevš́ım) jej́ı časová náročnost. Srovnáńı časové náročnosti

posunu bodu zpět do nepravidelné domény ve 2D (př́ıklad odpov́ıdá Obrázku 4.7 vpravo)

a 5D (70 vrchol̊u, 970 4-dimenzionálńıch facet, 2909 simplex̊u triangulace) ukazuje Ta-

bulka 4.1. Je však nutno připomenout, že časová náročnost metody s pomocnou sa-

dou bod̊u je určena právě počtem bod̊u v této sadě a rovněž zvoleným počtem iteraćı

v algoritmu p̊uleńı intervalu. Výsledek naznačuje dominanci metody nulováńı záporných

plošných souřadnic, zat́ımco metoda využ́ıvaj́ıćı kolmého pr̊umětu bodu do facet domény

znatelně ztráćı.

”
kolmý pr̊umět“

”
nulováńı“

”
pomocná sada“

2D př́ıklad 0,0032 s 0,0007 s 0,0087 s
5D př́ıklad 66,3531 s 0,3350 s 5,2703 s

Tabulka 4.1: Časová náročnost zp̊usob̊u posunu bod̊u.
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Kapitola 5

Př́ıklady aplikace metod

Aplikaćı, na něž je možné uvedené př́ıstupy aplikovat, je celá škála a prostupuj́ı

nejr̊uzněǰśımi odvětv́ımi. Typickým a častým př́ıkladem experimentu, v němž jsou jednot-

livé vstupńı parametry limitovány omezuj́ıćımi podmı́nkami, je navrhováńı směsi. S t́ım

se setkávaj́ı chemici ve svých laboratoř́ıch, stejně tak tv̊urci receptur v jakémkoli podniku

vyráběj́ıćım materiály. Jiným př́ıkladem experimentu s omezeńım může být navrhováńı

nosńıku, kde je zadána podmı́nka vzájemného poměru výšky a š́ı̌rky apod.

Ve zde uváděných metodách jsme vždy uvažovali úlohu zadanou pomoćı vrchol̊u

omezené domény. Tak to ale nemuśı být vždy, úloha může být zadána jen omezuj́ıćımi

podmı́nkami a vrcholy návrhové domény je pak třeba naj́ıt.

Je rovněž třeba rozd́ılný př́ıstup k problému, pokud konkrétńı omezuj́ıćı podmı́nky

známe, nebo neznáme. Např́ıklad určeńı, zda bod lež́ı uvnitř nebo vně návrhového pro-

storu je snadné v prvém př́ıpadě, kdy jeho souřadnice stač́ı dosadit do jednotlivých ome-

zuj́ıćıch podmı́nek a zjistit, zda jsou splněny.

Následuje několik konkrétńıch př́ıklad̊u, na nichž otestujeme uvedené metody pro

tvorbu návrh̊u experiment̊u.

5.1 Př́ıklady návrh̊u s malým počtem bod̊u ve 2D

a ve 3D

Nejprve budeme metody aplikovat na sadě př́ıklad̊u zobrazených na Obrázku 5.1.

Ty jsou převzaty z článku [Hofwing and Strömberg, 2010] odečteńım souřadnic vrchol̊u.

Neuvažujeme zde znalost konkrétńıch omezuj́ıćıch podmı́nek.

Poměry objemů daného návrhového prostoru a opsaného hyperkvádru se pohybuj́ı

v rozmeźı 0,5 ((a) a (3D)) a 0,8438 ((7)). Návrhový prostor tedy vyplňuje značnou část

opsaného hyperkvádru; při použit́ı metod tvoř́ıćıch body v opsaném hyperkvádru tedy

neńı nutné tvořit výrazně v́ıce bod̊u, než je požadováno v zadané omezené doméně.
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0
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(a) Návrhový prostor:
trojúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (a). Poměr objemů:
0,5000.

-1 0 1

0

1

(b) Návrhový prostor: ko-
sodélńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (b). Poměr objemů:
0,6650.

-1 0 1

0

1

(c) Návrhový prostor:
pětiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (c). Poměr objemů:
0,6917.

-1 0 1

0

1

(d) Návrhový prostor:
šestiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (d). Poměr objemů:
0,7500.

-1 0 1

0

1

(e) Návrhový prostor:
sedmiúhelńık. 6 bod̊u.
Označeńı př́ıkladu: (e). Poměr
objemů: 0,7354.

-1 0 1

0

1

(f) Návrhový prostor:
osmiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (f). Poměr objemů:
0,8260.

-1 0 1

0

1

(g) Návrhový prostor:
šestiúhelńık. 12 bod̊u.
Označeńı př́ıkladu: (7). Poměr
objemů: 0,8438.

-1
0

1

-1

0

0

1

(h) Návrhový prostor: kvádr.
15 bod̊u. Označeńı př́ıkladu:
(3D). Poměr objemů: 0,5000.

Obrázek 5.1: Př́ıklady návrh̊u s malým počtem bod̊u ve 2D a 3D. Na obrázćıch jsou
vyznačeny návrhové prostory a zelenými body referenčńı návrhy (źıskané metodou po-
psanou v [Hofwing and Strömberg, 2010]). Dále pak poměr objemu návrhové domény
a opsaného obdélńıku (ve 3D kvádru). Jednotky na osách jsou bezrozměrné, popisky os
jsou vynechány.
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KAPITOLA 5. PŘÍKLADY APLIKACE METOD

5.2 Návrh směsi

Následuj́ıćı př́ıklady spadaj́ı do skupiny experiment̊u nazývaných návrh směsi. Jak

již bylo řečeno dř́ıve, tento typ experimentu je dán omezuj́ıćı podmı́nkou danou Rovnićı

1.1. Suma zastoupeńı jednotlivých složek směsi je tedy pevně dána. Návrhovým prosto-

rem je simplex nebo polytop vzniklý ze simplexu d́ıky př́ıtomnosti daľśıch omezuj́ıćıch

podmı́nek. Zastoupeńı jednotlivých složek takového experimentu je pak dáno plošnými

souřadnicemi návrhového bodu. Jelikož se však (na rozd́ıl od filmového pr̊umyslu, který

vykazuje tendenci přidávat jedno
”
D“ za druhým) snaž́ıme sńıžit dimenzionalitu řešeného

problému, tvoř́ıme návrh experiment̊u nikoli v plošných, ale v kartézských souřadnićıch.

Těch je vždy o jednu méně než plošných, tedy než složek dané směsi. Transformace mezi

souřadnými soustavami je uvedena v Př́ıloze D.

5.2.1 Trojsložková směs

Prvńı př́ıklad návrhu směsi je převzat z referenćı [Snee, 1979, Piepel, 1988]. Jedná se

o trojsložkovou směs zadanou omezuj́ıćımi podmı́nkami:

x1 + x2 + x3 = 1
x1 ≥ 0, 1
x1 ≤ 0, 5

x2 ≥ 0, 1
x2 ≤ 0, 7

x3 ≤ 0, 7
85 · x1 + 90 · x2 + 100 · x3 ≥ 90
85 · x1 + 90 · x2 + 100 · x3 ≤ 95

0, 7 · x1 + x3 ≥ 0, 4

Dř́ıve, než můžeme zač́ıt tvořit návrh experiment̊u, je třeba naj́ıt vrcholy návrhové

domény. To je možné provést pomoćı simplexové metody, nebot’ se jedná o úlohu lineárńıho

programováńı [Demel, 2011]. Hledáme krajńı body množiny př́ıpustných řešeńı. Celý po-

stup
”
ručńıho“ řešeńı je uveden v Př́ıloze F. Výsledkem je 6 vrchol̊u o třech souřadnićıch.

Ty po vyneseńı do 3D prostoru (Obrázek 5.2) tvoř́ı ovšem pouze 2-dimenzionálńı objekt

- část roviny. To je dáno právě onou součtovou podmı́nkou. Návrhový prostor jde převést

do 2D a body popisovat stejnou trojićı souřadnic jako v prostoru. Ve 2D se však bude

jednat o trojici souřadnic plošných. Pomoćı transformace mezi plošnými a kartézskými

souřadnicemi však můžeme body popisovat pouze dvěma kartézskými souřadnicemi (ozna-

čeny K1 a K2), jak je znázorněno na Obrázku 5.3. Takto s body zacháźıme v této práci.

Poměr objemů návrhové domény a jednoduchého opsaného obdélńıku je v tomto

př́ıpadě roven 0,6236; i zde je tedy možné použ́ıt metodu bounding boxu.
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Obrázek 5.2: Krajńı body množiny př́ıpustných řešeńı źıskané pomoćı simplexové metody
(Př́ıloha F).

Obrázek 5.3: Krajńı body množiny př́ıpustných řešeńı v trojosé soustavě se znázorněńım
jednotlivých omezuj́ıćıch podmı́nek.
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5.2.2 Šestisložková směs

Posledńı př́ıklad popisuje návrh šestisložkové směsi, konkrétně vysokopevnostńıho be-

tonu. Je převzatý z referenćı [Simon et al., 1997, Simon, 2003]. Je rovněž zadán pouze

pomoćı následuj́ıćıch omezuj́ıćıch podmı́nek:

Podmı́nka návrhu směsi x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 1
Voda (Water) 0, 16 ≤ x1 ≤ 0, 185
Cement 0, 13 ≤ x2 ≤ 0, 15
Křemičitý úlet (Silica fume) 0, 013 ≤ x3 ≤ 0, 027
Plastifikátor HRWRA 0, 0046 ≤ x4 ≤ 0, 0074
Hrubé kamenivo (Coarse aggregate) 0, 40 ≤ x5 ≤ 0, 4424
Jemné kamenivo (Fine aggregate) 0, 25 ≤ x6 ≤ 0, 2924

Hledat vrcholy návrhového prostoru př́ıslušného těmto omezuj́ıćım podmı́nkám
”
ručně“

(jako u předchoźıho př́ıkladu) by bylo značně zdlouhavé. Proto byl zvolen zp̊usob založený

na stejné metodě, ovšem pomoćı funkce linprog z programového prostřed́ı MATLAB.

Ta ovšem neńı určena pro hledáńı krajńıch bod̊u množiny př́ıpustných řešeńı, nýbrž pro

hledáńı optimálńıho řešeńı při zadané ćılové funkci (směru hledáńı). Hledáńı krajńıch

bod̊u bylo tedy provedeno tak, že byl řešič spuštěn mnohokrát s r̊uznou ćılovou funkćı

(aby
”
nahlédl do mnoha r̊uzných směr̊u“). Tak bylo źıskáno velké množstv́ı krajńıch bod̊u.

Po odstraněńı duplikát̊u je za množinu vrchol̊u návrhové domény považováno 51 bod̊u.

I zde uvád́ıme poměr objemů návrhové domény a opsaného hyperkvádru, ten je roven

0,1630. Návrh v opsaném hyperkvádru tedy vytvář́ıme se 7násobkem bod̊u, než je ćılem

v omezeném prostoru.

V obou př́ıkladech návrhu směsi bylo pro porovnáńı metod tvorby experiment̊u tvořeno

10 a 100 návrhových bod̊u.
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Implementace

Veškeré metody popsané v této práci byly implementovány v programovém prostřed́ı

MATLAB R2010a. Kromě běžných funkćı byly použ́ıvány funkce lhsdesign pro tvorbu

neoptimalizovaného LHS návrhu v regulárńım prostoru, funkce delaunayn pro sestro-

jeńı Delaunayovu triangulace, funkce voronoin pro konstrukci Voronoiova diagramu nebo

funkce linprog pro hledáńı krajńıch bod̊u množiny př́ıpustných řešeńı. Nástroj Distmesh

byl stažen z webové stránky http://persson.berkeley.edu/distmesh/distmesh.zip.
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Výsledky

Následuj́ıćı sekce přinášej́ı výsledky a srovnáńı metod představených v této práci.

7.1 Porovnáńı metod vyhodnoceńı kritéria miniMax

Na všech př́ıkladech, v nichž bylo možno použ́ıt exaktńı metodu pro vyhodnoceńı

miniMax kritéria (všechny 2D a 3D př́ıklady, na př́ıklad se šestisložkovou směśı již ne-

postačovaly výpočetńı prostředky použitého poč́ıtače) tato metoda poskytla výsledek

následně potvrzený evolučńı strategíı. Byla rovněž testována na řadě daľśıch dvou- až

čtyřdimenzionálńıch př́ıklad̊u s pozitivńım výsledkem. Lze tedy konstatovat, že se exaktńı

metoda pro vyhodnoceńı miniMax kritéria využ́ıvaj́ıćı zrcadleńı návrhových bod̊u a Voro-

noiova diagramu zdá použitelná jak v regulárńım, tak v konvexńım omezeném návrhovém

prostoru.

Ve vyšš́ıch dimenźıch je třeba spokojit se s odhadem hodnoty kritéria miniMax źıska-

ným pomoćı evolučńı strategie. V omezeném návrhovém prostoru je jej́ı sériová verze

v současné úrovni implementace v praxi nepoužitelná. V rámci testováńı byla použita na

jeden z návrh̊u experiment̊u vytvořených pro př́ıklad šestisložkové směsi z Kapitoly 5.

Bylo tedy možné využ́ıt znalosti konkrétńıch omezuj́ıćıch podmı́nek a zjǐstěńı, zda body

metoda vraceńı bod̊u čas [s]
sériová verze pomocná sada bod̊u 1308 s
sériová verze nulováńı záporných pl. s. 7225 s
sériová verze kolmý pr̊umět -

paralelńı verze (1 CPU) nulováńı záporných pl. s. 35 s

Tabulka 7.1: Časová náročnost verźı evolučńı strategie pro vyč́ısleńı mM . Testováno na
návrhu se 100 body v návrhovém prostoru šestisložkové směsi popsané v Kapitole 5.
Použito bylo 50 chromozomů a celkový počet 6900 generaćı.
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lež́ı vně či uvnitř návrhové domény, neprovádět
”
výpočetně náročnými zp̊usoby“, nýbrž

pouze ověřeńım (ne)splněńı těchto podmı́nek. Přesto byl čas potřebný k vyhodnoceńı

nesrovnatelně vyšš́ı než u verze paralelńı, byt’ s použit́ım jediné výpočetńı jednotky (CPU),

jak uvád́ı Tabulka 7.1.

Výrazně lepš́ıch výsledk̊u dosahuje paralelńı verze evolučńı strategie pro vyhodnoceńı

miniMax kritéria. Pro vraceńı bod̊u, jež mutaćı opustily jednotlivé subdomény (simplexy

ztriangulované domény), byla použita metoda nulováńı záporných plošných souřadnic po-

psaná v Sekci 4.2. Obrázek 7.1a zobrazuje speed-up při použit́ı 2, 4, 6 a 8 výpočetńıch

jednotek. Za výchoźı vyhodnoceńı (bod [1,1]) neńı z výše popsaných d̊uvod̊u považována

sériová verze výpočtu, nýbrž verze výpočtu v subdoménách s použit́ım jedné výpočetńı

jednotky. Jednotlivé křivky odpov́ıdaj́ı r̊uzným volbám počtu generaćı ve výpočtu. Vid́ıme,

že č́ım
”
větš́ı“ je úloha, t́ım výrazněǰśıho zrychleńı dosahujeme pomoćı použit́ı v́ıce výpočet-

ńıch jednotek. To je dáno předevš́ım t́ım, že čas nutný ke zparalelizováńı úlohy hraje

u úlohy s ńızkým počtem generaćı značnou roli, zat́ımco u úlohy celkově déle trvaj́ıćı

se ztráćı. Obrázek 7.1b zobrazuje boxplot odhad̊u hodnoty miniMax źıskaných pomoćı

paralelńı verze s r̊uzným počtem generaćı. Vid́ıme, že je splněn předpoklad, že č́ım v́ıce

generaćı je použito, t́ım lepš́ıho (vyšš́ıho, tedy skutečnosti bližš́ıho) výsledku dosáhneme;
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(a) Speed-up paralelńı verze evolučńı strategie.
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(b) Boxplot odhad̊u hodnot kritéria miniMax po-
moćı paralelńı verze evolučńı strategie.

Obrázek 7.1: Výsledky paralelńı evolučńı strategie pro vyč́ısleńı mM . Při testováńı bylo
použito 50 chromozomů. Zelené objekty odpov́ıdaj́ı celkovému počtu 6900 generaćı ve
výpočtu (20 generaćı v každé subdoméně), červené objekty 34500 generaćı ve výpočtu (100
generaćı v každé subdoméně), modré objekty 172500 generaćı ve výpočtu (500 generaćı
v každé subdoméně).
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samozřejmě za cenu deľśıho času výpočtu.

Lze tedy konstatovat, že k vyhodnoceńı kritéria miniMax v omezených prostorech je

vhodné použit́ı exaktńı metody v ńızkých dimenźıch a paralelńı verze metody založené

na algoritmu evolučńı strategie (s použit́ım co nejvyšš́ıho počtu výpočetńıch jednotek)

v dimenźıch vyšš́ıch. Je třeba pamatovat na to, že pomoćı evolučńı strategie źıskáme

pouze odhad hodnoty kritéria miniMax, skutečná hodnota může být vždy vyšš́ı.

7.2 Porovnáńı metod tvorby návrh̊u experiment̊u

Výsledky tvorby návrh̊u experiment̊u v návrhových prostorech odpov́ıdaj́ıćıch př́ıkla-

d̊um uvedeným v Kapitole 5 jsou uvedeny na Obrázćıch 7.2 a 7.3. Jedná se o statis-

tiku ze 100, respektive 10 (u časově náročněǰśıch metod) spuštěńı. Metody porovnáváme

z hlediska tř́ı kritéríı - metrik EMM a mM a časové náročnosti. Kompletńı informaci

o výsledćıch by tedy přinášel trojrozměrný graf. Pro lepš́ı orientaci však byly pro vizuali-

zaci výsledk̊u zvoleny dva grafy dvojrozměrné. Spodńı část jednotlivých obrázk̊u ukazuje

kvalitu vzniklých návrh̊u - tedy porovnáńı kritéríı EMM a mM . Kritérium Maximin

se snaž́ıme maximalizovat, zat́ımco u kritéria miniMax je žádoućı co nejnižš́ı hodnota -

nejkvalitněǰśı návrhy z pohledu rovnoměrnosti pokryt́ı se tedy nalézaj́ı v pravém dolńım

rohu tohoto grafu. Horńı část obrázk̊u potom přináš́ı informace o časové náročnosti jed-

notlivých metod tvorby. Na vodorovné ose je, stejně jako na spodńım grafu, vynesena

hodnota EMM , i u tohoto grafu tedy lež́ı nejvýhodněǰśı návrhy v pravém dolńım rohu.

Legenda k obrázk̊um je uvedena ńıže:
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nástroj Distmesh I (Sekce 3.4)
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nástroj Distmesh II (Sekce 3.4)
pozn.: u metod s odeb́ıráńım bod̊u z přehuštěného návrhu bylo vždy vyzkoušeno něko-
lik úrovńı přehuštěńı výchoźıho návrhu, označeńı (x→ y) znamená y bod̊u v návrhu
zbylých po odeb́ıráńı z x p̊uvodně vytvořených

Výsledky jasně naznačuj́ı korelaci mezi kritérii Maximin a miniMax. Dá se tedy ř́ıci,

že optimalizaćı jednoho z nich se zlepšuje kvalita návrhu i z pohledu druhého kritéria.

Ve 2D jednoznačně dominuje tvorba návrhu experimentu pomoćı nástroje Distmesh,

ačkoli je jeho časová náročnost vyšš́ı než u ostatńıch metod, což je dáno opakovanou

triangulaćı během běhu algoritmu. Již ve 3D se však jeho použit́ı nevyplat́ı, nebot’ jeho
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(a) Návrhový prostor:
trojúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
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(b) Návrhový prostor: ko-
sodélńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (b).
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(c) Návrhový prostor:
pětiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (c).
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(d) Návrhový prostor:
šestiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (d).

10
-5

10
0

10
5

č
a
s
 [

s
]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.7

0.8

0.9

1

EMM [-]

m
M

 [
-]

(e) Návrhový prostor:
sedmiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (e).
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(f) Návrhový prostor:
osmiúhelńık. 6 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (f).
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(g) Návrhový prostor:
šestiúhelńık. 12 bod̊u. Označeńı
př́ıkladu: (7).
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(h) Návrhový prostor: kvádr. 15
bod̊u. Označeńı př́ıkladu: (3D).

Obrázek 7.2: Výsledky metod tvorby na 2D a 3D př́ıkladech.
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(a) Trojsložková směs. 10 bod̊u.
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(b) Trojsložková směs. 100 bod̊u.
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(c) Šestisložková směs. 10 bod̊u.
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(d) Šestisložková směs. 100 bod̊u.

Obrázek 7.3: Výsledky metod tvorby na př́ıkladech návrh̊u směśı.

výpočetńı nároky rostou, zat́ımco kvalita j́ım tvořených návrh̊u v porovnáńı s jinými me-

todami klesá. V př́ıpadě šestisložkové směsi byl dokonce metodou vytvořen návrh s du-

plikovanými body.

Generátor náhodných bod̊u v jednotlivých simplexech ztriangulované omezené domény

byl ve všech př́ıkladech nejrychleǰśı metodou, kvalita j́ım vytvořených návrh̊u však byla

až na výjimky nejnižš́ı.

Lepš́ıch výsledk̊u dosahuje metoda vyb́ıráńı bod̊u z LHS návrhu vytvořeném v hy-

perkvádru opsaném omezené doméně. Výsledky potvrzuj́ı, že použit́ı optimalizovaného

LHS návrhu mı́sto neoptimalizovaného zajǐst’uje lepš́ı výsledek i v omezené doméně.

Z̊ustává však otázka počtu bod̊u, jež tvořit v opsaném regulárńım prostoru. Zde jsme

vycházeli z pomocného výpočtu poměru objemů. Takto jsme se však přesně do požadova-

ného počtu bod̊u uvnitř omezené domény
”
trefili“ pr̊uměrně jednou z 29 pokus̊u (v jednom

z př́ıklad̊u dokonce jednou z 263 pokus̊u). Jelikož stejně neńı možné o návrhu takto vy-

tvořeném v omezené doméně hovořit jako o návrhu LHS, nab́ıźı se možnost zkombinováńı
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této metody s metodou odeb́ıráńı bod̊u z přehuštěného návrhu. Přebytečné body v ome-

zené doméně se jednoduše odeberou pomoćı této metody.

Samotná metoda odeb́ıráńı bod̊u ze záměrně přehuštěného návrhu dosahuje velmi

dobrých výsledk̊u. V posledńım př́ıkladu je Pareto-front dokonce tvořen právě jen touto

metodou. Druhá varianta, kde je pozornost věnována konkrétńı volbě odebraného bodu

z aktuálně vzájemně si nejbližš́ı dvojice bod̊u, dosahuje lepš́ıch výsledk̊u při naprosto

srovnatelném čase. Uživatel si může snadno zvolit mı́ru přehuštěńı výchoźıho návrhu a tak

ovlivnit jak čas, tak kvalitu výsledného návrhu. Je patrná pozitivńı korelace mezi mı́rou

přehuštěńı výchoźıho návrhu a kvalitou výsledného návrhu, ovšem jen do jisté mı́ry. Ve

zde uváděných př́ıkladech nemá význam tvořit ve výchoźım návrhu v́ıce než 30násobek

požadovaných bod̊u.

Na základě předložených výsledk̊u můžeme jako nejvhodněǰśı metody pro tvorbu

návrh̊u experiment̊u v omezených návrhových prostorech v ńızké dimenzi označit použit́ı

nástroje Distmesh. Ve vyšš́ıch dimenźıch se potom nejv́ıce osvědčilo vytvořeńı přehuštěné-

ho návrhu a následné heuristické odeb́ıráńı bod̊u až k dosažeńı jejich požadovaného počtu.
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Kapitola 8

Závěr

Návrh experiment̊u, j́ımž se zabývala tato diplomová práce, slouž́ı k naplánováńı

konkrétńıch provedeńı experiment̊u v př́ıpadech, kdy je možno volit hodnoty jednot-

livých vstupńıch parametr̊u. Ćılem je pokrýt zvoleným počtem návrhových bod̊u (jejichž

souřadnice odpov́ıdaj́ı kombinaćım konkrétńıch hodnot vstupńıch parametr̊u) zadaný pro-

stor, jak nejrovnoměrněji je to možné, abychom źıskali co nejlepš́ı představu o chováńı

systému, který je na těchto vstupńıch parametrech závislý. Návrh experiment̊u je tak

nepostradatelným nástrojem v mnoha oblastech vědy, výzkumu i pr̊umyslu. Aplikaćı kva-

litńıho návrhu je snad možno zmı́rnit obavu mezi řádky vyplývaj́ıćı z citátu, j́ımž byla

tato práce uvedena.

Práce se věnovala návrh̊um experiment̊u v omezených návrhových prostorech, tedy

v situaćıch, kdy jsou zadány omezuj́ıćı podmı́nky a jednotlivé vstupńı parametry jsou

na sobě závislé. Bylo představeno několik metod pro tvorbu návrh̊u v odpov́ıdaj́ıćıch

návrhových prostorech a návrhy těmito metodami vytvořené byly hodnoceny dvěma

kritérii. Rovněž byla hodnocena časová náročnost těchto metod.

V daľśı práci se hodláme zaměřit na zefektivněńı některých z metod tvorby návrh̊u

i jejich hodnoceńı. Např́ıklad zrychleńı vyč́ısleńı odhadu kritéria miniMax pomoćı evolučńı

strategie s jinou formou mutace chromozomů.

Samo kritérium miniMax je námětem pro daľśı práci. Střed největš́ı prázdné hyper-

koule se jev́ı jako ideálńı kandidát při adaptivńım samplováńı, tedy v situaćıch, kdy je

třeba přidávat daľśı body do návrhu experiment̊u. Samotná vzdálenost od již umı́stěných

návrhových bod̊u nav́ıc nemuśı být jediným kritériem pro umı́stěná daľśıho bodu. Na-

př́ıklad v oboru stochastické spolehlivosti konstrukćı může být daľśım kritériem vzdálenost

k hranici poruchy (limit state function), tedy k rozmeźı mezi oblast́ı bezpečnou a oblast́ı

poruchy. V tomto prostoru je zpravidla žádoućı vyšš́ı zahuštěńı návrhu, jak je patrné i na

předběžných výsledćıch v [Myšáková and Lepš, 2013b, Posṕı̌silová and Lepš, 2013] nebo

v [Myšáková et al., 2013, Posṕı̌silová et al., 2013].
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Př́ıloha A

Přehled prvk̊u (0-5)-dimenzionálńıho
simplexu a hyperkrychle

dimenze název vrcholy hrany stěny buňky 4-facety 5-facety

0 Bod 1

1 Úsečka 2 1
2 Trojúhelńık 3 3 1

3
Čtyřstěn

4 6 4 1
Tetrahedron

4 4-simplex 5 10 10 5 1
5 5-simplex 6 15 20 15 6 1

Tabulka A.1: Přehled prvk̊u simplexu pro 0-5 dimenźı.

dimenze název vrcholy hrany stěny buňky 4-facety 5-facety

0 Bod 1

1 Úsečka 2 1

2
Čtverec

4 4 1
Tetragon

3
Krychle

8 12 6 1
Hexahedron

4
Teserakt

16 32 24 8 1
Octachoron

5
Penterakt

32 80 80 40 10 1
Decateron

Tabulka A.2: Přehled prvk̊u hyperkrychle pro 0-5 dimenźı.

V Tabulkách A.1 a A.2 uvád́ıme přehled prvk̊u simplex̊u a hyperkrychĺı do pěti
dimenźı. Vı́ce informaćı na [Sim, 2002, Hyp, 2002].

57



Př́ıloha B

Algoritmus pro výpočet hodnoty
EMM

V této př́ıloze uvád́ıme algoritmus pro výpočet nejkratš́ı vzájemné vzdálenosti mezi
body návrhu. Dı́ky vhodné indexaci (proměnné I a J) je vyč́ısleńı možné za pomoci
jediného for-cyklu. Algoritmus je součást́ı funkce lhsdesign statistického toolboxu pro-
gramu MATLAB.

1 function s=metrika_EMM_N(x)

2

3 [m,p] = size(x);

4 pp = (m-1):-1:2;

5 I = zeros(m*(m-1)/2,1);

6 I(cumsum([1 pp])) = 1;

7 I = cumsum(I);

8 J = ones(m*(m-1)/2,1);

9 J(cumsum(pp)+1) = 2-pp;

10 J(1)=2;

11 J = cumsum(J);

12

13 d = zeros(size(I));

14

15 for j=1:p

16 d = d + (x(I,j)-x(J,j)).^2;

17 end

18

19 s = sqrt(min(d));
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Př́ıloha C

Delaunayova triangulace

(a) Náhodná triangulace. (b) Delaunayova triangulace.

Obrázek C.1: Triangulace sady bod̊u ve 2D. Legenda: modré body - sada návrhových
bod̊u; modré trojúhelńıky - triangulace; červené kružnice - kružnice opsané jednotlivým
trojúhelńık̊um triangulace.

Triangulaćı chápeme rozděleńı části roviny dané sadou bod̊u na trojúhelńıky. Samotný
pojem je vhodný pro 2D, princip je však použitelný v n-dimenzionálńım prostoru: takový
prostor poté rozdělujeme na n-dimenzionálńı simplexy (trojúhelńık je 2-dimenzionálńı
simplex). Pro danou sadu bod̊u existuje velké množstv́ı takových řešeńı. Obrázek C.1
ukazuje dvě možnosti. Delaunayova triangulace (DT) [Devadoss and O’Rourke, 2011] je
d̊uležitým a často použ́ıvaným typem triangulace. Mezi jej́ı vlastnosti patř́ı, že kružnice
opsaná každému z trojúhelńık̊u triangulace (v nD: hyperkoule opsaná každému ze sim-
plex̊u) tvořenému třemi body (v nD: n+ 1 body) ze zadané sady neobsahuje žádný daľśı
z těchto bod̊u. To je patrné na srovnáńı Obrázk̊u C.1a a C.1b. Delaunayova triangulace
maximalizuje minimálńı úhel v jednotlivých trojúhelńıćıch pro zabráněńı vzniku úzkých
trojúhelńık̊u.

Daľśı ze známých vlastnost́ı Delaunayovy triangulace je jej́ı dualita s Voronoiovým
diagramem (VD) [Joe and Wang, 1993]. Voronoi̊uv diagram rozděluje rovinu se zadanou
sadou bod̊u na oblasti (Voronoiovy buňky) podle toho, ke kterému ze zadaných bod̊u maj́ı
body roviny nejbĺıže. Jinými slovy, máme-li zadánu sadu bod̊u P = {p1, ..., pi, ..., pn},
Voronoiova buňka V Ci je množina bod̊u v rovině takových, že jejich vzdálenost k za-
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PŘÍLOHA C. DELAUNAYOVA TRIANGULACE

danému bodu pi je menš́ı než ke všem ostatńım zadaným bod̊um pj, j 6= i. To je ukázáno
na Obrázku C.2. Jednotlivé Voronoiovy buňky se stýkaj́ı v hranách a vrcholech. Právě
tyto Voronoiovy vrcholy odpov́ıdaj́ı střed̊um opsaných kružnic jednotlivých trojúhelńık̊u
Delaunayovy triangulace.

Obrázek C.2: Dualita Delaunayovy triangulace a Voronoiova diagramu. Legenda: modré
body - sada návrhových bod̊u; modré trojúhelńıky - triangulace; černé úsečky - Voronoi̊uv
diagram (Voronoiovy hrany); černé body - Voronoiovy vrcholy; zelená oblast - Voronoi-
ova buňka odpov́ıdaj́ıćı zelenému návrhovému bodu; červená kružnice - kružnice opsaná
jednomu z trojúhelńık̊u triangulace.
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Př́ıloha D

Plošné souřadnice

c

A=A
ABC

A [x
A
, y

A
] B [x
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B
]
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1
, l

2
, l

3
]

A
1
=A

PBC

A
3
=A

PAB

C [x
C

, y
C

]

b a

A
2
=A

PCA

l1 = APBC/A
l2 = APCA/A
l3 = APAB/A

xP = l1xA + l2xB + l3xC
yP = l1yA + l2yB + l3yC

Obrázek D.1: Plošné souřadnice.

Plošné (trojúhelńıkové, barycentrické) souřadnice poprvé představil August Ferdinand
Möbius (1790 - 1816) ve své knize The Barycentric Calculus [Fauvel et al., 1993]. Máme-li
daný trojúhelńık ABC, plošné souřadnice libovolného bodu P jsou dány poměrem plochy
trojúhelńıku tvořeného bodem P a jednotlivými stranami trojúhelńıku ABC a plochy
samotného trojúhelńıku ABC (Obrázek D.1).

Plošné souřadnice tak odpov́ıdaj́ı souřadnićım v trojosé soustavě (Obrázek D.2 vlevo).
Transformace mezi kartézskými souřadnicemi a plošnými souřadnice je dána rovnićı:

1
xp
yp

 =

 1 1 1
xA xB xC
yA yB yC


l1
l2
l3

 (D.1)

Součet plošných souřadnic bodu je vždy roven jedné (viz Obrázek D.2 vpravo s př́ıklady
bod̊u a jejich plošných souřadnic). Bod lež́ıćı mimo daný trojúhelńık má některé (jednu
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0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

x1 x2

x3

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

(1/3,1/3,1/3)

(1/2,1/2,0)

(0,1/2,1/2)(1/2,0,1/2)
(1/4,1/4,1/2)

(1/2,1/4,1/4) (1/4,1/2,1/4)

(b)(a)Obrázek D.2: Trojosý souřadnicový systém (vlevo) a plošné souřadnice (vpravo).

nebo dvě) plošné souřadnice záporné. Toho lze využ́ıt právě pro určeńı, zda bod lež́ı
uvnitř nebo vně zadaného trojúhelńıku nebo obecně simplexu (při rozš́ı̌reńı do nD). Dále,
máme-li ztriangulovaný návrhový prostor a bod, u něhož chceme zjistit, zda lež́ı uvnitř
nebo vně této domény, můžeme spoč́ıst plošné souřadnice ke všem simplex̊um triangulace
a rozhodnout: bod lež́ı uvnitř návrhové domény, pokud v triangulaci existuje simplex
takový, že plošné souřadnice k němu vztažené jsou všechny kladné (Obrázek D.3).

[-0.4.1.0.4]

[0.2,0.2,0.6]

[-1.7,1.2,1.5]

[0.6,1.5,-1.1]

[0.3,-0.5,1.2]

[-0.2,1.4,-0.2]

[0.7,1,-0.7]

[1.2,-0.6,0.4]

Obrázek D.3: Určeńı polohy bodu pomoćı plošných souřadnic. Červený bod lež́ı uvnitř
návrhového prostoru, nebot’ je v triangulaci trojúhelńık, vzhledem ke kterému má řešený
bod všechny plošné souřadnice kladné (obrázek vlevo). Zelený bod lež́ı mimo doménu,
nebot’ jeho plošné souřadnice ke všem trojúhelńık̊um triangulace obsahuj́ı záporná č́ısla
(obrázek vpravo).
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Výpočet hodnoty kritéria miniMax
v regulárńım prostoru7

Obrázek E.1: miniMax I. Legenda: černé body - návrhové body; černé úsečky - Voro-
noi̊uv diagram; červené body - vrcholy Voronoiova diagramu; zelené body - pr̊useč́ıky
hran Voronoiova diagramu s hranicemi řešené domény; modré body - vrcholy domény;
červené, zelené a modré kružnice - největš́ı prázdné kruhy se středy v červených, zelených
a modrých bodech; purpurová kružnice - největš́ı prázdný kruh; purpurový bod - střed
největš́ıho prázdného kruhu. Obrázky slouž́ı pro ilustraci pr̊uběhu metody, popisky os jsou
proto vynechány.

E.1 Přesné řešeńı

Přesnou hodnotu kritéria miniMax lze źıskat pomoćı Voronoiova diagramu. Střed
největš́ı prázdné koule (jej́ıž poloměr odpov́ıdá hodnotě mM) lež́ı v některém z vrchol̊u
Voronoiova diagramu, nebo pr̊uniku hrany Voronoiova diagramu s hranićı řešené domény.

Ve 2D je všechny tyto kandidátńı body možné naj́ıt
”
ručně“. Jsou to vrcholy Voro-

noiova diagramu, pr̊useč́ıky hran Voronoiova diagramu se čtyřmi stranami řešené domény
(ve 2D čtverce) a čtyři vrcholy řešené domény [Schuster, 2008, Toussaint, 1983]. Zde tuto
metodu označujeme jako miniMax I a jej́ı pr̊uběh je znázorněn na Obrázku E.1. Ve vyšš́ıch

7Část této kapitoly byla publikována v [Myšáková and Lepš, 2013a] a v [Myšáková, 2013].
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Obrázek E.2: miniMax II. Legenda: velké černé body - návrhové body; malé černé body -
ozrcadlené návrhové body; černé úsečky - Voronoi̊uv diagram; červené body - vrcholy Vo-
ronoiova diagramu lež́ıćı uvnitř nebo na hranici řešené domény; červené kružnice - největš́ı
prázdné kruhy se středy v červených bodech; purpurová kružnice - největš́ı prázdný kruh;
purpurový bod - střed největš́ıho prázdného kruhu.

dimenźıch je však použit́ı této metody obt́ıžněǰśı. Nalezeńı všech pr̊unik̊u Voronoiova dia-
gramu s hraničńımi objekty řešené domény neńı triviálńı a je nutné vźıt v úvahu i všechny
vrcholy řešené hyperkrychle.

V článku [Pronzato and Müller, 2012] je popsána jiná metoda pro nalezeńı přesného
řešeńı. Návrhové body jsou zrcadleny skrz všechny (n − 1)-facety (kde n znač́ı počet
dimenźı prostoru) a až následně je sestrojen Voronoi̊uv diagram. Kandidátńımi body jsou
pak ty vrcholy Voronoiova diagramu lež́ıćı uvnitř nebo na hranici řešené domény. Tuto
metodu ilustruje Obrázek E.2 a označujeme ji jako miniMax II. Zrcadleńı zaručuje, že
i body na hranici a ve vrcholech domény budou uvedeny mezi kandidátńımi body. I tato
metoda však má své limity. Sestrojeńı Voronoiova diagramu je ve vyšš́ıch dimenźıch velice
náročné (časově i pamětově) a zrcadleńı (každý bod muśı být ozrcadlen (2n)-krát) tyto
nároky ještě zvyšuje. To dokumentuje i Tabulka E.1 - v nižš́ıch dimenźıch jsou exaktńı
metody efektivněǰśı, ve vyšš́ıch dimenźıch ale jejich pamět’ové nároky výrazně rostou.

Problémy, se kterými se setkáváme v inženýrské praxi, jsou však zpravidla multidimen-
zionálńı, proto potřebujeme metody schopné pracovat i v takových návrhových prostorech.

E.2 Sériová evolučńı strategie

Jednou z možnost́ı je odhadnout hodnotu miniMax pomoćı heuristické nebo meta-
heuristické metody. My jsme zvolili evolučńı strategii (ES). Jedná se o metodu založenou
na principech známých z př́ırody - přizp̊usobováńı (adaptation), mutace (mutation), kř́ıžeńı
(crossover) a výběr (selection). Tato technika byla vyvinuta v 60. a 70. letech 20. stolet́ı
Rechenbergem, Schwefelem a jejich spolupracovńıky, v́ıce informaćı v [Rechenberg, 1973]
nebo [Bäck and Schwefel, 1995].

Základem procedury je cyklus, jehož iterace jsou nazývány generace. Každá gene-
race obsahuje populaci složenou z jednotlivých chromosomů - bod̊u, které pokrývaj́ı
řešenou doménu. Ćılová funkce je pak vyhodnocena pro každý chromosom (s parame-
try odpov́ıdaj́ıćımi souřadnićım chromosomu). Nová populace (

”
potomci“) je odvozena

z předchoźı populace (
”
rodiče“) pomoćı mutace a kř́ıžeńı. Rozlǐsuj́ı se dva typy: v (µ, λ)-
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Obrázek E.3: Sériová evolučńı strategie. Legenda: černé body - návrhové body; červené
body -

”
rodiče“; modré body -

”
potomci“; purpurový bod - střed největš́ıho prázdného

kruhu; purpurová kružnice - největš́ı prázdný kruh.

ES je nová generace odvozena z potomk̊u z předchoźı generace, v (µ+λ)-ES ze sjednoceńı
rodič̊u a potomk̊u z předchoźı generace. Počet generaćı může být stanoven uživatelem
pevně, nebo je pro algoritmus určeno zastavovaćı kritérium.

(µ+λ)-evolučńı strategie použitá zde je inspirována článkem [Lee et al., 2004]. Nejprve
je vytvořena výchoźı populace. Ta by měla rovnoměrně pokrývat celý prostor, proto je vy-
tvořena pomoćı LHS (latin hypercube sampling). Jelikož se zde zaměřujeme na porovnáńı
časové náročnosti vlastńıho cyklu evolučńı strategie (sériové vs. paralelńı), je počátečńı po-
pulace vytvořena pomoćı funkce lhsdesign ze statistického toolboxu programu MATLAB
ve výchoźım nastaveńı tak, aby nebyl celkový čas t́ımto procesem výrazně ovlivněn. Po-
tomci jsou odvozováni pomoćı mutace - přičteńım normálně rozdělených (pr̊uměr roven
nule, standardńı odchylka klesaj́ıćı s pořad́ım cyklu) náhodných č́ısel k rodičovské popu-
laci. Následně jsou ze sjednoceńı rodičovské populace a potomk̊u vytvořeny náhodné páry
a z každého tohoto páru je do nové rodičovské populace vybrán ten chromosom, který má
deľśı vzdálenost k nejbližš́ımu návrhovému bodu. Toto výběrové schéma upřednostňuje
lepš́ı jednotlivce k postupu do daľśı generace. Metoda je znázorněna na Obrázku E.3. Je
na něm patrné, jak se populace přibližuje k hledanému řešeńı.

Metoda je robustńı a uživatel může volit velikost populace i počet generaćı podle
dimenze řešeného problému. Přesto je ve vyšš́ıch dimenźıch obt́ıžné prozkoumat celou
řešenou doménu. To by měla zajistit dále popsaná paralelńı metoda.
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Obrázek E.4: Paralelńı evolučńı strategie - zp̊usoby děleńı na subdomény ve 3D s k = 5,
kde k je počet interval̊u na dělené hraně domény.

E.3 Paralelńı evolučńı strategie

Paralelizovat evolučńı strategii lze dvěma zp̊usoby: za prvé, může prob́ıhat několikeré
hledáńı v celé doméně paralelně nezávisle na sobě; za druhé, řešenou doménu můžeme
rozdělit na menš́ı celky - subdomény - a hledáńı pomoćı ES pak prob́ıhá paralelně v těchto
subdoménách. Zde je zvolena druhá z možnost́ı.

Doménu lze dělit několika zp̊usoby, jak ukazuje Obrázek E.4. Prvńı z uvedených variant
je pravděpodobně nejvhodněǰśı k zaručeńı prohledáńı celého prostoru. Počet vzniklých
subdomén je potom kn, kde k označuje počet interval̊u na dělené hraně domény. Množstv́ı
subdomén tedy roste velice rychle s dimenźı řešené domény a v př́ıpadě vyšš́ıch domén
je tedy nutné použ́ıt některou z daľśıch alternativ děleńı. Zde je použita prvńı varianta
děleńı na subdomény s k = 2. Počet chromosomů v populaci je zvolen 10n.

Popsanou metodu znázorňuje Obrázek E.5. Několik subdomén je tedy řešeno zároveň
paralelně na jednotlivých CPU. Z každé subdomény obdrž́ıme kandidátńı řešeńı/bod
(Obrázek E.6), jako střed největš́ı prázdné koule (jej́ı poloměr je pak hodnota mM) je
z těchto bod̊u označen ten, který má nejdeľśı vzdálenost k bod̊um návrhu.

Obrázek E.5: Paralelńı evolučńı strategie ve 2D s k = 3. Legenda: černé body - návrhové
body; červené body -

”
rodiče“; modré body -

”
potomci“; b́ılé body - v každé subdoméně

bod nejv́ıce vzdálený od návrhových bod̊u; purpurový bod - střed největš́ıho prázdného
kruhu; purpurová kružnice - největš́ı prázdný kruh.
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Obrázek E.6: Paralelńı evolučńı strategie. Legenda: černé body - návrhové body; b́ılé
body - v každé subdoméně bod nejv́ıce vzdálený od návrhových bod̊u; tečkované kružnice
- největš́ı prázdné kruhy se středy v b́ılých bodech; purpurový bod - střed největš́ıho
prázdného kruhu; purpurová kružnice - největš́ı prázdný kruh.

E.4 Porovnáńı a shrnut́ı

K porovnáńı představených metod byly použity tři typové př́ıklady: (i) 2D návrh s 27
body převzatý z [van Dam, 2005], (ii) 6D návrh se 17 body a (iii) 12D návrh s 65 body.
Tvorba uvedených 6D a 12D návrh̊u je popsána v [Cioppa and Lucas, 2007] a výsledné
návrhy byly staženy ze [Sanches, 2005].

Nejprve byly jednotlivé metody porovnány z pohledu výpočetńıch nárok̊u. Ty jsou
uvedeny v Tabulce E.1. Jedná se o pr̊uměrné hodnoty z 10 nezávislých spuštěńı každé
procedury. Je zřejmé, že v ńızkých dimenźıch jasně v́ıtěźı metody poskytuj́ıćı přesné řešeńı
(označeny miniMax I a miniMax II). Již v 12D př́ıkladu ovšem nestač́ı operačńı pamět’

kv̊uli extrémńı náročnosti sestrojeńı Voronoiova diagramu. Sériová verze evolučńı strategie
je při zvolené velikosti populace a počtu generaćı v́ıce než 20krát pomaleǰśı než exaktńı
metody. Efektivita paralelńı verze je pak ve 2D př́ıpadě nulová. Komunikace v poč́ıtači
nutná k rozděleńı problému na jednotlivé subdomény zde časově vysoce převyšuje samotný

2D 6D 12D
metoda čas [s]

miniMax I 0,007 – –
miniMax II 0,004 2,265 - (vyčerpáno 12 GB RAM)

ES miniMax - sériová 0,183 47,193 2489,557
ES miniMax - paralelńı - 2 CPU 7,338 36,634 1455,274
ES miniMax - paralelńı - 4 CPU 7,489 22,617 756,122
ES miniMax - paralelńı - 8 CPU 7,935 15,774 404,693

Tabulka E.1: Časová náročnost metod vyč́ısleńı kritéria miniMax.
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Obrázek E.7: Speed-up paralelńı ES pro výpočet hodnoty miniMax: 6D, 17 bod̊u - 60
chromosomů, 12800 generaćı, 64 subdomén (vlevo) a 12D, 65 bod̊u - 120 chromosomů,
204800 generaćı, 4096 subdomén (vpravo).

výpočet a celkový potřebný čas tu dokonce roste s počtem použitých CPU. Zaj́ımavěǰśı
je však situace ve vyšš́ıch dimenźıch. Obrázek E.7 ukazuje speed-up (závislost zrychleńı
výpočtu na počtu využitých CPU) pro 6D a 12D problémy. Se zvyšuj́ıćı se dimenźı se čas
potřebný ke komunikaci mezi jednotlivými CPU stává zanedbatelným a paralelńı metoda
zde dosahuje téměř lineárńıho speed-upu.

Nyńı metody porovnáme z pohledu kvality źıskaného řešeńı - hodnoty kritéria mini-
Max. Připomeňme, že evolučńı strategie je stochastický algoritmus s náhodným chováńım
a hodnota j́ı źıskaná je tedy pouze odhadem - přesná hodnota může být vyšš́ı. V nižš́ıch

sériová ES paralelní ES
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Obrázek E.8: Boxplot hodnot mM źıskaných uvedenými metodami pro problém ve 12D.
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Obrázek E.9: Vývoj hodnoty mM v pr̊uběhu výpočtu pro 10 spuštěńı ES. Legenda: modré
křivky - sériová verze; červené křivky - paralelńı verze (8 CPU).

dimenźıch, tedy ve 2D a 6D př́ıkladu poskytuj́ı naše metody založené na ES (sériová
a paralelńı) přesné řešeńı při všech 10 spuštěńıch. Pro 12D problém přesnou hodnotu
mM neznáme. Obrázek E.8 ukazuje boxplot hodnot kritéria miniMax źıskaných pomoćı
obou verźı evolučńı strategie. Sériová verze je někdy schopná nalézt přesněǰśı řešeńı (vyšš́ı
hodnotu odhadu mM), vykazuje však vyšš́ı rozptyl v porovnáńı s verźı paralelńı řeš́ıćı
problém v jednotlivých subdoménách. Poznamenejme, že celkový počet provedených ite-
raćı a výpočt̊u vzdálenost́ı byl shodný pro sériovou verzi i pro verzi paralelńı (součet
počt̊u generaćı v jednotlivých subdoménách je shodný s počtem generaćı v sériové verzi).
Srovnáńı metod z hlediska reálného času ukazuje Obrázek E.9. Sériová verze ES se zdá
být velmi rychlá z pohledu nalezeńı kvalitńıho řešeńı. Výsledek je však ze značné části dán

”
štěst́ım“ v zasažeńı oblasti středu největš́ı prázdné koule (ten se velmi často nacháźı na

hranici řešené domény). Paralelńı verze ztráćı určitý čas na začátku výpočtu rozděleńım
prostoru na subdomény a komunikaćı nutnou k paralelizaci. Poté však paralelńı verze
poskytuje robustněǰśı řešeńı s menš́ım rozptylem.

Byly představeny dvě tradičńı metody poskytuj́ıćı přesné řešeńı miniMax kritéria
společně s algoritmem evolučńı strategie v sériové a paralelńı verzi. Ten poskytuje od-
had hodnoty kritéria. Naše výsledky ukazuj́ı, že v nižš́ıch dimenźıch navržené metody
založené na ES přesné řešeńı naleznou. Ve vyšš́ıch dimenźıch pak bez problémů s nedo-
statkem operačńı paměti (typické pro exaktńı metody využ́ıvaj́ıćı Voronoi̊uv diagram)
poskytuj́ı odhad hodnoty mM . Paralelńı verze představuje zp̊usob

”
rozparcelováńı“, tedy

rozděleńı celé řešené domény na menš́ı subdomény. Tato verze dosahuje ve vyšš́ıch di-
menźıch téměř lineárńıho speed-upu a odhady j́ı źıskané maj́ı menš́ı rozptyl v porovnáńı
se sériovou verźı (kde je řešena celá doména najednou).
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Ručńı výpočet hledáńı vrchol̊u
polytopu pomoćı LP
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Obrázek F.1: Simplexová tabulka obecně. Základem simplexové tabulky je rozš́ı̌rená ma-
tice soustavy (A|b). Řádek cT obsahuje cenové koeficienty, sloupec ti označuje pořad́ı
sloupc̊u matice A, které tvoř́ı bázi a sloupec cB cenové koeficienty odpov́ıdaj́ıćı těmto
sloupc̊um. V řádku (z − c)T najdeme relativńı ceny a v poli L aktuálńı hodnotu účelové
funkce.

Simplexové tabulky uvedené na Obrázćıch F.2, F.3, F.4 a F.5 znázorňuj́ı řešeńı úlohy
hledáńı krajńıch bod̊u množiny př́ıpustných řešeńı pomoćı simplexové metody lineárńıho
programováńı [Demel, 2011].

Uspořádáńı tabulek odpov́ıdá obecnému schématu uvedenému na Obrázku F.1. Nezná-
mé x1, x2, x3 odpov́ıdaj́ı hledaným neznámých ze zadáńı úlohy, neznámé x4 - x11 jsou
tzv. doplňkové a neznámé x12 - x16 nazýváme umělé.

Cenové koeficienty (odpov́ıdaj́ıćı normále účelové funkce) byly zvoleny rovny 1, což
onu účelovou funkci čińı nepodstatnou a neńı tak preferován žádný směr hledáńı krajńıch
bod̊u. Je tak zaručeno, že budou nalezeny všechny, a to možnými kombinacemi sloupc̊u
matice A v bázi (sloupce v bázi jsou zvýrazněny r̊užovým podbarveńım).

Touto metodou bylo nalezeno všech šest krajńıch bod̊u množiny př́ıpustných řešeńı,
což odpov́ıdá jak výsledku z referenćı, tak výsledku grafické metody.
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-1E+06 14 1 -1 1 0,1

0 7 1 1 0,7

0 8 1 1 0,7

-1E+06 15 85 90 100 -1 1 90

0 10 85 90 100 1 95

-1E+06 16 0,7 1 -1 1 0,4
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0 5 1 1 0,5

-1E+06 14 1 -1 1 0,1

0 7 1 1 0,7

0 8 -0,7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0,3

-1E+06 15 15 90 0 0 0 0 0 0 -1 0 100 0 0 0 1 -100 50

0 10 15 90 0 0 0 0 0 0 0 1 100 0 0 0 0 -100 55

1 3 0,7 1 -1 1 0,4

-1,6E+07 -9,2E+07 0 1000000 0 1000000 0 0 1000000 0 -1E+08 0 0 0 0 1,02E+08 -5E+07

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

-1E+06 12 1 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0,3

-1E+06 13 1 -1 1 0,1

0 5 1 1 0,5

-1E+06 14 1 -1 1 0,1

0 7 1 1 0,7

0 11 -0,7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0,3

-1E+06 15 85 90 0 0 0 0 0 -100 -1 0 0 0 0 0 1 0 20

0 10 85 90 0 0 0 0 0 -100 0 1 0 0 0 0 0 0 25

1 3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0,7

-8,7E+07 -9,2E+07 0 1000000 0 1000000 0 1,01E+08 1000000 0 0 0 0 0 0 1000000 -2E+07

1

2

3

Obrázek F.2: Simplexové tabulky č. 1-3.
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Ř

ÍL
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1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

-1E+06 12 1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0,2

-1E+06 13 1 -1 1 0,1

0 5 1 1 0,5

1 2 1 -1 1 0,1

0 7 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0,6

0 11 -0,7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0,3

-1E+06 15 85 0 0 0 0 90 0 -100 -1 0 0 0 0 -90 1 0 11

0 10 85 0 0 0 0 90 0 -100 0 1 0 0 0 -90 0 0 16

1 3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0,7

-8,7E+07 0 0 1000000 0 -9,1E+07 0 1,01E+08 1000000 0 0 0 0 92000001 0 1000000 -1E+07

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

-1E+06 12 0 0 0 0,06 0 0 0 0,11 0,01 0 0 1 -0,06 0 -0,01 0 0,0722

1 1 1 -1 1 0,1

0 5 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0,4

1 2 0 1 0 0,94 0 0 0 -1,11 -0,01 0 0 0 -0,94 0 0,01 0 0,1278

0 7 0 0 0 -0,94 0 0 1 1,11 0,01 0 0 0 0,94 0 -0,01 0 0,5722

0 8 0 0 0 -0,7 0 0 0 1 0 0 1 0 0,7 0 0 -1 0,37

0 6 0 0 0 0,94 0 1 0 -1,11 -0,01 0 0 0 -0,94 -1 0,01 0 0,0278

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0,00 1 1 0 0 0 0 -1 0 5

1 3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0,7

0 0 0 -55555,6 0 0 0 -111111 -11111,1 0 0 0 1055556 1000000 1011111 1000000 -72221

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

-1E+06 12 0 0 0 0,13 0 0 0 0 0,01 0 -0,11 1 -0,13 0 -0,01 0,11 0,0311

1 1 1 -1 1 0,1

0 5 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0,4

1 2 0 1 0 0,17 0 0 0 0 -0,01 0 1,11 0 -0,17 0 0,01 -1,11 0,5389

0 7 0 0 0 -0,17 0 0 1 0 0,01 0 -1,11 0 0,17 0 -0,01 1,11 0,1611

0 8 0 0 0 -0,7 0 0 0 1 0 0 1 0 0,7 0 0 -1 0,37

0 6 0 0 0 0,17 0 1 0 0 -0,01 0 1,11 0 -0,17 -1 0,01 -1,11 0,4389

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0 5

1 3 0 0 1 0,7 0 0 0 0 0 0 -1 0 -0,7 0 0 1 0,33

0 0 0 -133333 0 0 0 0 -11111,1 0 111111,2 0 1133333 1000000 1011111 888888,8 -31110

4

5

6

Obrázek F.3: Simplexové tabulky č. 4-6.

72



P
Ř
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1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

0 4 0 0 0 1 0 0 0 0 0,08 0 -0,83 7,5 -1 0 -0,08 0,83 0,2333

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0,08 0 -0,83 7,5 0 0 -0,08 0,83 0,3333

0 5 0 0 0 0 1 0 0 0 -0,08 0 0,83 -7,5 0 0 0,08 -0,83 0,1667

1 2 0 1 0 0 0 0 0 0 -0,02 0 1,25 -1,25 0 0 0,02 -1,25 0,5 x1 0,3333

0 7 0 0 0 0 0 0 1 0 0,02 0 -1,25 1,25 0 0 -0,02 1,25 0,2 x2 0,5

0 8 0 0 0 0 0 0 0 1 0,06 0 0,42 5,25 0 0 -0,06 -0,42 0,5333 x3 0,1667

0 6 0 0 0 0 0 1 0 0 -0,02 0 1,25 -1,25 0 -1 0,02 -1,25 0,4

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0 5

1 3 0 0 1 0 0 0 0 0 -0,06 0 -0,42 -5,25 0 0 0,06 0,42 0,1667

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

hledání dalších vrcholů (změnou báze):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

0 9 0 0 0 12 0 0 0 0 1 0 -10 90 -12 0 -1 10 2,8

1 1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0,1

0 5 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0,4

1 2 0 1 0 0,3 0 0 0 0 0 0 1 1 -0,3 0 0 -1 0,57 x1 0,1

0 7 0 0 0 -0,3 0 0 1 0 0 0 -1 -1 0,3 0 0 1 0,13 x2 0,57

0 8 0 0 0 -0,7 0 0 0 1 0 0 1 0 0,7 0 0 -1 0,37 x3 0,33

0 6 0 0 0 0,3 0 1 0 0 0 0 1 1 -0,3 -1 0 -1 0,47

0 10 0 0 0 -12 0 0 0 0 0 1 10 -90 12 0 0 -10 2,2

1 3 0 0 1 0,7 0 0 0 0 0 0 -1 0 -0,7 0 0 1 0,33

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0 5

1 1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0,1

0 5 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0,4

1 2 0 1 0 1,5 0 0 0 0 0 -0,1 0 10 -1,5 0 0 0 0,35 x1 0,1

0 7 0 0 0 -1,5 0 0 1 0 0 0,1 0 -10 1,5 0 0 0 0,35 x2 0,35

0 8 0 0 0 0,5 0 0 0 1 0 -0,1 0 9 -0,5 0 0 0 0,15 x3 0,55

0 6 0 0 0 1,5 0 1 0 0 0 -0,1 0 10 -1,5 -1 0 0 0,25

0 11 0 0 0 -1,2 0 0 0 0 0 0,1 1 -9 1,2 0 0 -1 0,22

1 3 0 0 1 -0,5 0 0 0 0 0 0,1 0 -9 0,5 0 0 0 0,55

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

7

8

9

Obrázek F.4: Simplexové tabulky č. 7-9.
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ÍL
O

H
A

F
.

R
U

Č
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0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 0 5

1 1 1 0 0 0 0 0,67 0 0 0 -0,07 0 6,67 0 -0,67 0 0 0,2667

0 5 0 0 0 0 1 -0,67 0 0 0 0,07 0 -6,67 0 0,67 0 0 0,2333

1 2 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0,1 x1 0,2667

0 7 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0,6 x2 0,1

0 8 0 0 0 0 0 -0,33 0 1 0 -0,07 0 5,67 0 0,33 0 0 0,0667 x3 0,6333

0 4 0 0 0 1 0 0,67 0 0 0 -0,07 0 6,67 -1 -0,67 0 0 0,1667

0 11 0 0 0 0 0 0,8 0 0 0 0,02 1 -1 0 -0,8 0 -1 0,42

1 3 0 0 1 0 0 0,33 0 0 0 0,07 0 -5,67 0 -0,33 0 0 0,6333

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000 -1000000

0 9 0 0 0 0 -15 10 0 0 1 0 0 100 0 -10 -1 0 1,5

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5

0 10 0 0 0 0 15 -10 0 0 0 1 0 -100 0 10 0 0 3,5

1 2 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0,1 x1 0,5

0 7 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0,6 x2 0,1

0 8 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0,3 x3 0,4

0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0,4

0 11 0 0 0 0 -0,3 1 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 -1 0,35

1 3 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0,4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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1 3 0 0 1 0 0,5 0 0 0 -0,1 0 0 -9 0 0 0,1 0 0,25

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1000001 1000000 1000000 1000000 1000000 1

vrcholy přípustné domény:

0,333 0,100 0,100 0,267 0,500 0,500

(x1) = 0,500 (x2) = 0,570 (x3) = 0,350 (x4) = 0,100 (x5) = 0,100 (x6) = 0,250

0,167 0,330 0,550 0,633 0,400 0,250

12

10

11

Obrázek F.5: Simplexové tabulky č. 10-12.
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