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Néazev prace: Prvky pro analyzu deskovych a skofepinovych konstrukei
Autor: Bc. Edita Dvorakova

Katedra: Katedra mechaniky

Vedouci bakalaiské prace: Prof. Dr. Ing. Borek Patzak

Abstrakt Tato diplomova prace se zabyvéa studiem vybranych kone¢nych prvka
pro analyzu deskovych a skofepinovych konstrukci. V praci je stru¢né predsta-
vena metoda kone¢nych prvki a zakladni principy vyuZzivané pro analyzu stén,
desek a skofepin. Pro deskové konstrukce jsou pfedstaveny dva prvky zaloZené
na diskrétni Kirchhoffové teorii. Pro analyzu skofepin byly zvoleny dva prvky
zaloZené na odlisnych p¥istupech. Jeden z prvkii je sestrojen kombinaci desko-
vého a sténového prvku, formulace druhého skofepinového prvku vychazi z tfi-
dimenziondlni analyzy s pfihlédnutim k vlastnostem skotepin. V8echny ¢tyfti
prvky jsou implementovany do prosttedi MATLAB, program je ovéfen na né-
kolika jednoduchych testech. Na sloZitéjsich konstrukcich je porovnéna konver-
gence jednotlivych prvk, vysledky jsou porovnany s dal$imi dostupnymi prvky

a v nékterych pfipadech s analytickym feSenim.

Kliova slova: desky, skofepiny, MITC4, DKT, rota¢ni stupné volnosti, metoda

konecnych prvki
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Abstract This thesis deals with the study of selected finite elements for analysis
of plate and shell structures and their implementation. The finite element method
and basic principles used for analysis of plane stress structures, plates and shells
are briefly introduced. Two finite elements based on discrete Kirchhoff theory are
presented for plate analysis. For the shell analysis, two different approaches were
considered. One of the elements is constructed by combining plane stress and
plate element. The second shell element is based on three-dimensional formu-
lation with consideration of shell behaviour. All four elements are implemented
in MATLAB and verified by means of simple tests. Some more complex structu-
res are analyzed and the convergence of different types of elements is compared

to other available elements and in some cases also with analytical solution.
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KAPITOLA

PRVNI

UvoD

Cilem ptfedkladané diplomové prace je formulace vybranych kone¢nych prvki urce-
nych pro analyzu deskovych a skofepinovych konstrukci a jejich nasledna implemen-
tace do prostiedi MATLAB. Byly vybrany celkem ¢tyfi prvky, dva deskové a dva sko-
fepinové. Jako deskové prvky byly vybrany prvky zalozené na diskrétni Kirchhoffové
teorii tenkych desek, a to jak trojihelnikovy, tak ¢tyfahelnikovy prvek. Pro analyzu
skofepin je pfedstaven prvek MITC4, tedy ¢tyfthelnikovy prvek s pouzitim reduko-
vané interpolace pro smykové slozky napéti, a trojithelnikovy prvek, ktery vznikl slou-
¢enim deskového trojahelnikového prvku se sténovym prvkem s rota¢nimi stupni vol-
nosti. Pro porovnani s dalsimi dostupnymi prvky byl vyuzit program OOFEM [15],
v nékterych pitipadech bylo k porovnani vyuZzito analytické feSeni nebo experimen-

talni vysledky.

Prace je uvedena kapitolou, kterd stru¢né predstavuje metodu kone¢nych prvka a jej
zékladni principy. V kapitole 3 jsou uvedeny zékladni vlastnosti desek, stén a skofepin,
které jsou vyuzity v nasledujicich dvou kapitoldch pojednavajicich postupné o des-
kovych prvcich (kapitola 4) a skofepinovych prvcich (kapitola 5). Program, ktery byl
v ramci této prace zpracovan, je pfedstaven v kapitole 6, kde je také otestovan na klasic-

N

kych patch testech, slozitéjsi konstrukce jsou nasledné analyzovany v kapitole 7. V po-



Mortivace

sledni kapitole jsou shrnuty zavéry, které 1ze na zdkladé numerickych vysledk vyvo-

dit.

1.1. Motivace

Béhem poslednich par desitek let doslo k velkému rozvoji vypocetni techniky. Tento
rozvoj umoznil rozsifeni numerickych metod, které jsou dnes nedilnou soucésti inZe-
nyrské praxe. VétSina softwaru pro analyzu konstrukci je zaloZena na metodé konec-
nych prvki. Ackoliv se na rozvoji této metody pracuje jiz nékolik desitek let, stéle je
zde velky prostor pro vyzkum. Pfesnost této metody zaleZi z velké ¢asti na volbé pou-
zitého prvku. Vzhledem k tomu, Ze software je ¢asto pouzivan pracovniky, ktefi nutné

nemusi mit p¥ili§ hluboké znalosti o metodé kone¢nych prvkd, je tfeba, aby implemen-

tované prvky byly spolehlivé a co nejlépe vystihovaly chovani skute¢né konstrukce.

Pravé feSeni desek a pfedevsim skofepin bylo prvnim podnétem pro analyzu meto-
dou koneénych prvki. Jiz od pocatku bylo navrzeno nékolik vice ¢i méné tspésnych
pristupti k feSeni této problematiky. Ackoliv se jednd v podstaté o tfidimenziondlni
problém, feSeni klasickymi prostorovymi prvky se jevi jako velice neefektivni a ¢asto
i problematické. Hlavnim problémem, se kterym se analyza deskovych a skofepino-
vych konstrukci potyk4, je pfedevsim smykové a membranové zatuhnuti, ke kterému
dochazi pro velmi tenké konstrukce. V tomto pfipadé se mtiZze konstrukce jevit vyrazné

tuzsi nez ve skutec¢nosti je.

V ptipadé deskovych konstrukci 1ze problém smykového zatuhnuti vyfesit vhodnou
volbou deskové teorie. Prvky zaloZené na Kirchhoffové teorii tenkych desek problé-
mem smykového zatuhnuti netrpi, nebot vliv posouvajicich sil je zanedban. Na dru-
hou stranu, jejich implementace je ndro¢n¢jsi vzhledem k vy$sim pozadavkiim na spo-
jitost aproximacnich funkci. V této préci jsou prezentovany prvky zaloZené na diskrétni

Kirchhoffové teorii. Ve vybranych diskrétnich bodech jsou tedy vynuceny pozadavky
pro ohyb tenkych desek. Pro formulaci skofepinovych prvkii zde byly zvoleny dva
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riazné piistupy. Velice dobrého poméru mezi naro¢nosti vypoctu a pfesnosti bylo dosa-
zeno diky tzv. smiSené interpolaci tenzorovych slozek - MITC (Mixed Interpolation of
Tensorial Components). Praveé takto je formulovan prvek MITC4, ktery je v ramci této
prace piedstaven. Druhym prvkem pro analyzu skofepin, ktery zde bude uveden, je
prvek slozeny z deskového DKT prvku a sténového prvku s rotaénimi stupni volnosti.
Vyhodou tohoto prvku je fakt, Ze prvek disponuje v kazdém uzlu Sesti stupni volnosti

a neni tedy nutné dodate¢né dopocitavat ¢i zavadét chybéjici tuhost.

Predkladand diplomova prace vznikla jako sou¢ést feeni projektu TACR & TA 02011196

- VyuZziti metod adaptivni a nelinedrni analyzy v ndvrhu Zelezobetonovych konstrukci.



KAPITOLA

DRUHA

UVOD DO METODY KONECNYCH PRVKU

Metoda kone¢nych prvkt (MKP) je pfibliznd metoda, kterd zacala vznikat na konci
prvni poloviny 20. stoleti. Asi poprvé se myslenka MKP objevila v praci Richarda Cou-
ranta v roce 1943, ktery navrhl moZnost feSeni spojitého problému rozdélenim na ko-
necny pocet podoblasti [17]. Pravé myslenka diskretizace se jevi jako hlavni princip
MKEP. Tento pfistup zacali dale rozvijet pfedevsim inZenyfti pro feSeni statickych a dy-
namickych dloh. Pozdéji se v8ak ukazalo, Ze metoda kone¢nych prvki je velice blizka
v té dobé jiz dlouho znamé Ritzové metod¢, a diky tomu doslo k dalsimu prohloubeni

i po matematické strance.

Na nésledujicich nékolika strandch budou uvedeny zakladni vztahy z teorie pruznosti
a principy [6, 7], které pomohou v dal$ich kapitoldch ukazat, jakym zptisobem byl pro-

gram pro analyzu deskovych a skofepinovych konstrukci sestaven.

2.1. Teorie pruznosti

Teorie pruznosti je ¢asti mechaniky kontinua, kterd se zabyva vztahy mezi deforma-
cemi a napétimi télesa. Pokud dochdzi pouze k malym deformacim, 1ze hovofit o li-

nearni pruznosti. V této praci je ddle uvaZovan linedrni vztah mezi sloZzkami napéti a
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deformace, tzv. Hooketiv zakon.

2.1.1. Zakladni neznameé

Za zakladni nezndmé v teorii pruznosti 1ze povaZzovat vektorové pole posunti u, dale
pak tenzorova pole deformaci € a tenzorova pole napéti 0. Vzhledem k symetrii smy-
kovych sloZek tenzoru napéti a deformace byvaji tyto tenzory ¢asto zapisovany v kom-
paktni vektorové formeé

T

u={uow},
— T
8 - {EXI ey/ 82/ ’YyZ/ ,.)/ZXI ’)’xy} Vi
— T
o= {UX/ Uy/ UZ/ TyZ/ sz; Txy} 7

kde &; zna¢i normalové slozky deformace a ¢; znaci normélové slozky napéti. Slozky

7ij a T;j potom znadi smykové slozky deformace, respektive napéti.

2.1.2. Geometrické rovnice

Pomoci geometrickych rovnic 1ze vyjadfit vztah praveé mezi vektorem posunuti u a vek-

torem deformace €. V maticové formé plati

e=0"u, (2.1)
kde
d 3 9
_ d 2 d
d = 5 0 % 0 & (2.2)
9 o 2
0 0 2 2 2 0
a tedy
ex 2 0 0
€ 0 2 0
Y ay U
£ o 0 2
- 0
3 2
Yyz 0 5 a
? ? w
VYzx % 0 b
3 2
e | 9y ax O
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2.1.3. Konstitutivni rovnice

Vztah mezi sloZkami tenzoru defomace a sloZzkami tenzoru napéti dale vyjadfuji tzv. kon-
stitutivni vztahy. Pro linedrné pruzné izotropni materialy 1ze aplikovat rozsiteny Hoo-

ketiv zakon, kde s uvdzenim nulové pocéte¢ni deformace plati nésledujici formulace

o0 = De, (2.3)
kde ) )
1 &£ & 0 0 0
&~ 1 &0 0 0
v
D= o oo (1) o 2 3 ’
2(1-v)
0 0 0 0 4y 0
| 0 0 o0 0 0 2%1—35) |

kde E je Youngtiv modul pruznosti a v je Poissontiv soudinitel. S vyuZitim mérné po-

tencidlni energie deformace W (e) 1ze tyto vztahy také zapsat ve tvaru

oW
o= e (2.4)
kde
W(e) = %sTDs. (2.5)

2.1.4. Rovnice rovnovahy

Tzv. Cauchyho rovnice rovnovahy jsou ¢asto nazyvany jako rovnice statické. Vyjadiuji
vztahy mezi vSemi vnitfnimi a vnéjimi silami ptisobicimi na diferencidlni element té-

lesa. Tuto soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic lze v maticové formé vyjadrit

nasledovné:

Ox
o,

9 ) y S

7 0 0 0 4 P X 0

) ) ) Uz + v _
0 3 0 57 0 4 . Y ;=49 0 ¢,
9 9 0 vz 5

0 0 4 3 ox 0 Z 0

Tzx
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dr+X=0, (2.6)

kde vektor X = {X,Y, Z}7 je vektorem objemovych sil.

2.1.5. Okrajové podminky

Soubor Sesti geometrickych rovnic (2.1), Sesti konstitutivnich rovnic (2.3) a t¥i rovnic
rovnovéhy (2.6) tvofi kompletni systém pro feSeni tilohy o patnacti neznamych (tfi
slozky vektoru posunuti, Sest slozek tenzoru deformace a Sest sloZzek tenzoru napéti),
nicméné vzhledem k tomu, Ze se jednd o formulaci pomoci diferencidlnich rovnic, je
tteba zavést okrajové podminky. Podminky lze definovat dvojiho druhu, a to statické
okrajové podminky a podminky kinematické. Hranici télesa 1ze rozdélit na ¢ast hranice
télesa Iy, kterd je podrobena podminkam statickym, a ¢astI';, kde jsou aplikovany pod-

minky kinematické.

Statické okrajové podminky

Statické okrajové podminky vyjadiuji rovnovdhu mezi napétim a vnéj$im zatiZzenim na

povrchu télesa. Na hranici I', plati

Ox
Oy
ne 0.0 0 ny my Px 0
0z
0 ny 0 nz 0 nx - ﬁy = 0 4
0 0 n, ny ny O Pz 0
TZX
Tay
no—p =0. (2.7)

Vektor p = {px, py, P} znadi pfedepsané povrchové sily na hranici I', a v matici n

N

jsou uspotfddany smérové kosiny vnéjsi normaly k povrchu této hranice.
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Kinematické okrajové podminky

Na ¢asti hranice I'y, kde je pfedepsdna hodnota posunuti # 1ze pfemisténi télesa defi-

novat podle kinematickych okrajovych podminek, a tedy

u—i=0. (2.8)

2.2. Princip virtualnich praci

Princip virtudlnich praci (PVP) Ize rozlisit na dva zakladni typy, a to
e princip virtualnich posunuti (PVp),
e princip virtudlnich sil (PVs).

Vzhledem k tomu, Ze vétSina MKP programfi, a také program zpracovany v ramci
této préce, jsou zaloZeny na deformacni varianté metody kone¢nych prvki, kterad plyne
z principu virtudlnich posunuti, bude zde déle zpracovan pouze tento piistup. Princip

virtudlnich posunuti 1ze vyjadrit vztahem
/ selodV = / suTXAV + / su" pd, 2.9)
14 14 T,

kde levéa strana rovnice odpovidd virtudlni préci vnitinich sil a prava strana virtudlni
préci sil vnéjsich. Virtudlni posuny nesmi narusovat kinematické okrajové podminky,
a tedy éu = 0 na I',. Virtudlni deformace musi byt s virtudlnimi posuny svazany geo-

metrickymi rovnicemi, tedy de = 97 u.

2.3. Variaéni principy

Pfimym dtisledkem principu virtudlnich posunuti je tzv. Lagrangetiv varia¢ni princip.
Obdobné z principu virtualnich sil 1ze odvodit Castigliantiv varia¢ni princip, tato prace
se jim vSak nebude déle zabyvat. Lagrangetv princip je zaloZen na minimu potencialni

energie a fika:

e "Ze vsech kinematicky piipustnych stavli pruzného télesa nastava takovy stav,

ktery dava potencidlni energii systému minimélni hodnotu."
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Pro potencidlni energii systému lze tedy psat
IT = E; + E, = min, (2.10)

kde E; znadi potencidlni energii deformace a E, odpovidd potencidlni energii vnéjsich
sil, a tedy
1= / W(e)dV — / uTXdv — / uTpdr. @.11)
14 14 T,

Kinematicky pfipustny stav predpoklada spojité posuny s po ¢astech spojitymi deriva-
cemi v celé oblasti. Posuny musina hraniciI', spltfiovat pfedepsané okrajové podminky
a s deformacemi musi svazany geometrickymi rovnicemi. PoloZenim variace funkcio-
nélu potencidlni energie nule 1ze ziskat
oW
5TT = / 66T AV — / suTXdv — [ ou'pdr = o0.
FP
Dosazenim z konstitutivnich rovnic (2.4) do prvniho integrélu 1ze ziskat shodnou for-

mulaci problému s formulaci na zakladé principu virtudlnich posunuti (2.9).

2.4. Ritzova metoda

Jak jiz bylo feceno v tvodu této kapitoly, metoda kone¢nych prvki je tizce spojena
s Ritzovou metodou. V této ¢asti bude tedy ukdzan postup v piipadé deformacéni vari-

anty Ritzovy metody. Pfiblizné feSeni bude hledano ve tvaru
u =1ug+ Nr,
kde funkce v ug jsou zvoleny na zékladé kinematickych okrajovych podminek, a tedy
up = {a,5,w}7  nal,.

V matici N jsou uspofddany bazové funkce z prostoru V. Pro tilohu minimalizace po-
tencidlni energie systému (2.11) musi byt tyto funkce na V' spojité a musi umoZziiovat
splnéni geometrickych okrajovych podminek. Bdzové funkce musi byt linedrné neza-
vislé a na hranici I', musi navic splfiovat homogenni geometrické podminky, tedy mit

na této hranici nulovou hodnotu. Vektor r je vektor nezndmych posunuti.
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Dosazenim do geometrickych rovnic a nasledné také do rovnic konstitutivnich, 1ze vy-

jadrit aproximované pole deformace,
e =0"(up+ Nr),
e =0"ug+ 0 Nr,
e =&+ Br, (2.12)

respektive pole napéti

0 = De,
o =D(&+Br).

Aproximované pole deformace (2.12) Ize dosadit do vztahu pro vypocet mérné poten-

cidlni energie (2.5) a ndsledné do funkcionalu potencidlni energie systému (2.11)
W= %(z- +Br)™D(z + Br),

1= / %(g +Br)"D(z + Br)dV — / (4o + Nr)TXdV — / (4o + Nr)Tpdl.  (2.13)
1% 14 Ty

Vzhledem k formulaci Lagrangeova principu je hleddno minimum tohoto funkciondlu.
Po bliz§im pfezkoumadni rovnice (2.13) je patrné, Ze po integraci je jedinou nezndmou
této tlohy vektor neznamych posunuti r. Pro extrém funkce o vice proménnych plati,
Ze nastane v pfipadé nulovych hodnot prvnich parcidlnich derivaci podle vSech pro-

ménnych. Zderivovanim 1ze dospét k nésledujici formulaci tlohy
dIl T/= T T=
7:/3 D(e+Br)dV—/N XdV—/ NTpdr = 0. (2.14)
or v 1% T,

Jednd se o soustavu linedrnich algebraickych rovnic, zavedenim matice tuhosti K a vek-

torti zatizeni R a reakci Ry, 1ze psat
Kr =R; +Ry,

kde
K= / BTDBAV, (2.15)
1%

10
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Rf= | N'XdV + | NTpdr,
f v T,

R, — / BTDzdV.
1%

Rozdil mezi klasickou Ritzovou metodou a metodou kone¢nych prvkii spociva pouze
ve volbé bazovych funkci. Zatimco v Ritzové metod€ jsou bazové funkce voleny na celé
feSené oblasti, v metodé konecnych prvki jsou voleny funkce s velmi malym nosi¢em,
dil nemusi na prvni pohled zdét pfili§ dtleZity, pfinasi spoustu vyhod pro formu-
laci tlohy. Metoda kone¢nych prvki diky své formulaci bazovych funkci umoziiuje
relativné jednoduchou aproximaci komplikovanych oblasti feSeni, proménlivého po-

depfeni a Ize snadno docilit zpfesnéni feSeni.

11
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TRETI

ANALYZA PLOSNYCH KONSTRUKCI

Za plosné konstrukce jsou povaZovany takové konstrukce, kde je jeden z rozmérti vy-
razné mensi nez zbylé dva. Dle statického ptisobeni 1ze plosné konstrukce rod€lit na sté-
ny, desky a skofepiny. Vzhledem k relativné malé tloustce takovych konstrukci je napéti
0 velmi malé a 1ze ho tedy zanedbat. Stény a desky jsou rovinné konstrukce, v ptipadé
stén je uvazovano pouze zatiZzeni v roviné konstrukce, desky jsou naopak zatéZovany
kolmo ke stfednicové plose, tedy k roviné, kterd ptili tloustku konstrukce. Skofepinové

konstrukce jsou zakfivené a kombinuji sténové a deskové ptisobeni.

3.1. Stény

Ackoliv tématem této prace jsou deskové a skotfepinové konstrukce a o sténovych kon-
strukcich prace pfimo nepojedndvéd, zakladni vztahy pro analyzu stén zde budou i
presto stru¢né uvedeny, a to pfedevsim z toho dtivodu, Ze chovéni skofepin je mozné
vystihnout kombinaci deskového a sténového ptisobeni. Refeni stén spadd mezi pro-

blémy rovinné napjatosti.
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Desky

Uloha rovinné napjatosti

V tloze rovinné napjatosti jsou nezndmé pouze dvé slozky vektoru posunuti u, a to

posuny v roviné konstrukce. Vektor neznamych posunuti ma tedy tvar
u={u,0}".
Odpovidajici pole deformaci € m4 tvar
e = {ey, €y, ’)’xy}T

a pole napéti o potom
o = {0y, 0y, Ty}
Matici tuhosti materialu D pouzitou pro formulaci konstitutivnich rovnic (2.3) Ize pro

rovinnou napjatost upravit na tvar

1 v O
D=t |v1 1)
0 0 1
Deformace ¢, je nenulové a Ize ji dopocitat z
v
£, = —E(ex +8y),

vzhledem k uvaZeni nulového napéti o, vsak tato deformace nepfispiva do prace vniti-
nich sil. Pro formulaci tlohy rovinné napjatosti je dale tfeba upravit také geometrické
rovnice, rovnice rovnovdhy a okrajové podminky. Tyto vztahy lze ziskat z obecnych
formulaci v predchozi kapitole, konkrétné z (2.1), (2.6), (2.7) a (2.8), uvdzenim pouze
slozek odpovidajicich vySe uvedenému vektoru posunuti a polim deformaci a napéti.

Je také tfeba pfihlédnout k faktu, Ze je uvaZovano pouze zatiZeni v roviné konstrukce.

3.2. Desky

Deskové a skofepinové konstrukce mohou byt svym zptisobem povazovany za kon-
strukce tfidimenzionalni. Ackoliv se teorie pruznosti pro tfidimenzionalni analyzu ne-

potyka se Zadnymi zdsadnimi problémy, aplikace pro deskové a skofepinové konstrukce
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Desky

ey 2

je ponékud sloZité€jsi. Tloustka téchto konstrukei je velmi mala v porovnani se zbylymi
dvéma rozmeéry a komplexni feSeni pouzivané pro 3D konstrukce je nejen zbyte¢né né-

ro¢né, ale také se potyka s problémem smykového zatuhnuti.

Jesté dlouho pied tim, nez se objevily nékteré numerické metody, které by pomohly
vyfesit problémy pii vypoctech deskovych konstrukci, byly formulovany teorie, které
nabizely zjednoduSeny pohled na deskové konstrukce. Za prvni formulaci deskové te-
orie je povazovéna Kirchhoffova teorie z roku 1850. Tuto teorii l1ze pouZzit pro analyzu
tenkych desek. Upravené predpoklady uplatnil v roce 1945 Reissner a v lehce odlisné
verzi v roce 1951 Mindlin. Tyto upravené teorie uvazuji vliv smykového ptetvoreni a
1ze je tak na rozdil od Kirchhoffovy teorie uplatnit i pfi analyze tlustych desek. Dle
tloustky lze desky rozdélit do tf{ kategorii:

o tenké desky 145 < ¥ < L,

o tlusté desky% > %,
e membrany 2 < L
Y T = 100/

kde & je tloustka desky a I je rozmér v roviné desky. Pokud se jednd o membranové
pusobeni konstrukce, nelze uvazovat pfenos ohybovych aé¢inkd, nicméné je uvazovan

pouze pfenos normdlovych sil ve stfednicové roviné.

Ackoliv Kirchhoffova teorie ohybu tenkych desek je historicky star$i teorii, je v pod-
staté jen zvlastnim pripadem Mindlinovy teorie. V ndsledujicim textu bude tedy pre-
zentovédna piedevsim Mindlinova teorie a Kirchhoffovy ptedpoklady budou zavedeny

az pfi formulaci konkrétnich koneénych prvkia.

Mindlinova teorie

Je uvazovana deska se stfednicovou plochou v roviné x, y. Mindlinova teorie tlustych

desek vychézi z nasledujicih pfedpokladi:
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Desky

e stlaceni desky ve sméru osy z je malé v porovnani s hodnotami prihybu, 1ze ho

tedy zanedbat,

e normadly ke stfednicové roviné se po deformaci méni v pseudonormaly, zlistavaji

tedy pfimé, ale jiz nejsou ke stfednicové roviné kolmé,

e normalové napéti o, je malé ve srovnani se slozkami napéti ptisobicich ve smé-

rech os x a y, proto se zanedbava.

Z prvniho predpokladu vyplyva, Ze prithyb w desky je nezavisly na soufadnici z a je
tedy pouze funkci x a y. Z druhého predpokladu je patrné, Ze neni uvazovano zborceni
pri¢nych prafezli, pfemisténi bodi na normale 1ze tedy chédpat jako pfemisténi tuhého
télesa.VztaZenim parametrti pfemisténi ke sttednicové roviné Ize obdrzet nulové po-
suny ve stfednicové roviné u(x,y,0) a v(x,y,0) . Dale neni tfeba uvazovat pootoceni
kolem vlastni osy normaly, tedy pootoceni ¢, jelikoz normalu Ize chapat jako body le-
zici na jedné tisecce, pootoceni kolem vlastni osy nemé tedy Zddny vyznam. Pfemisténi

bodti pseudonormaly 1ze tedy popsat pomoci tf{ stupnit volnosti, a to nasledovné

u(x,y,2) = 2¢y(x,y),
v(x,y,2) = —z2¢x(x,y),

w(x,y,z) =w(x,y).

Pro nenulové slozky deformaci potom plati:

_au_a(py_
8x—a—2§—27(x,
_80__8g0x_

ey oy " Zay = zKy,

ou  Jv dpy 0y

v =gyt o= () =7

_au+aﬁ_ +8w

T =y Ty T P T o
o e dw

Tv: = 5, oy P oy’
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Desky

kde ¢, €y, Yxy jSOU membréanové slozky tenzoru deformace a 7y, Tyz jsou slozky smy-

kové. V maticové formé Ize potom psat

J
3 = 0
x dx 0 1 P+
€ =z| 0 2 p
! O I R
) Py
Txy dy  ox
&y =Kz = zaTSq),
Yyz ai 0 1 Px
= ax w + ,
Yz Ay -10 Py
T =vVw+Se,
kde x je vektor pfislusnych kfivosti, tedy
d
K= Ky = aa(f/x . (32)
99 ¢y
Kxy Tyy T ox

Desku si 1ze piedstavit jako mnoho slabych vrstvicek rovnobéZznych se sttednicovou
plochou. Vzhledem k pfedpokladu velmi malého napéti o, které je tedy zanedbédvano,
lze povaZovat stav napéti v kazdé z téchto vrstvicek za stav rovinné napjatosti, a tedy
jej charakterizovat pomoci sloZek napéti oy, 0y a Ty,. Matice tuhosti materidlu ma pro

membréanové slozky napéti obdobny tvar jako pro stény a Ize tedy psat

Oy 1 v O
p— J— E J—
On=19 0y T—2|v 1 0 |x=2zDx
Try 00 5*
pro smykové slozky
T Tz | E 10 v —Ey
Tyz 1+v 01

Celkovéa deformacni energie je ddna souctem energie pfislusejici ohybu a energie p¥i-
sluSejici smyku

El — Em + Es. (3‘3)
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SKOREPINY

Ze vztahti pro mérnou energii deformace (2.5) plyne

E = / W(e)dV = / / L TD2xdzdn = / xTD,xdA,
1% AJn2 2 /A

Es = / W('y)dV:/ /1'yTE'ydsz = 1/ ¥YTDsydA,
Jv JaJn2 2JA

kde

(3.4)

(3.5)

kde A je plocha stfednicové roviny a k pfedstavuje smykovy faktor zohledriujici ne-

rovnomeérné rozloZeni p¥i¢nych smykovych napéti po tloustce. Pro pfipad konstantni

tloustky desky lze psat

X 1 v O
Eh
Dn=gma—py|v 1 0O
00 L
a
10
D, — Ehk .

3.3. Skofepiny

(3.6)

Zvlastnim piipadem skotfepin jsou tzv. sténodesky. Jak jiz ndzev napovida, jedna se

o rovinnou konstrukci, kterd kombinuje ptisobeni stén a desek, zatiZeni tedy neni ome-

zeno svym smérem. Skofepina je pouze zobecnénim sténodesky, a to ve smyslu moz-

nosti zakfiveni konstrukce. Zakfiveni se v praxi vyuZzivé pro sniZeni velikosti mérnych

ohybovych tcinkt a posouvajicich sil, idedlnim stavem je takovy tvar konstrukce, kdy

jsou ohybové momenty a posouvajici sily nulové, tzv. membrénovy stav. Pro nenulové

mérné momenty se jednd o stav ohybovy.
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SKOREPINY

V prtibéhu let bylo navrzeno nékolik riznych pfistupti, jak formulovat prvky pro sko-
fepinové konstrukce. Z pocatku bylo navrzeno nékolik prvki, které byly diky interpo-
la¢nim funkcim vyssiho stupné schopny vystihnout zakfiveny tvar konstrukce. Tato
metoda se ukdzala jako G¢innd, nicméné relativné ¢asové narocnd, proto se postupem
¢asu preslo k praci na vyvoji plochych prvki s interpola¢nimi funkcemi nizsiho stupné.
Zaktiveni konstrukce je v takovém piipadé modelovano pouze vhodnym usporaddnim

vétstho mnozstvi plochych prvki.

Diky této moZnosti 1ze pro feSeni skofepin zkombinovat ptisobeni sténovych a desko-
vych prvka. Dalsi moZnosti, jak 1ze k analyze skofepin pfistupovat, je vyjit z tfidimen-
ziondlni analyzy a upravit podminky pro napéti a deformace s ohledem na chovani
skofepinovych konstrukci. Tento postup neni zavisly na Zddné konkrétni teorii sko-
fepin a muZe se tak jevit jako vyhodnéjsi. Na druhou stranu se ukazalo, Ze s niZ$im
stupném interpolac¢nich funkci se tento pfistup potyka se smykovym zatuhnutim. Jako

vhodné feSeni tohoto problému se jevi pouziti redukované interpolace pro smykové

slozky napéti.

Zakladni vztahy pro skofepinové prvky

V pripadé skofepin jsou uvaZeny posuny ve vsech tfech smérech, vektor posunuti ma
tedy tvar

u= {u,v,w}T.

Pokud je skofepinovy prvek sestaven kombinaci sténového a deskového prvku, je tloha
formulovana na zékladé vztahti pro stény a pro desky s pfihlédnutim ke konkrétni po-
uzité deskové teorii. Pokud je vSak prvek formulovan na zdkladé tfidimenziondlni ana-

lyzy, jsou pro prvek leZici v roviné x, y uvazovana nasledujici pole deformaci a napéti
T
€= {8x/ €y Vyzr Yzxs ’ny} ’ (37)

T
o= {Ux/Uy/ Tyz, Tzx,s Txy} .
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SKOREPINY

Obdobné jako pro tlohu rovinné napjatosti je tfeba upravit matici tuhosti materialu,

ktera je pouzita pro formulaci konstitutivnich rovnic. Plati

1

v
0
0
0

v
1
0 k
0
0

OOM‘T‘OO
<

ON‘TOOO
<

_

o o o o

(3.8)

Vzhledem k uvaZeni pouze péti slozek pole deformaci a pole napéti je tfteba obdobné

jako pro stény upravit geometrické rovnice (2.1), rovnice rovnovéhy (2.6) a okrajové

podminky (2.7), (2.8).
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KAPITOLA

CTVRTA

DESKOVE PRVKY

V ramci této kapitoly budou predstaveny dva prvky pro analyzu deskovych konstrukci.

4.1. Deskovy prvek DKT

Jednim z prvki vybranych pro analyzu deskovych konstrukci v této praci je trojihel-
nikovy prvek DKT, z anglického Discrete Kirchhoff Triangle, ktery je velmi rozsifeny
v oblasti analyzy ohybanych desek. Jedna se o trojahelnikovy prvek vychazejici z Min-
dlinovy teorie desek, uvazuje tedy tfi stupné volnosti v kazdém uzlu, konkrétné jsou
to prithyb a dvé pootoceni (obr. 4.1). Smykové slozky deformace jsou pro tenké desky
velmi malé v porovnani s ohybovymi slozkami a energie pfislusejici smykové defor-
maci je tedy pfi feSeni zanedbavéna. Pozadavky Kirchhoffovy teorie ohybu tenkych
desek jsou vynuceny pouze v diskrétnich bodech, a to ve vrcholech a stfedech stran.
Kirchhoffova teorie navic kromé pozadavkti Mindlinovy teorie pfedpokladd, Ze nor-
mala ke stfednicové roviné zlistdva normdlou i po deformaci, pootoceni normély lze

tedy vyjadfit pomoci derivace prihybu.
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Deskovy prvek DKT

w
3 Px
w Py
Px
zZ, W Py

Px
Py

Obrazek 4.1.: Trojuhelnikovy prvek DKT - Discrete Kirchhoff Triangle.

4.1.1. Vlastnosti prvku

Formulace prvku je pfevzatd z ¢lanku [1]. Vzhledem k tomu, Ze jsou zde zanedbany
smykové ti¢inky, deformacni energie (3.3) je rovna pouze energii pfislusejici ohybu (3.4),
a tedy

Ei= Ep — % /A xTD,xdA, 4.1)

kde D, je matice tuhosti materidlu definovand v (3.6). Z definice kfivosti x (3.2) plyne,
Ze rovnice (4.1) obsahuje pouze prvni derivace pootoceni ¢, a ¢y, je tedy potieba zajistit
pouze CY spojitost a to by mélo byt relativné snadné. Vzhledem k tomu, Ze se v rovnici
(4.1) nevyskytuje prithyb w, bude potieba tuto neznamou vyjadfit pomoci pootoceni

@x a @y. P¥i formulaci prvku byly navrzeny nasledujici pozadavky:

e Trojahelnikovy prvek by mél mit pouze devét stupniii volnosti, a to prahyb w a

pootoceni ¢y a ¢y v kazdém ze ti{ uzli elementu

T
Te = {w].l §0x1, QDylz wa, (PXZI §0y2, w3, (Px3/ (Py3} .
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Deskovy prvek DKT

e Podle Kirchhoffovy teorie, kterd ptedpoklada nulové pti¢né smykové deformace,

plati pro pootoceni normal v uzlovych bodech:

_w
Px = ay/

Jw
Pr= " ox

e Vynuceni Kirchhoffovych pfedpokladti mtze byt dale pozadovano i v dals$ich
diskrétnich bodech.

e Musi byt zachovéna spojitost ¢, a ¢, mezi jednotlivymi prvky.
Vysledna formulace prvku uvazuje nasledujici body:
e Priibéh pootoceni ¢ a ¢, po prvku je uvazovéan kvadraticky.
¢ Kirchhoffovy pfedpoklady jsou vynuceny ve vrcholech a ve stfedech hran.
e Podél hran je uvazovan kubicky pribéh prihybu w.

e Pribéh pootocent stiednice podél hrany prvku je uvaZovén linedrni.

4.1.2. Sestaveni prvku
Transformace stupitl volnosti

Jednim z hlavnich poZadavk, ktery ma prvek spliiovat, je, aby vSechny stupné volnosti
byly soustfedény pouze do vrcholl prvku, celkem je tedy poZadovéno devét stupiiti
volnosti. Splnéni Kirchhoffovych pfedpokladii je ale poZadovéano i uprostfed hran, po-

otoeni ¢y a ¢, uprostied hran je tedy tfeba vyjadtit pomoci uzlovych stupiiti volnosti.

Pro kaZzdou hranu prvku lze uvaZovat lokalni systém soufadnic s a n (obr. 4.2). Pro po-

suny podél hrany prvku Ize tedy psat
Us = —2ZQy,

w(s,n,z) =w(s).
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Deskovy prvek DKT

Obrazek 4.2.: Zavedeni lokalniho soufadného systému na hranach prvku.

Obrazek 4.3.: Znédzornéni hrany prvku pro odvozeni vztahti pro pootoceni ¢, a ¢
uprostfed hrany prvku a naslednou transformaci ze systému soufadnic

s a n do kartézského systému.
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Deskovy prvek DKT

Podél hrany ij (obr. 4.3) je uvazovana kubicka aproximace prihybu
w(s) = as® + bs* + cs +d,
pro derivaci prithybu tedy plati
w'(s) = 3as® +2bs + c.

Na zakladé hodnot v uzlovych bodech i a j 1ze stanovit nasledujici okrajové podminky

w(0) =w;,
w/(0) =] = pu(0),
w(l;) =wj,
w'(ly) = w; = gu(lij)

a tyto podminky lze vyuZit pro stanoveni nezndmych koeficienttia, b, ca d

w(0) =d = w;,

3 ) _ wh—w|—2bl;
w(ll]) = alij+blij+wl’-lij+wi = Wj N a= - 3z
w’(lij) = 3€lll~zj + Zblij + w§ = w} ‘ ;

ij !

Derivace prithybu uprostfed hrany je potom déna vztahem

(8) () o ) () ()
2 2l T\ 2l '\ 4 I\ 4
a pro pootoceni ¢, tedy plati
9n(0) = wj,
ou(lij) = wj,

m\2) 7 \2) T Ty i\ 21 i\ "2 i\"a)

Vzhledem ke kubickému prabéhu prihybu a ke kvadratickému prabéhu pootoceni,
které je stanoveno ve tfech bodech, bude pfi pouZiti kvadratické aproximace pootoceni

zajisténo splnéni Kirchhoffovych pfedpokladti podél celé hrany prvku, a tedy podél
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Deskovy prvek DKT

celé hranice. Na zdkladé predpokladu linearni aproximace pootoceni sttednice podél

hrany prvku lze pro potoceni ¢, uprostfed hrany prvku psat

Ps <l§> = % (4’5(0) + Qos(lij)) .

Vztah vyjadfujici pootoceni ¢, a ¢s uprostted hrany prvku pomoci stupiit volnosti ve

vrcholech 1ze zapsat v maticové formé, a to

Pn . —3/(211‘]') —1/4 0 3/(211]) —1/4 0 Psi
. 0 0o 1/2 0 0 1/2

Psj )
Pro sestaveni matice tuhosti je tfeba transformovat uvedené vztahy do kartézského sou-

fadného systému (obr. 4.3). Toho 1ze docilit pomoci transformacni matice Tj;

Ps Py
Px Pn
Py Ps

kde
cji —S
TZ] _ D) g
Si] CU
a
A
Cij = cos(’yij) = T.y’
D)
) Ax
sij = sin(7ij) =
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Deskovy prvek DKT

Pro pootoceni ve stfedech hran tedy plati

wi
Pni
Px | i -3/(2l;) —-1/4 0 3/(Q2;) —-1/4 0 Psi
{q)y }zl]!slj i ]{ 0 0 12 0 0o 12| w
2 Pnj
L Psj
kde ) ~ -
w; 1 0 0 0 0 O w;
Qi 0 ¢ s; 0 O 0 Qi
Psi B 0 —sj ¢; 0 0 O Pyi
wi [ o 0o 01 0 0] w
Pnj 0 0 0 0 ¢ sj Pxj
[ s L0 0 0 0 =sij cj | U oy
Upravenim pfedchozich dvou vztahti Ize ziskat
wj
Pxi
Py )l wj
Pxj
L Py
kde ) o
—3c¢ij/ (21;;) —3s;;/ (21;})
—1/4c12]- + 1/251-2]- 1/4cijsij — 1/ 2¢ijsij
Gi — —1/4cijsij — 1/2¢jsi -1 /451-2]- +1 /261-2]- 42)
3cij/ (211-]-) 3s;;/ (21;})
—1/4c; +1/2s;  —1/4cisij — 1/ 2cijsy;
| —1/4cijsij — 1/2¢js4 —1/451-2]- + 1/201-2]-

Uvedend matice G/ umoznuije vyjadieni pootoceni ¢y a ¢, uprostfed hrany, pomoci po-

otoceni a prithybu v krajnich bodech hrany, tedy pomoci stupriti volnosti ve vrcholech
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trojithelnika. Tuto matici 1ze napocitat pro vSechny tfi hrany trojahelnika a usporadat
ji do celkové transformaéni matice T*

( ) r

Px1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Pyl 0 0 1 0 0 0 0 0 0 (
w1
Px2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
(le
Py2 0 0 0 0 0 1 0 0 0
Py1
Px3 0 0 0 0 0 0 0 1 0
w2
Py3 0 0 0 0 0 0 0 0 1
= q) 2 ,
Pra Gif Gi3 Gi3 Gif G Gg 0 0 0 ’
Py2
Pya Gyt Gy G Gy Gij Gy 0 0 0 ’
w3
x5 0 0 0 Gj Gj Gf G GE G
Px3
Pys 0 0 0 G Gj GE G GE G ’
Py3
P Gii G5 G 0 0 0 Gj G, Gj o
Pys Gii Gi G 0 0 0 G3 G Gj
ry =T°r..

Matice T° tedy zprosttedkovava prevod mezi stupni volnosti prvku a mezi pooto¢enim
@x a ¢y v Sesti bodech prvku, a to ve vrcholech a stfedech hran. Diky tomu je mozné

pouzit kvadratickou aproximaci pro pootoceni po prvku.

Geometricka matice

Je uvaZovana kvadratickd aproximace pootoceni, které lze tedy vyjadfit pomoci Sesti

uzlovych hodnot
6
ox(x,y) =} Ni(x,y) i,

i=1

6
(Py(x/y) = Z Ni(x/y)(l)yi-
i=1
Bazové funkce N; pro kvadratickou aproximaci na trojithelniku jsou zobrazeny na ob-

razku (4.4) a maji nasledujici tvar
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Deskovy prvek DKT

Ns

N

Obrézek 4.4.: Bazové funkce trojuhelnikového prvku s kvadratickou aproximaci [2].

N1 =¢1(281 - 1),
Ny = $2(282 — 1),

N3 =¢3(263 — 1), (43)
Ny = 48162,
N5 = 48283,
Ne = 48361,

kde &1, &> a {3 jsou pfirozené soufadnice na trojuhelniku [6]. Pootoceni ¢ a ¢, po celém

q)x - Nerq),
Py

Ny 0O Nh O N O N, 0 Ns 0 Ng 0
O Ny 0NN O N5 O N, O Ns O Ng |

prvku lze tedy zapsat ndsledovné

kde
N°¢ =

S vyuzitim transformacni matice T, 1ze vektor uzlovych pootoceni r, vyjadfit pomoci

pootoceni a prithybti ve vrcholech r,

P\ _ NeTer,.
Py
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Deskovy prvexk DKQ

Geometrickd matice prvku je potom déna vztahem

B = o'N°T".

Matice tuhosti

Pro matici tuhosti byl odvozen (2.15) nasledujici vztah
K= / BTDBAYV,
1%

K= / / BTDBdhdA.
AJh

Aplikaci matice D,, odvozené v (3.5)
K= / B'D,,BdA.
A

Pro vy¢isleni matice tuhosti je pouZzita Gaussova numericka integrace [6]. Vzhledem
k pouZziti kvadratické aproximace je pouZita tfibodova integra¢ni formule, kterd je v tom-

to pfipadé dostatecna pro piesné vycisleni integralu.

4.2. Deskovy prvek DKQ

Druhym prvkem, ktery bude pfedstaven v rdmci prvk pro analyzu deskovych kon-
strukci je DKQ prvek, z anglického Discrete Kirchhoff Quadrilateral. Jedna se o prvek
zalozeny na stejnych principech jako DKT prvek, nicméné v tomto pfipadé se jedna
o prvek ¢tyfthelnikovy, celkové ma tedy 12 stupiiti volnosti (obr. 4.5). Vlastnosti prvku
a pfedpoklady pro jeho sestaveni jsou stejné jako pro trojihelnikovy DKT prvek, nebu-

dou zde proto znovu opakovany.

4.2.1. Sestaveni prvku

Transformace stupnu volnosti

Odobné jako u trojahelnikového prvku, i pro ¢tyfthelnikovy prvek je potieba vyjadrit

pootoceni uprostfed hran pomoci stupiiti volnosti ve vrcholech. Matice G/ (4.2) pro tuto
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Deskovy prvexk DKQ

Px
Dy

N

w
Px 3
Dy
2w
Px
Py
W
Px
Dy

Obrazek 4.5.: Ctytahelnikovy prvek DKQ - Discrete Kirchhoff Quadrilateral.

transformaci na hrané prvku byla odvozena v podkapitole 4.1.2. Pro pfipomenuti

|

Px
Py

} = Gl
lfl
2
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Deskovy prvexk DKQ

Pro transformaci pro cely prvek pomoci matice T® potom plati

Px1
Py1
Px2
Py2
Px3
Py3
Pxa
Pya
Px5
Py5
Px6
Pyo
Px7
Py7
Px8

\ QDyS

o O O o o o o

0
Gis

41
G24

o O O O O O =

12
G12

12
G22

0
G5

41
G25

Geometricka matice

S o o o o »~» O

12
G13

12
G23

o O O o o o o

12
G14
12
G24
23
Gll

23
G21

o O O

0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
G Gt
G G
c3 c&
3 o3
0 0
0 0
0 0
0 0
ry =T°r,

o O O O o o o o o

c3
c3
Gt
cit
0
0

O O O O = O O o o

c3
c2
c
e
0
0

o O O =, O O o o o

¢z
cz
6%
c
0
0

o O O O O O o o o o o

34
G14
34
G24
41
Gll

41
G21

o O O O =k O O O o o o

34
G15
34
G25
41
GlZ

41
G22

o O O =k O O O O o o o

34
G16
34
G26
41
G13

41
G23

w1

Px1
Py1
w?

Px2
Py2
w3

Px3
Py3
Wy

Px4

(P4

Opét je uvazovéna kvadraticka aproximace pootoceni, pro ¢tyfahelnikovy prvek bude

tentokrat vyuZzito osm uzlovych hodnot

8
Px(x,y) = Y Ni(%,Y) 9xi,

i=1

8
oy (x,y) = ) Ni(x,y) 9y

i=1
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Deskovy prvexk DKQ

Bazové funkce N; pro kvadratickou aproximaci na ¢tyfthelniku maji nasledujici tvar

Ni =3 (1= —n(A+E+1n)),
Ny = =3 (1 +5) (A=) (1 =& +7)),
N; = =3 (A+5) A+ (1 =& —n)),
Ny=—3((1=8) 1+ +E—1n)), @4
Ns = 3((1—=¢*)(1—1n)),
Ne = 3((1+&)(1 —7?),
N7 = 3((1=¢*)(1+7n)),
Ns = 3((1=8)(1—7?),

—_

kde ¢ a 77 jsou ptirozené soufadnice [6]. Funkce budou obdobné jako pro trojahelnikovy

prvek uspofadany do matice bazovych funkci

{ - } N,
Py

Ny 0 N 0 N3 0 Ny 0 Ns 0 N¢e O N, O Ng O
0 Ny 0 N, 0 N3 0 N+ O Ns 0O Ng¢ O Ny 0O Ng

kde
N°¢ =

S vyuzitim transformac¢ni matice T¢ 1ze pootoceni aproximovat pomoci stupiiti volnosti

Px N°¢T*r,.
Py

Geometrickd matice prvku je potom dana vztahem

prvku

B =o' N°Te.

Matice tuhosti

Vysledny vztah pro matici tuhosti prvku (2.15) 1ze ziskat analogickou tvahou jako

u trojihelnikového prvku DKT
K= / B™D,,BdA.
A

Pro vy¢isleni pfesné hodnoty integrédlu byly s pfihlédnutim ke kvadratické aproximaci

zvoleny 2x2 integra¢ni body v roviné prvku.
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KAPITOLA

PATA

SKOREPINOVE PRVKY

Pro skofepinové konstrukce zde budou pfedstaveny dva prvky, pfi¢emz kazdy z prvk

vychézi z jiného pfistupu k formulaci skofepinovych prvki.

5.1. Sténodeskovy prvek s rotacnimi stupni
volnosti

Jak jiz bylo uvedeno na zacatku této prace, skofepinové konstrukce jsou vystaveny jak
ohybovym, tak membranovym tc¢inkiim zatiZeni. Jednou z moZnosti, jak zkonstruovat
prvek pro analyzu skofepinovych konstrukci, je kombinace prvku pro feSeni ohyba-
nych konstrukci a prvku pro analyzu membranového ptisobeni. V této préci je timto
zptisobem sestrojen trojihelnikovy prvek se esti stupni volnosti v kazdém uzlu. Cést
prenésejici ohybové tcinky zde reprezentuje DKT prvek, ktery byl prezentovan v této
préci v ramci analyzy deskovych konstrukci. Pro pfenos membréanovych ac¢inkt zati-
Zeni byl pouZit sténovy prvek s rotaénimi stupni volnosti, ktery bude pfedstaven nyni.

Formulace tohoto prvku byla ukdzéana v [10, 11].
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STENODESKOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

Obrazek 5.1.: Trojahelnikovy prvek s rotadnimi stupni volnosti.

5.1.1. Sténovy prvek s rotaénimi stupni volnosti

Tento prvek narozdil od klasického sténového prvku uvazuje v kazdém uzlu jako stup-
né volnosti nejen posuny u a v, ale také rotaci ¢, kolem normaly roviny prvku. Ma tedy

tfi stupné volnosti v kazdém uzlu (obr. 5.1). Vektor nezndmych posunuti mé tedy tvar

T
Y, = {MLUL ¢1,U2,02,Q2,U3,03, 4’3} .

Sestaveni prvku

Detailni odvozeni tohoto prvku je pfedvedeno v [2]. Pro tcely této prace zde budou
uvedeny pouze hlavni vztahy pro sestaveni matice tuhosti. Pro sestaveni prvku se vy-
chézi z predpokladu kvadratické aproximace posunti 1 a v, nezndmé posuny jsou tedy
zavedeny ve vrcholech a ve stfedech hran trojihelnika. Podobné jako u deskového
prvku DKT je cilem soustfedit vSechny stupné volnosti do vrchold, je tedy nutné vy-
jadfit posuny ve stfedech hran pomoci posunti a rotace ve vrcholech. Lze ukézat, Ze

pro tuto transformaci posunt uprostted hrany ij plati nasledujici vztahy

1 ui+uj Yi—Yi
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STENODESKOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

1 (&

Obrazek 5.2.: Tvarové funkce trojihelnikového prvku s rota¢nimi stupni volnosti.

[ _ Vi +U; XX . .

Pro posuny u a v lze tedy psat

u = Nyug + Npup + Nauz + Ny(“52 + 22 (9, — @)
+N5(“251 + 5% (93 — 92))
+N (25 + 155 (91 — 93))

0 = N101 + Novp 4 N3vs + Nuy(B52 + 225 (91 — @)
N5 (5% + 255 (92— 93))
+N6 (25 + 152 (93 — 91))
kde N;j jsou bazové funkce pro kvadratickou aproximaci na trojihelniku (4.3). Aproxi-

mace posunti Ize tedy vyjadfit nasledovné

u

= N¢,,
(Y%
kde
N¢ — Ny 0 Nu(pl Nuw2 0 Nu<p2 Nuws 0 Nu(p?)
0 Niyv1 prl 0 Nuyv2 Nv(pZ 0 Nuyv3 Nv(p3
a
Ny = Ng
Nyt =N+ —+ —
uvl 1+ > + 5’
B Ns N,
NMUZ — NZ + 2 + 2 7
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STENODESKOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

Nu03=N3+%+%,
Nyg1 = N2t ;]/3 - N4y2;y1,
Nugz = N4]/2 ;]/1 _ N5y3g]/2’
Nugs = N5]/3 ;]/2 _ N6]/1 ;]/3’
Nog1 = ~Ng ;xg’ +N4x2gx1,
Nygo = _N4x2gx1 +N5x3;x2,
Nogs = —Ns =2 4 Ne =2

Dle (2.12) je geometricka matice B dana vztahem
B=29'N,

kde 9 je ¢ast operatorové matice (2.2) odpovidajici rovinné tloze. Pro matici tuhosti K

plati
K= / BTDBdA,
JA

kde matice konstitutivnich vztahtt D odpovidéd pfipadu rovinné napjatosti (3.1). Pii

vypoctu byly pouZzity ¢tyfi integracni body.

Mody nulové energie

Pti MKP vypoctu mohou nastat stavy, kdy specidlni kombinaci posunti a rotaci p¥i-
sludi nulova deformacni energie, takova tloha pak vede na singuldrni matici tuhosti.
Tyto stavy lze identifikovat pomoci spektrdlniho rozkladu matice tuhosti, pro sténovy
prvek s rotacnimi volnosti tento stav nastane pro shodné rotace ve vSech tfech vrcho-
lech (obr. 5.3). Tento problém je zde vyfeSen pfidanim malého mnoZstvi energie do

matice tuhosti. Dle [18] 1ze pfidanou energii vyjadfit nasledovné
ER = RRV¢£G§0R,

kde ag = 107° je pfedem zvoleny parametr, A je plocha prvku a ¢r je relativni rotace

Mov ey

v téZzisti prvku, kde

1 n
(PR:(PT_EEQW
i=1
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STENODESKOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

P1=P=03

@w

P1=0,=Q3 P1=0,=03

Obrézek 5.3.: Deformace prvku p¥i stavu nulové energie.

p 1 (E)U )
T==\|= .
2 \ox T

5.1.2. Formulace skorepinového prvku

o
T oY

Vzhledem k tomu, Ze kazdy z prvki, ze kterych se pfi formulaci vychazi, odpovida ji-
nym stupiitim volnosti, 1ze vysledné vztahy pro skofepinovy prvek ziskat velice snadno.
Pro feSeni sténodesek 1ze tilohu vyfesit zvlast pro membranovy stav a zvlast pro ohyb.
Aby bylo moZzné aplikovat prvek i na feSeni skotepin, je tfeba sestavit celkovou ma-
tici tuhosti, ktera zahrnuje oba stavy. Trojihelnikovému prvku se Sesti stupni volnosti

odpovidé nésledujici vektor nezndmych posunuti

T
Y. = {uli 01, W1, Px1, §0y1/ Pz1,U2,02, W2, Px2, (Py2z Pz2,U3,03,, W3, Px3, §0y3/ QDZ?)} .
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STENODESKOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

Matice konstitutivnich vztahti bude mit tedy tvar

[ Dkor Dir 0 0 0 Dy
Dor Dior 0 0 0  Diyy
D— 0 0 DllDlKT DllDZKT DlDBKT 0
0 0 D%)]KT DZDZKT D12)3KT 0
0 0 D%)lKT D%ZKT DggKT 0
| Dkor Dror 0 0 0 Dgor |

kde Drot odpovidé tiloze rovinné napjatosti a Dpxr odpovida matici Dy, (3.6). Analo-

gicky je setavena i geometricka matice prvku

(Bl By 0 0 0 Bl |
By BBy 0 0 0 B,
0 0 B%}KT BI231KT Bgli’)lKT 0
0 0 Bll)ZKT B%)zKT BPI’DZKT 0
0 0 Bll)g)KT B%JB)KT B?l))BKT O
By By 0 0 0 BY,
By Biby 0 0 0 Bl
By BEy 0 0 0 B,
B — 0 0 B1134KT BIZD4KT B%LKT 0
0 0 BlDSKT BIZDSKT B%)SKT 0
0 0 B11)6KT B‘1236KT B1336KT 0

BiS, BX, 0 0 0 B,

Blor Bfor O 0 0 BYy,

BiS, By 0 0 0 B,
0 0 B1D7KT BIZD7KT B?gKT 0
0 0 BlDSKT B?KT B?T:)SKT 0
0 0 B1D9KT B1239KT BBDQKT 0

By BEy 0 0 0 BE |

kde Bror odpovida matici sténového prvku s rota¢nimi stupni volnosti a Bpxr odpo-

vida matici DKT prvku. Celkové matice tuhosti potom opét plyne ze vztahu

K= / BTDBAA.
A
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

Transformace do prostoru

AZ doposud byl prvek formulovan v roviné. Pro pouZiti prvku pro analyzu skofepi-
novych konstrukci je nutné provést transformaci do prostoru. Pro pfevod vektoru z lo-

kalntho systému do globalniho plati
rp = ATG ,

kde

o
o O
o O© ©

0
0
0
0

S © O© o 8
©c O o =\
S © © o o

0 a
00 0 0 a

o O O =\

a a je matice sloZena ze smérovych kosintt mezi osami x, y, z lokdlntho a X, Y, Z globél-

niho systému. Tyto hodnoty jsou v matici 4 usporadany nasledovné

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
a= | cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z,Z)

Globalni matici tuhosti 1ze pak ziskat ze vztahu

K; = ATK A.

5.2. Skofepinovy prvek MITC4

Formulace tohoto prvku vychazi z prvku pro tfidimenzionalni analyzu vylepSeného
tak, aby nedochdzelo ke smykovému uzamknuti. Nazev predstavovaného ¢étyfthel-
nikového prvku MITC4 plyne z anglického spojeni Mixed Interpolation of Tensorial
Components, do ¢estiny volné pfelozeno jako smiSend interpolace tenzorovych slozek.
Po praktické strance z tohoto pfistupu vyplyvéd, Ze je pro p¥icné smykové deformace
pouZita jina interpolace neZ pro zbylé slozky vektoru deformaci. Tento pfistup byl na-

vrzen v ¢lanku [4].
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

X3

Obrazek 5.4.: Ctytthelnikovy prvek pro analyzu skofepin - MITCA4.

5.2.1. Zakladni vztahy

Geometrie prvku je zndzornéna na obrazku 5.4 a 1ze ji popsat nasledovné
4 R k
X;j = Z hkxi + = Z akthni, (5.1)
k=1 23

kde hy(r1,72) jsou dvoudimenziondlni interpola¢ni fuknkce odpovidajici uzlu k, r; jsou
pfirozené soufadnice, x; vyjadfuje soufadnice kartézského systému pro libovolny bod,
xK odpovida kartézskym soufadnicim k-tého uzlu, V¥ jsou slozky fidictho vektoru
v uzlu k a g je tloustka skofepiny v uzlu méfend podél fidiciho vektoru. Pro posu-

nuti libovolného bodu plati
: R k k
=) i + o Y axhi(— Ve + Vi), (5.2)
k=1 k=1
kde u; jsou posuny ve sméru os x; a & a § jsou rotace ¥idictho vektoru V) kolem V{ a
Vzk, kde

K erVrI;
P e x VEI
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

VE = VEx vk

Vektor e; je bazovym vektorem kartézského systému soufadnic. Vektor nezndmych po-

sunuti takto formulovaného prvku ma tvar

1.1 1 2 .2 .2 3.3 .3 4 4 4 T
re = {u]/ MZI 1/[3, “1/ ,Bll ul/ I/lz, I/l3, 062/ ,82/ ul/uZI u3/ “3/ ﬁS/ ul/uZI uS/ a4/ ,84} .

Pro interpolaci posunuti a geometrie jsou vyuzity bilinearni aproximaéni funkce, které

maji na ¢tyfahelniku tvar

h=1(1+1)(1+r),
h — l 1 — T 1 + r 7
2 4( 1)( 2) (5.3)
hy=3(1—r)(1—r),
hy = %(1 + 1’1)(1 — 7’2).
Pro derivace hy ; interpola¢nich funkci podle r; plati
hiq = % =  11+mn), hip = % = 3(1+n),
hZ,] :arﬁ: —%(14—1’2), hz/zz a},ﬁ: %(1_7/1)/
a; a; (54)
== —l1-n),  hp=2= -l1-n),
== 1l-r), == —l1+n)

5.2.2. Sestaveni prvku

Hlavnim problémem takto formulovaného prvku je smykové zatuhnuti pro tenké kon-
strukce. Pouzitim interpolace posunuti dle (5.2) vychazi p¥i¢né smykové deformace ne-
nulové i pro namahani konstantnim ohybovym momentem. Z tohoto dtivodu bylo na-
vrzeno nepocitat tyto deformace z posunuti vyjadfenych v (5.2), ale interpolovat tyto
slozky takovym zptisobem, ktery by umoZznil obdrzeni konstantni aproximace smyko-

vych sloZzek deformace podél smérti rq a ry, tedy

€13 = %(1 + 7’2)51143 + %(1 - 1’2)5(1:3, (5 5)
B = 5(1+71)85 +5(1—r)e5;,

kde ~ zna&i vyjadfeni v systému pfirozenych soufadnic a slozky &}, 25, €5, a 5, odpo-

vidaji hodnotam p¥islusnych deformaci ve sttedech hran prvku spoctenych z posunuti,
Ju  Jw
A _ [ Oou oW

13 <81’3 * ary )
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

Obrazek 5.5.: Uvazované poloha prvku v lokalnim soufadném systému.

Vzhledem k tomu, Ze celkovad geometrickd matice je vyjddfena v kartézském systému
soufadnic, je nutné vztahy pro vypocet pfi¢nych smykovych deformaci transformovat

do tohoto systému.

Je uvazovén prvek se stfednicovou plochou leZici v roviné x,y (obr. 5.5). V systému
pfirozenych soufadnic r1,7; a r3 je vhodné zavést tzv. kovariantni a kontravariantni

baze. Pro kovariantni bazové vektory g; (i = 1,2,3) plati

ox
8= o’ (5.6)
Kontravariantni bazové vektory g/ (j = 1,2,3) lze dopo¢itat ze vztahu
g8 =0, (5.7)

kde (5{ je tzv. Kroneckerovo delta, 5{ =lproi=ja (5{ = 0 proi # j. Pro slozky &; 1ze
psat

72 arig] ar]-gl ’
1 (au ox du ax)
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SkoRepiNOvY PRVEK MITC4

Dosazenim z (5.1) a (5.2) do rovnice (5.8) a napocitdnim konkrétnich hodnot interpo-
la¢nich funkci a jejich derivaci v bodech A, B, C, D 1ze vyjadtit vztahy pro 51143, ?:]233, é% a

&b, a tedy

= LI ) MoV VD)
(x' = x%) - L(ar (= V3as + V] B1) + ar(—Vias + V2B2))],
&= Lt —ul) $(a3VE +agVih)+
(x* —x%) - 3 (a3(=V3as + VPB3) + aa(—Vias + ViBa))], 5.9)
&= L[ —ut) (V! +asViH+
(x! —x*) - 2(a1(—Viag + VIB1) + au(—Vias + ViBa))],
= [0 —1w) 302V} + V) +
(x> — x%) - 2 (az(—VEaz + V2B2) + as(—Viaz + V2B3))] .

Vysledné vztahy pro &3 a &3 Ize vyjadfit dosazenim vztahti (5.9) do rovnic (5.5). Pro

transformaci do kartézského systému soufadnic lze vyuzit vztahu
£i8'8 = enere,

kde gy jsou slozky tenzoru deformaci v kartézském soufadném systému s bazovymi
vektory ey a ;. UvdZenim symetrie tenzoru deformaci 1ze vyjadtit slozky vektoru de-

formaci 7y, a 7, a to nasledovné

Yoy = 2813(8" -€1)(8” - €3) +283(8% - €1)(8° - €3),
Ty= = 2813(8" - €2)(8° - €3) +2823(87 - €2)(8°

(5.10)
. e3)

vy

Vysledné vztahy pro pficné smykové deformace 1ze obdrzet dosazenim z (5.5) a (5.9)

do (5.10).

Pro ostatni slozky vektoru deformace (3.7) 1ze vyuZzit vztahy plynouci z (2.1) a (2.2),

tedy
. 8u1
&x = 87361'
o2
vy axz'

dur | Juz

(5.11)
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

Pro derivace posunti u; a up podle pfirozenych soufadnic plati

ou; 4 "
— =Y e+ 2 Y aphyer (— Vi + VEBr),

ou; 4 3 o
= Y houf + 2 Y aghyo(— Vi + VEBY), (5.12)
oI 3 2 &
aul' 1 4 k k
o0 =5 ) ahi (= Vya + Vi),
87’3 2 =1 ! !
kde hy ; jsou derivace interpola¢nich funkci definované v (5.4). Z véty o derivaci slozené
funkce plyne
0 o
oxy arq
% =J! 6672 , (5.13)
0 o
aX3 8r3

kde J je tzv. Jakobian

X 9xp  9x3
61’1 61’1 61’1

J=| & 9 dx
al’z al’z al’z

9x1  dxp dx3
ar3 ar3 ar3

Vysledné vztahy pro slozky vektoru deformaci ey, &, €1y 1ze vyjadiit dosazenim z (5.12)

a (5.13) do (5.11).

Geometricka matice

Dle (2.12) geometrickd matice B zprostfedkovava vztah mezi vektorem deformaci a
vektorem nezndmych posunuti

€ = Br,.

Geometrickou matici pro tento prvek lze tedy sestavit vytknutim jednotlivych stuprnit
volnosti z vySe uvedenych formulaci slozek vektoru deformace.
Matice tuhosti

Celkova matice tuhosti je opét ddna vztahem
K- [ B'DBav,
v

kde konstitutivni matice D zohledtiuje vlastnosti skofepin (3.8). Pfi praktickém vy-

poctu byly pouzity 2x2x2 integra¢ni body.
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SkorePINOVY PRVEK MITC4

Transformace do prostoru

Vzhledem k tomu, ze pfedvedena formulace prvku uvaZovala stfednicovou plochu
v roviné x, y, je opét nutné provést transformaci do prostoru. Pro pfevod vektoru po-

sunutf a matice tuhosti z lokalniho systému do globalniho plati

rp = Arg,

Kc = ATK A.
kde ) )

a 00000

0b0O0OOO

00a000

A=

000©Db OO

0000O0ad0

(00000 b |

Pro ptevod rotaci je zde pouZita submatice b, kterd zohlediuje pouze dvé rotace ve vek-
toru posunuti v lokdlnim systému. V globdlnim soufadném systému je ve vysledku

uvazovano Sest stupnit volnosti v kazdém uzlu. Pro submatice a a b plati

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
a= | cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z) |,
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z,Z)

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z)
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KAPITOLA

SESTA

IMPLEMENTACE DO PROSTREDI MATLAB

Jednim z hlavnich vystupi této préce je program! napsany v prosttedi MATLAB [14].
Program je uréen pro analyzu deskovych a skofepinovych konstrukei, k dispozici jsou
dva deskové a dva skofepinové prvky predstavené v pfedchozich kapitoldch. Program
je uréen pfedvsim k porovnani téchto prvki, je v ném tedy pfipraveno nékolik pti-
kladt, na kterych jsou prvky testovdny. Struktura programu je vSak navrZena takovym

zpusobem, aby bylo snadné zadat libovolnou tlohu.

Vstupni data

Pfed spusténim programu je potieba definovat feSeny problém. Je nutné:
e zvolit typ prvku,
e zadat materidlové charakteristiky - E, v,
e formulovat feSenou dlohu.

Zptisob, jakym by méla byt tloha formulovana je patrny z nasledujiciho pfikladu.

!Program je k préci p¥ilozen na CD.
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ny = 0.30;

E = 2.1*10"6;

k =1.0;

h = 1.0;

xy = [0 10 O;
0 0 0;
4 7 0;
2 2 0;
8 7 0;
8 3 0;
10 10 0;
10 0 071;

Im = [ 12 3 45 6 10 11 12;
1 2 3 10 11 12 7 8 9;
4 5 6 22 23 24 10 11 12;
10 11 12 22 23 24 16 17 18;
10 11 12 16 17 18 7 8 9;
7 8 9 16 17 18 13 14 15;
7 8 9 13 14 15 19 20 21;
78 9 19 20 21 1 2 3;

16 17 18 19 20 21 13 14 15;
16 17 18 22 23 24 19 20 21 71;
1f = [21 24];
£f = [5.0 5.0];

sp = [1 3 4 6];

Jednd se o vstupni data pro patch test deskového DKT prvku. Sit konstrukce je zob-
razena na obrazku 6.1. Okrajové podminky jsou zadané pomoci vektorti 1£, f a sp,
kde 1f stanovuje jakému stupni volnosti zatizeni odpovidd, £ udava velikosti jednot-
livych sil (momenttt) a sp udava kédova ¢isla odebranych stupiiti volnosti. Pro formu-

laci alohy je také moZné zvolit jednu z pfedem pfipravenych funkci. Jsou pfipraveny
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y
M=5
123 19, 20, 21
7,8,9 @
@ 13, 14, 15 @
(e
(5
@ 16, 17, 18

10,11,12@ @ %M:S

4,56

22,23,24 | X

Obrazek 6.1.: Sit prvku pro patch test definovany v ukdzce kédu pro formulaci tlohy.
Podtrzitkem jsou oznaceny odebrané stupné volnosti.
celkem tfi tlohy, a to:
e po obvodu kloubové podepiend deska se spojitym zatizenim,
e zkosena konzola se spojitym zatiZenim,
e vélcova skofepina zatizend protilehlymi silami.

Detailni popis téchto konstrukci je uveden v rdmci nasledujici kapitoly. U vSech téchto
problémii je mozné zvolit rozméry konstrukce, velikost zatizeni a jemnost déleni sité

kone¢nych prvki. Prislusnd vstupni data jsou pak vygenerovdna automaticky.

6.1. Patch testy

Pro prvotni ovéfeni implementovanych prvki byly pouzity tzv. patch testy. Jednd se
o testy na jednoduchych soustavach nékolika prvki. V uzlech prvki jsou zadany ta-

kové okrajové podminky, které vedou na stav konstantni deformace. Pro patch testy
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PAtcH TESTY

Obréazek 6.2.: Sestavy trojuhelnikovych (vlevo) a ¢tytuhelnikovych (vpravo) prvki po-
uzité pro patch testy.

provedené v rdmci této prace byla zvolena sit prvkii znazornéna na obrazku 6.2. Vsechny

testy byly provedeny pro dvé rtizné tloustky ¢ konstrukce, atot = 1.0 a t = 0.001.

6.1.1. Deskové prvky DKT a DKQ

Pro otestovani deskovych prvkia DKT a DKQ byly zvoleny dva testy, a to test, kdy je
konstrukce zatizena konstantnim momentem (obr. 6.3 a) a konstrukce zatiZena kroutici
silou (obr. 6.3 c). Oba testy byly splnény pro oba prvky. V pfipadé zatiZeni konstantnim
momentem byl obdrZen linearni prtibéh rotaci v obou smérech, a to pro obé testované
tloustky konstrukce. Pro konstrukci zatiZenou kroucenim byly pro obé tloustky obdr-

Zeny konstantni k¥ivosti v obou smérech konstrukce.

6.1.2. Sténodeskovy prvek s rota¢nimi stupni volnosti

Sténodeskovy prvek s rota¢nimi stupni volnosti (déle jako RDKT) byl otestovan na

stejnych pfikladech jako pfedchozi dva prvky. Vzhledem k zptisobu formulace tohoto
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M
uv,W,p, w F w F

w49, v

M
F
u,w,Q, w w w
a) b) c)

Obrézek 6.3.: Zptisob zatiZeni a podepfeni pro jednotlivé patch testy. Popsané posuny
a rotace znaci odebrané stupné volnosti (pokud jimi prvek disponuje),
stupné volnosti uvedené v rdmecku jsou odebrany na celém prvku. Sila

F ptisobi kolmo ke stfednicové roviné.

prvku je ziejmé, Ze vysledky byly shodné s vysledky deskového DKT. Prvek byl déle
otestovan pro membranové piisobeni, tedy pro stavy konstantniho napéti oy, 0y, Txy,

kterym vyhovél.

6.1.3. Skofepinovy prvek MITC4

Prvek MITC4 byl otestovan na vSech doposud uvedenych p¥ikladech. Prvek splnil vSech-
ny testy pro obé tloustky konstrukce, pouze pro zatiZeni kroutici silou bylo moZzné po-
zorovat ve vektoru posunuti malou nesymetrii (tfeti platna cislice) v pfipadé t = 1.0.
To je zptisobeno nesymetrickym zastoupenim pfi¢nych smykovych deformaci. Pro pr-
vek MITC4 byl navic proveden patch test pro stav konstantni pficné smykové defor-
mace (obr. 6.3 b). Tento test byl opét splnén, linearni pribéh prithybu byl obdrzen

pro obé tloustky konstrukce.
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6.1.4. Vysledky patch testt

prvek
test DKT | DKQ | RDKT | MITC

konstantni kiivost v v v v
konstantni krouceni v v v v
konstantni smyk - - - v
oy = konst. - - v v

0y = konst. - - v v

Ty = konst. - - v v
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KAPITOLA

SEDMA

NUMERICKE VYSLEDKY

V této kapitole je provedeno nékolik vypoctii na sloZitéjsich konstrukcich. Cilem je po-
rovnat obdrzené vysledky s ostatnimi dostupnymi prvky a pfipadné i s dostupnym

presnym feSenim.

7.1. Klouboveé podepirena deska

Pro otestovani prvkia na deskovych konstrukcich byla zvolena kloubové podepiena
deska (obr. 7.1). Testy byly provedeny pro réizné tloustky konstrukce a pro rtiznou jem-
nost déleni sité. Vypocet byl proveden s vyuZitim vSech prezentovanych prvka s vy-
jimkou sténodeskového prvku s rota¢nimi stupni volnosti, ktery se pro feSeni desek
shoduje s DKT prvkem. Vysledky byly porovnany i s nékterymi dalsimi prvky [16] im-
plementovanymi v programu OOFEM. Z téchto prvki byl vybrén tzv. Constant Curva-
ture Triangle (CCT), ktery je zaloZen na Mindlinové teorii a uvazuje konstantni kiivosti
po prvku. Druhym prvkem pro porovnani je Mindlinovsky ¢tyfahelnikovy prvek s li-
nearni aproximaci s uvdZenim plné a redukované integrace, dale budou tyto prvky
znaceny Q4FI, respektive Q4RI. Hodnoty prtthybu uprostied desky jsou uvedeny v ta-
bulce 7.1.
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KLOUBOVE PODEPRENA DESKA

E =30 GPa
v=0.18
L=10m
g=1kN

) X

Obréazek 7.1.: Kloubové podepiena deska zatiZzena konstantnim tlakem.

w[m] x107°

Obrézek 7.2.: Prahyb kloubové podepiené desky o tloustce t=0.125 spocteny prvkem
DKQ.
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KLOUBOVE PODEPRENA DESKA

w[m]
t/L h=1m | h=05m | h=0.25m
05 | 1.25:1077 | 1.26:1077 | 1.26-10~7
DKT | 0.05 || 1.25:107%| 1.26-107* | 1.26:10~*
0.0125 || 8.00-1073 | 8.04-107% | 8.05-103
05 | 1.26:1077 | 1.26-1077 | 1.26:107
DKQ 0.05 || 1.26-107% | 1.26-107% | 1.26-10~*
0.0125 || 8.05-1073 | 8.05-107% | 8.05-1073
05 | 2.83-1077 | 2.84-10~7 | 2.85-10~7
MITC4 | 0.05 || 1.29-107* | 1.31-10~* | 1.32-10~*
0.0125 || 8.04-10°3 | 8.07-107% | 8.09-103
05 | 2.60-1077 | 2.64-1077 | 2.65-1077
CCT | 0.05 | 1.23-107%| 1.26-107* | 1.27-10*
0.0125 || 7.69-1073 | 7.99-10~3 | 8.04-1073
05 | 2671077 | 2.65-1077 | 2.65-107
Q4RI | 0.05 | 1.27-107% | 1.27-107% | 1.27-10~4
0.0125 || 8.03-1073 | 8.05-10~% | 8.05-1073
05 | 2651077 | 2.65-1077 | 2.65-1077
Q4FI 0.05 || 7.61-107° | 1.09-107% | 1.22-1074
0.0125 || 6.82:10°3 | 2.18-107% | 4.81-10°3

Tabulka 7.1.: Hodnoty prithybu po obvodé kloubové podepfené desky pro riizné

tloustky t konstrukce a rtiznou jemnost déleni sité.
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ZKOSENA KONZOLA

Z vysledkt pro tlustou desku (t/L=0.5) je patrny rozdil mezi prvky, které zanedba-
vaji vliv posouvajicich sil (DKT, DKQ) a mezi prvky, které vliv posouvajicich sil uva-
zuji. Prahyby prvni skupiny prvki vychazeji podstatné mensi, pro analyzu tlustych de-
sek nejsou tedy tyto prvky vzhledem k tivazeni Kirchhoffovych pfedpokladi vhodné.
Se snizovanim tloustky konstrukce naopak nastdva problém u fady ostatnich prvka.
Prvek CCT vykazuje pro malou tloustku konstrukce pomalejsi konvergenci, nicméné
pfi pouziti dostate¢ného mnoZstvi prvki umozni vy¢islit obdobnou hodnotu prithybu,
jako ostatni prvky. U ¢tyfahelnikového prvku Q4FI s plnou integraci 1ze pozorovat
vyrazné smykové uzamknuti, tento prvek je tedy nemozné pouzit pro ohybané kon-
strukce. Prvek MITC4 vykazuje jak pro tenkou, tak pro tlustou desku o néco vyssi
hodnoty prtthybu, nicméné z vysledkt je patrné, ze diky upraveni p¥icnych smyko-
vych sloZek deformace nedochézi ke smykovému zatuhnuti a prvek je tedy vhodny

pro vypocet konstrukci bez ohledu na jejich tloustku.

Na obrazku 7.2 je zobrazen prithyb desky, z vektoru posunuti byly déle spocteny hod-

noty napéti a momentti ukdzané na obrazku 7.3.

7.2. Zkosena konzola

Jako dalsi ptiklad pro otestovani prvki na deskovych konstrukcich je zkosena konzola.
Jedna se o tenkou vetknutou zkosenou desku, kterd je zatiZena konstantnim spojitym
zatiZzenim obr. 7.4. Analyza byla opét provedena pro oba deskové prvky a pro skofepi-
novy prvek MITC4. Porovnavéany byly hodnoty prihybu v Sesti riznych bodech. Byla
zvolena sit s délenim 4x4. Pro porovnani jsou uvedeny také hodnoty ziskané pouzitim
¢tyfahenikového izoparametrického prvku s 16-ti uzly (dale znacen Q16) [4] a hodnoty

ziskané experimentalné [4]. Pro prvek Q16 byla pouzita sit 2x2.
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o [Pa m_[N
[Pal « 10° NI
-1000
-2000
-3000
-4000
X X
o [Pa m_ [N
ylPal « 10° yIN]
10| gpmwr—"wmu 15 10 000
" -1
-~ 5 10 -~ 5 -2000
5 -3000
0_“_ 0 —-4000
0 5 10
X X
2000
0
-2000

Obrazek 7.3.: Hodnoty napéti v dolnich vldknech spoctenych pomoci MITC4 (vlevo)

a momentti spoc¢tenych pomoci DKQ (vpravo).
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ZKOSENA KONZOLA

E=10.5x10Pa 3

v=0.3 —
t =0.125m
q=0.26066 N

12m

Obréazek 7.4.: Zkosena konzola s naznacenim pouzité sité prvka.

Na obrazku 7.5 je zndzornén prithyb konstrukce, vysledné hodnoty jsou uvedeny v ta-
bulce 7.2. Z vysledkt je patrné, Ze prvky DKT a DKQ dosahuji lep$ich vysledkt nez
prvky MITC4 a Q16. Formulace prvku Q16 je obdobné jako pro prvek MITC4, vzhle-
dem k pouZiti interpola¢nich funkci vyssiho stupné u tohoto prvku v8ak neni nutné
dodatecné fesit smykové zamykani. Z obdrzenych vysledk je zfejmé, ze prvek MITC4
je diky navrZzenému opatieni schopny vystihnout ohyb obdobné jako prvek Q16, vy-

Y

pocet s interpolacnimi funkcemi niZsiho stupné je navic méné ¢asové narocny.

Z vektoru posunuti byly opét spocteny hodnoty napéti a momentti ukdzané na ob-

razku 7.6.
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ZKOSENA KONZOLA

Obrazek 7.5

w [m]

-0.1536

! -0.3072
25

.. Prtihyb zkosené konzoly spocteny pomoci DKQ.

w[m]
bod 1 2 3 4 5 6
DKT -0.303 | -0.199 | -0.113 | -0.121 | -0.056 | -0.023
DKQ -0.307 | -0.203 | -0.117 | -0.125 | -0.056 | -0.020
MITC4 -0.277 | -0.184 | -0.106 | -0.103 | -0.046 | -0.019
Q16 -0.266 | -0.182 | -0.110 | -0.105 | -0.048 | -0.019
experiment || -0.297 | -0.204 | -0.121 | -0.129 | -0.055 | -0.022

Tabulka 7.2.: Hodnoty prithybu zkosené konzoly.
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GX[Pa]
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> S Al"'
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4000 > ° 20
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Obrézek 7.6.: Hodnoty napéti v dolnich vldknech spoétenych pomoci MITC4 (vlevo)

a momentti spo¢tenych pomoci DKT (vpravo).
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SKOREPINA TVARU VALCE

E = 3x10°'MPa
v=0.30

L =600 mm
R =300 mm

t =3 mm
F=25000N

Obrazek 7.7.: Valcova skofepina zatizend protilehlymi silami.

7.3. Skorepina tvaru valce

Skotepinové prvky byly navic otestovany na tfidimenzionalni skofepinové konstrukci.
Kromé prvkt MITC4 a sténodeskového prvku s rota¢nimi stupni volnosti (RDKT), byl
pro porovndni pouZit také prvek, ktery je sestaven obdobné jako prvek RDKT, pro des-
kovou ¢ast je zde vSak pouzit misto DKT prvku prvek CCT, jenz byl pfedstaven v rdmci
testti na deskovych konstrukcich. Takto sloZeny prvek bude dale znacen jako RCCT.
Byla vybrana konstrukce valce, kterd je ¢asto pro testovani skofepin pouZivana. Vy-
hodou tohoto testu je analytické feSeni [3], se kterym je mozné porovnat vypoctené
vysledky. Je uvaZovéna valcova konstrukce s pomérem délky konstrukce ku poloméru
L/R = 2 a poloméru ku tloustce R/t = 100. Otvory vélcové konstrukce jsou vyplnény
tuhymi membrdnami a konstrukce je zatizena dvéma protilehlymi silami. Konstrukce
je zobrazena na obrdzku (7.7), pro analyzu byla vzhledem k symetrii pouZzita pouze
jedna osmina valce, okrajové podminky jsou upfesnény na obrazku (7.8). Pro porov-
néni vysledného prithybu v misté zatiZzeni byl pouzit vzorec

_ P
We = wcﬁz

kde w, = 164.24 (viz [3]). Tvar deformované konstrukce je ukdzadn na obrazku (7.9).
Vysledné hodnoty pro vSechny tfi prvky jsou zaznamendny v grafu a tabulce na ob-

razku (7.10).
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SKOREPINA TVARU VALCE

Odebrané stupné volnosti:

A
B
C:
D:
E-
F
G
H
|

uv.QQ9
UWQ.Q
ve.Q
V,W,(R(,(g
UG
vo.Q
w09
V,W,(PX

Obrazek 7.8.: Cast konstrukce pouZitd pro analyzu s vyznalenim odebranych stupiiti

volnosti.

o [MPa]

250 4
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300
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2000

1000
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Obréazek 7.9.: Deformovany tvar konstrukce vélcové skofepiny (zobrazeny 25 x hod-

noty skute¢nych posunt). Barevnd $kéla zndzornuje normélové napéti

v dolnich vldknech v roviné y, z.
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0
-0,2
-0,4
-0,6
-0,8
—_ -1
€
E
3 -1,2
-1,4
-1,6
-1,8
5 Déleni sité
4x4 8x8 16x16 32x32
RCCT -0,321 -1,069 -1,588 -1,782
| TC4 -0,821 -1,289 -1,678 -1,799
e RD KT -1,055 -1,618 -1,791 -1,821
------- ref -1,825 -1,825 -1,825 -1,825
RCCT e M||TC4 e RDKT o eeees ref

Obrazek 7.10.: Hodnoty prithybu valcové skofepiny v misté zatiZeni pro rtizné prvky

a riznou jemnost sité.
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SKOREPINA TVARU VALCE

Z vysedkt je patrné, ze vSechny prvky konverguji k referenéni hodnoté. Chovéni této
tenké skofepiny nejlépe dokazZe vystihnout sloZzeny prvek RDKT. Napiiklad vysledky
ziskané pomoci RDKT na siti 16x16 jsou pfesn¢jsi nez vysledky RCCT na siti 32x32 a
srovnatelné s vysledky MITC4 opét na siti 32x32. V praxi je tedy pro dosaZeni stejné

naroc¢nost vypoctu. Nicméné i prvek MITC4 dosahuje dobré pfesnosti, ani pro tenkou

skofepinu zde nedochdazi ke smykovému uzamknuti.
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OSMA

Ve N/

ZAVER

V préci byly pfedstaveny celkem ¢tyti typy prvki pro analyzu metodou kone¢nych
prvkt. Dva prvky byly uréeny pro ohyb tenkych desek, zaloZené na diskrétni Kirchho-
ffové teorii, dalsi dva prvky byly prvky skofepinové. Skotepinové prvky byly zaloZeny
na odlisnych pfistupech, jeden vznikl sloZenim deskového a sténového prvku, v pfi-
padé druhého prvku se jednd v podstaté o vhodné upraveny prvek pro tfidimenzio-

nélni analyzu.

U kazdého prvku byly nejprve pfedstaveny zakladni predpoklady a stru¢né popsana
jejich formulace. Nasledné byly odvozeny potfebné vztahy, nezbytné pro vlastni im-
plementaci v prostiedi MATLAB. VSechny popsané prvky byly do tohoto prosttedi

implementovény.

Program, ktery byl napsan, byl otestovan na klasickych patch testech. VSechny prvky
témto testiim vyhovély. Nasledné byly provedeny vypocty na dvou deskovych kon-
strukcich, za Géelem porovnéni byly pro tyto pfiklady uvedeny i vysledky ziskané po-
moci dal$ich dostupnych prvka. Skotepinové prvky byly déle otestovany na konstrukci

valcové skotepiny.
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Z provedenych testt se ukazalo, Ze pro tenké deskové konstrukce je velice vhodné pou-
zit prvky zaloZené na diskrétni Kirchhoffoveé teorii, tedy prvky DKT a DKQ. Vzhledem
k zanedbani vlivu posouvajicich sil se tyto prvky nepotykaji s problémem smykového
uzamknuti, ohyb tenkych desek jsou tedy schopné velice dobfe vystihnout. Naopak
pro analyzu tlustych desek jsou tyto prvky nevhodné, je tedy nutné pfi volbé téchto

prvku zkontrolovat, zda se opravdu jednéd o tenkou desku.

V piipadé prvku MITC4 byl p¥i jeho formulaci uvazen fakt, Ze prvky, jejichz formulace
potykaji s problémem smykového zatuhnuti. Pro vyfeseni tohoto problému vyuziva pr-
vek odli$nou interpolaci pfi¢nych smykovych slozek deformace. Z provedenych testti
vyplyvé, Ze navrzeny zpusob interpolace pro MITC4 se velice dobfe vypofddé se smy-

kovym zatuhnutim a lze ho tedy pouZit i pro analyzu tenkych desek a skofepin.

Z vysledkti analyzy tenké valcové skofepiny je patrné, Ze oba pfedstavené skofepi-
nové prvky (MITC4, RDKT) je mozné pro analyzu tenkych skofepin pouZit. V porov-
nani s prvkem RCCT, jehoZ vysledky byly ziskdany diky jeho implementaci v programu
OOFEM, ukézaly oba prvky implementované v rdmci této prace lepsi schopnost vystih-
nout chovani tenkych skofepin, prvek RDKT sloZeny ze sténového prvku s rota¢nimi
stupni volnosti a deskového DKT prvku doséhl nejlepsich vysledki. Velkou vyhodou
prvku MITC4 je pak zejména fakt, Ze jej 1ze pouZit stejné dobte jak pro tenké, tak i tlusté
desky, jak potvrdily i provedené analyzy.
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PRILOHA

A

IMPLEMENTACE GEOMETRICKYCH MATIC
DO PROSTREDI MATLAB

A.1. Deskovy prvek DKT

function B = Be (xe, ye, ksi, eta)

[J,Ne,Nk] = Jacobi (xe,ye, ksi,eta);
iJ = inv (J) ;

dkdx = iJ(1,1);
dedx = iJ (1, 2);
dkdy = 1J(2,1);
dN=[ 0 Nk (1) *dkdx+Ne (1) *dedx 0 Nk (2) *dkdx+Ne (2) *dedx ...

0 Nk (3) *dkdx+Ne (3) *dedx 0 Nk (4) *dkdx+Ne (4) *dedx ...
0 Nk (5) *dkdx+Ne (5) *dedx 0 Nk (6) *dkdx+Ne (6) *dedx;
—-Nk (1) *dkdy-Ne (1) *dedy 0 -Nk (2) *dkdy-Ne (2) *dedy 0 ...

II



Deskovy prvexk DKQ

-Nk (3) *dkdy—-Ne (3) *dedy 0 -Nk (4) *dkdy-Ne (4) *dedy 0
—-Nk (5) *dkdy-Ne (5) *dedy 0 -Nk (6) *dkdy—-Ne (6) *dedy O0;
-Nk (1) *dkdx-Ne (1) *dedx Nk (1) *dkdy+Ne (1) *dedy ...
—Nk (2) *dkdx—-Ne (2) *dedx Nk (2) *dkdy+Ne (2) *dedy
—Nk (3) *dkdx—-Ne (3) *dedx Nk (3) *dkdy+Ne (3) *dedy
-Nk (4) *dkdx-Ne (4) *dedx Nk (4) *dkdy+Ne (4) *dedy
—Nk (5) *dkdx—-Ne (5) *dedx Nk (5) *dkdy+Ne (5) *dedy
-Nk (6) *dkdx-Ne (6) *dedx Nk (6) *dkdy+Ne (6) *dedy] ;

T = transform(xe, ye);

Be = dN*T;

end

A.2. Deskovy prvek DKQ

function Be

Be (xe, ye, ksi, eta)

[J,Ne,Nk] = Jacobi (xe,ye, ksi,eta);
iJ = inv (J) ;

dkdx = iJ(1,1);

dedx = iJ(1,2);

dkdy = iJ(2,1);

dedy = 1J(2,2);
dN = [

0 Nk (3) *dkdx+Ne (3) *dedx

0 Nk (1) *dkdx+Ne (1) *dedx 0 Nk (2) *dkdx+Ne (2) *dedx

0 Nk (4) *dkdx+Ne (4) *dedx

0 Nk (5) *dkdx+Ne (5) *dedx 0 Nk (6) *dkdx+Ne (6) *dedx

0 Nk (7)*dkdx+Ne (7) *dedx 0 Nk (8) *dkdx+Ne (8) *dedx;

-Nk (1) *dkdy—-Ne (1) *dedy 0 -Nk (2) *dkdy-Ne (2) *dedy 0

-Nk (3) *dkdy—-Ne (3) *dedy 0 -Nk (4) *dkdy-Ne (4) *dedy 0 ...
-Nk (5) *dkdy—-Ne (5) *dedy 0 -Nk (6)*dkdy-Ne (6) *dedy 0 ...
—Nk (7) *dkdy-Ne (7) *dedy 0 -Nk (8) *dkdy-Ne (8) *dedy O0;
—Nk (1) *dkdx—-Ne (1) *dedx Nk (1) *dkdy+Ne (1) *dedy

-Nk (2) *dkdx—-Ne (2) *dedx Nk (2) *dkdy+Ne (2) *dedy

—Nk (3) *dkdx—-Ne (3) *dedx Nk (3) *dkdy+Ne (3) *dedy

III



STENOVY PRVEK S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI

—Nk (4) *dkdx—Ne (4) *dedx Nk (4) *dkdy+Ne (4) *dedy
—Nk (5) *dkdx—-Ne (5) *dedx Nk (5) *dkdy+Ne (5) *dedy
—Nk (6) *dkdx—-Ne (6) *dedx Nk (6) *dkdy+Ne (6) *dedy
-Nk (7) *dkdx—-Ne (7) *dedx Nk (7) *dkdy+Ne (7) *dedy ...
—Nk (8) *dkdx—-Ne (8) *dedx Nk (8) *dkdy+Ne (8) *dedy] ;
T = transform(xe,ye);
Be = dN*T;

end

A.3. Sténovy prvek s rotaénimi stupni volnosti

function Be = Be (xe, ye, ksi, eta)

Nldk = 4*ksi-1;

N2dk = 0;

N3dk = -3+4*ksi+d*eta;
N4dk = 4*eta;

N5dk = —-4*eta;

Nedk = 4* (1-2*ksi-eta);

Nlde = 0;
N2de = 4*eta-1;
N3de = -3+4*eta+4d*ksi;

N4de = 4*ksi;
N5de = 4* (1-2*eta-ksi);
Node = —-4*ksi;

A

Nldk*xe (1) +N2dk*xe (2) +N3dk*xe (3)+. ..
N4dk* (xe (1) +xe (2)) /2+N5dk* (xe (2) +xe (3)) /2+N6dk* (xe (1) +xe (3)) /2;

B = Nldk*ye (1)+N2dk*ye (2) +N3dk*ye (3)+. ..
N4dk* (ye (1) +ye (2)) /24N5dk* (ye (2) +ye (3) ) /24+N6dk* (ye (1) +ye (3)) /2;
C = Nlde*xe (l)+N2de*xe (2)+N3de*xe (3)+...

Ndde* (xe (1) +xe (2)) /2+N5de* (xe (2) +xe (3) ) /24No6de* (xe (1) +xe (3)) /2;
D = Nlde*ye (1)+N2de*ye (2) +N3de*ye (3)+. ..

IV



SkoRepiNOvY PRVEK MITC4

N4de* (ye (1) +ye (2)) /24N5de* (ye (2) +ye (
dxdk = D/ (A*D-B*C) ;
dydk = -C/ (A*D-B*C) ;
dxde = -B/ (A*D-B*C) ;
dyde = A/ (A*D-B*C) ;
uvNldk = N1dk+N4dk/24+Ne6dk/2;
uvN2dk = N2dk+N4dk/2+N5dk/2;
uvN3dk = N3dk+N5dk/24+N6dk/2;
uNwldk =—N6dk*(ye(1)—ye( )) /8+N4adk* (ye
uNw2dk =-N4dk* (ye (2)-ye (1)) /8+N5dk* (ye
uNw3dk =-N5dk* (ye (3)-ye (2)) /8+N6dk* (ye
vNwldk = N6dk* (xe (1) -xe (3))/8-N4dk* (xe
vNw2dk = N4dk* (x (2)—xe(l))/8—N5dk*(xe
vNw3dk = Nbdk* (xe (3)-xe (2))/8-N6dk* (xe
uvNlde = Nlde+N4de/2+N6de/2;
uvN2de = N2de+N4de/2+N5de/2;
uvN3de = N3de+N5de/2+N6de/2;
uNwlde =—N6de*(ye(1)—ye( )) /8+N4de* (ye
uNw2de =-N4de* (ye (2)-ye (1)) /8+N5de* (ye
uNw3de =-N5de* (ye (3)-ye(2))/8+N6de* (ye
vNwlde = Né6de* (xe(l)-xe(3))/8-Ndde* (xe
vNw2de = N4de* (xe (2)-xe(l))/8-Nbde* (xe
vNw3de = N5de*(xe(3)—xe(2))/8—N6de*(xe
Be=[uvNldk*dxdk+uvNlde*dxde, O,

uvN2dk*dxdk+uvN2de*dxde, 0,
uvN3dk*dxdk+uvN3de*dxde, 0,

0,
0,
0,

3)) /2+N6de* (ye

-ye(1))/8;
-ye(2))/8;
-ye(3))/8;
-xe (1)) /8;
-xe (2))/8;
-xe(3))/8;
-ye(1))/8;
-ye(2))/8;
-ye(3))/8;
-xe (1)) /8;
-xe (2))/8;
-xe (3))/8;

(1) +ye (3))/2;

uNwldk*dxdk+uNwlde*dxde, ...
uNw2dk*dxdk+uNw2de*dxde, ...
uNw3dk*dxdk+uNw3de*dxde;
uvNlde*dyde+uvNldk*dydk, vNwlde*dyde+vNwldk*dydk,
uvN2de*dyde+uvN2dk*dydk, vNw2de*dyde+vNw2dk*dydk,
uvN3de*dyde+uvN3dk*dydk, vNw3de*dyde+vNw3dk*dydk;

uvNlde*dyde+uvNldk*dydk, uvNldk*dxdk+uvNlde*dxde, ...
uNwlde*dyde+uNwldk*dydk+vNwldk*dxdk+vNwlde*dxde, ...
uvN2de*dyde+uvN2dk*dydk, uvN2dk *dxdk+uvN2de*dxde, ...
uNw2de*dyde+uNw2dk *dydk+vNw2dk *dxdk+vNw2de*dxde, ...
uvN3de*dyde+uvN3dk*dydk, uvN3dk *dxdk+uvN3de*dxde, ...

uNw3dk*dydk+uNw3de*dyde+vNw3de*dxde+vNw3dk*dxdk] ;

end

A.4. Skorepinovy prvek MITC4



SkoRepiNOvY PRVEK MITC4

5 % ye — vektor y—ovych souradnic uzlu proku (y1,y2,y3)

I ot

% Vn — pole slozek ridicich vektoru ve vrcholech
% ak — vektor tloustek konstrukce ve vrcholech
% 11,12, 13 — souradnice integracnich bodu

o/
/0

% Out:
% Be — geometricka matice

» function B= Be(rl, r2, r3, Vn, ak, xe, ye)

hk1 (1) = 1/4*(1+r2);
hkl(2) = -1/4* (14r2);
hkl(3) = -1/4*(1-r2);
hkl(4) = 1/4*(1-x2);
hk2 (1) = 1/4*(1+rl);
hk2(2) = 1/4*(1- rl),
hk2(3) = -1/4*(1-rl);
hk2(4) = -1/4*(1+rl);

» J = Jacobian(rl, r2, r3, ak, xe, ye, Vn);
s, Jinv = J*(-1);

rldx = Jinv(1l,1);
r2dx = Jinv(1l,2);
rldy = Jinv(2,1);
r2dy = Jinv(2,2);
hkx (1) = hkl(1l)*rldx + hk2 (1) *r2dx;
hkx(2) = hkl(2)*rldx + hk2(2)*r2dx;
hkx (3) = hkl(3)*rldx + hk2(3)*r2dx;
hkx(4) = hkl(4)*rldx + hk2(4) *r2dx;
hky (1) = hkl(1l)*rldy + hk2 (1) *r2dy;
hky (2) = hkl(2)*rldy + hk2(2)*r2dy;
hky (3) = hkl(3)*rldy + hk2(3)*r2dy;
hky (4) = hkl(4)*rldy + hk2(4)*r2dy;

5 [gl,g92,93] = base(Vn,xe,ye, [0 0 0 0],ak,rl, r2);

s eov = [gl;g2;93];
1% contr = inv(cov) ;
7 Gl = contr(1:3,1);

)
, G2 = contr(1:3,2);
)

G3 = contr(1:3,3

!

RZ ak (1) /8*...
[0 0 1/2*% (14xr2) —(y
=
(

Y) /4% (1+r2) (xe(l)-xe(
2))/4* (1+r2) (xe(l)-xe
3)Y)/4* (1-r2) (xe(4)-xe

)) /4% (1+r2)
2)) /4% (1+r2)
3))/4*(1-r2)

0 0 -1/2*(1+r2)

2
(
00 -1/2*(1-r2) - (

VI



SkoRepiNOvY PRVEK MITC4

0 0 1/2*(1-r2) —(ye(4)-ye(3))/4*(1-r2) (xe(4)-xe(3))/4*(1-r2)];
SZ = h/8*...
[0 0 1/2*(14rl) —(ye(l)-ye(4))/4*(1+rl) (xe(l)-xe(4))/4* (1+rl)
0 0 1/2*(1-rl) —(ye(2) ye(3))/4*(l rl) (xe(2)-xe(3))/4*(1-rl)
0 0 -1/2*(1-rl) —(ye(2)-ye(3))/4*(1l-rl) (xe(2)-xe(3))/4*(1-rl)
0 0 -1/2*(1+4rl) —(ye(l)-ye(4))/4*(1l+rl) (xe(l)-xe(4))/4*(1l+rl)];
X7Z = RZ*2*G1 (1) *G3(3) + SZ*2*G2 (1) *G3(3) ;
YZ = RZ*2*G1 (2) *G3(3) + SZ2*2*G2(2)*G3(3);
e2 = [0 1 0];
V1l = ecross(e2,Vn(l, :))/norm(cross(e2,Vn(l, :)));
V12 = ecross(e2,Vn(2, :))/norm(cross (e2,Vn (2, :)));
V13 = ecross(e2,Vn (3, :))/norm(cross (e2,Vn (3, :)));
V14 = cross(e2,Vn(4, :))/norm(cross(e2,Vn(4,:)));
V21 = ecross (Vn(l, :),V11l);
V22 = ecross (Vn (2, :),V12);
V23 = cross(Vn(B ), V13);
V24 = cross (Vn (4, :),V14);
B = zeros(6,20);
B(l:4,:) = [hkx(1) 0 O .
-r3/2*%ak (1) *hkx (1) *V21 (1) r3/2*ak(1l)*hkx(1l)*V11(1l)
hkx(2) 0 0
—-r3/2*ak (2) *hkx (2) *V22 (1) r3/2*ak(2)*hkx(2)*V12 (1)
hkx(3) 0 O
-r3/2*%ak (3) *hkx (3) *V23 (1) r3/2*ak(3)*hkx(3)*V13 (1)
hkx(4) 0 O
—-r3/2*%ak (4) *hkx (4) *V24 (1) r3/2*ak (4) *hkx(4)*V14 (1) ;
0 hky(1l) O
-r3/2*ak (1) *hky (1) *V21(2) r3/2*ak (1) *hky (1)*V11l(2)
0 hky(2) O
-r3/2*ak (2) *hky (2) *V22(2) r3/2*ak(2) *hky (2)*V12(2)
0 hky(3) O
-r3/2*ak (3) *hky (3) *V23(2) r3/2*ak(3) *hky (3)*V13(2)
0 hky(4) O

—r3/2*ak (4) *hky (4) *V24 (2)

r3/2*ak (4) *hky (4) *V14 (2) ;

0 0000CO0O0OO0OOOOOOOOOOO0OO0O0;

ﬂk&(l) hkx (1) O

—r3/2*ak (1) * (hkx (1) *V21(2)+hky (1) *V21(1))

r3/2*ak (1)
hky (2) hkx(2) 0
-r3/2*%ak (2)*

VII

* (hky (1) *V11 (1) +hky (1) *V11(2))

(hkx (2)*Vv22 (2) +hky (2) *V22 (1))



SkoRepiNOvY PRVEK MITC4

r3/2*ak (2) * (hky (2) *V12 (1) +hky (2) *V12 (2))

hky (3) hkx(3) O

-r3/2*ak (3) * (hkx (3) *V23(2)+hky (3) *V23 (1))
r3/2*ak (3) * (hky (3) *V13 (1) +hky (3) *V13(2))

hky (4) hkx(4) O

—r3/2*ak (4) * (hkx (4) *V24 (2) +hky (4) *V24 (1))
r3/2*%ak (4) * (hky (4) *V14 (1) +hky (4) *V14(2)) 1 ;

= YZ;
= X7Z;

VIII



