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Anotace

Hlavnim cilem této prace je najit zptiisob, jak vypocitat velikost osové sily, pii které dojde
ke ztraté stability neprizmatického prutu (ve smyslu této prace prutu s proménnym prufezem)
s ptimou stfednici. Ukédzeme mechanicky popis celého problému, ktery vede k tomu, ze najit
F} znamena hledat vlastni ¢isla tlohy

—El,(z)w"(z) — Frw(z) =0, w(0)=w(l)=0.

Hlavni prekazkou feseni této rovnice je variabilita I, pfi¢emz ukaZeme, Ze pro nékteré tvary
I, (bud ve tvaru konstanty nebo specialni kvadratické funkce) umime tlohu vyfesit analyticky.
Pro ostatni pfipady nastinime nékolik numerickych metod, kterymi je mozné najit dolni odhad
prvniho vlastniho ¢isla Glohy uvedené vyse, tedy Fj, pficemz mimo jiné se budeme zabyvat
metodou zaloZenou na metodé kone¢nych prvki.
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat hledanim velikosti sily, kterou mizeme osové zatézovat
staticky urcity prut s primou stfednici, tedy spojnici tezist prifezt prutu kolmych na jeho
osu, kterou prut nahrazujeme ve vypoctech, aniz by doslo k jeho kolapsu z divodu takzvané
ztraty stability. Ztrata stability je nesmirné pozoruhodnym jevem, na kterém je zajimavy uz
samotny fakt, Ze ma velmi efektni a vyraznou interpretaci jak z praktického, tak inzenyrsko-
matematického hlediska. Z praktického pohledu je ztrata stability spojena s velmi rychlou a
casto fatalni destrukci prutu, ktery je zatézovan az do droviie ztraty stability, a to az do té
miry, Ze prut jiz neni schopen nadale plnit svou statickou funkci. Intuitivné sice neni mnoho
prekvapivého na tom, ze pokud zatézujeme prut s pifimou stiednici stale vétsi silou, tak urcitou
velikost sily uZ neni schopen ”prenést”. Asi bychom ocekévali, Ze velikost sily, kterou muze
prut prenést aniz by doslo k jeho kolapsu, je spojena s pevnosti materidlu a velikosti prutu. Ke
zhrouceni prutu mtze opravdu dojit z divodu ztraty pevnosti, kdy tlak ptisobeny zatizenim je
tak velky, ze dojde k ”drceni” materialu prutu, ve kterém dochazi k porusovani molekularnich
vazeb. Pokud bychom ale experimentalné osové zatézovali rizné pruty s pfimou stfednici
rozliénych tvart a z rozdilného materialu, zjistili bychom, Ze dojde k destrukci nékterych
prutu jesté drive, nez zatézujici sila dosahnou meze pevnosti. A pravé u téchto pruti doslo ke
kolapsu nikoliv z duvodu ztraty pevnosti, ale z divodu ztraty stability. P¥i vypoc¢tu ucinku
osového zatizeni na prut musime totiz vzit v potaz, Ze ackoliv jsme na zacatku tvrdili, Ze
se budeme zabyvat pruty s pfimou stfednici, tak prut nemuze byt nikdy vyroben tak, aby
jeho stfednice byla dokonalé tsecka, vzdy se jedné o kfivku. Navic si mlizeme predstavit, ze
prut (pfedstavme si napfiklad sloup) je kromé osového zatizeni, které pokladejme za vyrazné
prevazujici nad ostatnimi typy zatiZeni, jeSté vystaven pusobeni drobnych zatizeni jako jsou
silové uéinky pohybu vzduchu, atd, coz muze zpisobit vybodeni stfednice, byt je lidskym
okem nepozorovatelné. Z tohoto duvodu nestaci pii analyze ucinku zatiZeni na prut brat v
potaz pouze tlakové ucinky sily, ale také momentové i¢inky, které pti urcité velikosti zatézujici
sily mohou zpiisobit pravé ztratu stability.

Ztraté stability se vénoval uz v polovin€ 18. stoleti legendarni Svycarsky matematik
Leonhard Euler, ktery v roce 1757 analyticky odvodil velikost sily, pfi které dojde ke ztraté
stability prizmatického sloupu. Jeho revoluéni postup, ktery je dodnes predmeétem vyuky
na technickych univerzitach, vychazi ze sestaveni rovnice statické rovnovahy (jejimz feSenim
je funkce popisujici posun libovolného bodu stfednice), ve které se objevuje sila, pii jejimz
pusobeni dojde ke ztraté stability prutu, jakozto parametr. Euler si zfejmé néjakym zptsobem
uvédomil, Ze ke kolapsu prutu popsaného touto rovnici dojde tehdy, pokud mé parametr (tedy
sila) takovou hodnotu, Ze tloha mé nekoneéné mnoho feseni. Tento pozoruhodny poznatek je
zminénou inzenyrsko-matematickou interpretaci jevu ztraty stability.

Ve konceptu ztraty stability se tedy elegantné snoubi nebezpec¢ny lidskym okem dobie
pozorovatelny jev z realného Zivota, tedy kolaps prutu a ryze abstraktni matematicka otazka
existence nekonecné€ mnoha feseni rovnice. Jev ztraty stability je tak ztélesnénim neodlucitel-
nosti inzenyrského a matematického poznani.

Ackoliv pomoci Eulerova modelu ztraty stability umime odpovédét na otazku, jak velkou
silou bychom museli zatézovat prizmaticky prut (tedy konstantniho prufezu z dokonale ho-
mogenniho materidlu), aby doslo ke ztraté stability, stale nevime, jak jak velkou silou bychom
museli zatézovat neprizmaticky prut (tim myslime proménného prufezu z dokonale homogen-



niho materidlu). Na tuto otdzku se budeme snazit v této praci odpovédét.



1 Mechanicka formulace problému

1.1 Uloha ztraty stability ideAlné pFimého prutu

Uvahy v celé této praci jsou obecné motivovany snahou nalézt maximalni hodnotu sily,
kterou mizeme zatéZovat prut (prut chapejme jako trojrozmérny hmotny objekt, u kterého
jeden rozmér vyrazné prevazuje nad zbylymi dvéma rozmeéry), aniz by doslo k naprostému
kolapsu prutu a ztraty jeho statické funkce. Pfedpokladame, Ze stfednice prutu, tedy spojnice
t67i8t jednotlivych pfiénych fezi je tisecka. Silou rozumime silu, kterd ptisobi ve sméru této
stfednice na jednom z okrajt prutu a putisobi pfimo na stfednici prutu, takze nevyvolava
zadny dodatecny moment. Pfi dalsim posuzovani G¢inkt ptisobicich sil na konstrukci budeme
nas prut nahrazovat pravé touto stiednici, coz je spravné, protoze vnéjsi sily i vyslednice
vnitinich sil ji jakozto spojnici t&zist prochdzi a také uziteéné, protoze to umoziiuje jednodussi
matematickou formulaci ilohy.

Pro dalsi zjednoduseni dalsich ivah déle budeme predpokladat, ze na prut ptsobi pouze
osova sila a ji odpovidajici reakce, ale zadné dalsi zatizeni. Tento pfedpoklad neni zcela realny,
protoze ve stavebnim inzenyrstvi obvykle uvazujeme, zZe télesa jsou umisténa v gravitacnim
poli Zemé a pusobi na né tedy gravitacni sila, kterou bychom do naseho jednorozmérného
modelu mohli zavést jako spojité liniové zatizeni. Ackoliv predpoklad absence ptisobeni gravi-
tacni sily neni zcela realny, je do jisté misty z mechanického hlediska ospravedlnitelny faktem,
ze osové zatizeni, které muze byt vyvolano tihovym ptisobenim zbytku konstrukce na nami
zkoumany prut, mtze byt mnohonasobné vétsi nez celkova velikost piisobici gravitacni sily. V
dalsim textu tedy ptisobeni gravitacni sily ani vnéjsiho zatizeni nebudeme uvazovat, nicméné
jeho zahrnuti do dale uvedenych modeld by bylo mozné pravdépodobné i bez vyraznéjsich
zmeén.

Nagim dalsim predpokladem z mechanického hlediska bude fakt, Ze prut je podepren
tzv. jako prosty nosnik a konstrukce je tzv. staticky urc¢itd. Nas jednorozmérny prut ma v
roviné tzv. t¥i stupné volnosti. Ty jsou mu ale odebrany vazbami, piesnéji pevnym kloubem a
posuvnym kloubem. Tento predpoklad je v dalSich iivahach velmi dulezity, protoze u staticky
urcité konstrukce dokazeme pouze ze znalosti vnéjsiho zatizeni urcit reakce v podporach, coz
zpusobi, ze tlohu budeme moci matematicky formulovat jako obycejnou diferencidlni rovnice
druhého fadu. Pokud bychom neuvazovali, ze se jedné o staticky urcitou konstrukci, mohla
by nastat situace, Ze uloha je tzv. staticky neurcita, tedy pocet stupnu volnosti odebranych
vazbami je vétsi nez pocet stupnu volnosti konstrukce (v nasem ptipadé 3) a nebylo by mozné
pouze ze znalosti vnéjsSich sil vypocitat reakce v podporach, coz by mélo za nasledek, Ze
bychom museli tlohu formulovat jako obycejnou diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu, coz by
nasledujici tvahy ztizilo.

Poslednim predpokladem bude fakt, ze po deformaci nosniku vlivem piusobicich sil ztistava
libovolny pii¢ény fez prutem (tedy ptvodné fez kolmy na stiednici) rovinny a stale kolmy na
deformovanou strednici a ze deformace jsou fadoveé mensi nez je délka prutu. Tento predpoklad
je nazyvan Navierova - Bernoulliova hypotéza [1] a vede k vyraznému zjednoduseni popisu
naseho problému.

Predpoklddame také, ze prut je vytvofen z jednoho zcela homogenniho materidlu a ze se
deformuje linearné pruzné, tedy ze napéti v tlaku je pfimo imérné pomérnému zkraceni.

Poznamenejme jesté, ze uvazujeme prut o obecné nekostantnim priiezu.



Obrazek 1: Znazornéni piimé stfednice prutu pred a jeji mozny tvar po docasném pusobeni
pfiéného zatizeni,zdroj:[18]

Rovinna idealizace stfednice prutu a sil na ni ptisobicich je graficky znazornéna na nasle-
dujicim Obrazku 1.

Ptipomerime, Zze nasim cilem je zjistit maximalni moznou hodnotu osové sily, kterou
muzeme na prut pusobit, aniz by doslo ke kolapsu prutu a ztraty jeho statické funkce, a to za
predpokladi, které jsem stanovili vySe. K fatdlni deformaci prutu (rozuméjme jeho rozpadu
na vice ¢asti) muze obecné dojit bud tzv. ztratou stability nebo tzv. ztratou pevnosti. Oba
pojmy objasnime dale. Snazime se tedy najit:

a) velikost kritické sily Fj, pti které dojde ke ztraté pevnosti
b) velikost kritické sily Fj, pfi které dojde ke ztraté stability.

Pii posuzovani hlediska a) budeme uvazovat, ze v jednotlivych prufezech kolmych na
stfednici prutu vznikne vlivem pisobici sily pouze rovnomeérné tlakové napéti. Material, ze
kterého je prut tvoren, ale nemtze byt namahan libovolnym napétim, aniZ by nedoslo k jeho
poruseni. Mtze byt naméhan pouze do napéti, které je nazyvano mez pevnosti. Pokud tuto
mez prekro¢ime, miizeme pozorovat rozdrceni materidlu a kolaps prutu. Velikost kritické sily,
pti které dojde ke ztraté pevnosti tedy vypocéteme jako:



F = UpAmina

kde Fj, je kriticka sila, o, je mez pevnosti daného materidlu a A,,;, je nejmensi obsah prifezu
prutu kolmého na jeho stiednici.

Dokonale pfimy prut (tedy prut, jehoz stfednice je geometricky tsecka) nemiize byt
namahan jinym nez tlakovym napétim, jehoz mezni hodnoty jsme posoudily jakozto a). V
readlnych podminkach zaprvé neni mozné nikdy vyrobit prut, jehoz stfednice nebude vzdy
byt jen minimalni odli$nd od usecky a zadruhé miZze dojit k tomu, Ze prut bude kromé jiz
zminéného stalého zatizeni (tedy osové sily) do¢asné vystaven zatiZeni, které bude obsahovat
nenulovou slozku ve sméru osy z. Pro lepsi pfedstavu uvazujme napf. zatizeni vétrem, ¢i si
predstavme, ze se o prut nékdo opre. Obecné uvazujme, ze pusobici sila je libovolné mala.
Vlivem slozky zatizeni ve sméru osy z dojde k deformaci stfednice, které zputsobi prihyb
stfednice prutu ve sméru osy z tak, Ze jiz nebude pfim4, coz je oznacovano jako imperfekce
stfednice. Opét uvazujme, ze prihyb ve sméru osy z v jednotlivych bodech bude fadové mensi
nez délka prutu a obecné uvazujme, ze velikost deformace v libovolném bodé (kromé bodi,
ve kterych jsou podpory - tam je posun ve sméru z nulovy) je velmi mald, mizeme Fici, Ze
libovolné mala, ale vétsi nez nula. Ptiklad zdeformované stfednice je znazornén na Obrazku
1.

V piipadé, ze puvodni zatizeni namaha deformovanou stfednici, ale v jednotlivych prife-
zech nevznika pouze rovnomeérné normalové napéti zptusobené tlakovymi ¢inky pusobici sily,
ale vznika také dalsi normalové napéti, které je ovSem v riznych oblastech prifezt rtizné
velké, vzhledem k jednotlivym prurezim je tedy nerovnomeérné. Presnéji muzeme fici, ze toto
normalové napéti se bude po priifezech ménit ve sméru osy z. V nékterych oblastech prirezt
prutu bude kladné, v jinych zaporné. Takové nerovnomeérné napéti ale vyvola ohyb prutu.
Vyslednici tohoto nerovnomérného napéti v jednotlivych prifezech je ohybovy moment. Ve
vSech nasledujicich tvahédch budeme momentem chiapat moment okolo osy y a budeme pied-
pokladat, Ze prut se muZe ohybat pouze okolo této osy.

Vyse uvedena situace je graficky znazornéna na Obrazku 2.
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Obrazek 2: Znazornéni nerovnomérného normalového napéti v prufezu prutu, zdroj:[17]

Je mozné experimentalné ukazat, Ze prut byt s minimalné imperfektni stfednici mize



byt pii ptsobeni osové sily fatdlné deformovan ohybem (tedy dojde k rozlomeni prutu) jesté
dfive, nez normalové napéti, které v konstrukci vznika vlivem tlakového namahéani, dosdhne
meze pevnosti. Obvykle se v souvislosti s timto jevem hovofi o ztraté stability. Neni ale zcela
ziejmé, jak spocitat velikost sily, pii které ke ztraté stability dojde. Tuto silu mtizeme napt.
podle [17] vypocitat nésledujicim zptsobem.

Nejdiive si uvédomme, Ze pro velikost ohybového momentu M, piisobiciho v libovolném
prufezu kolmého na stfednici naseho prutu plati vztah nize, jak je znazornéno na Obrazku 2:

My () = EI, )y (2),

kde I, je moment setrvacnosti vzhledem k ose y, x, je kiivost a F je modul pruznosti mate-
ridlu.
Poznamenejme, zZe pro dany prifez (tedy danou hodnotu x )je I, definovan jako:

I :/z2dA
A

kde A je plocha prifezu naseho prutu v daném bodé .

Z této definice pfimo vyplyva, ze I, > 0 a navic plati, ze I, # 0 (a tedy I, > 0), protoze
pokud by rovnost platila, je mozné dovodit, Zze pak by plocha daného priufezu musela byt
nulova a nami zkoumany prut by tedy byl v takovém prurezu prerusen, coz nepredpokladame.
Zaroven zduraznéme, ze funkce momentu setrvac¢nosti je sice definovana ve vSech bodech x
naseho prutu, ale nemusi byt ve vSech bodech spojita, coz jednak dava fyzikalni smysl, priurez
se opravdu muze skokové ménit, a jednak to mutze mit velmi pozitivni vyznam pro feSeni
tilohy (1). Budeme predpoklédat, Ze funkce ma koneény pocet bodii nespojitosti a ze I, € L?
pricemz vymezeni tohoto prostoru se budeme vénovat v nasledujici kapitole.

Kvtli predpokladu kolmosti a rovinnosti prifezi i po deformaci ale mizeme uvazovat, ze

() = —u''(a),
kde w(x) je posun bodu stfednice kvili deformaci ve sméru osy z.
Zaroven muzeme kvili faktu, ze zname reakce vyjadrit M, (x) jako:
My(x) = Frw(),

kde w(z) je posun bodi stfednice kvili deformaci ve sméru osy z. moment setrvacnosti
vzhledem k ose y a s, je kiivost.
Pokud oba vztahy dosadime do rovnice (1) zjistime, Ze F) musi spliiovat rovnici

Fow(z) = —El (x)w" ().

Zaroven vime, ze podpory prutu neumoznuji pohyb ve sméru osy z a tedy

w(0) = w(l) = 0.

kde [ je délka prutu.
Spolecné se ziskanou rovnici tak dostavame

—FEI,(z)w"(z) — Frw(z) =0, w(0) =w(l) =0, (1)



Vidime tedy, ze jsme dospéli k obycejné diferencidlni rovnici druhého radu se dvéma
okrajovymi podminkami. Podle [3] plati, Ze takova tiloha ma bud préavé jedno nebo nekoneéné
mnoho Feseni. Matematickd formulace naseho problému je tedy kompletni.

Da se experimentalné ukazat, ze ke ztraté stability dochéazi pravé tehdy, pokud méa tloha
(1) nekoneéné mnoho feseni. To miZeme interpretovat napiiklad tak, ze prihyb w(x) naseho
prutu je libovolné velky, coz od stabilni konstrukce intuitivné spise neocekavame.

Nasi otazku ”Jaka je velikost osové sily, pti které dojde u naseho prutu ke ztraté stabi-
lity?” jsme tak prevedli na ¢isté matematicky problém ” Jak velkd musi byt v tloze (1) hodnota
F};, aby méla tato uloha nekoneéné mnoho feseni w(z).” L 'V nésledujici kapitole popiSeme, ze
odpovédét na tuto otazku je relativné snadné, pokud je I (x) konstantni funkci a naopak re-
lativné velmi komplikované, pokud I,(z) neni konstantou a budeme se zabyvat analytickymi
a numerickymi moznostmi feSeni tlohy (1).



2 Vlastni cisla tlohy (1)

2.1 Fundamentalni aspekty matematického feSeni tlohy (1)

V této kapitole se pokusime nastinit nékteré fundamentalni aspekty Tesitelnosti a povahy
feseni tlohy (1). Nejdiive charakterizujme samotnou rovnici. Jak jiz bylo feceno nazna¢eno na
konci predeslé kapitoly, ndmi feSenou rovnici mizeme naptiklad podle [2] oznaéit jako obycej-
nou diferencialni rovnice druhého fadu s nulovou pravou stranou a okrajovymi podminkami.
Zaroven definujme, jaké funkce w(x) pokladdme za FeSeni tlohy (1). Z tvaru rovnice (1) je
zjevné, ze aby funkce w(z) mohla byt fesenim tulohy (1), musi existovat jeji druha derivace ve
vSech x € (0,1) a v krajnich bodech musi byt nulova. Vzhledem k existenci druhé derivaci na
x € (0,1), musi byt prvni derivace na tomto intervalu spojité a z toho plyne i spojitost funkce
samotné na tomtéz intervalu. D4 se ukdzat (napi. viz [4]), Ze funkce, které spliiuji vSechny
vyse zminéné podminky véetné podminek okrajovych tvori tzv. linearni prostor funkci, ktery
je v [4] znaden jako C2(0,1). Celkové tedy pro tlohu (1) s uvazenim okrajovych podminek
definujme definiéni obor D pro mozné feSeni tlohy (1) w(z) jako mnozinu

D ={w:we C%0,1),w(0) =w() =0}

Nase pozadavky na Teseni jsou velmi silné, v nasledujici kapitole je varia¢ni formulaci
ulohy (1) ponékud zeslabime, abychom mohli s tlohou lépe pracovat.

Zbyva jesté definovat, jaké funkce budeme povazovat za pfipustné pro I,(z). Mohli
bychom teoreticky uvazovat napriklad pouze funkce spojité, coz prozatim pozadujeme pro
funkce, které maji fesit tlohu (2), ale to by vedlo k tomu, ze bychom pfi feseni ulohy (2)
zcela zanedbaly napriklad takové pruty, které skokové meéni svij pruiez. Takovy pripad je
zcela redlny a nebylo by pfinosné takové tvary prutt ignorovat. V dalsich kapitolach také
ukézeme, ze pokud alespon pfipustime, aby I,(z) mohlo mit koneéné mnoho bodii nespoji-
tosti, budeme moci za I, (x) volit po ¢astech konstantni funkce, coz bude pro feseni tlohy (2)
klicové. Ptipustme tedy, aby I,(z) mohlo mit kone¢né mnoho bodu nespojitosti a za timto
ucelem definujme Ze I, € L%, ¢imz myslime

l
L3 = L3(0,1) = {I,; I, > 0; /0 I} dx < oo}

Pozadavek, aby I, > 0 vychazi z pfedpokladii o I, v minulé kapitole. Zaroven dodejme,
Ze integralem myslime Lebesguetv integral.

Pfipomenme, Ze vyfesit tlohu (1) pro nds znamend najit takovou hodnotu Fj, aby méla
uloha nekoneéné mnoho feseni w(x). V souvislosti s takto formulovanou otédzkou obvykle o
hledaném F}, hovotrime jako o vlastnim ¢isle tilohy (1) a o tloze (1) jako o tloze vlastnich ¢isel.
Reseni tlohy piislusnd danému vlastnimu ¢islu nazyvame vlastni funkce. [2] Abychom mohli
vyuzit poznatkt z [2], upravme alohu (1) na nasledujici tvar vydélenim celé rovnice E1,(z),
coz je ekvivalentni tprava vyrazu, nebot I,(x) > 0, jak je feceno v pfedchozi kapitole. Fj,
oznacme jako )\;, jak je v [2] obvyklé. Abychom nalezli feSeni tlohy (1), budeme se snazit
vyTesit tuto ulohu, kterou si ozna¢me jako (2).

w(z) =0, w(0)=w()=0. (2)



/

Vyrazy —(w'(x)) a

w(z) mizeme chapat jako tzv. diferencidlni operatory (viz

1
Ely(z)
[2]), které pfifazuji funkcim w jinou funkci. Ozna¢me je nasledujicim zptisobem.

1
Aw = —(vw'(z)), Bw= EIy(x)w(x)
Ziskavame tak operatorovy tvar rovnice (2)
Aw — \Bw =0, w(0)=w(l)=0. (3)

Oba operatory jsou podle [2] (a vzhledem k nasim predpokladiim o funkci 7, (z) uvedenym
v predchozi kapitole) linedrni a pozitivné definitni operatory na Dy, coz je podminkou plat-
nosti nasledujicich tvrzeni o hledaném \;, které vychézeji z véty 94 v [2] a z dalsich informaci
z v [2] a [3].

(a) Pokud je \; vlastnim ¢islem tlohy (2), pak ma tloha nekoneéné mnoho feseni.

(b) Existuje spocetné mnoho, a to kladnych redlnych vlastnich éisel \;, kterd tvori rostouct
posloupnost. Plati tedy, Ze prvni vlastni ¢islo je nejmensi ze vSech vlastnich ¢isel tlohy. Ke
kazdému z vlastnich ¢isle pfislusi nekoneéné mnoho feseni tlohy (1) w(z), tedy vlastnich
funkci, vzdy vSak jen koneény pocet linearné nezavislych vlastnich funkci.

Domnivame se, ze je dulezité podotknout, Ze ackoliv je vlastnich ¢isel podle bodu (b)
spocetné mnoho, nasim cilem je najit pouze prvni vlastni ¢islo, které oznacujme A; nebot
pokud kritickd osové sila Fj dosdhne hodnoty A;, dojde ke ztraté stability naseho prutu.
Dalsim vlastnim ¢islim je v intencich nami zkoumané tlohy ponékud komplikované priradit
piimy fyzikalni vyznam, protoze prut jiz po dosazeni prvni kritické hodnoty zatizeni A; jiz
neni celistvi a neni mozné ho tak dale zatéZovat na hodnotu kritického zatizeni A9 atd.

Ackoliv nam body (a) az (b) poskytuji velmi zasadni informace o vlastnich éislech tlohy
(2), nefikaji ndm, jak (pro konkrétni volbu E a I,(z)) A1 nalézt. Analyticka FeSeni tlohy (2)
jsou znama pouze pro specialni volbu I,(z), a to pokud I,(z) = ¢, kde ¢ je kladna realna
konstanta a I(z) = az?, kde a je kladné realna konstanta. Pro jiné volby I,(x) se musime
spokojit s numerickym resenim ulohy, coz mé ale fadu dalsich uskali, jak ukazeme v dalsich
kapitolach.

2.2 ResSeni tlohy (2) s konstantnim 1/,

Zduraznéme, Ze pro tento pripad plati vSechna tvrzeni predchozi kapitoly. Za predpokladu,
ze Iy(x) je konstantni funkci s jedinou hodnotou pro Vz € (0,1), mizeme zapsat

1
Al = E7[y>\z’

a Fesit ulohu (2) vzhledem k Ag;. Analytickym postupem uvedenym v [2] mtzeme ukazat, ze
vlastni ¢isla této tlohy mtzeme zapsat ve tvaru:

n?n?

)\EIZZT, n:1,2,...,



a tedy

n?n?

N=FBly—y, n=12...

Prvni vlastni ¢islo (a tedy hodnota kritické sily Fy) je tedy ve tvaru

7.‘.2

)\1 = EIyl?

2.3 ResSeni tlohy (2) s I,(z) = ka?

V tomto piipadé pfedpokladame, ze Iy(x) = kz?, kde a je kladna nenulova realné kon-
stanta. Abychom byli schopni analyticky najit vlastni ¢isla takto formulované tlohy, budeme
rovnici tlohy (2) fesit na jistém intervalu (a,b), kde b = a + [ a ne na intervalu (0,[) jako
v pfedchozich ptipadech, pficemz budeme pozadovat okrajové podminky w(a) = w(b) = 0,
abychom vyhovéli pozadavkéim tlohy (2). Ulohu tak v podstaté ”posuneme”v soufadném
systému po ose x doprava o konstantu a. Vlastni ¢isla posunuté tilohy feSené na intervalu
(a, b) jsou ale stejna jako ulohy feSené na intervalu (0, ). Vlastni funkce tlohy fesené na (a, b)
jsou vuéi vlastnim funkcim tlohy fesené na (0,/) posunuté v souradném systému po ose x
doprava o konstantu a. Analytickym zptsobem muzeme odvodit, ze vlastni ¢isla tlohy (2) s
I,(z) = kz? mzeme vyjadiit jako

n?FEk

A = n=12 ..,

1
) ¢
a prvni vlastni ¢islo ve tvaru

m?Ek 1
oy .
((5))

Toto vyjadfeni mtzeme odvodit nasledujicim zptisobem. Resime tlohu

AL =

—(w'(@)) — E2;2w(x) —0, w(0)=w(l) = 0.

Miazeme zapsat

1

Agp = —

a tesit tlohu (2) vzhledem k Apgg, tedy

Pokud predpokladame feSeni této rovnice ve tvaru w = x" a dosadime tento tvar do
rovnice (2), ziskdme charakteristickou rovnici

7“2—7“—1-)\)5'1.3:0

Tato rovnice mé kofeny
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141 —4Ag,

2
Pokud plati, ze 1 — 4\gr # 0 pak pro 1 — 4Agr > 0 respektive 1 — 4Ag; < 0 dostavame
z této rovnice dva rizné realné respektive komplexni kofeny 71,79, tyto funkce jsou v obou
piipadech linedrné nezavislé a tvori fundamentalni systém ulohy (2) (viz [3]). Kazdé feSeni
tlohy (2) muzeme zapsat ve tvaru

12 =

w(z) = Cra"™ + Cyz™, C1,Cy € R.
Pokud do tohoto tvaru dosadime okrajové podminky w(a) = 0, w(b) = 0, jejichz platnost
pozadujeme, ziskavame
0= Chra™ + Csa™,
0=C1b" + Cob™.
7 prvni rovnice dostavame

a™
Cy=-Cr—,

a
a tedy

a™
0=Chb" + —C1—Db"™.
a”
Protoze b # 0, plati

b a
O - CleQ - Clﬁb 2,

1T T1—T
0=Cb" "2 = Cra" "2,

0=Cy(b1 "2 — a7 T2).

Protoze hledame vlastni ¢isla tlohy, budeme nadéale uvazovat, ze Cy # 0, protoze pokud by
to tak nebylo, platilo by Co = 0 a feSeni by tedy byla nulovd funkce, coz odporuje definici
vlastnich ¢isel.
a\T1—r2
b -1
()

Nyni vidime, Ze abychom splnili okrajové podminky, pokud 1 — 4Agg > 0 (r1,72 jsou tedy
redlnd ¢isla), musi platit 71 = 7o, coz je ale spor, protoze to znamend 1 — 4\, = 0, coz
nepiedpokladame. Musi tedy platit 1 —4Ag; < 0 a r1, ro musi byt komplexni ¢isla. V takovém
pripadé ale mtzeme zapsat

11



a tedy

a
(ry —r9)in (5) = 2min, n € N.
Protoze ale pro r1 — 9 plati

14+ 1 —4)\g 1—+/1—4\gi
— =+y1—-4
9 9 >\Ek7

TMN —T9 =

pak

\/WM (%) = 2min,

o
/T— gy = L:’
(%)

"\

4724%n?2

a )
2 (=

l”(O

7T2n2

1 —4Xgg =

)

|

a tedy

o 11
l2<9) 4 Ek
"\

2028k 1
A= 2B L e,

()

i

Dosud jsme predpokladali, ze 1 — 4Agr # 0. Nyni se zabyvejme situaci 1 — 4\ gr = 0, tedy

Apr = —. Dosazenim je mozné ovérit, ze kazda funkce spliujici rovnici (2) by musela jit

vyjadrit ve tvaru

1 1
w(z) = C122 + Chx2log(x), C1,Cy € R.

Pokud bychom dosadily okrajové podminky w(a) = 0, w(b) = 0, z odpovidajici soustavy

rovnic by vyplynulo, ze a = b, coz je spor a pro piipad Agp = 1 tedy nedokézeme splnit

okrajové podminky.
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2.4 Varia¢ni formulace tlohy (2)

V piedchozich kapitolach jsme piedstavili takové volby I,(x) v tloze (2), ze jsme byli
schopni najit analyticky pfedpis pro vlastni ¢isla této tlohy. Pro obecnou volbu I, (x) ale neni
takovy pfedpis znam a neni zndma dokonce ani technika, jak nalézt fundamentélni systém (ve
smyslu véty 1.7 v [3]) takové tlohy (méme na mysli tlohu zadanou stejnou diferencialni rov-
nici ale bez uvazeni okrajovych podminek). Jak jiz bylo naznaceno v piedchozich kapitolach,
musime se spokojit s hledanim pfiblizné hodnoty vlastnich ¢isel tlohy nékterou z numerickych
metod. V této praci budeme pro Gcely numerického Feseni tlohy (2) uvazovat metodu konec-
nych prvki, ackoliv se jisté nejedné o jedinou moznost. Abychom mohli pfistoupit k pouziti
této metody, musime ulohu (2) formulovat takzvané varia¢né. Namisto tlohy (2) se tak bu-
deme zabyvat variacné formulovanou ulohu (2), kterou budeme znacit jako (4) a budeme
hledat hodnoty A, pro které bude mit tloha (4) nekone¢né mnoho Feseni.

Z [2] vyplyva, ze varia¢ni formulace spo¢iva mimo jiné na faktu, ze pokud néjaka funkce
fesi tlohu (2), tak zarovenl minimalizuje hodnotu takzvaného funkcionédlu energie (viz ¢la-
nek 76 [2]) na mnoziné D. Pokud tedy zname funkcional energie, mizeme se snazit najit
feseni ulohy (2) jako minimum tohoto funkciondlu na D. Varia¢ni formulace dale vyzaduje
"rozsifeni” mnoziny funkci D, na které hledame feSeni, na mnozinu H a v souvislosti s tim
i uziti zobecnéného chapani derivaci a okrajovych podminek. (Jak je uvedeno v [2], kde je
odkazovano na podrobné rozebrani této teorie v [5]). Dle [2] mizeme H definovat jako

1
H = HN0,1) = {w: /O ()2 dz < 00, w(0) = 0, w(l) = 0}

Integralem je myslen Lebesguetv integral (viz [4]) a derivacemi jsou minény takzvané ”zobec-
néné”derivace (viz [4]). Okrajové podminky jsou také minény ve ”zobecnéném”smyslu (viz
[4]).

Sestavit funkciondl energie pro tlohu (2) je mozné zptsobem uvedenym v [2]. Je ale
mozné ukazat (viz [2]), Ze iloha minimalizace funkcionédlu energie je z hlediska jejich FeSeni
ekvivalentni tloze najit takové w, ze:

(Aw — ABw,v) =0 Yve H (4)
Skalarnim soucinem mame na mysli skalarni sou¢in na H, ktery definujme jako:

!
(w,v):/ woda.
0

Integrilem je stale myslen Lebesguetv integral a derivacemi jsou minény ”zobecnéné” derivace.
Ulohu oznad¢enou jako (4) budeme poklddat za varia¢ni formulaci nasi ilohy (2). Vzhledem
ke skalarnimu souc¢inu, ktery vyuzivame, muzeme tlohu (4) ekvivalentné zapsat jako

l l
1
"
— wvdx—)\/ —wvdx =0
/O 0 EIy
a po aplikaci metody per partes a nulovych okrajovych podminek

l l
1
w'v'de = A —wuvdx
/o o Bl
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Je mozné ukazat, Ze integral na levé strané rovnice je v podstaté skalarni soucin funkci w a
v na H, ktery je definovan jako

l
a(w,v):/ w'v'da,
0

Podle [6] je také mozné ukazat, Ze i integral na pravé strané rovnice je vyjadfenim jiného z
moznych skalarnich souc¢inti na H, a to

!
(w,v) = [ ——wuvdzx.
o El
Chépani integraltt na pravé i levé strané jakozto skalarnich soudini ndm umozni velmi
efektivni praci s rovnici tvaru (4), nebot skaldrni soufin mé velmi vyhodné vlastnosti (viz
2]). Ulohu (4) tak mfizeme po zavedeni odpovidajicich skalarnich souéinti zapsat nasledovné:

a(w,v) = AMw,v).

K takto zavedenym skaldrnim soucintim na H mizeme definovat odpovidajici normy na
H, které budeme znacit nasledovné.

lwlla = Va(w,w),  [[wl]] = v(w,w).

Teoreticky sice stale nevime, jak prakticky nalézt feSeni ulohy (4), ale mohli bychom
se pokusit vyfesit tlohu (4) nikoliv na celém H, ale na né&jakém vektorovém podprostoru s
kone¢nou dimenzi H,, kde H, C H. V podstaté se tak snazime minimalizovat funkcional
energie namisto ne celém na H na H,. Tento postup budeme oznacovat jako varia¢ni metodu.
Je mozné ukazat [2], Ze pokud Fesime tlohu (4) na prostoru koneéné dimenze, staci, aby
rovnice tlohy (4) byla z hlediska v splnéna pro vSechny bazové funkce prostoru Hj. Téchto
funkci je ale kone¢né mnoho. Formulace tlohy (4) ve tvaru

(Aw — ABw,v;) =0 Vu;,i=1.n,neN (5)

kde v; jsou prvky baze H) je podle [2] oznacovana jako Galerkinova metoda. Tento piistup
by se dal interpretovat také tak, Ze se snazime provést jakousi ”kolmou” projekci skuteéného
feSeni tlohy v H na H,.

Vzhledem k tomu, ze H,, méa kone¢nou dimenzi, mé i bazi s koneénym poc¢tem prvki (viz
[6]). Je mozné ukdzat (viz [2]), Ze uloha (5) vede k tloze najit zobecnény vlastni vektor a
zobecnénd vlastni ¢isla matic A a B. Pfesnéjsimu vymezeni se budeme vénovat v nasledujici
kapitole.

Varia¢ni formulace v podstaté zobeciiuje pojem feSeni tlohy (2) a nova variaéné formu-
lovana tloha (4), tak muZe mit teoreticky vice FeSeni nez tloha (2). Je ale mozné ukazat (viz
[27]), ze vlastni ¢isla tlohy (4), kterd z hlediska tlohy (4) chapeme jako takovd A; € R, pro
ktera ma tato tloha nekoneéné mnoho feseni jsou stejna jako tlohy (2) a podle [2] a pro né
plati nasledujici vlastnosti.

(a) Pokud je A vlastnim éislem tlohy (4), pak mé tloha nekoneéné mnoho feseni.

(b) Existuje spocetné mnoho, a to kladnych redlnych vlastnich ¢isel A, kterd tvori rostouci
posloupnost. Plati tedy, Zze prvni vlastni ¢islo je nejmensi ze vSech vlastnich cisel tlohy. Ke
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kazdému z vlastnich ¢isle pfislusi nekoneéné mnoho fesSeni tlohy (4) w(z), tedy vlastnich
funkci, vzdy vsak jen konecény pocet linedrné nezavislych vlastnich funkci.

(c) Vlastni funkce pfislusné riznym vlastnim ¢éislim jsou ortogonalni v H vzhledem ke ska-
larnim soucinim a(w,v) a (w,v).

(d) Ortonormalni systém vlastnich funkci (ziskany ortonormalizaci vlastnich funkci napf.
tzv Gram-Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem viz [4]) rovnice (2) tvoii bazi jak v
prostoru H. O vlastnich funkcich pfi nasledujicich iivahach tedy budeme predpokladat, Ze
jsou ortonormalni.

(e) Podle [6] je mozné ukazat, Ze na definiénim oboru H tlohy (4) plati takzvané Friedrichs-
Poincarého nerovnost, ktera tvrdi, Ze pro kazdou funkci w € H a pro nejmensi vlastni ¢islo
tilohy (4) (a to pro libovolnou volbu E a I, v souladu s diive uvedenymi predpoklady) Ay z,
plati

A l[w]? < a(w, w) = w3

(f) Pokud bychom fesili dvé ulohy (4), které si ozna¢me (4.1) a (4.2) ve kterych bychom volili
stejnou hodnotu £, tedy Eq = E3 a funkce I;; a I,2 obecné rtizné, ale takové, aby 1,1 < I,
pak pro nejmensi vlastni ¢isla tlohy (4) plati, ze A1 7,, < A11,,.

To mtzeme podle [7] dokazat nasledujicim zptisobem. Pfedpokladejme, Ze uj ., jsou
vlastni funkce odpovidajici Aj Iy @ U1, vlastni funkce odpovidajici A;, Iy
A1, Iyo musi spliiovat vztah

a(ul,fyz ) U) = )‘171,1/2 (ul,fyz ) v)

Pokud v predchozi rovnici zvolime v = uy

42+ €0Z ur€ité miizeme, protoze uy 1, € H, dosta-

vadme vyraz

(U1, 1,05 UL T,n) = AT, (U110, U1,1,,),

coz je ekvivalentni s

Nt 1,115 = Az, llu,z,0]

Protoze ale podle Friedrichs-Poincarého nerovnosti (viz bod (e)) plati, ze

Az llun sl < Hu |,

dostavame

Mgy lun s |1 < Mgy llu, s |1

COZ znamena

ALy S AL

Je dokonce mozné ukazat, ze stejnd nerovnost neplati pouze pro prvni vlastni ¢isla tloh
(4.1) a (4.2), ale pro jakakoliv dalsi vlastni ¢isla. Plati tedy nerovnost
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>\7,',Iy1 < )"L',Iy27 i €N,

To je mozné dokazat pomoci takzvaného Courant—Fischer—Weylova min-max principu, jak je
uvedeno v [7]. Kompletni dtikaz je uveden v [7], pfi¢emz v této praci ho uvadime v piiloze.
Dovolime si ¢tenafe upozornit, ze v dikazu je u nékterych jevi uzito jiného symbolického
znaceni.

2.5 ReSeni tilohy (4) metodou koneénych prvki

Jak jsme uvedli v pfedchozi kapitole, budeme se snazit nalézt pfiblizné feseni tlohy (4)
pomoci Galerkinovy metody. Vyuzijeme jednu z podob Galerkinovy metody, a to metodu
koneénych prvku (viz [2]), kterd za funkce v; voli po ¢astech linearni funkce tvaru, ktery
déle popiSeme. Budeme volit n téchto specialnich po ¢astech linearnich funkci a tedy ¢ =
1...n,, n € N. Tyto funkce tvori bazi prostoru H, C H o dimenzi n.

Zvolime tedy n, n € N bazovych funkei v;(x), ¢ = 1...n budou tedy po ¢astech linedrni a
pro kazdou z nich plati, ze x € (0,1) a v;(z) € (0,1). Zaroven uvazujme, ze zkoumany interval
(0,1) rozdélime pomoci n délicich bodt z;, i = 1...n (pfi¢emz krajni body intervalu, tedy
x =0 a x = [ nepokldddme za délici body) na n + 1 intervalu stejné délky h, pro kterou plati

l
n+1

V kazdém z délicich bodi bude pravé jedna z funkei v;(x) nabyvat maxima na (0, /). Kazda
z vi(z) bude tedy na (h(i — 1), hi) rostouci linedrni funkci prochézejici body (h(i — 1),0) a

(hi, 1) se smérnici K = — = (n+ 1) a na (hi, h(i + 1)) klesajici linearni funkci prochéazejici

SR

body (hi,1) a (h(i + 1),0) se smérnici K = —% = —(n+1). Na (0,)N\(h(: — 1),h(i + 1))
plati v;(z) = 0.

Velmi volné feCeno tak dostavame bazové funkce ve tvaru stfiSek se zlomy v délicich
bodech.

Za ucelem zjednoduSeni numerického zpracovani ulohy budeme I,(x) idealizovat jako
funkci po Castech konstantni na intervalech (h(i — 1), hi),7 = 1..n. Za I,(x) na kazdém z
téchto intervalt pak budeme povaZovat hodnotu funkce vypoctenou ve stiedu intervalu.

Pokud hleddme pfiblizna feSeni tlohy (4), kterd budeme znaéit wy, a pfiblizna vlastni
¢isla tlohy (4), kterd budeme znacit Ap; na prostoru H, s konecnou dimenzi, musi byt i
vSechny feseni wj, takové tlohy, stejné jako jakdkoliv jin& funkce z H,, linedrni kombinaci
nami vybranych bazovych funkci v;, tedy

n
wWp, = E a;v;, 1= 1..n.
i=1
Pokud za wy, do rovnice (5), dosadime vySe uvedenou sumu, ziskdme maticovou rovnici
nasledujiciho tvaru, ve které se budou vyskytovat matice A a B rozmérti n X n a v je vektor

koeficientd «;

Av — \;Bv =0.
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Tuto rovnici jsme TeSili za pouziti vypocetniho prostifedi Matlab, ktery k hledani A;
vyuziva v zavislosti na vlastnostech matic A a B bud Choleskyho nebo Schuriv rozklad [8].

Je mozné ukazat (viz [2]), ze pfi takové volbé bazovych funkei, kterou jsme uéinili, do-
stavame priblizna fesSeni ulohy (4) wy a vlastni ¢isla \p; se zvétsujicim se poétem bazovych
funkci stale presnéjsi a teoreticky pri volbé nekonecné mnoha téchto bazovych funkci metoda
takzvané konverguje k pfesnym vlastnim funkcim a vlastnim ¢isltim dlohy (4) (viz [2]).

Hlavnim objektem naseho zajmu je numerickd hodnota nejmensiho vlastniho ¢isla Ap;.
Je mozné ukazat, ze pfibliznd hodnota nejmensiho vlastniho ¢isla tlohy (4) Ajp nalezend
metodou konec¢nych prvki rozebranou vyse je vzdy vétsi nebo rovna presné hodnoté vlastniho
Cisla tlohy (4) A1, tedy

A1 < g

Tuto skutecnost je mozné dokazat nasledujicim zptisobem. Pro libovolné wy, a A1;, musi platit

a(wp, wp) = Aip(wp, wy).

7 Friedrichs-Poincarého nerovnosti ale zaroven plyne

Mlfwnl[? < fwnl [,

a tedy

Mlwal[? < Aapllwnl|?,

COZ znamena

A1 < Atpe

Tato skutecnost je pro nas z inzenyrského hlediska mimoradné nevyhodna. Pfipomerime,
ze fyzikalni vyznam nejmensiho vlastniho ¢isla tlohy (4) je velikost kritické sily Fy, pfi které
dojde k vyboceni naseho (z hlediska prufezu) neprizmatického prutu. Metoda koneénych
prvku aplikovand na tlohu (4) ndm tak dava za vSech okolnosti horni odhad velikosti této
sily. Mnohem vyhodnéjsi by pro nas ale byl dolni odhad velikosti kritické sily, protoze bychom
védéli, jak velkou osovou silou miizeme nosnik zatézovat, aby zarucené nedoslo ke ztraté sta-
bility tohoto nosniku. Zptsobem, jak ziskat tento dolni odhad, se budeme zabyvat v nasledu-
jicich kapitolach.

Na zavér této podkapitoly pokladame za dulezité zduraznit, ze hodnota Ay; je zatiZena
chybami plynoucimi z numerického zpracovani tlohy. Jedné se jednak o chybu ze zaokrouhleni
a také moznou chybu plynouci z aproximace I,(z) jako po ¢astech konstantn{ funkce. Ulohu
tak v podstaté vypocteme pro jinou funkci I,(x) nez pro jakou fesime tlohu (1) plynouci
z fyzikdlni formulace problému. V dalsich kapitolach nastinime zptsob, jak by bylo mozné
ziskat dolni odhad \qj, ale je tfeba mit na paméti, Ze proces, ktery nastinime se nijak nezabyva
odstranénim téchto dvou chyb. Pokud budeme predpokladdat, ze chyba ze zaokrouhleni je velmi
mald, zustava nam stale chyba plynouci z aproximace I, (). Aby tvahy v dalsich kapitolach
zistaly v platnosti, bylo by potfeba, aby pro po ¢astech konstantni aproximaci I (x), kterou
pro nazornost nazvéme I, 4(x) platilo

IyA(x) < ]yA(:L‘), Va € (0,1).
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Z dtvodu platnosti bodu (f) v pfedchozi kapitole ztistanou uvahy v nasledujicich kapito-
lach v platnosti.

2.6 Zarucéeny dolni odhad )\; tlohy (4) feSené metodou koneénych prvku

V predchozi kapitole jsme uvedli, Ze metoda koneénych prvka aplikovana na tlohu (4)
nam vzdy poskytne horni odhad pfesné hodnoty A; tlohy (4). V této podkapitole se pokusime
nastinit metodu, kterd umoznuje za jistych predpokladi, které déle uvedeme, k jiz nalezené
hodnoté A;j, nalézt dolni odhad A; 1. Postup, ktery uvadime, pfimo vychazi z ¢lanku [9]. Pro
tato metoda vyuziva, dokdzany. Metodu jsme zpracovavali v numerickém prostiedi Matlab.

7 dtkazu vyplyva nékolik predpokladii, které musime zarucit, abychom mohli metodu
spravné pouzit.

Predpoklad (a)

Musime znét dolni odhad Ay tlohy (4), ktery nazvéme A, 1, ktery je ale vétsi nez A\; alohy
(4), tedy

0< )‘LL <A< )\2,L < Aag.

Tento predpoklad je relativné obtizné realizovatelny. Jak jsme uvedli v 1. kapitole, fyzikalni
vyznam muzeme z pohledu tdlohy (1) pfifadit pouze prvnimu vlastnimu ¢éislu A\q, které od-
povidé velikosti kritické osové sily F}, pii kterém dojde ke ztraté stability naseho prutu. Fy
tak jiz nemuze nabyt hodnoty Ao, protoze prut jiz neni celistvy. Tato skute¢nost nam brani
A2 experimentalné zméfit a sestavit tak dolni odhad Ao . Zustava tedy otazka, zda neni
mozné sestavit dolni odhad této veli¢iny matematicky. Tomuto aspektu se budeme vénovat v
nasledujici kapitole.

Prozatim ale pfedpokladejme, Ze A2 ;, najdeme heuristickym zptisobem. Pfi numerickém
zpracovani jsme heuristicky odhadli

Ny — A1h + Ao

2L= T 5
kde Ayj, je horni odhad druhého vlastniho éisla tlohy (4) metodou koneénych prvki, ktery
miizeme ziskat postupem uvedenym v predchozi kapitole.

Piedpoklad (b)

Musime znat, byt tfeba velmi hruby, dolni odhad A; tlohy (4), ktery si ozna¢me A; rr.
Ackoliv tento predpoklad se miize na prvni pohled zdat relativné zvlastni, protoze dolni odhad
A1 mame teprve po aplikaci rozebirané metody obdrzZet, neni zdaleka nerealizovatelny. Tento
odhad mutzeme sestavit néasledujicim zptisobem.

Nejdfive si uvédomme, ze z bodu (f) v podkapitole 2.4 vyplyva, Ze pokud bychom tlohu
(4) dokézali vyresit (Pfedpokladejme, ze ptivodné Fesime tlohu (4) pro I,2) pro Iy, takové
ze 1,1 < I, nalezli bychom Ay r.

Déle si uvédomme, ze umime najit vlastni ¢isla tlohy (2) analyticky, pokud I, je konstanta
(viz podkapitola 2.2) nebo kvadraticka funkce ve specialnim tvaru (viz podkapitola 2.3). Navic
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vezméme v potaz, ze, jak jsme uvedli v podkapitole 2.4, vlastni ¢isla tloh (2) a (4) jsou
identicka.

Z toho vyplyva, ze pokud najdeme A; tlohy (2) pro I, takové ze I,; < I3, nalezneme
A1,z Glohy (2) i (4). Poznamenejme, ze I,;; miizeme zvolit napiiklad tak, ze

Iyl = inf(Iyg(J})), Vx € <0,l>

Mtizeme jisté zvolit i I; < inf(I2(z)), Vo € (0,1), ale nas odhad bude podle bodu (f) v
podkapitole 2.4 méné presny.

Tento zptsob nam umoziuje najit Ay rz, tlohy (2), aniz bychom se museli zabyvat slabou
formulaci tlohy a aplikaci metody koneénych prvka na tlohu (2). (Poznamenejme, ze bod (f)
z podkapitoly 2.4 muzeme aplikovat nejenom na tlohu (4), ale i na tlohu (2), protoze vlastni
¢isla obou 1loh jsou identicka.) Dodejme také, Ze stejnym zptisobem bychom mohli pro dolni
odhad tlohy (4) (i (2)) vyuzit specidlni tvar kvadratické funkce uvedeny v podkapitole 2.3.
Tato volba I,; miZe ale ptisobit praktické potiZe ohledné toho, jak zvolit I,1, aby zaroven
platilo I; < Iy2. Zaroven ale poznamenejme, Ze pokud pribéh I, ”odpovida”v jistém smyslu
kvadratické funkci ve smyslu podkapitoly 2.3, miize byt vyuziti této funkce pro aproximaci
I5 vyhodnéjsi, protoze mize podle bodu (f) v podkapitole 2.4 byt tato aproximace presnéjsi.

Predpoklad (c)

Poslednim ptfedpokladem je (zejména z diavodu formalismu dikazu,ktery je uveden v
ptiloze), ze pro vlastni funkce wy, plati, Ze ||wy|| = 1, coz muzeme zarucit podle bodu (d) v
kapitole 2.4 a ze (wp,w1) > 0, coz miZzeme také zarucit vzdy.

Metoda ziskani \, ;, podle [6]

Za ptredpokladu, Ze splnime vySe uvedené predpoklady,mizeme podle [6] na zékladé zna-
losti A\1j, najit A\; ; z nasledujiciho vztahu:

A =An— (1= An/Aor) 2 (1= a2/4) " [Imll2, (6)
kde

ah—\/2 (1-@), (7)

B = (1= Ain/A2,0) ™" [lmnll- (8)

Predpokladame,ze (), < 1, ¢ehoz podle [6] mizeme docilit vzidy dostateénym zmensenim ¢lenu

l[nn]], jak ukédzeme dale. Vidime, ze odhad A; j, je zavisly jesté na ny, coz je funkce, ktera je
déna vztahem

a(np,v) = Ap(wp,v) — a(wp, v), Yv € H. 9)

Tento vztah mtzZeme ziskat tak, Ze si uvédomime, ze podle podle naSich pfedpokladi musi
platit
0 = Aip(wp,v) — a(wp, v), Vv e H.

Zaroven je mozné ukazat, ze vyraz na levé strané rovnice je spojity linearni (pro kazdé v € H)
funkciondl (viz [4]) a protoze je navic mozné ukazat (viz [4]), ze H je Hilbertiv prostor, tedy je
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Uplny vzhledem k jistému skalarnimu soucinu, mtizeme aplikovat Rieszovu vétu o reprezentaci
a prohlasit, ze existuje pravé jedna funkce ny, Ze plati

a(np,v) = A\p(wp, v) — a(wp, v), Vv e H.

Clen 7y, je pro nas odhad \; j velice dilezity, protoze ma velky vliv na presnost ziskaného
odhadu Aj . Obecné plati, Ze ¢im mensi (ve smyslu normy tohoto prvku) tento ¢len bude,
tim blizsi bude A ; skute¢né hodnoté Ai. Rovnice vySe ndm ale pfimo nefikd, jak 7, najit.
Pro tcely odhadu Ay 1, vySe uvedenym zptisobem ale nepotfebujeme nutné znat 7, stacil by
nam napiiklad horni odhad ||| 4, ze kterého bychom z Friedrichs-Poincarého nerovnosti (viz
podkapitola 2.4) ziskali dolni odhad ||n||. Je mozné ukazat (viz [6]), Ze pokud tyto odhady
dosadime za ||np]|4 @ ||7n]|, zistanou vztahy (6), (7) a (8) v platnosti.

Horni odhad ||ns||4 mizeme podle [6] ziskat nasledujicim zpisobem. V nasledujicich
tpravach predpokladame, 7e v € H pro o plati o’ € L?. Derivace jsou mysleny ve zobecnéném
smyslu (viz [2]).

a(nhav) = )‘1h wha )_ G(’U)h,’l))

1
= —Alhwhv dr — / wgv’ dx
0
1 1
= —Alhwhv dx — / (wy, + o)v' dx + / ov' dx (10)
0 0

1
= (——Apwp — o )vdr — / (w), + o)’ dx
/ El, 0o "

a proto
1 1
la(nn,v)| < 7/\1hwh_0')7)d$ (w}LJra)v'da;
< \// —z\lhwh—a 2dw\// v2dx+ (wh+0)v dx
< \// —Alhwh—a 2d1:\// vzdx+\// wh+02dx\// V"2 dx
< Hv|\// —Alhwh—a 2daz+||v||A\// (W) + 0)? dx
0

1 1 1
\// (ﬁ)\lhwh—o’)2 dx + ||v||a / (w), + 0)? du.
0 y 0

Pokud za v dosadime n;,,dostdvame

1 L 1
nmlla < \// ()\lhwh_O'/)Qdﬂf-i-\// (w), + 0)?dz
VAoV Jo Ely 0 "
1 1
Alhwh—o
VALLL

+ ||wp, + ]| - (11)

ET,
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Abychom ziskali horni odhad ¢lenu ||n||4 co nejmensi (jak jsme jiz zminili, ¢im mensi
tento odhad je, tim pfesnéjsi je odhad A; 1), budeme se snazit minimalizovat vyraz na levé
strané nerovnosti (11). Bylo by idealni, pokud by co nejpfesnéji platilo

o~ —w) a o~ L)qhwh

4 EI, ‘
Tyto dva ¢leny ale uz je mozné vypocist, protoze zname nekonecné mnoho vlastnich funkci wy
odpovidajicich Ajp,(staéi si vybrat jednu z nich, ostatni jsou jen jeji linedrni kombinace). Pro-
blém spociva v tom, Ze pokud si vybereme jeden z pozadavkid vySe a splnime ho zcela presné,
napiiklad pokud na zdkladé znalosti —w) najdeme o, mame jiz jednozna¢éné determinovany

1
vztah pro o, ktery ale pravdépodobné nebude pfesné odpovidat pozadavku o’ =~ ﬁ)\lhwh.
y

S tim souvisi problém skryty v povaze wy,. Predstavme si, ze se budeme snazit splnit prede-
vSim pozadavek o ~ —wj,. wy, je po Castech linerni funkce a funkce —wj, je tedy po ¢astech
konstantni. Nalezli jsme tedy o. Pro sigma jsme ale pozadovali, aby a nyni pozadujeme, aby
o' € L?, coz ale nyni neplati, protoZze o jako po ¢astech konstantni funkce nemé derivaci na
celém x € (0,1) ani ve zobecnéném smyslu. Pokud bychom ale dokazali funkci o transformovat
tak, aby byla co nejblizsi ptvodni po ¢astech konstantni funkci, ale zaroven byla po ¢astech
linearni, existovala by jiz ¢/ € L2, ktera by byla po ¢astech konstantni. Tuto tranformaci
milzeme jisté provést vicero zpisoby, ale my jsme ji po tcely numerického zpracovani provedli
tak, Ze jsme vybrali body uprostied kazdého z intervali, na kterém je o po ¢astech konstantni
(coz chceme zménit) a kazdé dva nejblizsi body (ve smyslu absolutni hodnoty rozdilu x-ovych
soufadnic bodil) jsme propojili tiseckou. Usecku mezi prvnim a druhym bodem jsme ”pro-
tahli” od prvniho bodu do bodu se soufadnici x = 0 a isecku mezi predposlednim a poslednim
bodem jsme také protahli az do bodu se soutadnici x = [. Nyni tedy vime, jak nalézt horni
odhad ||np|| 4. Zustava ale otazka, jak nalézt takovy horni odhad ||np|| 4, aby B, < 1. V nume-
rickych realizacich, které jsme provedli, se mam toho podarilo docilit dostatecnym zvétsenim
po¢tu bazovych funkei (”koneénéprvkovych”funkei) pro danou tlohu.

7 numerickych pokust, které jsme vyse popsanym zpusobem provedli, totiz vyplynulo,
ze ¢im vice jsme pro danou tlohu (4) (tedy s pevnym vybérem E, I, a [ ) volily "kone¢né-
prvkovych”bazovych funkei v; (z ¢ehoz vyplyva, zZe interval (0,1) byl rozdélen vice uzlovymi
body), tim bylo f;, mensi. Divodem pravdépodobné bylo, Ze zvySeni poétu uzlovych bodu
zpusobilo, Ze nase transformacné vytvorené po ¢astech linedrni o bylo blizsi ptivodnimu po
¢astech konstantnimu pribéhu a ¢len |w) + o|| v nerovnosti (11) byl tedy mensi (tedy blizsi
nulové hodnoté), coz vedlo ke snizeni horniho odhadu [|n||4. Pozorovali jsme také, ze pii
zvySeni po¢tu bazovych funkci doslo v souvislosti se snizenim [, (za pfedpokladu, Ze jsme
zvolili dostatecny pocet bazovych funkci, aby £, < 1) i k zvyseni Ay 1. A1 1, tedy pfedstavovalo
blizsi odhad A;.

2.7 Metoda ziskani )\;; jinym zptsobem a s tim souvisejici nastinéni
moznosti ziskani \;

Ackoliv jsme v minulé kapitole nastinili teoretickou metodu, jak je mozné ziskat z tlohy
(4) fesené metodou konecénych prvki A 1, stale nevime, jak najit (jinak nez heuristicky) dolni
odhad Az 1. V této podkapitole se pokusime nastinit, jak by bylo mozné takovy odhad nalézt.
Navzdory tomu, Ze jsme se dosud zabyvali fesenim tlohy (4), jejiz formulace byla zaloZzena
na rafinovaném zavedeni slabych feSeni a variacnich metod, konstatovali jsme, ze vlastni ¢isla
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ulohy (4) jsou identické jako ulohy (2). Dosud jsme nenalezli zpisob, jak z tlohy (4) zjistit
A2,1,. Vratme se tedy zpét k tloze (2) a pokusme se tento odhad nalézt z této formulace naseho
problému.

/ / )‘i

Jiz jsme ale uvedli, Ze vlastni ¢isla tlohy (2) neumime pro libovolné I, analyticky zjistit.
Ukézali jsme ale, Ze je to mozné, pokud I, je konstantni funkce na celém (0,/) nebo nebo
kvadraticka funkce ve specialnim tvaru uvedeném v podkapitole 2.3. Z kapitoly 2.1 ale zaroven
vime, Ze pokud by I, v tloze (2) byla zvolena jako po ¢astech konstantni funkce, mé tato tloha
spocetné mnoho vlastnich ¢isel s prislusnymi vlastnostmi uvedenymi v kapitole 2.1, nebot
operator Bw je i pro po ¢astech konstantni funkei I, pozitivné definitni. Z bodu (f) v kapitole
2.4 také vyplyva, Zze pokud bychom libovolné I, které spliiuje pozadavky uvedené v kapitole
2.1 nahradily po ¢astech konstantni funkci Iy, ponst., pFic¢emz by platilo Iy > Iyponst., Vo € (0,1)
a dokazali bychom nalézt vlastni ¢isla tlohy (2) s volbou Iykonst., byla by tato vlastni ¢isla,
ktera oznacujme jako \; 1, dolnimi odhady vlastnich ¢isel A; tlohy (2) s I,,. Zdiraznéme, ze
bod (f) v kapitole 2.4 plati sice formélné pro tlohu (4) a nikoliv (2), ale protoze vlastni ¢isla
obou tiloh jsou stejn4, plati bod (f) i pro tlohu (2). Ulohu (2) s I konst. budeme znacit jako
(12).

w(z) =0, w(0)=w()=0.

—(w'(z)) — AT, AiL w(z) =0, w(0)=uw()=0. (12)

,konst.(x)
Zdanlivé sice neumime najit vlastni ¢isla \; (nebo alespori A a Ag, kterd bychom potie-
bovali) tlohy (2), ale zjistili jsme, Ze je tak mozné ucinit napfiklad nasledujicim zptsobem.
Nejdfive si rozdélme interval (0,1), na kterém tlohu fesime, na libovolny pocet n ote-
vienych intervalu stejné sitky h ((n — 1)h,nh), n = 1,2...K, n € N, tedy na intervaly (0, h),
(h,2h)...((KX — 1)h, Kh). Na kazdém z téchto intervalti necht funkce I, pons:. Nabyva pravé
jedné hodnoty. V kazdém z bodi h,2h...(K — 1)h necht méa funkce I, jonst. stejnou funkéni
hodnotu jako na intervalu, ktery je od bodu nalevo. Vyznam tohoto specifického déleni spociva
v tom, zZe ackoliv nedokazeme tlohu (2) s Iy konst. VyTesit na celém (0,1), dokazeme Fici néco
o TeSeni tlohy (2) na kazdém z téchto otevienych intervalii, protoze pro volbu I, je konstanta
umime nalézt fundamentéalni systém této rovnice (viz [3]). Podle [3] tak plati, Ze (pozname-
nejme také, ze \; ;, vnimame jako parametr) kazda vlastni funkce tlohy (2) na libovolném
intervalu ((n — 1)h,nh) jde vyjadiit jako

[ AL . AiL
n — n ’ n : ) ns n R
w Chycos (CL‘ EIn,y(SU)> + Copsin <x Efn,y(aﬁ)) Cip, Coyy, €

Pokud si oznacime

1

“n =\ Bl (z)’

ziskdvame tvar

wy, = Cipcos (a: )\i,Lwn) + Cy,sin (x )\i,Lwn) , Cin, Cop €R
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Dodejme, ze El;y(x) je hodnota funkce Iy ponst. na ((n — 1)h,nh). Uvédomme si, ze vlastni
funkce tlohy (2) s nekonstantnim I, na intervalu ((n — 1)h,nh) musi byt souc¢asti mnoziny
funkci w, na intervalu ((n — 1)h,nh). Pro tyto vlastni funkce plati rovnost vyse pro A;r,
ktera jsou vlastnimi ¢isly alohy (12).

Pripomenme, Ze o vlastnich funkcich této tlohy v kapitole 2.1 predpokladame, Ze jsou
spojité a ze dokonce i derivace vlastnich funkci jsou spojité. Pokud by se ndm podafilo najit
takové vlastni funkce w, na vSech intervalech ((n — 1)h,nh), ze by se tyto funkce na sebe
v bodech h,2h,3h...Kh spojité "napojovali”, tvorfil by kazdy soucet téchto spojité "napoje-
nych” funkei vlastni funkci tlohy (2) s nekonstantnim I,,. Takova funkce musi jisté splilovat i
okrajové podminky w(0) = w(l) = 0.

Abychom docilili spojitosti jednotlivych wy,, budeme tedy pozadovat, aby platilo

w1(0) =0, w1 (h) = wa(h), wa(2h) = w3(2h)..wx_1(Kh) = wrg (Kh), wi(l) = 0.

Stejné podminky budeme pozadovat i pro w},, pficemz

Wl = —Chny | ot —sin (m ’L) +Cony | =2t cos (l“ ’L> ; Cin, Con €R

EIL, ,(x) EIL, ()

Pokud si oznac¢ime

L
EI, ,(x)’

)

Wp =

ziskavame tvar
wyn, = —Cny/Ai, Lwnsin (:v )\i,Lwn> + Can/Ai,Lwncos (:c )\i,Lwn> ; Cin, Con €R

wi(h) = wh(h), wh(2h) = wh(2h).. wy_1(Kh) = wi (Kh).

Rovnice spojitosti w, a w), spole¢né s okrajovymi podminkami miizeme vnimat jako
soustavu 2K rovnic, ve které se vyskytuje 2K nezndmych konstant Cy,,Cs,. V matici G
budou liché fadky postupné tvofeny podminkami spojitosti w, (v potfadi podle n) a sudé
fadky budou reprezentovat podminky spojitosti w/,. je vektor konstant C1,, Ca,. Soustava
tedy bude mit tvar

Gv=0 (13)

kde matice G je rovna

1 0 0
0 cos(hy/Ajw1) — cos(hy/Ajws) sin(hv/Aw1) — sin(hy/Xiws)
0 —vVAwisin (hv/Awr) + vV Awasin (hv/Aiwz) v Awicos (h/Aiwr) — v/ Aiwacos (hy/Aiws)
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Z kapitoly 2.1 vime, Ze existuje nekone¢né mnoho vlastnich funkci tlohy (12). Z toho vyplyva,
ze i tloha (13) musi mit nekonecné mnoho fesSeni, tedy existuje nekone¢né mnoho konstant
C1n, Cap, které spliuji rovnici (13). Tato podminka je podle [10] splnéna, pokud determinant
matice G je roven nule, tedy formalné zapsano

det(G) = 0. (14)

Nalézt det(G) je jisté mozné vzdy pomoci ruznych technik (nékteré jsou uvedeny v [1]), ale
sestavit tento determinant zcela obecné by bylo velmi obtizné a v této praci tak neucinime.
Namisto toho budeme hledat determinant az pro konkrétné zadanou tlohu.

jedinou neznamou obsahuje /A; . Viechny ostatni prvky jsou konstanty. ReSenim rovnice
(14) je kazdé vlastni ¢islo tlohy (2) i (4). Pokud by se nam podarilo tuto rovnici (14) vyftesit,
nalezneme vlastni ¢isla téchto. Dokézali jsme tedy najit alternativni postup, kterym je mozné
najit vlastni ¢isla tlohy (2). MuZeme si pov§imnout, Ze jedinym vstupem tohoto postupu,
ktery musime zvolit, je K (pfipomerime, Ze se jednd o pocet intervall, na které délime (0, 1)
a ze K uréuje rozmér matice G) a Sifka intervalti h. Pokud tyto parametry zvolime, mame
interval (0, ) rozdélen na intervaly ((n — 1)h,nh). Na kazdém z nich musime zvolit konstantu
Iy, tak aby I, > I, Vo € ((n — 1)h,nh). Zaroven plati, ze ¢im vice zvétsujeme K, tim
pfesnéji bude I ponst. aproximovat I, a A; , budou presnéjsimi odhady A;.

Na levou stranu rovnice (14) se mizeme divat jako na funkci proménné ), . Tato funkce
mé relativné vyhodné vlastnosti. Jednak je jisté spojitd na (0,00), protoZe v matici G se
vyskytuji jako funkce pouze prvky, které predstavuji funkce spojité na (0, 00). Vime totiz, ze
funkce na levé strané rovnice vznikne jako determinant matice G. Determinant ale vznikne
riznym s¢itanim a nasobenim prvku matice G. Prvky matice jsou ale vzdy funkce spojité na
(0,00). Soucet i soucin spojitych na (0,00) funkcich je ale vzdy funkce spojita (viz [1]) na
(0, 00).

Zaroven je mozné ukazat, Ze tato funkce je takzvané Lipschitzovskd na (0, 00) (viz [11] a
[12]), tedy plati (funkci na levé strané rovnice (14) ozna¢me f)

Va,y € (0,00), 3CL >0, [f(x) — f(y)| < Crlx —y|.

Derivace libovolného souc¢inu ¢i sou¢tu prvki matice je opét funkce spojita na (0, 00). Z toho
plyne, Ze i derivace levé strany rovnice (14) bude spojitd na (0, cc0). Spojita funkce na (0, c0)
je ale omezena na (0,00) a z toho plyne, ze derivace levé strany rovnice (14) je omezena
funkce. Z toho ale podle [12] plyne, Ze funkce na levé strané rovnice (14) je Lipschitzovska. Z
Lipschitzovskosti také plyne mimo jiné spojitost funkce na (0, o).

Vyfesit rovnici (14) ale neni nijak jednoduché. Nezjistili jsme zpisob, jak tuto rovnici
pro libovolné K vyfesit analyticky. V dalsi ¢asti této podkapitoly ukazeme, ze i takika nej-
jednodussi volba K = 2 vede na relativné slozity tvar tlohy (14). Musime tedy pfistoupit
k numerickému feseni (14). Je ale otdzka, jak zaruéit, aby ndm numerickd metoda, kterou
bychom tlohu (14) fesili, poskytla odhad A; j, zdola. Horni odhad by mohl byt vétsi nez \; a
nebyl by tedy dolnim odhadem \;, coz pozadujeme. Navic pokud se budeme snazit najit néjaké
konkrétni \; 1, pfesnéji A1, a Ag 1, které hleddme, narazime na problém, jak urcit interval, na
kterém se dané \; ; nachazi, coz pro Gspésnou aplikaci numerické metody potiFebujeme (viz
[15]). Navic naptiklad pro Newtonovu metodu [15] bychom pro zaruku nalezeni spravného
Ai r, (jinak by se ndm mohlo stat, Ze metoda nalezne napiiklad Ag 7, namisto A; 7, a dojdeme
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tak ke zcela mylnym zavérim)a konvergenci metody potfebovali mimo jiné jisté znalosti mo-
notdnie a inflexe funkce levé strany rovnice (14) na daném intervalu. A i kdybychom dokéazali
vSechny potiebné piredpoklady zarudit, stale zistava problém, jestli ndm danad numericka me-
toda poskytne dolni nebo horni odhad daného A; . Abychom tento problém pfi hledani Ao 1,
namisto Az, kterd nas zajimaji nejvice, prekonali pokusime se v dal$im odstavci nastinit
postup, kterym by bylo mozné najit pozadované dolni odhady prvniho a druhého vlastniho
¢isla.

Navrh metody na ziskani A\, 11, a Ay 11 z rovnice (14)

Navrh metody, ktery bude obsahem tohoto odstavce, by mél nastinit zptsob, kterym by
bylo mozné najit zarucené hodnoty A\ rrr (tedy dolniho odhadu A; 1) a Ao rrr (tedy dol-
niho odhadu Mg 1) z rovnice (14). Jedna se ale opravdu pouze o navrh a nikoliv o exaktni
popis metody, a to zejména proto, Ze se budeme pri navrhu metody budeme opirat o ne-
dokézand tvrzeni. Nejdiive si uvédomme, Ze miiZeme najit hruby dolni odhad veli¢iny Ay r,
ktery jsme nazyvali A; ., a to zpisobem uvedenym v bodu (b) podkapitoly 2.6. (Na tomto
misté zdlraznéme, Ze ocekavame, Ze pro K > 1 je A\, > Ai,nL a A1, Lo je tedy pfesnéjsim
dolnim odhadem Aj nez A; 1r..) Déle vyuzijeme toho ze funkce, ktera piedstavuje levou stranu
rovnice (14) je spojitd na (0,00) a na kazdém uzavieném podintervalu tohoto intervalu tedy
plati Bolzanova véta (viz [10]). Stanovme pfedpoklad, ze zname kladny dolni odhad rozdilu
I, = A2 — A1. Na zdkladé téchto poznatki mtizeme navrhnout nasledujici numerickou metodu.
V bodé zyp = A; 1 naleznéme funkéni hodnotu (méme na mysli funkci levé strany rovnice
(14)) a podivejme se, zda je funkéni hodnota kladnd nebo zaporna. Nyni najdéme funkéni
hodnotu v bodé z1 = Ay 1 + 1. Pokud funkéni hodnota nezménila své znaménko, vyhod-
notime znaménko funkce v bodé xo = A1 1, + 2[1,, pfi¢emz budeme vyhodnocovat znaménko
funkce v x; = A rr + ilr, © € N tak dlouho, dokud pro néjaké i = © nedojde ke zméné
znaménka funkce. Potom plati, ze xg_1 = A1 11, + (© — 1)l je dolnim odhadem A;, a tedy

ML =2e-1=AL+ (©—1)L.

Dtvodem, pro¢ se pii provérovani znaménka posouvame zrovna o l;, = Ag — Ap je fakt, ze
pokud bychom se posouvali o hodnotu, kterd by byla vétsi nez skute¢ny rozdil druhého a
prvniho vlastniho ¢isla, hrozilo by, ze fakt, ze funkce zménila znaménko neznamena, ze se na
intervalu zg_1,xe nenachazi pravé jeden nulovy bod funkce (tedy feSeni rovnice (14)), ale
mozné i vice nulovych bodi. Mohlo by se ndm tedy stat, ze prvni vlastni ¢islo ” pfeskocime”a
zména znaménka nebude reflektovat prvni vlastni ¢islo, ale az druhé ¢i jiné nasledujici vlastni
¢islo a nas dolni odhad prvniho vlastniho ¢isla bude nespravny. Pokud ale volime I;, = Ao — Aq,
pak musi platit, Ze na intervalu xg_1, xo se nachazi pravé jeden nulovy bod funkce, coz musi
znamenat, Ze se jednd o A1. Po nalezeni odhadu A\ ; = r¢_; mzeme vzit hodnotu i1, L < Iy,
a cely postup opakovat od bodu zg_1, ¢imZ docilime pfesnéjsiho odhadu Aq 1. Ze znalosti
AL alp = A2 — A1 mlZeme zaroven najit A 7, jako

Ao = AL+ 1.

Tento vysledek by pro néas byl velice cenny, protoze bychom ho mohli vyuzit nalezeni zaruce-
ného dolniho odhadu A; j pro feSeni tlohy (4). Hodnota A2 ndm pro pouziti této metody
dosud schézela a museli jsme se spoléhat na heuristické zjisténi A\g 1. (Poznamenejme, ze by
se mohlo stat, Ze nemusi platit Ay 7, + 7, > A1, to ale miZeme snadno ovérit tak, Ze zjistime,
zda je v této hodnoté jiné znaménko funkce nez v A1 . Pokud ano, nerovnost plati, pokud
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ne, pficteme k Ay + I jesté I a zjistime, zda doslo ke zméné znaménka. Proces budeme
opakovat tak dlouho, dokud ziskand hodnota nezméni znaménko.) Zakladnim problémem po-
stupu, ktery jsme dosud uvedli, je fakt, ze najit I, = Ay — A1 (nebo alespon jeho kladny
dolni odhad) je velmi problematické. Domnivame se ale, Ze je to mozné, protoze pro takzvany
Schrodingertiv operator, ktery je podobny levé strané nasi lohy (2) existuji metody uvedené
v ¢lancich [13] a [14], které umoznuji nalézt dolni odhad Ir,. Velkym rozdilem levé strany nasi
tlohy (2) od Schriodingerova operatoru je ale pfitomnost I,(z), coZ ndm znemoziuje piimo
vyuzit postupy uvedené v ¢lancich [13] a [14]. Jsme v8ak pfesvédéeni, Ze tento problém by se
dal vyfesit nasledujicim zptsobem. Jiz jsme dokazali, Ze plati, Ze pro mensi I, () dostavame i
mensi vlastni ¢isla. Domnivame se, ze je mozné dokazat, ze pro mensi I, (z) dostavame vlastni
¢isla, kterd maji kazdé s kazdym mensi vzdalenost. (Zdiraznéme, Ze pouze predpokladame
platnost tohoto vyroku, doposud se ndm ho nepodafilo dokazat) Mohli bychom tak pro da-
nou ulohu (2) se zvolenym I1,(x) sestavit obdobnou tlohu s Iy, tak ze Iy, > Iz, Vz € (0,1).
Mutzeme zvolit I, konstantni, napfiklad Is, = inf(l1y). Podle nasich pfedchozich tvrzeni
bychom mohli na tlohu (2) s I, aplikovat postupy uvedené v ¢élancich [13] a [14] a nalézt
dolni odhad vzdalenosti prvniho a druhého vlastniho ¢isla této tlohy. Tento odhad by podle
nedokazaného tvrzeni byl dolnim odhadem vzdalenosti prvniho a druhého vlastniho disla
tlohy s I1,(x). Tuto hodnotu bychom pak polozili rovnu [y..

Pii hledani A\i rrr a Ao rrr mizeme také vyuzit Lipschitzovskosti funkce na levé strané
rovnice (14). V pfipadé, ze by funkéni hodnota v néjakém x ¢ byla velmi vysoké, mohli bychom
zkusit najit ve vztahu pro Lipschitzovskost

|f(zc) — f(zp)| < CLlzc — zp|

takové xp, aby | f(xc)— f(zp)| > 0. Pokud pro libovolny krok metody plati |f(zc)— f(xp)| >
lr,, mizeme polozit |f(xc) — f(zp)| = I, coz prubéh metody urychli.

Reseni rovnice (14) pro K =2

Abychom trochu zjednodusili feSeni této tlohu, budeme tlohu Fesit nikoliv na intervalu

vvvvvv

tento posun nijak neovlivni hodnotu vlastnich ¢isel ndmi uvazované tlohy, celou ilohu pouze
”posuneme” po ose x.
Pokud polozime wy (0) = wz(0), dostavame C11 = C2;1 a pokud polozime w}(0) = wh(0)
(s 2 . . .y N . .
dostavame C19 = Cog—. Ziskané rovnosti nam umoznuji redukovat matici G z rozméru 4 x 4
w

1
na rozmeér 2 X 2, coz pro nas bude velmi vyhodné pii vypoctu jejiho determinantu.
Z podminek w(—k) =0 a w(k) = 0 dostavame

w(—k) = Ch1cos (k\/)\i-oq) + Ciasin (fk‘\/)\j-uq)
w(k) = Caycos (k\/)\ng) + Coa8in (k:\/xiwg) ,

7 ¢ehoz dostéavame

w(—k) = Cricos (k\//\j(m) — Chasin (k\/):-wl)
w(k) = Chicos (k\/)\jua) + Chasin (/ﬂ/x\?@dg) .
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Dostavame tak matici G ve tvaru

cos (l{:\/)Tiwl) (;sin (k\/)\i-wl)
G = cos (k:\/)\»iwz) w—;sin (k:\/)TZwQ) ’

Pozadujeme, aby det(G) = 0, coz znamena

cos (k:\/)\j-wl) Z—;sin <k‘\/)\7w2) + sin (k\/)\j-wl) cos (kx/)?u@) =0.

7 toho dostavame

—cos (k:\/)\»iwl) Z—;sin <k\/)\>ia)2> = sin <k\/)\7w1> cos (k\//\jcm) .

Pokud budeme predpokladat, ze cos (k\/)TZ-wg) %0 a cos (k\/)\jwl) # 0, miZeme tuto rovnici

upravit na

—:—ltg (k;\/)\j-wQ) =tg (k:\/xiwl) .

To miizeme déle upravit na

_\/Etg (k‘\/)\»iw2> =1g (k\/)‘»iwl) :

Obé strany rovnice mizeme velmi nazorné reprezentovat graficky, a pokud bychom to udélali,
zjistili bychom, ze pokud

T T
we > w1 pak ML € 5—5— ),
’ 2wo " 2wq

™ e

< kMrpe(— —).
w2 < Wi pa 1,L <2w1’2w2>

Pii dalsim hledani \; 7, jsme vyuzili Newtonovu metodu. Abychom ziskali dolni odhad prvniho
vlastniho ¢isla, tedy Aq 1, vyuzili jsme poznatku, Ze funkce levé strany rovnice (14) je spojita
a ze v nasem konkrétnim pripadé je rostouci na intervalech uvedenych vyse. Pouzili jsme
nasledujici postup. V Ay 1, jsme zjistili funkéni hodnotu a pokud byla zadporna, bylo ziejmé,
ze se jednd o dolni odhad. Pokud byla funkéni hodnota kladné, vyhodnotili jsme funkéni
hodnotu bodu, ktery se nachéazel o jistou vzdéalenost h nalevo na ose . V tomto bodé jsme
opét vyhodnotili funkéni hodnotu a pokud byla zaporna, x-ova souradnice tohoto bodu byla
A1,z Pokud funkéni hodnota nebyla zédpornd, opakovali jsme posun a vyhodnoceni znaménka
dokud jsme nenasli bod, ve kterém doslo ke zméné znaménka. Délku h, o kterou jsmg se
f'(@)’
kde ¢ je vhodné mala konstanta a f’(x) je hodnota derivace funkce levé strany rovnice (14)
v daném bodé a tedy smérnice teény. Uvaha byla takova, 7e délka posunu se bude ménit
nepfimo tmeérné hodnoté derivace v daném bodé. KdyZz budou derivace velké, bude se i
funk¢ni hodnota ménit rychle a h tak bude malé a kdyz budou mit derivace malou hodnotu,
bude h velké a budeme se tak pohybovat po velkych krocich, protoze by bylo zbytecné se
pohybovat po krocich malych.

”posouvali”po ose x, jsme volili podle bodu, ze kterého jsme se "posouvali”’jako h =
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3 Vysledky numerickych experimenti

3.1 Zadani alohy a zpusob vypocétu

Na nésledujicich numerickych experimentech se pokusime demonstrovat riizné metody
zjisténi F v uloze (1), které jsme v predchozi kapitole nastinili. Tato prace se zabyva vypoc-
tem kritické sily, pri které dojde ke ztraté stability prutu a proto si nejdiive zvolme charakte-
ristiky tohoto prutu, které potfebujeme pro vypocet kritické sily Fi. Nas prut bude mit délku
I = 20m a bude vyroben z materialu, ktery ma Youngtiv modul pruznosti £ = 0.8 - 101,
mohlo by se jednat naptiklad o bronz. Sloup bude mit smérem zdola nahoru stale vétsi prifez
a jeho moment setrvaénosti I (z) = 1.454343775045418 - 10~ "z. Ulohu budeme fesit na inter-
valu < a,b >, a = 42.44407834237486, b = 62.44407834237486. Budeme tedy uvazovat, ze
pata sloupu ma x-ovou soufadnici a = 42.44407834237486 a vrchol hlavice sloupu ma x-ovou
soutadnici b = 62.44407834237486. Tyto na prvni pohled zvlastni hodnoty volime z nésledu-
jicich dtvodi. V kapitole 2.3 jsme ukézali, ze pokud za funkci momentu setrvacnosti volime
kvadratickou funkci ve specidlnim tvaru, mizeme najit vlastni ¢isla této ulohy analyticky.
Jedna se tedy o zcela vyjimecny pripad, kdy moment setrvacnosti neni konstantni funkce,
ale my presto umime najit pfesnou hodnotu )\;, tedy Fj. Tato hodnota je pro nas velice
cennd, protoze s ni muzeme srovnat vysledky poskytnuté dalsimi numerickymi metodami a
porovnat jejich pfesnost. Konkrétni hodnoty pro I,(z) a < a,b > jsme nalezli z nésledujici
uvahy. Zvolily jsme si, Ze pro metodu uvedenou v podkapitole 2.7 budeme uvazovat K = 2.
To znamena, ze funkci I, (x) budeme aproximovat po ¢astech konstantni funkci, ktera bude na
prvni ”poloviné”intervalu < a,b > mit jednu hodnotu a na druhé poloviné druhou. Hodnotu
na prvni poloviné intervalu jsme zvolily I, = 2.62 - 10~* (tato hodnota pfiblizné odpovida
momentu setrva¢nosti kruhu o poloméru 10 cm) a abychom respektovali rozsifovani sloupu,
zvolili jsme Iz, = 4 - 10~%. K této po ¢astech konstantni funkci Iy ponst. jsme nalezli vhodné
I, = kx? a vhodny interval < a,b > tak, aby platilo

l
Iy(a) =Ly a ly(a+ 5) = Iyy.

Uvazujeme interval < a,b > a nikoliv < 0,/ >, protoze z diivodu tvaru funkce I, = ka?
tento interval zvolit nemtizeme, protoze by muselo platit, ze I,(0) = 0, coz znamena pruiez
nulového obsahu, coz nemuzeme fyzikalné ptipustit.

7 vyse uvedenych podminek plyne

ka* = I,

l 2
k <CL + 2> = .[27y.

Dostavame tak soustavu dvou nelinearnich rovnic. Zakladnimi ipravami je mozné ukazat, ze
rovnice vySe mizeme pfevést na kvadratickou rovnici s proménnou a

l 1\%1
‘12([179 —Izy) + Il,yga + Ly (2> 1 = 0.
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7 této rovnice dostavame k = 1.454343775045418 - 1077 a a = 42.44407834237486.

Shriime tedy, Ze jsme postupovali tak, Ze jsme nejdiive zvolily aproximaci Iy konst. a zni
jsme nalezli funkci I, kterd této aproximaci vyhovovala. Pfi feSeni redlnych tloh bychom jisté
postupovali opac¢né, ale nam jde predevsim o ovéreni piesnosti teoreticky nastinénych metod,
takZe nam tento postup vyhovuje.

V nasledujici ¢asti podkapitoly budeme porovnavat zptisoby, kterymi je mozné najit Fj
(tedy prvniho vlastniho ¢isla) tlohy (1) (coz byl cil na za¢atku této prace), které jsme po
teoretické strance nastinili v pfedeslé kapitole. Uvedeme pifesnou hodnotu Fj podle vypoctu
v podkapitole 2.3, dale uvedeme horni odhad Fj, ziskany metodou koneénych prvkt podle
podkapitoly 2.5 (tuto metodu nazyvejme metoda horniho odhadu pomoci MKP), hruby dolni
odhad F}, (kde I, nahradime konstantou) podle bodu b v kapitole 2.6 (tuto metodu nazyvejme
metoda konstantni aproximace), dolni odhad Fj, zaloZeny na metodé z kapitoly 2.6 (tuto me-
todu nazyvejme metoda dolniho odhadu pomoci MKP) a naposledy dolni odhad zaloZeny
na metodé z podkapitoly 2.7 (tuto metodu nazjvejme metoda po éastech konstantni apro-
ximace). P¥i metodach zalozenych na metodé koneénych prvkt uvedeme vysledky pro 100,
200 a 1000 pouzitych funkci kone¢nych prvki. Pro metodu po ¢astech konstantni aproximace
budeme volit K = 2, jak jsme jiz zminili.

Jak jsme zduraznili jiz v kapitole 2.5, metoda horniho odhadu pomoci MKP (produkujici
A1p) je zatizena chybami plynoucimi z numerického zpracovéani ulohy. Dale upozorniujeme, ze
pri metodé dolniho odhadu pomoci MKP vyuzivame heuristického dolniho odhadu druhého
vlastniho ¢isla.
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3.2 Vysledky numerickych experimentu

Vysledky numerickych experimentii uvadime v tabulkich nize

NUMERICKE VYJADRENI v kN

Pocet funkci koneénych prvka 100 200 1000
Pfesna hodnota F_k 773,2677427 773,2677427 773,2677427
Metoda horniho odhadu pomoci MKP 773,3288372 773,2831685 773,2683647
Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 758,8768322 769,8628868 773,1376626
Metoda konstantni aproximace 517,2089692 517,177799 517,1676952
Metoda po ¢astech konstantni aproximace 618,3495012 618,3495012 618,3495012

PERCENTUELNI VYJADRENI (v procentech ptesné hodnoty F_k )

Poéet funkci koneénych prvki 100 200 1000
Pfesnd hodnota F_k 100 100 100
Metoda horniho odhadu pomoci MKP 100,0079008 100,0019949 100,0000804
Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 98,13894856 99,55967956 99,98317787
Metoda konstantni aproximace 66,88614313 66,88211216 66,88080552
Metoda po ¢astech konstantni aproximace 79,96576956 79,96576956 79,96576956

ROZDILY PERCENTUELNIHO VYJADRENI (pro riizny pocet kon.prvki)

Poéet funkci kon. prvki (hrubsi odhad)- poéet funkci kon. prvki
(jemnéjsi odhad) 100-200 200-1000 100-1000

Metoda horniho odhadu pomoci MKP 0,005905932 0,001914457 0,007820389

ROZDILY PERCENTUELNI VYJADRENI (pro riizny pocet kon.prvki)

Poéet funkci koneénych prvki (jemnéjsi odhad) - pocet funkci kon.
prvkd (hrubsi odhad) 200-100 1000-200 1000-100

Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 1,420730999 0,423498308 1,844229308

Obrézek 3: Vysledky numerickych experimentt

Mtizeme si pov§imnout, ze horni odhad vypocéteny metodou horniho odhadu pomoci ko-
necnych prvki je v nami zkoumaném pripadé velice presny, pohybuje se jen minimalné nad
100 procent. Vidime také, ze dolni odhad metodou kone¢nych prvkid je navzdory tomu, zZe
jsme pouzili heuristicky odhad druhého vlastniho ¢isla také velmi pfesny, pohybuje se okolo
99 procent. Metoda konstantni aproximace ndm poskytuje dolni odhad, ktery je dle ocekavani
pomérné hruby, priblizné 66 procent. Dle o¢ekavani nam metoda po ¢astech konstantni apro-
ximace poskytuje méné hruby vysledek nez metoda konstantni aproximace, pficemz mutizeme
pozorovat zlepSeni pfiblizné o 13 procent vici této hodnoté.
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Zavéry

V této praci jsme se zabyvali zptsobem, jak vypocitat velikost sily F}, kterd zptsobi
ztratu stability neprizmatického prutu (v tom smyslu, Ze se méni tvar prifezu i obsah prifezu
prutu). V kapitole 1 jsme ukazali, Ze tento problém je mozné popsat rovnici

—El,(z)w"(z) — Frw(z) =0, w(0)=w(l)=0.

Tuto tlohu jsme oznagdili jako tlohu (1). Uvedli jsme, Ze je mozné experimentalné ukazat, ze
k ndmi zkoumané ztraté stability prutu dochazi tehdy, pokud méa tloha (1) nekoneéné mnoho
feseni. V kapitole 2 jsme se analyzovali tlohu (1) z matematického pohledu a zjistili jsme, ze
za predpokladu, ze w hleddme na mnoziné

D = {w:w € C%{0,1), w(0) = w(l) = 0}.

a pro I, plati I, > 0 (tento vztah plati z definice I,) a I, je z mnoziny

l
L3 = L3(0,1) = {I,; I, > 0; /0 I} dx < oo}

existuje pro ulohu (1) spocetné mnoho hodnot kladnych redlnych, Fj, kterd tvofi rostouci
posloupnost, pro ktera ma tloha (1) nekone¢né mnoho feseni, pfi¢emz tyto hodnoty nazyvame
vlastni ¢isla tlohy (1) a feSeni w pro kazdé vlastni ¢islo nazyvame vlastni funkce. Prestoze
vlastnich ¢isel tlohy (1) je spocetné mnoho, zdivodnili jsme, ze hleddme pouze prvni, tedy
nejmensi vlastni ¢islo tlohy (1), protoze pouze prvni vlastni ¢islo pro nas mé fyzikalni vyznam.
Uvedli jsme, ze neni znam zpusob, jak pro libovolné I, vyfesit tlohu (1) analyticky. Zminili
jsme, Ze analytické feSeni umime najit v piipadé, zZe I, je konstanta a I, = kx?, ke R.V
druhém pfipadé jsme sestavili kompletni odvozeni, které vychazi z postupu uvedeného v [16].
Pokud I, neodpovida ani jednomu z téchto dvou piipadf, musime prvni vlastni ¢islo tlohy
(1) hledat numericky. Zminili jsme, Ze numerickd metoda ndm muze poskytnou bud odhad
prvniho vlastniho ¢isla zdola nebo zhora, pficemz jsme uvedli, Ze pro inzenyrské vyuziti je
zasadni, abychom nalezli odhad zdola.

Dokazali jsme tvrzeni, ze pokud Fesime dvé tlohy (1) pro rtzné funkce I, (ve kterych
bychom volili stejnou hodnotu E), I, a I, pro které plati I,; < I, pak pro nejmensi
vlastni ¢isla téchto tloh tuloh plati, Ze A1, Iy < A1, Iy Dokazali jsme, Ze tato nerovnost plati i
pro nasledujici n-t4 vlastni ¢isla obou tloh.

Tohoto poznatku jsme vyuzili pro konstrukci metody konstantni aproximace, ktera spoci-
vala v nahrazeni I, konstantni funkci I, yonst. (na celém intervalu (0,1)), pticemz I, > Iy konst.-
Timto zptsobem jsme nalezli dolni odhad Aq, ktery jsme nazvali \; ;7. Ocekdvali jsme, ze
tento odhad bude relativné méné presny a na numerickych pokusech, jejichz vysledky jsme
uvedli ve treti kapitole, jsme ukdzali, Ze A\ 11 nalezené timto zpisobem odpovidalo piiblizné
67 procentim skuteéné hodnoty vlastniho ¢isla.

Velmi podobného principu jsme vyuzili pro konstrukci metody po castech konstantni
aproximace, kdy jsme postupovali stejnym zptisobem jako pfi metodé konstantni aproximace,
ovsem s rozdilem, ze jsme nevyuzili konstantni funkci, ale po ¢astech konstantni funkci. Na-
vzdory tomu, Ze tato funkce neni spojitd, uvedli jsme, Ze vySe zminéné poznatky o vlastnich
¢islech ztstavaji v platnosti. Na zakladé zkoumani vlastnich funkci této tlohy a znamgych

31



vlastnosti vlastnich funkci jsme nalezli zpisob jak sestavit rovnici, ze které je mozné najit
dolni odhad vsech vlastnich ¢isel tlohy (1), protoZe ty jsou feSenim rovnice. Poukézali jsme
na problém, ze tuto rovnici je i v jednoduse zvolenych piipadech velice komplikované fesit
analyticky a je nutné se opét uchylit k numerickému feseni. P¥i numerickém feSeni je pro nas
zasadni, abychom hodnotu dolniho odhadu opét odhadli zdola (hleddme dolni odhad dolniho
odhadu prvniho vlastniho ¢éisla). Nastinili jsme zpisob konstrukce numerické metody, ktera
by umoznila zarucené najit dolni odhad prvniho vlastni ¢isla a také druhého vlastniho ¢isla
(v ptipadé druhého vlastniho ¢isla jsme se ale opfeli o nedokdzany poznatek, ze pokud Fesime
dvé ulohy (1) pro rtzné funkce I, (ve kterych bychom volili stejnou hodnotu E), I a I,
pro které plati I,; < I2, pak pro nejmensi vlastni ¢isla téchto tloh tloh plati, Ze vlastni ¢isla
ulohy s I,1 jsou vzdjemné blize nez tlohy s I,o. Metoda po ¢astech konstantni aproximace
podle naseho nazoru predstavuje vylepseni metody konstantni aproximace, coz jsme potvrdily
numerickymi experimenty, kde jsme i pri relativné velmi hrubé aproximaci dosahli zlepsSeni
priblizné o 13 procent oproti metodé konstantni aproximace. Ackoliv jsme zcela nedofesili na-
stinénou numerickou metodu, pokladame fakt, zZe metoda po Castech konstantni aproximace
prevadi dlohu (1) ve tvaru diferencidlni rovnice na tlohu ve tvaru ”funkce rovna se nula”za
velice uziteény. Tvar ”funkce rovné se nula” muzeme jiz graficky znazornit (oproti diferencialni
rovnici), coz ndm miuize poskytnout velmi uziteénou predstavu o pfiblizné hodnoté vlastnich
¢isel.

Zabyvali jsme se také zpiisobem, jak nalézt A\ pomoci metody konec¢nych prvki. Ta
timto Gcelem jsme tlohu formulovali varia¢né ve tvaru

l l
1
wi'dr = N\ —wvdx Yv € H,
/0 "Jo EI,

tedy

a(w,v) = \j(w,v) Yv € H.

pfi¢emz jsme zménili mnozinu D na které hleddme reSeni na mnozinu H kde

1
H = HN0,1) = {w: /0 ()2 dz < 00, w(0) = 0, w(l) = 0}

P1i feseni metodou konec¢nych prvki jsme pouzili po ¢astech linearni funkce. Ukazali jsme, ze
odhad A;, ktery ziskdme z metody konecnych prvki, je vzdy nevyhnutelné hornim odhadem
A1, ktery jsme nazvali Ajp. V numerickych experimentech pokusech, které jsme provedli, se
hodnota A1;, pohybovala jen minimélné ptfes 100 procent skutecné hodnoty A;. Nabizi se tedy
otazka, zda bychom z \{;, nemohli ziskat dolni odhad prvniho vlastniho ¢isla tak, ze bychom od
A1p odecetli napiiklad 10 procent jeho hodnoty, ¢imz bychom v rdmci numerickych realizaci,
které jsme provedli, ziskali velmi pfesny dolni odhad prvniho vlastniho ¢isla. Problém ale
spociva v tom, ze ackoliv \y; vySlo v ramci naSich numerickych experiment velmi piiznivé,
nedokazeme zarucit, ze takto pfiznivy vysledek musi vyjit pro kazdou formulaci tlohy (1) a
kazdou volbu I,. Obecné neumime fici zarucit Zddny odhad, o kolik bude vétsi Ai; nez ;.
Nevime tedy, zda mame od Ay; odecist 1, 2 ¢i 20 procent a vSechny tyto moznosti jsou pfitom
teoreticky mozné.

Nalezli jsme zpusob ale zptisob, ktery byl v minulém roce uvetejnén v ¢lanku [9], ktery
umoznuje ze znalosti \y; ziskaného napriklad metodou kone¢nych prvku nalézt dolni odhad
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prvniho vlastniho ¢isla, ktery nyni nazyvejme A;r, a to za urcitych predpokladi. Nejvy-
znaméjSim a zaroven nesmirné obtizné zarucitelnym je predpoklad znalosti dolniho odhadu
druhého vlastniho ¢isla tlohy (1), a to takového, Ze tento odhad je vétsi nez prvni vlastni éislo
ulohy (1). Tento odhad mtizeme samoziejmé hledat heuristicky, napfiklad jako pramér horniho
odhadu prvniho a druhého vlastniho ¢isla ziskaného metodou koneénych prvki, ale v takovém
pfipadé nedokazeme zarucit, zda z metody ziskdme spravny dolni odhad prvniho vlastniho
¢isla. ReSenim tohoto problému by mohlo byt ziskani dolniho odhadu druhého vlastniho éisla
metodou po ¢astech konstantni aproximace.
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Priloha

Dikaz nerovnosti z élanku [6]

Let A, and uy, be some approximate solution of (5). Let i, € V! be defined by

a‘(nhvv) = Ah(uhav) - a(uh,v), RS Vl'

ap = \/2 <1— ,/1—,8}%),
Br = (1= An/A2) ™" [l
and let 85 < 1. Then the smallest eigenvalue A\; of (??) is bounded by

Let

_ ~1
A=A — (1= M/A2) 2 (1 —ai/4) " ||mnll2.
Outline of the proof
(a) First we show A1 > A, — |lup — uq]|?.

(b) Then we prove
llun, — w2 < (1= An/A2) 2 (1 — o /4) ™ [l 2.

Details of the proof
Let us start with proving the above three points. We have for any v € V'!

1] < a(v,v) /M = [Jvl[3/ A

We also have Parseval identity
(o)

ol = (v, ux)?

k=1

and a(ug, Upm) = Ag(ug, um) = 0 for k # m, which results in

v) = Z Ak (v, uk)2
k=1

Since ||lu1]| =1 and ||up|| = 1 we have
(un = ur,u1) = —[Jur — up*/2.
Then
A — A1 = a(up,up) — a(ug,ur)

a(up — uy, up — ur) + 2a(up — u1, uy)

(
(

a(up — ui, up — uy) + 21 (w1, up — uy)
(

= a(up — ug,up —u1) — Ail|up, — %
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which yields
A > Ay — [Jup —ual]

which completes the first part (a) of the proof.

We have
a(mh, Nn) Z/\k M ur)?
and
(Mhsu) = alnp,ur) /e = (An(un, ug) — alun, ur)) / Ak
= (Ap(up,ur) — M(un, ug)) /A = (A /A — 1) (up, ug).
Thus
a("h, nn) Z/\k A/ M — 1) (un, ug).
Denote 9
_ An : A
Ch = <1 )\2> < :11211nn <1 )\k> .
Then
a(n,mn) =Y MCh(un, ur)® + M (An/A = 1) (up, ur)®
k=2
= Z MeCr(up, — ug, ug)® + M (An/ M — 1) (up, u1)? — Cpi (up, — ug, up)?
=1
= M/ — 1) (up, u1)® + Cra(ur — wp, uy — hy) — Cpha|lug — up|]* /4
Z C’ha(u1 — Up, U1 — hh) — Ch>\1Hul — uhH4/4.
Summarizing,
nl12 = Chllur — up||2 — CaAillur — wp|* /4.
We have " .
el = (nw)® = (An/ e — 1) (up, ug)?
k=1 k=1
and
Inell> = /A = 1)% (wn,w)® + Y (1= M/ M) (up — ur, up)?

k=2

> Y Culup — ur,ur)* + (/M — 1) (up, w)?
k=2

= Z Chlup, — ur,up)? + /M — D2 (up, ur)? — Cp(up — ug, up)?
k=1

= (An/AL = 1)*(up,u1)? + Cpllur — upl]* = Chlluy — up||*/4

> Chllur — unl|® = Chllur — usl*/4.
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Then finally,
Chllur — wnl[*/4 = Chllur — upl|* + [|nn]]* > 0.

Denoting ej, = ||u1 — up||? > 0 we get

Ch
76% — Chep + [|mal? > 0.
Then
e <2(1-VI=TmlP/Ch) or e =2(1+VT=[mlP/Ch) > 2.
Since
en = |lup — ur|]* =2 = 2(up, u1) < 2,
we have
Jun — wall = ver <2 (1~ VI~ TP/ = o
Then
2 2 4
Iella = Chllur —unllz — CrArllur — upl|®/4
> Cplluy — up|l; — Crag||ur — upl]2/4
= |lur — upl[2Ch (1 — 0} /4),
or

—1 _
[lur = upllf < [lnlla (1= ai/4) ™ (1= n/A2) 72,

which yields the second part (b) of the proof.

Remark. Note that if Ay is substituted by A 7, in Theorem 1 then the assertion remains
valid.
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Dikaz nerovnosti z ¢lanku [7]

Let a(-,-), b(-,-) and (-, -) be defined on V. Let ay < as < ... and ¢y be eigenvalues and

eigenfunctions, respectively, of a, thus

a(Pr, or) = ar(dr, dr),

and let 51 < B < ... and ¢} be eigenvalues and eigenfunctions, respectively, of b, thus

b(Vr, Vi) = Br (Y, Vi),

k=1,2,..., and let
a(v,v) < b(v,v)

for any v € V.
Let us realize that due to the Courant-Fisher nim-max principle

. a\v,v
oy = inf max (v, )
orthogonal set{v1,...,un} | v€span of{v1,...,vn };v#£0 (’U, 7})

and

. b(v,v
— inf max (v,v) )
orthogonal set{v1,...,un} | vEspan of{v1,...,un};v7#0 (U, U)

Then, for example,

= max
vespan of {1 12 }07£0 (U, V)

a\v,v . al\v,v
> max (v, ) > inf max (v,v) = as.
vespan of {11,12 };v#£0 (’U, U) orthogonal set{vi,v2} | vE€span of{v1,v2};v#£0 (’U, ’U)

Bo = inf max
orthogonal set{v1,v2} (v€span of{vi,v2};v£0 (’U, U)

b(v,v)} b(v.v)

(By "orthogonal set”we mean a set of functions which are orthogonal with respect to (-, -).)
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