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Abstrakt

Znacny vyvoj efektivnich metod pro stochastické modelovdani umoZznil propagaci
nejistot u sloZitych modelii. Cilem této soutézni prdce je shrnout a porovnat néko-
lik pristupu vyuZivanych pro analyzu nejistot jako je polynomidlni regrese zaloZend
na metodé Latin hypercube sampling, stochastickd kolokacni metoda nebo stochas-
tickd Galerkinova metoda. Vyhody a nevyhody téchto metod jsou demonstrovdny
v porovndni s tradicni metodou Monte Carlo na jednoduchém ilustrativnim pri-
kladu ramové konstrukce.

Abstract

An extensive development of efficient methods for stochastic modeling enabled
uncertainty propagation through complex models. The aim of this competitive work
is to review and compare several approaches for uncertainty analysis such as poly-
nomial regression based on Latin hypercube sampling, stochastic collocation me-
thod or stochastic Galerkin method. The advantages and disadvantages of these
methods are demonstrated within the comparison with the traditional Monte Carlo
method on a simple illustrative example of a frame structure.
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1 Uvod

Vzhledem k Zivotnosti staveb se musi zohlednit mnoho dutlezitych faktori. Nalezita analyza
spolehlivosti vyZaduje urcit nejistoty, které se tykaji jak podminek okolniho prostredi, tak ma-
teridlovych vlastnosti. Vyvoj novych technologii a s nim spjaté zvySovani vykonu vypocetni
techniky umoznily aplikovat neddvno vyvinuté postupy v oblasti stochastické mechaniky na
redlné inzenyrské problémy.

Metody vyhodnocujici nejistoty mohou byt rozdéleny do dvou skupin:

i metody analyzy spolehlivosti, jako je spolehlivostni analyza prvniho ¢i druhého fadu
(FORM/SORM z angl. first (second) order reliability method) urCujici pravdépodobnost
poruchy na zdkladé meznich stavt (Ditlevsen, 1996),

ii metody zaméfené na vyhodnocovani vyssich statistickych momentd odezvy konstrukce
jako je stochastickd metoda konecnych prvki (SFEM - z ang. stochastic finite element
methods), o niZ pojednavaji prace (Matthies, 2007; Stefanou, 2009).

SFEM je vykonny néstroj ve vypocetni stochastické mechanice rozsitujici klasickou metodu
kone¢nych prvkil (FEM) do stochastického systému obsahujiciho kone¢né prvky, jejichZ vlast-
nosti jsou ndhodné (Ghanem, 1991).

Tato prace se zaméfuje na SFEM zaloZeny na polynomidlnim chaosu (PCE - z angl. poly-
nomial chaos expansion) pouZitém pro aproximaci odezvy modelu ve stochastickém prostoru.
Po ziskani aproximace miZe byt nejistota odezvy modelu spoétena pomoci metody Markov
chain Monte Carlo vyuZité pro vzorkovani parametri modelu a vyhodnoceni PCE misto plného
numerického modelu. Uéinnost této metody zavisi na vypocetnich pozadavcich sestaveni PCE
a z nich vyplyvajici pfesnosti aproximace.

Existuje nékolik pfistupd pro vytvoreni aproximace odezvy modelu pomoci PCE: linearni
regrese (Blatman a Sudret, 2010), stochasticka kolokacni metoda (Babuska et al., 2007; Xiu,
2009) a stochasticka Galerkinova metoda (Babuska et al., 2004; Matthies a Keese, 2005). Dale
jsou popsany zdkladni rozdily mezi jednotlivymi metodami.

Linearn{ regrese se sestavuje pomoci sady simulaci provedé na zakladé navrhu experimentt,
ktery se obvykle ziskdvd pomoci metody Latin hypercube sampling. Koeficienty PCE se poté
obdrzi regresi vystupti modelu v ndvrhovych bodech, kterd vede na feseni soustavy rovnic.

Dalsi dvé metody jsou obé deterministické. Stochastickd kolokace pouZziva sadu simulaci
modelu provedenou pro fidkou mfiZku (z angl. sparse grid), jez se sestavi pro zvolenou droven
presnosti. Vypocet koeficientli PCE je pak zaloZen na explicitnim vzorci. Stochasticka Galerki-
nova metoda se predevsim odliSuje od predchozich dvou tim, Ze vyZaduje modifikaci samotného
numerického modelu. Dalsi jeji nevyhodou je feSeni velké soustavy rovnic pro ziskani koefi-
cientii PCE.

Cilem této prace je porovnat tyto metody z hlediska vypocetni ndro¢nosti a vysledné pres-
nosti na jednoduchém ilustrativnim ptikladu rdmové konstrukce.



2 Motivace

Pro prozkoumadni vlastnosti popsanych metod na inZenyrské konstrukci byla vybrdna jed-
noduchd ramova konstrukce prevzatd z (Marek et al., 2003). Geometrie, rozmisténi zatiZeni
a podpor ramu jsou patrné z Obrazku 1.
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Obrazek 1: Schéma ramové konstrukce.

Geometrické parametry jednotlivych nosnikil jsou povazovany za nejisté. Jejich hodnota se
stanovi pomoci nomindlni hodnoty a nejisté odchylky definované predepsanym histogramem
uvedenym v (Marek et al., 2003) a zobrazenym na Obrdzku 2. VSechny nomindlni hodnoty,
odpovidajici ndhodné proménné a typy histogrami jsou uvedeny v Tabulce 1.

Geometricky parametr Nomindlni hodnota Proménnd Histogram

Moment setrvaénosti I, = 449.5 cm? I, N1-05
Moment setrvaénosti I, = 449.5 cm* I N1-05
Moment setrvaénosti I5 = 864.4 cm? I3 N1-05
Délka [{=3m ly N1-01
Délka lp =5m Iy N1-01
Délka l3=4m l, N1-01

Tabulka 1: Geometrické parametry a odchylky.

Predepsana zatizeni jsou linearni kombinaci vlastni tihy, stdlého a kratkodobého zatizeni dle
nasledujicich vzorct:

q = DiDgy+ 51851 + L1Lyy [kN/m], (1
F - DQDO—Q + SQSO—Q + L2Lo—2 [kN], (2)

kde jednotliva zatiZeni jsou statisticky nezavisl4 a jsou popsdna ndhodnymi proménnymi. VSech-
na zatiZzeni jsou tvofena extrémnimi hodnotami a proménnymi odchylkami definovanymi po-
moci histogrami uvedenych v Tabulce 2 a znazornénych na Obrazku 2.



Zatizeni Extrémni hodnota Proménnd Histogram
Vlastni tiha D; =11 kN/m D4 DEAD?2
Kratkodobé zatizeni S1 = 9kN/m Sy1 SHORT1
Dlouhodobé zatizeni L; = 5.5 kN/m Loy LONGI1
Vlastni tiha Dy = 3.5kN Dyo DEAD2
Kratkodobé zatiZeni So = 2.2kN Sy SHORT1
Dlouhodobé zatiZeni Ly =1.7TkN Lo LONGI1
Tabulka 2: ZatiZeni a odchylky.
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Po9 1 Qo5 1 &5 o087 % 0.5 % 0.5
1 1 1 1 1
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0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
Fog 1 Fos 1 &5 o087 % 0.5 % 0.5
N1-01 N1-05 DEAD2 LONG1 SHORT1

Obrazek 2: Histogramy nejistych parametrt a odpovidajici kumulativni distribuéni funkce.

Narozdil od piikladu uvedeném v (Marek et al., 2003), se tato prace zaméfuje na vypocet
pretvoreni ve stycniku A. Jelikoz je predpokladano linedrn€ elastické chovani konstrukce, mtize
byt nezndmé pretvoreni r spocteno metodou konecnych prvkil nebo deformacni metodou, které
jsou obé velmi dobfe zndmé. PouZitim druhé z nich lze pfimo zapsat diskretizovanou formu
rovnic rovnovéhy:
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3 Polynomialni chaos

Pro urychleni procesu vzorkovani pii analyze nejistot miize byt vyhodnocovani numerického

modelu zahrnujici feSeni rovnice (3) nahrazeno vyhodnocovanim tzv. ndhradniho modelu (z ang].
surrogate model). V této praci se konkrétné jednd o hledani aproximace odezvy modelu 7 po-

moci rozvoje polynomidlniho chaosu (PCE) (Matthies, 2007; Stefanou, 2009).

PCE muZe byt pouZit pro aproximaci odezvy s ohledem na pravdépodobnostni rozdéleni
ndhodnych proménnych, kdy je aproximace odezvy vdzena vzhledem k rozdéleni pravdépo-
dobnosti proménnych. Pro lepsi pfedstavu to naptfiklad znamend, Ze aproximace je presnéjsi
v oblastech s vyssi pravdépodobnosti vyskytu proménné. Konvergence chyby aproximace s ros-
toucim poctem ¢lent polynomu je optimdlni v pripadé uZziti takového typu ortogondlnich poly-
nomt, ktery odpovidd danému pravdépodobnostnimu rozd€leni uvaZzovanych proménnych (Xiu
a Karniadakis, 2002). Kuptikladu Hermiteovy polynomy jsou uréeny pro normélni (Gaussovo)
rozdéleni, Legendreovy polynomy pro rovnomérné rozdéléni pravdépodobnosti atd.

Seznam vSech nahodnych proménnych, které se vyskytuji v prikladu feSeném v této praci
a predstaveném v predchozi kapitole, je uveden v Tabulkach 1 a 2. Pro zjednoduSeni budou
jednotlivé proménné v nasledujicim textu oznacovany jako m; a dohromady tvoii vektor

m = ( ey My, e e )T = (IO'17 [a27 Io’37 lo’a D0'17 Sala L0'17 DO‘Q? SO'Z? LUQ)T- (5)

Vzhledem k tomu, Ze Zadnd z téchto proménnych nema spojitou funkci hustoty pravdépodob-
nosti (PDF - z angl. probability density function), ale jejich rozdéleni je popsdno pomoci dis-
krétnich histogramd, je nutné zavést nové standardni ndhodné proménné € = (..., &, ...)7T se
spojitou PDFE. Pivodni proménné m, lze vyjadfit pomoci transformacnich funkci ¢;;, novych
proménnych &; vychdzejicich z daného histogramu j a typu k rozdéleni proménné &;, tzn.

m; = t,(&) . (6)

Transformacni funkce nejsou v ptipadé diskrétnich histogrami hladké. Konkrétni priklady trans-
formacnich funkci budou rozebrany v kapitole 4.

Ve chvili, kdy jsou ptivodni proménné m vyjadieny funkcemi standardnich proménnych &,
stdva se 1 odezva modelu funkcei téchto novych proménnych. Proto mize byt tato funkce apro-
ximovana pomoci konkrétniho typu PCE odpoviciho danému pravdépodobnostniho rozdéleni
&, tzn.

F(&) =) Batalé), (7)

kde 3, je vektor polynomidlnich koeficientli 3, ; odpovidajicich jednotlivym sloZzkdm odezvy
Ti. 1o (&) jsou polynomy vice proménnych. Polynomidlni rozvoj (7) je obvykle ukoncen na
limitnim poctu ¢lenti ng, ktery je velmi Casto spjat s po¢tem ndhodnych proménnych 7, a nej-
vyS$im stupném polynomi n, podle vztahu

(np + n¢)!

S S B YA 8
s np!ne! ®)



3.1 Linearni regrese

Zakladni metodou pro vypocet koeficientli PCE podle rovnice (7) je velmi znama linearni re-
grese (Blatman a Sudret, 2010). Zakladnim pfedpokladem linedrni regrese je, Ze ndhradni 7 je
linearni kombinaci parametrii 3, ale nemusi byt linearni vii¢i nezavislym proménnym &. Pouziti
metody je zaloZeno na tfech nésledujicich krocich:

i priprava dat 2 € R"¢*"4_které se ziskaji jako nq vzorkl vektoru parametrt &;,

it vyhodnoceni modelu pro vzorky &; a usporadani ziskanych odezev r; do matice R €
R™*md kde n, je pocet slozek odezvy,

iii vypocet polynomidlnich koeficientt 3, usporddanych v matici B € R™*"# pouZitim

napft. obycejné metody nejmensich Ctverc.

Casové& nejnaroénjsi dst této metody spoliva ve vyhodnoceni modelu pro vzorky néhod-
nych proménnych. Proto predstavuje volba téchto vzorki velmi dilezity krok, ktery zasadné
ovlivituje vypocetni narocnost celé metody. Nejjednodussi zpiisob jak vybrat hledané vzorky
je metoda Monte Carlo, kdy se vzorky ndhodné vybiraji z pfedepsaného pravdépodobnostniho
rozdéleni. OvSem presnost vysledného ndhradniho modelu zavisi na pokryti definicniho oboru
proménnych, proto musi byt pro dosazeni dostate¢né presnosti touto metodou zvoleno mnohem
veétsi mnozstvi vzorkd nez v pripadé sofistikovanéjSich metod. Vybér vzorkil se poté nazyva
navrh experimentii (DOE - z angl. design of experiments). Velmi rozsiteny postup pro tvorbu
DOE je metoda Latin hypercube sampling (LHS), kterd umoziiuje dodrZovat predepsand prav-
dépodobnostni rozdéleni. Existuje také mnoho riznych metod, jak 1ze optimalizovat LHS a tim
jesté zvySovat jeho kvalitu (viz napf. (Janouchova a Kucerovd, 2013)), ale to neni pfedmétem
soucasného zkoumadni, a proto byla pro tuto préaci zvolena zdkladni forma LHS bez jakékoliv
optimalizace.

Po zvoleni sady vzorkil je dalSim krokem vypocet piislusnych odezev r;, ktery zahrnuje
nejprve vyhodnoceni transformaci (6) a nasledné vyhodnoceni samotného modelu (3).

Vypocet koeficienti PCE B zacina vyhodnocenim vsech ¢lend polynomu ), pro vsechny
vzorky &; a jejich uloZenim do matice Z € R"¢*"5, Obycejnd metoda nejmensich Ctverci poté
vede na

Z'7ZB' = Z'R", 9)

coZz je soustava ng linedrnich rovnic.

3.2 Stochasticka kolokace

Stochasticka koloka¢ni metoda je zaloZena na explicitnim vyjadieni koeficienti PCE:

Bos = / ri(€)1al(€) AP(E) (10)

které miZe byt feSeno numericky pouzitim piislusného integracniho pravidla (kvadratury) na
R"™¢. Rovnice (11) m4 pak tvar

nd

Bai = Y ril€))val(&;)w;, (1D

j=1



kde &; pfedstavuje integracni bod a w; je odpovidajici vdha. V této prici bylo pouZzito nékolik
forem Smolyakovych kvadraturnich vzorcii, konkrétné kvadratury s Gaussovymi kvadraturnimi
formulemi jako zaklad pro rovhomérné (GQU) a normalni (GQN) rozdéleni a kvadratury s vno-
renymi Kronrod-Pattersonovymi kvadraturnimi formulemi pro rovnomérné (KPU) a normélni
(KPN) rozdéleni (Heiss a Winschel (2008)).

Stochasticka kolokacni metoda je oCividné podobna liedrni regresi, protoZe obé tyto metody
vyzaduji ¢asoveé ndrocné vyhodnoceni sady simulaci modelu pro vybrané vzorky. Zakladni roz-
dil je pfi volbé sady vzorki, kdy se v pfipadé stochastické kolokace pouZivaji pfedem optima-
lizované fidké mtizky (z angl. sparse grids), zatimco linedrni regrese je zaloZena na stochastic-
kém LHS.

3.3 Stochasticka Galerkinova metoda

Stochasticka Galerkinova metoda se principidlné 1isi od predchozich metod, které jsou zaloZeny
na sadé nezdvislych simulaci modelu. Stochastickd Galerkinova metoda je intruzivni metoda,
tzn. vyZaduje preformulovani zdkladnich rovnic modelu (3). Za timto ucelem se pfevede rovnice
(7) do nasledujiciho tvaru v maticovém zapisu

7(§) = T@¥(£))B, (12)

kde I € R™*™ je jednotkovd matice, ® je Kroneckerv soucin, ¥(§) je ng-dimensionalni
vektor polynomi a 3 je (ng - n,)-dimensiondlni vektor koeficienti PCE usporddanych jako
B={(..,8,...)% kde B; se skldda z koeficientli PCE odpovidajicich i-t¢ sloZce odezvy.

Néhradou odezvy modelu r v rovnici (3) jeji polynomidlni aproximaci 7 uvedenou v rovnici
(12) a aplikovanim Galerkinovych podminek se ziska

/ $(&) 9K(E) © 7 (€) dP(E) - B = / p(E) ® F(€) dP(E). (13)

coZ je soustava (ns - n,) linearnich rovnic. Integrace mize byt provedena numericky nebo ana-
lyticky. Analytické feSeni je mozné za urCitych podminek jako napiiklad, pokud jsou vSechny
Cleny v matici tuhosti a vektoru zatizeni polynomy vzhledem ke £. V tomto pfipadé se metoda
nazyvé pIné intruzivni. V feSeném piikladu lze zdkladni rovnici (4) vynésobit 2, a tak ziskat
polynomy parametrti modelu m. Nejednd se ale o polynomy vzhledem k parametriim & kvili
transformacim (6) zplisobenym diskrétni povahou histogramu predepsanych parametrim mo-
delu m. Z tohoto divodu je v takovém piipadé nutné pristoupit k numerické integraci, metoda
se poté nazyva semi-intruzivni.



4 Vysledky

Vystupem této prace je porovnani popsanych metod pro aproximaci odezvy modelu a urychleni
metody Monte Carlo (MC) pouzité pro vyhodnoceni rozdéleni pravdépodobnosti posuni u 4,
w4 a pootocent ¢ 4.

4.1 Hermiteovy polynomy

Nejprve jsou & uvazovany jako standardni normdlni proménné, a proto se pouZiji pro tvorbu
nahradniho modelu Hermiteovy polynomy. Vysledky nahradnich modeli jsou porovnany s re-
ferenénim odhadem priméru ;. a smérodatné odchylky o jednotlivych sloZzek odezvy obdrze-
nym pomoci metody MC s 107 simulacemi modelu. Tabulka 3 obsahuje potiebny vypodetni ¢as
a relativni chyby v odhadech stanovenych linedrni regresi a stochastickou kolokaéni metodou
pro Ctyfi stupné€ polynomu p. Relativni chyby v odhadech priméru jsou stanoveny jako

= M’ (14)
HMmc

kde e je primér odhadnuty pomoci metody MC a ppcg je prumér ziskany na zakladé vybra-

ného nahradniho modelu. Relativni chyby v odhadech smérodatné odchylky se stanovi stejnym

zplisobem.

Metoda ng p Cass] ua[mm] wa[mm] pa[mrad]
MC 107 — 22191 0.21 0.03 0.01 0.00 4.09 0.79

£ %] g 1%] 24 1%)] 4 [%] 4 (%] 4 %]

21 1 133 0.09 28.32 0.62 44.07  0.02 27.59

LHS 201 2 622 0.02 0.36 0.40 1.02 0.06 0.05
1201 3 2687  0.01 0.13 0.09 177 0.03 0.12

5301 4 8696 0.04 0.21 0.01 0.78 0.04 0.23

21 1 166 4.81 9.34 4.2 8.42 4.89 9.37

KPN 201 2 811 4.81 5.50 4.25 4.30 4.89 5.48
1201 3 2648 2.25 7.32 1.97 3.69 2.30 5.14

5301 4 8721 0.31 11.32 0.29 6.15 0.31 7.91

21 1 132 6.68 22.99 6.07 15.51 6.78  23.01

GON 221 2 623 481 7394 425 50.99 4.90 58.18
1581 3 2706 3.12 59.65 2.81 37.00 3.17  46.84

8761 4 8698 1.13 187.85 1.10 129.41 1.14 147.77

Tabulka 3: Casovd ndro¢nost a chyby v odhadech priiméru a smérodatné odchylky odezvy pro
piipad predepsanych histogramu pro parametry modelu m.

Vysledky ukazuji velmi dobré odhady ziskané linedrni regresi, zatimco stochastickd kolo-
kace zaloZend na pravidlech KPN vede ke znaénym chybdm v odhadu smérodatnych odchylek
a GOQN se zd4, Ze dokonce diverguje. Z Obrazku 3, kde jsou zobrazeny obdrzené funkce pravdé-
podobnostniho rozdéleni posunu u 4, je patrné, Ze i vysledky linedrni regrese nejsou uspokojivé.



—MC —MC
= = < SRR~ A
g 3z g =GQN|  § = GQN
= = = =
A /A A A
A~ A~ A~ A~
uA [mm)] - uA [mm]

Obrazek 3: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu w4 pro piipad predepsanych his-
togramu pro parametry modelu m.

Dutivodem takto neuspokojivych vysledku je pravdépodobné vysoka nelinearita transformace
(6) parametru s predepsanymi histogramy LONG1 a SHORTT, jak je vidét z Obrazku 4.

—Normalnji

—Normaélni

—Normalni —Normalni —Normalni
~Rovnomeérné —Rovnomeérné —Rovnomeérné —Rovnomeérné —Rovnomeérné
g g g g g
&i &i &i &i &i
N1-01 N1-05 DEAD?2 LONGI1 SHORT1

Obrazek 4: Transformacni vztahy pro predepsané histogramy.

Za tucelem prozkoumani téchto predpokladi se nahradily tyto dva predepsané histogramy
dvéma novymi histogramy, které se vice blizi normalnimu rozdéleni pravdépodobnosti, viz Ob-

razek 5. Pro tuto variantu ziskané nové chyby v odhadech priméri a smérodatnych odchylek
jsou uvedeny v Tabulce 4.

150 150
100 100

50 50

0 0.47 1.45 |~Norméln{ 0 0.14 —Normé&ln{
' ) ~Rovnomeérné ) —Rovnomeérné
1 A 1
g
0.5 0.5
&
0 0.47 1.45 0 0.14
LONGI1new SHORT 1new

Obrazek 5: Nové histogramy parametrd modelu s odpovidajicimi funkcemi hustoty pravdépo-
dobnosti a transformacnimi vztahy.

Je zfetelné, Ze nahrazeni téchto dvou histogrami vede ke zna¢nému zlepSeni vysledkt obdr-
Zenych vSemi metodami. Ddle si Ize v§imnout, Ze vysledky kolokace zaloZené na podminkach
GON jsou celkové nejhorsi a také nadéle pretrvdvaji problémy s konvergenci u této metody. Na
druhou stranu nejhorsi odhady pfi pouziti polynomt prvniho stupné predvadi linearni regrese,
ale chyba této metody rychle konverguje s rostoucim stupném polynomfi.
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ua[mm] wa[mm] ¢a[mrad]
7’ o 7] o 7] o
MC 107 — 21874 021  0.03 0.01 0.00 4.06 0.79
e lP) g5 [P] e, [P] e5[%P] e, %] e5 [%]

Metoda ngq p Cas[s]

21 1 158 0.03  0.85 0.02 054 0.04 1.17

LHS 201 2 673 0.00 0.06 0.03 0.22 0.01 0.08
1201 3 2736  0.01 0.03 0.01 0.06  0.01 0.02

5301 4 8770  0.00 0.04 0.00 0.01 0.01 0.03

21 1 132 0.06 012 005 0.06 006 0.11

KPN 201 2 654 0.06 0.08 0.056 0.01 0.06  0.08
1201 3 2768 0.02 0.26 0.01 0.19 0.02 0.26

5301 4 8978  0.00 0.13  0.01 0.13 0.00 0.14

21 1 132 0.07 0.21 0.06 020 0.0 0.19

GON 221 2 668 0.06 0.06 0.056 000 0.06 0.07
1581 3 2770 0.03 048 003 029 0.03 048

8761 4 8988  0.00 0.21 0.00 020 0.00 0.20

Tabulka 4: Casova naroénost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky odezvy pro
pfipad novych histogramu pro parametry modelu m.

Stejné zlepseni Ize pozorovat také v odhadech celé funkce pravdépodobnostniho rozdéleni
posunu u 4 zachycené na Obrazku 6.

p=1 p=2 p=3 p=4

PDF (uy)
PDF (uy)
PDF (uy)

Obrazek 6: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu w4 pro piipad novych histogrami
pro parametry modelu m.

Aby se také prozkoumalo chovéni pIn€ intruzivni Galerkinovy metody, bylo nutné znovu
zménit predepsand rozdéleni parametri modelu. Tentokrat jsou v§echny proménné povazovany
za normalné rozdélené s ptivodnimi hodnotami priméru a smérodatné odchylky vychdzejicimi
z predepsanych histogramiti. V tomto pripadé se transformace (6) stdva polynomem prvniho
stupné, coZ umoziuje pouziti analytické integrace.

Obrazek 7 ukazuje funkéni zavislost posunu u 4 pro popsané typy pravdépodobnostniho roz-
déleni predepsaného parametrim modelu. Na Obrazku 7a je vidét, Ze vztah mezi u 4 a parametry
modelu m je linearni, zatimco v piipadé predepsanych histogramt je vztah ke standardnim pro-
ménnym & vysoce nelinearni, viz Obrazek 7b. Nahrada dvou histogramii LONG1 a SHORT1
novymi, vice podobnymi normdlnimu rozdéleni vede k téméf linedrnimu uy — & vztahu, a to
zv1ast’ v oblasti vysoké pravdépodobnosti vyskytu proménnych, jak je patrné z Obrazku 7c. Po-
sledni Obrazek 7d zobrazuje piipad, kde je parametrim modelu piedepsdno normdlni rozdéleni
a vztah uy — & je linedrni.
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Obrazek 7: Funkéni zavislost u4 na parametrech modelu m (a), na standardnich proménnych &
v pripadé predepsanych histogramii (b), novych histogrami (c) a normalniho rozdéleni (d).

Chyby v odhadu priiméru, smérodatné odchylky a celé PDF jsou ukdzany v Tabulce 5 a na
Obrazku 8 zahrnujici vysledky obdrZené pln€ intruzivni stochastickou Galerkinovou metodou.

Metoda ngq p Cas[s] ua[mm] o 'uwA[mm]U ugaA[mrad]U
MC 107 — 3692 0.207 0.033  0.009 0.002  4.090 0.795
eu [Pl €5 (%] €,[%] e, [%]l  cul%] eo[%]
21 1 132 4-1072 3-107! 5-1072 5-107! 6-1072 6-10~*
LHS 201 2 618 4-10° 7-1073 1-1073 1-1073 3.107* 3.1073
1201 3 2702 4-100% 4.107° 5-107% 2.1075 5.1077 4.10°F
5301 4 8680 2-10=7 1-107% 2.1077 4-1077 4-108% 2.10°8
21 1 135 2-10=® 4-1072 2-107* 6-102 6-107°> 2-10~2
KPN 201 2 618 4-107% 1-107° 2-107% 3-107° 3-107% 2.10°°
1201 3 2725 3-100% 5.1077 2-1077 2-1077 2-1078% 2.10°7
5301 4 8662 2-10"1 2.1078 4.107° 2.107° 4.-1071° 1.107Y
21 1 132 3-107® 4-1072 2-107* 6-1072 6-107° 2-10~2
GON 221 2 620 4-107% 4-.1075 2.-107% 7.107° 3.-1076 3.10°°
1581 3 2757 3-100® 5.1007 1-1077 3-1077 2.107% 2.1077
8761 4 8701 9-10~' 2.107% 4-107% 3-107% 4.10"° 1.107°
-1 133 3-107® 4-1072 4-107% 6-102 6-10=°> 1.1072
GM - 2 620 4-107% 4-1075 4-1072% 1-107! 3-10"6 4.10°S
- 3 2673 5-100® 3.10% 4.107® 1-107! 5-1007 2-107°
— 4 8704 8-107% 2.107% 4.107% 1-107! 4.-1077 2-107°

Tabulka 5: Casovd naro¢nost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky odezvy pro
piipad normalniho rozdéleni parametri modelu m.

Obrazek 8: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu u 4 pro piipad normalniho rozdé-
leni parametrit modelu m.
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Vysledky potvrzuji, Ze vztah u4 — & je v tomto piipadé linedrni, a proto jsou polynomy prv-
niho stupné dostatecné pro vynikajici ndhradni modely. Rozdily mezi jednotlivymi metodami
jsou nyni zanedbatelné z hlediska presnosti i Casové narocnosti.

4.2 Legendreovy polynomy

Se zamérem doplnit porovndni riznych metod pro proménné s normdlnim rozdélenim byla déle
zafazena varianta s pouZitim rovnomérné rozdélenych standardnich proménnych &. Proménné
s timto rozdélenim se poji s ndhradnimi modely zaloZzenymi na Legendreovych polynomech.

Jsou opét vyzkouseny dvé situace, prvni s predepsanymi histogramy a druhd s predepsanym
rovnomérnym rozdélenim. Vysledky jsou uvedeny v Tabulce 6 a na Obrazku 9 a ukazuji celkové
horsi chovani ndhradnich modelt sestavenych na Legendreovych polynomech.

Metoda N4 P Cas [s] ua[mm] wa[mm] almrad]

I o I o I o
2 MC 107 — 3754 0.27 0.05 0.01 0.00 5.46 1.20
5 e %] 20 %] en %] €0 %] 20 %] <4 [%]
§ 23 1 132 0.02 0.57 0.26 1.19 36.33 71.13
z LHS 243 2 619 0.70 0.12 0.49 0.08 36.15 71.75
& 1607 3 2703 0.67 0.60 0.57 0.63 36.17 71.98
> MC 107 — 21207 0.21 0.03 0.01 0.00 4.09 0.79
g ep %] 5 [%] e, %] &5 [%] 2, 1%] &, [%]
¥ 23 1 132 0.89 33.76 0.85 11.24 29.40 138.19
Z LHS 243 623 15.71 33.35 1895 28.56 33.00 297.79
= 1607 3 2692 79.24 1194.17 50.22 979.51 532.55 2042.39

Tabulka 6: Casova naroénost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky odezvy pro
ndhradni modely zaloZené na Legendreovych polynomech.

érné

Rovnom

Histogramy

p=1 p=2 p=3
—M —M —M
B a0 a0 5
< < <
= = =
= = =
A A A
A A A
ua[mm]  up[mm] © ua[mm]
. Y% I qs <1
< < <
= = =
= = =
A A A
A A A
uA [mm] ua [mm] u [mm]

Obrazek 9: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu w4 obdrZené pouZitim ndhradnich
modelt zalozenych na Legendreovych polynomech.
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5 Zaver

Tato préace predstavuje prehled a porovndni tfech metod pro konstrukci ndhradniho modelu za-
loZeného na polynomidlnim chaosu a nahrazujictho numericky model s ndhodnymi parametry.
Konkrétné zkoumané metody jsou stochastiskd Galerkinova metoda, stochastickd kolokacni
metoda a polynomidlni regrese zakladajici se na metod¢é Latin hypercube sampling. V praci
jsou probrany specifické rysy téchto metod.

Pro ziskéni kvalitniho nahradniho modelu je nutné pouZzit pro jeho tvorbu ortogonalni poly-
nomy typu odpovidajiciho predepsanému rozdéleni pravdépodobnosti parametrti. V této praci
byly pouZzity Hermiteovy polynomy pro normélni rozdéleni a Legrendeovy polynomy pro rov-
nomérné rozdéleni parametra.

Kvalita obdrZzenych ndhradnich modeld je demonstrovana z hlediska pfesnosti i ¢asové na-
roc¢nosti na jednoduchém ilustrativnim ptikladu ramové konstrukce v porovnani s tradi¢ni me-
todou Monte Carlo.

U aproximace pomoci Hermiteovych polynomt se s dobrymi vysledky osvédcila linearni
regrese, zatimco stochastickd kolokacni metoda méla problémy s konvergenci. Stochasticka
Galerkinova metoda byla aplikovédna ve své plné intruzivni formé pro variantu normélné roz-
délenych parametrti modelu. Jeji vysledky byly dobré, ale je nutno zminit, Ze tato metoda je
z hlediska aplikace ndro¢néjsi, protoze vyzZaduje preformulovani samotného modelu.

Pro rovnomérné rozdélené parametry byly ndhradni modely vytvofeny pouze pomoci liearni
regrese a ty nebyly piili§ dspé$né v odhadech rozdéleni pravdépodobnosti odezvy.

Z hlediska casové narocnosti jsou jednotlivé metody srovnatelné a ve srovnani s metodou
Monte Carlo jsou méné Casoveé nirocné.
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