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Abstrakt

Mechanika poskozeni je vhodnym nastrojem pro modelovani materiali oslabenych roz-
vijejicimi se defekty, napt. trhlinami. Lokalni modely poskozeni vsak neposkytuji objek-
tivni popis chovani materialti po ztraté elipticnosti, ktera mize byt detekovana klasickymi
metodami lokaliza¢ni analyzy zalozenymi na singularité akustického tenzoru. Tato prace
se zaméiuje na analyzu lokaliza¢nich vlastnosti nékolika modelt izotropniho poskozeni a
modelu pro spongiozni kost, ktery kombinuje izotropni poskozeni s teorii plasticity. Jsou
odvozeny nutné podminky pro vznik slabych nespojitosti (skoki v poli deformace) a je
diskutovana orientace potencialni plochy nespojitosti. Vysledky lokalizac¢ni analyzy jsou

oveéreny numerickymi vypocty.

Abstract

Continuum damage mechanics provides an appropriate modeling framework for ma-
terials weakened by evolving defects. However, local damage models fail to provide an
objective description of the material behavior after the loss of ellipticity, which can be
detected by classical methods of localization analysis based on the acoustic tensor. This
paper presents analysis of localization properties of several isotropic damage models and
of elastic plastic damage model for trabecular bone. Necessary conditions for the for-
mation of a weak discontinuity (jump in strain) are derived and the dependence of the
orientation of potential discontinuity surface and of the critical tangent modulus on the

stress state is discussed. The results are confirmed by finite element simulations.
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1 UVOD 1

1 Uvod

Pro popis porusovani kvazikiehkych materiali, jako je naptiklad beton, je potieba kon-
stitutivni zdkon se zmékcenim. Jak je zndmo, zmékcéeni muze vést k lokalizaci nepruzné
deformace. Pro tradi¢ni modely mechaniky kontinua mtize dochazet k nerealistickym je-
vim, jako je lokalizace do libovolné malych zén, pii kterych se disipovana energie blizi
k nule. Tyto vysledky nejsou fyzikalné pfijatelné. Dalsi obtize nastavaji pfi numerickém
feSeni metodou koneénych prvki, nebot vysledky velmi silné zéaviseji na poc¢tu prvki,
hovofime o tzv. ”"patologické zavislosti” TeSeni na poctu konecnych prvkia. Z matema-
tického hlediska mame tlohu s eliptickym operatorem, ale zmékcéovani vede ke ztraté
elipti¢nosti. Ztrata elipticnosti mé za nasledek nejednoznacnost feseni, ze kterého vy-
modely mechaniky poskozeni schopné objektivné popsat realné chovani materidlu. Z to-
hoto dtivodu je vhodné se zabyvat podminkami, za kterych dochazi k lokalizaci nepruzné
deformace.

Hlavnim cilem této préace je zjistit nutné podminky pro vznik slabych nespojitosti
1. pro modely izotropniho poskozeni

e s jednim skalarnim parametrem poskozeni a s rtiznymi definicemi ekvivalentni
deformace (Mazarsova definice, Rankinova definice, upravena von Misesova

definice),
e se dvéma skalarnimi parametry, ktery pro beton navrhli Comi a Perego.

e se dvéma skalarnimi parametry, ktery pro beton navrhl Mazars.

2. pro model spongiézni kosti, ktery kombinuje teorii plasticity a mechaniku posko-

zeni.



2 TENZORY A TENZOROVE OPERACE 2
2 Tenzory a tenzorové operace

Mnoho veli¢in v inzenyrské mechanice mé charakter tenzort, proto na tivod této prace
definujeme zékladni vztahy a operace s tenzory. Dale se budeme setkavat s tenzory nul-
tého Tadu (skalary), tenzory prvniho fadu (vektory), tenzory 2. fadu a tenzory 4. fadu.
Pokud neni feceno jinak, skalarni veli¢iny jsou znaceny malymi pismeny, stejné jako vek-
tory, ty vSak budou odliseny tuénym pismem. Tenzory 2. fadu budou znaceny tuc¢nym
feckym pismem a tenzory 4. fadu velkym tu¢nym pismem. R4d tenzoru udava, kolik ma
tenzor komponent. Naptiklad a je tenzor 0. fadu, méa tedy pouze jednu slozku, u je vektor
posunuti se slozkami wu;, i = 1,2, 3; € znaci tenzor deformace se slozkami ¢;;, ¢« = 1,2,3
a j = 1,2,3; symbolem D, ozna¢ime tenzor pruzné tuhosti, coz je tenzor 4. radu se
slozkami Df;,, kde vSechny indexy i,7,k,l jdou od 1 do 3. Transpozici tenzoru 2. radu
obdrzime, pokud prohodime slozku i za slozku j. Tedy (e);; = £;;, pokud (e7);; = &5,
oznaCime tenzor € za symetricky. Tenzor 4. fadu muze vykazovat dva druhy symetrie,
tzv. malou symetrii a velkou symetrii. Pokud tenzor 4. faddu vykazuje malou symetrii,
miizeme mezi sebou zameénovat prvni dva indexy, aniz by se tenzor zménil, obdobné pro
druhé dva indexy : Df;, = DS, = D5y, = Djy- Tenzor vykazuje velkou symetrii, pokud
Dijp = Diyiy- V celém textu je vyuzivano Einsteinova sumacniho pravidla, to znamena,
Ze sc¢itame pres indexy, které se opakuji. Dale budeme potfebovat tyto zakladni tenzorové

operace:

Skalarni sou¢in dvou tenzord prvniho fadu, w-v = u,v;. Vysledkem je skalar, nebot

podle Einsteinova sumacniho pravidla wv; = ), u;v;.

e Dvojita kontrakce dvou tenzord druhého fadu, o : € = 0yj€;;, vysledny tenzor je

nultého Ffadu, nebot s¢itdme pres oba indexy i,7.

e Jednoducha kontrakce dvou tenzoru druhého fadu, (o - €)y = 056, vysledkem je

tenzor 2. radu.

e Jednoducha kontrakce tenzoru druhého fadu s tenzorem prvniho fadu (o - n); =

oi;n;, vznikne tenzor 1. fadu.
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e Dvojita kontrakce tenzoru druhého fadu s tenzorem Ctvrtého fadu, (D, : €);; =

Dy1€k1, vysledny tenzor je 2. fadu.

e Tenzorovy (vnéjsi) soudin dvou tenzort druhého fadu, (n ® o)k = 1ij0w, touto

operaci dostaneme tenzor ¢tvrtého radu.

Velice dtilezitym a pouzivanym tenzorem druhého fadu je Kroneckerovo delta

L i=y;
Oij = (1)

0, i+#j.
Zavedeme jednotkovy tenzor 4. fadu I se slozkami 0;;0x;, tento tenzor vykazuje velkou
symetrii a mé dilezitou vlastnost I : € = e : I = €. Nékdy je lepsi pracovat se symetri-
zovanym jednotkovym tenzorem 4. fadu I, = % (03051 + 0udji), ktery vykazuje velkou i
malou symetrii.

Pro dalsi pouziti uvedeme strukturu tenzoru pruzné tuhosti, coz je tenzor 4. radu

D, =AS® & +2ul, (2)

kde A a p jsou materidlové charakteristiky zvané Lamého konstanty. Tenzor pruzné
tuhosti mtizeme vyjadrit také pomoci jinych materidlovych konstant, jako je Youngtv

modul F, Poissonovo ¢islo v, nebo objemovy modul K a smykovy modul G:

n=G= o0

Nyni mtzeme zapsat Hooketiv zakon

oc=D.:e=A0®3d):e+2ul,:e=3Nocy +2ue (5)
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kde o je tenzor napéti a ey = %e : 0 predstavuje objemovou ¢ast tenzoru deformace.
Tenzor deformace miizeme rozlozit na objemovou a deviatorickou ¢ast. Objemova cast
je svazana se zmeénou objemu, zatimco deviatoricka cast je spojena se zménou tvaru.

Deviatorickou ¢ast oznacime e

e:e—evéze—%&@&:e:(Is—%5®5>:a:ID:a (6)

Zde jsme zavedli tenzor deviatorické projekce
1
Ip=L-26®¢ (7)
Obdobné definujeme tenzor volumetrické projekce
1
Iy = 55 ® 0 (8)

Rozlozeni tenzoru deformace miizeme nyni provést pomoci tenzori deviatorické a volu-

metrické projekce:
e=Li:e=Iy+Ip)=Iy:e+Ip:e=cyd+e 9)
Obdobneé lze rozlozit tenzor napéti
c=L:o=Iy+1Ip):o=1Iy:0+Ip:0=0y0+s (10)

kde oy = %0' : 0 je stfedni napéti as = Ip : 0 = o — oy 9 je deviatorické napéti. Velic¢iny
jako je funkce plasticity ¢i funkce poskozeni museji byt nezavislé na lokalnim soutadni-
covém systému, ve kterém je vyhodnocujeme, museji tedy zaviset na tzv. invariantech,
coz jsou veli¢iny nezavislé na souradnicovém systému. Pro tento tcel zavedeme prvni in-
variant a druhy deviatoricky invariant napéti a deformace. Prvni invariant je definovan

jako stopa tenzoru

Il:GI(S:Ukk2011+022+033:30V (11)
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obdobné pro tenzor deformace

Le=¢€:0 =cp =11 + 22+ 33 =3¢y

a druhy deviatoricky invariant

(12)

(13)

(14)
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3 Mechanika poskozeni

3.1 Jednoosy model poskozeni

o
Il
P

|

Ao
|
|
Aoy
40,
|
I |
Ao,
w=1
| e
‘ |
] | Ao,

Obrazek 1: Model poskozeni jako svazek pruznych vlaken

O<w=<l

fi2<A

fi; <A2_ <A

Pro lepsi pochopeni si miizeme material predstavit jako svazek vlaken, ktera se cho-
vaji pruzné az po dosazeni jisté meze, poté kiehce praskaji. Jelikoz tato mez je pro
riizna vldkna rizné, zavedeme efektivni plochu A, kterd vyjadiuje plochu vléken, které
nepraskla. Musime tedy rozlisovat jak mezi nominalni plochou A a efektivni plochou A,
tak mezi nominalnim napétim o, definovanym jako sila vztazend na nominalni plochu A,
a efektivnim napétim &, definovanym jako sila vztazena na efektivni plochu A. Efektivni

napéti vypocitame z Hookeova zakona

Qi
|
&=
®

(15)

Zcela ziejma je rovnost
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Parametr poskozeni zavedeme jako

Spojenim rovnic (15), (16) a (17) dostavame

o= (1—-w)Ee (18)

I kdyz poskozeni definujeme parametrem, ve skutecnosti se nejednd o neménnou ve-
li¢inu, ale o veli¢inu, ktera se vyviji a nabyva hodnot od 0, coz znaci neposkozeny material,
az do 1, tedy material aplné poskozeny. Vyvoj poskozeni lze charakterizovat tzv. zakonem
poskozeni, ktery udava, jak se poskozeni méni v zavislosti na deformaci. Parametr po-
skozeni nezavisi pfimo na okamzité hodnoté deformace, ale na maximalni hodnoté, které

bylo dosazeno béhem zatézovani. Je vyhodné zavést vnitini proménnou k = maxe(t),
i<t

kde t znadi Cas, ve kterém w zjistujeme, a t probihd vSechny predchozi ¢asy. Tato vnitini

veli¢ina ndm zajistuje, Ze se parametr poskozeni nemtize zmensovat, prestoze dochazi k

odtézovani. Nyni mizeme zapsat funkci poskozeni

fle,k)=€e—k (19)

a zatézovaci-odtézovaci podminky jednoosého modelu poskozeni

fle,k) <0 &>0  if(e,k) =0 (20)

Prvni podminka znaci pripustné stavy deformace, druhé urcuje, zZe poskozeni mtize pouze
rist. Podle tfeti podminky mtize poskozeni riist jen pokud je k = €, nazveme ji podmin-

kou komplementarity.
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3.2 Viceosy model poskozeni s jednim skalarnim parametrem

Tato skupina modelt je popsana konstitutivnim vztahem

c=(1-w)D,:e (21)

ktery je zobecnénim rovnice (18), pfitom o je tenzor napéti, € je tenzor deformace, D,
je tenzor pruzné tuhosti a w je vnitini proménné popisujici poskozeni. Rozvoj poskozeni
je Tizen zakonem poskozeni

w = g(k) (22)

a zatézovacimi—odtézovacimi podminkami

f(e, k) =eeye) —k <0, k>0, f(e,r)k =0 (23)

kde f je zatézovaci funkce, g je funkce poskozeni souvisejici s tvarem pracovniho diagramu
pro jednoosou napjatost, €., je ekvivalentni deformace (tj. skalarni mira hladiny dosazené
deformace) a vnitfni proménné  predstavuje maximalni hodnotu ekvivalentni deformace
dosazenou v dosavadnim pribéhu deformac¢niho procesu. Konkrétni volba vyrazu pro
ekvivalentni deformaci silné ovliviiuje tvar obalky pevnosti a také lokalizacni vlastnosti

modelu, jak bude predvedeno pozdéji.

3.2.1 Zakon poskozeni

Pokud chceme, aby zakon poskozeni odpovidal skutecnému chovani materialti, mizeme
vyjit z pracovniho diagramu jednoosé tahové zkousky. Zde zminime tfi typy zakona po-
skozeni.

P1i pouziti linedrniho zakona poskozeni dostavame jak vzestupnou, tak sestupnou ¢ast

pracovniho diagramu linearni.Vztah pro poskozeni zapiseme
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Obrazek 2: Pracovni diagramy pro rtizné modely poskozeni

0 pro 0 < k < g,
&€

Ef_fgo(l—%) pro g < Kk < ¢y,
1 pro ey < K.

\

(24)

Zde je € deformace pii dosazeni meze pevnosti a € znaci deformaci pii tplném poskozeni.

U exponencialniho zakona poskozeni se material chova pruzné az po dosazeni meze pev-

nosti, poté napéti klesa exponencialné pri zvysujici se deformaci:

9(k)

0 pro 0 < k < gg,
K—E€Q

1 — e &c0
K

pro g < K.

Pokud dochézi k rozvoji defektii jiz kratce po zacatku zatézovani,

zakon poskozeni,

(25)

zvolime vyhlazeny
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/ i . _

Rankine -5
_ Omax Mazars
qu - E -10 - 3
€eq = Z<51)2
-15 1 =1

— '20_ \ " ¥ I
modifikovany Mises 20 5 10 > o
B (f{' — 1)Il£ i (‘!': — 1)2 2 12K.J5.

€eq = 2k(1 —2v) = 2k\ (1 —2v)2" " * (1+v)?

Obrazek 3: Obalky pevnosti pro rtizné definice ekvivalentni deformace v prostoru hlavnich
napéti
3.2.2 Ekvivalentni deformace

Uvedeme zde tfi definice ekvivalentni deformace, u kterych budeme dale zkoumat lo-
kalizac¢ni vlastnosti. Pro dalsi vypocty vyuzijeme i derivaci ekvivalentni deformace podle

tenzoru deformace, kterou oznacime jako 7.

e Mazarsova ekvivalentni deformace

Eeq = (27)

(e)
n=-—— (28)

€eq

er je I-t4 hlavni deformace a (x) znaci kladnou hodnotu z.
e Rankinova ekvivalentni deformace

01

geq = E (29)

I

|

|

|
3
X
S

106, Oo 1 1 (
n ) .

1%
Eds 0e E 5+P1®P1> (30)

1-—-2v
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o1 je nejvétsi hlavni napéti a p; prislusny hlavni smér. F a v jsou pruznostni

konstanty.

e upravenda von Misesova ekvivalentni deformace

(k-1 1 \/((k —1? o, 12k 1)

fa T op1—20) T 2k\ 1 —202 T 1)

Ptitom [1. = Tr(e) a Jo. = 3e : e, kde e znadi deviatorickou ¢ést deformace. Pii

derivaci von Misesovy ekvivalentni deformace vyuzijeme vztaht

alls S aJQa
oe Oe

2k —1)? 12k

LT
S RPN (7 (e @
H-2)" " T2, L 12k
1202 " (1 40)

3.3 Model Comi—Perego

Tento izotropni model se dvéma parametry poskozeni je vhodny pro popis betonu.
Podle néj je objemovy modul pruznosti K redukovéan faktorem (1 — w;)(1 — w,), pokud
je objemova ¢ast deformace ;. = Tr(e) kladna, respektive (1 — w,), pokud je zaporné.
Smykovy modul G je vzdy redukovan faktorem (1 — w;)(1l — w,). Vztah mezi napétim a

deformaci je vhodné rozdélit na objemové a tvarové zmeény:

ov = (1 = w) K [(1 = wi)(he) = (~11e)] (33)

s=(1—-w)(l—w.)2Ge (34)

Ptitom oy = Tr(o)/3 je stfedni (hydrostatické) napéti, s je deviatorickd ¢ast tenzoru
napéti a e je deviatorickd ¢ast tenzoru deformace. Vyraz ([;.) zna¢i kladnou ¢ast ob-

jemové deformace a (—1I;.) jeji zdpornou ¢ast. Pro I;. > 0 muZeme rovnice (33) a (34)
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prepsat do tvaru

oc=(1—-—w)D;:e (35)

kde
D:= (K —-3G°) 8 ®d+2GI, (36)

je tenzor se¢né tuhosti, G° = (1 — w.)G je smykovy modul redukovany tlakovym posko-
zenim, I, je symetricky jednotkovy tenzor 4. fadu.

Na rozdil od predeslych modelt nejsou parametry poskozeni ptimo zavislé na ekvivalentni
je sdruzeny s jinou zatézovaci funkci, takze vyvoj tahového a tlakového poskozeni je
nezavisly. Zatézovaci funkce byly ptuvodné definovany v prostoru napéti, ale po dosazeni

z rovnic (33)—(34) je lze pfepsat v zavislosti na deformaci a poskozeni:

file,wi,we) = 4(1 — wy)2(1 — wo)2GPJoe — 9K %a, (1 — w)? (1) + (1 — we)?(—11.)?
+ 3K byry(wi)[(1 — wy){T1e) — (1 —we) (=) — (1 — awc)ktrf(wt)

(37)

fole, wr,we) = 4(1 — w)*(1 = we)?G*Jae + 9K %a[(1 — w)*(112)” + (1 — we)*(—1.)?]
4+ 3Kbero(we)[(1 — wy) (1) — (1 — w){—11.)] — ker?(we)

(38)
kde «, ay, ac, by, be, ki a k. jsou nezaporné parametry a r; a r. jsou bezrozmérné funkce,
které souviseji s tvarem pracovniho diagramu v jednoosém tahu a jednoosém tlaku. Pri-
pady, kdy obé funkce poskozeni nabyvaji zapornych hodnot, odpovidaji pruznému stavu
a poskozeni zlistava konstantni. Jakmile je dosazeno hodnoty f; = 0, material se zacne
poskozovat v tahu a w; zacne rist. Obdobné w, roste, pokud je f. = 0. Kladné hodnoty

zatézovacich funkei jsou neptipustné. To vSe 1ze popsat podminkami

ft(E:)wt)wc) S 07 wt Z 07 ft(ethawc)wt = 0 (39)
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Boi 0,008 20.006 20.004 0002 0
€

Obréazek 4: Typicky pracovni diagram pro model Comi-Perego (a) jednoosy tah, (b)
jednoosy tlak

fc(gawtawc) S 07 wc 2 07 fc(sawbwc)wc =0 (40)

Jak jiz bylo zminéno, tvar pracovniho diagramu zavisi na bezrozmérnych funkcich r, a

r.. Jejich konkrétni podoba, kterou navrhli Comi a Perego, je

2
1—(1—%)(1—%) pro w; < wo;
ri(wi) = " " i=tc (41)

iy 7078
[1 — (—1:‘“0;) ] pro w; > Wo;

Pfitom index i nabyva hodnot ¢ nebo ¢, o.; predstavuje mezni pruzné napéti (mez tmér-
nosti), op; je maximalni napéti na vrcholu pracovniho diagramu (pevnost), wg; je odpo-

vidajici poskozeni a c¢; je bezrozmérny parametr.

3.4 Mazarstiv model poskozeni

Dalsim pfikladem modelu poskozeni se dvéma skalarnimi parametry w; a w,., ktery
byl navrzen pro beton, je Mazarstiv model. Oba parametry poskozeni jsou pocitany ze
stejné ekvivalentni deformace (27), ale z jinych funkci poskozeni g; a g.. Funkci g; je
mozné identifikovat z jednoosé tahové zkousky, zatimco g. se stanovi ze zkousky tlakové.
Pro obecné zatizeni je celkové poskozeni dano linedrni kombinaci poskozeni tlakového a
tahového

W = oupwy + Qe (42)
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kde koeficienty «; a a, vyjadiuji vliv konkrétniho stavu napjatosti. Tyto parametry jsou

dany vztahy
B B
Et[<€]> gtI<<€I>
y = e — A = ]. — — 4.3
= () (1 (9
pricemz vyraz €;; ma vyznam I-té hlavni deformace vypocitané z kladné c¢asti prislusného

hlavniho napéti. Je to tedy vlastni hodnota deformace

g, =C.: (D, :€) (44)

kde C, je tenzor pruzné poddajnosti. V ptivodnim Mazarsové modelu byl pouzit exponent
£ =1, v soucasné dobé se pouziva 3 = 1.06 z dtivodu snizeni poskozeni pii smyku. Pokud
jsou tedy vsechna hlavni napéti nezaporna, plati a; = 1, a. = 0, dostavame cisté tahovy
stav zatizeni a w = w;. Naopak pii ¢isté tlakovém stavu, kdy jsou vSechny hlavni hodnoty
tenzoru napéti zaporné a oy = 0, o, = 1, se poskozeni vypocita jako w = w,.. Pro obecny
pripad zatizeni je poskozeni w mezi w; a w,, v zavislosti na poméru kladnych a zapornych
hlavnich hodnot tenzoru napéti. Jesté je tfeba uvést funkce poskozeni. Pivodni funkce,
které popisuji vyvoj poskozeni, jsou

(

0 pro Kk < &,
gi(K) = (45)
I—(1—-A)= — A~ Bils=e0)  pro g > &

\

§
0 pro k < &y,
ge(K) = (46)
1—(1— A2 — AceBelvme0) pro k > g

\

kde €9 mé vyznam ekvivalentni deformace pii dosazeni meze umeérnosti a A;, B;, A., B.
jsou parametry, které charakterizuji tvar pracovniho diagramu pfi jednoosém namahani.
Typické hodnoty parametrt jsou gy = 107%, A, = 0.81, B, = 10450, A, = 1.34 a
B. = 2537. Funkce g; a g. davaji dobrou aproximaci pracovniho diagramu pouze pred

vrcholem a kratce za vrcholem pracovniho diagramu.
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I I L L I I I I I ] "
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 =0.01 5008
€

I I |
-0.006 -0.004 -0.002 0

€

Obréazek 5: Pracovni diagramy pro Mazarsiv model poskozeni (a) jednoosy tah (b) jed-
noosy tlak
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4 Plasticita

Teorie plasticity se zabyva pretvarnymi procesy materialt, pti kterych dochézi k trva-

Iym deformacim.

4.1 Jednoosy model plasticity

Obdobné jako v mechanice poskozeni zacneme nejdiive s jednoosym modelem plas-
ticity, ktery pozdéji zobecnime. Zakladem takového modelu je idealné plasticky clanek
postihujici nevratnou ¢ast deformace, ktera je zpisobena plastickym pokluzem. Jedinou
materidlovou vlastnosti plastického ¢lanku je mez kluzu, jez méa vyznam napéti, pii némz
dochéazi k neomezenému plastickému pretvareni za konstantniho napéti. Pokud této meze
neni dosazeno, k deformaci nedochazi. Jelikoz ve skute¢nych materidlech dochazi také k
elastické deformaci, plasticky ¢lanek nam k popisu skutecného chovani nestaci. Musime
tedy pripojit ¢lanek, ktery odpovida pruznému pretvareni. Takovému c¢lanku odpovida
pruzina s modulem pruznosti E. Pokud se omezime na teorii malych deformaci, mizeme
celkovou deformaci rozlozit na pruznou a plastickou ¢ast. Dostavame tzv. aditivni rozklad
deformace

£=¢.+&p (47)

Tim se dostavame k idealné pruznoplastickému modelu, ktery ziskdme sériovym zapoje-
nim pruziny a plastického ¢lanku. Pfi tomto zapojeni je napéti v obou ¢lancich stejné a

odpovida celkovému napéti . Konstitutivni vztah ma tvar

o= Ee, (48)

Zavedeme funkci plasticity

flo) = o] — o0 (49)

V tomto vyrazu mé oy vyznam meze kluzu. Pokud

flo) <0 (50)
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k plastickému pretvareni nedochéazi a material se chova jako pruzny. K plastickému pre-

tvareni mize dochazet pouze pokud

fla) =0 (51)

Hodnoty, pro které je funkce plasticity kladnd, jsou nepfipustné, nebot by to zname-
nalo, Zze material mize prenaset vétsi napéti, nez je mez kluzu. Definujeme jesté zakon

plastického pretvareni. Tento zdkon urcuje, ve kterém sméru nartista plasticka deformace

¢ =\ sgno (52)

V pripadé, Ze je rychlost deformace nenulova, musi mit stejné znaménko jako napéti.

Posledni tfi rovnice mizeme piepsat do tvaru

fle)<0  A>0  Af(o)=0 (53)

Prvni podminka urcuje pfipustné stavy funkce plasticity, druha fika, ze plasticka de-
formace muze béhem zatézovani pouze rust a tfeti je podminkou komplementarity, coz
znamend, ze piipady A > 0 a f (o) < 0 se vyluéuji, nebot A > 0 znamend plastické

pretvareni a f(o) < 0 pruzné chovani.

4.2 Jednoosy model platicity s izotropnim zpevnénim

V pripadé jednoosé napjatosti rozumime zpevnénim postupnou zménu okamzité meze
kluzu v pribéhu plastického pretvareni. Zakladnimi dvéma typy zpevnéni jsou zpevnéni
kinematické a izotropni. Pro jednoosy model je plasticky piripustnou oblasti interval,
ktery se pii kinematickém zpevnéni posouva, ale jeho velikost ztistava zachovana, zatimco
pri izotropnim zpevnéni se zvétsuje, ale stied zistava v pocatku. Zamérime se predevsim
na izotropni zpevnéni. Pro tento typ zpevnéni je podstatné, ze na zpeviovani ma vliv

velikost prirtistkti plastické deformace, nikoli jejich znaménko. Okamzitou mez kluzu
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nelze vztahnout k okamzité hodnoté plastické deformace. Abychom popsali tento proces,
zavedeme vnitini proménnou,tzv. kumulovanou plastickou deformaci k, ktera vznikne
seCtenim vSech prirtstki plastické deformace. Vztah mezi rychlosti piirtistku kumulované

plastické deformace a rychlosti plastické ¢asti deformace je
k= || (54)
Vyvoj kumulované plastické deformace v Case t ziskdme integraci

(t) = / &(r)ldr (55)

Okamzita hodnota meze kluzu poté zavisi na okamzité hodnoté kumulované plastické
deformace. Naptiklad volbou

Oy = 09 + kH (56)

dostavame model s linedrnim kinematickym zpevnénim. Funkci plasticity prepiseme
flo, k) =lo| = oy(k) (57)

4.3 Viceosy model plasticity

Prechod od jednoosého modelu k viceosému je velice primocary. Zakladni rovnice maji

v tomto priipadé tvar

e Aditivni rozklad tenzoru deformace na pruznou a plastickou ¢ast (pokud se ome-

zime na teorii malych deformaci)

eE=¢.+¢, (58)

e Vztah mezi napétim a pruznou ¢asti deformace

oc=D,:e (59)
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e Funkce plasticity
flo.k) =d(0) —ov(k) (60)
e Podminka plastické ptfipustnosti
flo.k) <0 (61)
e Zakon plastického pretvareni
ép = )‘ g(O‘, ’%) (62)
e Zakon izotropniho zpevnéni (zmékdceni)

O'y(li) = 0g + h(li) (63)

Ve viceosém piipadé funkce plasticity definuje plochu plasticity, ta se mize v pribéhu
zatézovani posouvat, zvétsovat, zmensovat, ¢i obecné ménit svij tvar, to vse v zavislosti
na vyvoji parametru zpevnéni. K plastickému pretvareni mtze dochéazet, jen kdyz je

material v plastickém stavu, coz vyjadiime podminkou

Mo, k) =0 (64)

Pokud je tedy materidl v pruzném stavu, t.j. f(o,x) < 0, musi piirtstek plastického
nasobitele ziistat nulovy, A= 0, a z toho vyplyva, zZe i prirtistek plastické ¢asti deformace
a parametru zpevnéni jsou nulové. Nastane-li plasticky stav, f = 0, ktery na parametr
A neklade 7adné omezeni, plastickd Cast deformace se vSak béhem zatézovani nemtize

zmensovat, z ¢ehoz dostavame podminku A > 0. Shrneme-li tyto podminky, dostavame

tzv. zatézovaci— odtézovaci podminky, obdobné jako pro jednoosy piipad:

<0 A>0 )\f(a,%;)z() (65)
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Pokud je material v plastickém stavu, mtze dochéazet ke dvéma pripadiim. Material se
miize pruzné odtézovat, nebo plasticky pretvaret. Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, pokud
je material v plastickém stavu, musi platit f = 0. Aby vSak dochéazelo k plastickému
pretvareni, musi byt i prirtistek funkce plasticity nulovy a zaroven rychlost plastického
nasobitele musi byt kladna.

A =0 (66)

4.3.1 Podminka plasticity

Podminkami plasticity se zde nebudeme prili§ zabyvat. Zminime pouze von Misesovu
podminku plasticity, ktera patti k nejcastéji pouzivanym a je vhodna predevsim pro ma-
teridly, ve kterych dochazi k plastickému pretvareni pokluzem podél krystalografickych
rovin. Takovymi materidly jsou predevsim kovy. Fyzikalné lze tuto podminku plasticity
interpretovat tak, Ze k plastickému pretvareni dochazi v ptipadé, kdy energie uloZzena
v materiadlu dostoupila kritické hodnoty. Jelikoz je plasticky pokluz v idedlnim krystalu
mechanismem, ktery vede pouze ke zménu tvaru, ale nikoli ke zméné objemu, nekona
hydrostaticka cast napéti pii takovém stavu praci. Z tohoto diivodu nemtiize podminka
plasticity na hydrostatickém napéti zaviset. Rozhodujici je tedy ta cast energie pruzné
deformace, pii které dochazi ke zméné tvaru. Tato prace odpovida druhému deviatoric-
kému invariantu napéti

J2 = §S ) (67)

Podminka plasticity ma tvar

flo)=VI—1=0 (68)

kde 7y je materidlovy parametr. Tento materidlovy parametr identifikujeme ze smykového
zatizeni materidlu. P¥i smykovém stavu napjatosti plati o0 = 091 # 0, zatimco ostatni
slozky napéti jsou nulové. Vypocitdme druhy deviatoricky invariant napéti J, = o3y,
tim se podminka plasticity redukuje na tvar |o13| = 79. Materidlovy parametr 7y tedy

odpovidd mezi kluzu ve smyku. Provedeme-li stejny postup, tentokrat za jednoosého
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2
. ;1 “osos . 911
tahu, 011 # 0, zatimco ostatni slozky tenzoru napéti jsou nulové, dostaneme J; = 3

K plastickému pretvareni podle von Misesovy podminky dojde, pokud je v/Jo = 79, tedy
za napéti 011 = v/37. Tato hodnota normélového napéti odpovida mezi kluzu v tahu o,

o
takze pomér mezi kluzu v tahu a ve smyku je 2 =3
To

4.3.2 Podminka plastického pretvareni

Zakonem plastického pretvafeni rozumime rovnici ve tvaru

&, = \g(0, ) (69)
s doplitujici podminkou A > 0. Déle se budeme zabyvat pouze sdruZenym zakonem
plastického pretvareni, ktery ma tvar

L Of

& =Ao (70)

Vyznam slova sdruzeny znamena, ze podminka plastického pretvareni je sdruzena s funkci
plasticity. Ze sdruzeného zakona plastického pretvareni vyplyva, ze smér prirtistku plas-
tické casti deformace je orientovan vnéjsi normalou k plose plasticity. Jelikoz plocha
von Misesovy podminky plasticity je konvexni, sdruzeny zakon plastického pretvareni

spliiuje princip maxima plastické disipace.

4.3.3 Zpevnéni

Predstavu zpevnéni l1ze z jednoosého ptipadu snadno zobecnit pro plasticky ptripustnou
oblast ve vicerozmérném prostoru napéti, odpovidajici viceosé napjatosti. P¥i kinema-
tickém zpevnéni se cela pripustna oblast posouva jako tuhé téleso, pricemz jeji tvar
a rozmeéry zustavaji beze zmény. Pii izotropnim zpevnéni se plasticka oblast rozpina,
pricemz jeji tvar se neméni, ale vSechny rozmeéry se proporcionalné zvétsuji. Nase dal-
si pozornost bude smérovat k izotropnimu zpevnéni. Funkci plasticity v tomto pripadé
zapiseme

flo,r) =d(o) —ov(k) (71)
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kde 7(o) je ekvivalentni napéti (skaldrni mira napéti) a oy (k) je funkce popisujici za-

vislost okamzité meze kluzu na kumulované plastické deformaci .
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5 Model spongiozni kosti

V této kapitole strucné predstavime model popisujici chovani spongiézni kosti popsany
napf. v [5]. V tomto modelu je kombinovana teorie plasticity s mechanikou poskozeni.
Nejdfive uvedeme strukturu tenzoru tuhosti, poté se zaméfime na zakladni rovnice po-

tfebné pro popis chovani spongiézni kosti.

5.1 Tenzor tuhosti

Ve strukture tenzoru tuhosti je brana v uvahu porozita kosti popsand parametrem
p € (0;1), ktery udava pomér zastoupeni kostni tkané v jednotce objemu. Anisotropie
(v tomto pfipadé zjednodusené na ortotropii) kosti je popsdna symetrickym, pozitivné

definitnim tenzorem druhého radu.

3
M = Z m;m; @ my (72)

m; jsou vlastni ¢isla tohoto tenzoru a m; jsou prislusné hlavni smeéry, které urcuji osy
ortotropie. Vlastni ¢isla jsou normalizovana podminkou 7'r(M) = 3.
Pro pfehlednost zapiSeme tenzor tuhosti do maticového tvaru pomoci Voightovy (inZe-

nyrské) notace.

(Ao + 2p0)m% Agmiml, Agmim} 0 0 0
Agmbm! (Ao + 2p0)m? Agmbm} 0 0 0
D, - Agmbm} Agmbml, (Ao + 240)m2! 0 0
0 0 0 pombymy 0 0
0 0 0 0 pomymy 0
0 0 0 0 0 pomiml
(73)

Konstanty Ag a pg jsou Lamého konstanty pro fiktivni material s nulovou porozitou, t.j

p =1, k al jsou bezrozmérné parametry urcené experimentalné.
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5.2 Podminka plasticity

Musime zminit, ze se opét omezime na teorii malych deformaci, ¢ili plati aditivni
rozklad deformace na elastickou a plastickou ¢ast. Zapiseme rovnici popisujici vztah mezi

efektivnim napétim a deformaci
o6=D.:e.=D,:(e—¢p) (74)
Nominalni napéti se vypocita jako
oc=(1-w)D.(e —¢,) (75)
V tomto piipadé budeme uvazovat obecnéjsi tvar funkce plasticity nez (68), a sice
f(6,k)=Ve:F:6—o"(k) (76)

Tato funkce plasticity zavisi jak na deviatorické, tak na volumetrické ¢asti tenzoru na-
péti. V podmince (76) se dale vyskytuje tenzor F', coZ je pozitivné semidefinitni ten-
zor 4. radu, ktery bude detailnéji specifikovan pozdéji. Je tieba upozornit, Zze tenzor
F m4 jednotky [Pa~2], &li viraz of (k) v podmince plasticity je bezrozmérna velic¢ina.

Zatézovaci—-odtézovaci podminky maji tvar
flo,k) <0 k>0 kf(a,k) =0 (77)

V téchto podminkach je misto rychlosti plastického nésobitele \ pouzita rychlost ku-
mulované plastické deformace %, coz ihned objasnime. Vyjdeme z podminky plastického
pretvareni

I L (78)
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Rychlost kumulované plastické deformace je definovana jako

i=\/2, &, (79)

Dosazenim (78) do (79) dostavame vztah mezi ¢asovou derivaci kumulované plastické

deformace a plastického nésobitele

. ||F o
3 Lo

Vo Fio 0

Z této rovnice je patrné, ze rozdil mezi ¢asovou derivaci kumulované plastické deformace
a plastickym nasobitelem je pouze ve skalarnim nasobku, ktery je vzdy nezaporny, to nam
tedy umoznuje zapsat podminky (77) pomoci kumulované plastické deformace. Podminku
plastického pretvareni také mtzeme vyjadiit pomoci kumulované plastické deformace

= kNP (81)

Ep = R —7
boE e

kde vektor N? = % je jednotkovy vektor, ktery udava smeér plastického pretvareni a

 jeho velikost. Nez uvedeme presnou strukturu tenzoru F' zavedeme tenzor

8 S %M,
N Zim M (82)
A/ 23 m._4q
ktery rozdéluje podminku plasticity na tahovou a tlakovou cast. Je-li
N:6>0 (83)

nachazime se v tahové ¢asti podminky plasticity a v podmince plasticity nahradime

tenzor F tenzorem F''. V piipadé
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pouzijeme tenzor F'~. Struktura tenzortt F~ a F'" je totoznd a shoduje se i se strukturou

tenzoru pruzné poddajnosti:

+
% - X122 - XIlsz 0 0 0
o] (01) (‘71)
+ +
i wE el 0 00
Xi XjE 1
F* = _(051)2 _(052)2 (05)2 000 (85)
0 0 0 = 0 0
23
0 0 0 0 = 0
31
0 0 0 0o 0 L

3
e

»

K prepisu tohoto tenzoru jsme opét pouzili Voightovu notaci, aii = ooi ppm?p ma vyznam
meze v kluzu v tahu (tlaku) ve sméru jednotlivych os ortotropie, 7;; = Toppmgmg je mez
kluzu ve smyku v rovinach ortotropie a Xfcj = XO:_ZZ jsou koeficienty interakce. Exponenty
p a q pouzity v téchto rovnicich vystihuji vliv strilktury kosti. Obecné nabyvaji riznych
hodnot nez koeficienty k a [, které byly pouzity pro tenzor pruzné tuhosti. Materidlové

konstanty U(:)t, To & X(jf odpovidaji vlastnostem materialu s nulovou porozitou. Aby byly

rovnice kompletni, zbyva uvést zakon poskozeni a zpevnéni.

5.3 Zakon zpevnéni

Budeme uvazovat izotropni zpevnéni. Funkce zpevnéni je v exponencialnim tvaru
o’ =1+ ou(1—exp™™) (86)

Ptipomenme, ze se jedné o bezrozmérnou veli¢inu, ktera je zavisla na kumulované plas-
tické deformaci k, o a s jsou nezaporné parametry, které je tieba identifikovat pomoci
experimentu. Jelikoz uvazujeme model se zpevnénim, mohlo by se zdat, Zze nedostavame

zmékeujici vétev pracovniho diagramu. Zmeékceni je vsak zplisobeno poskozenim.
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5.4 Zakon poskozeni

Zakon poskozeni

w=g(k) = we(l —exp™ ") (87)

mé obdobnou formu jako zakon zpevnéni, ale fyzikdlni vyznam veli¢in je samoziejmé
odlisny Jak jiz bylo zninéno, zmékéeni materidlu je dano poskozenim, bezrozmérny pa-

rametr a > 0 a kritické poskozeni w. < 1 urcuji sestupnou ¢ast pracovniho diagramu.
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6 Tenzor teéné tuhosti

6.1 Modely rizené ekvivalentni deformaci

Pti analyze modelu poskozeni mohou nastat dva stavy.

1. Material je v pruzném stavu a poskozeni se neméni. Vztah mezi napétim a defor-
maci mizeme diferencovat podle ¢asu a hodnotu poskozeni povazovat za konstantu.

Tim dospéjeme k prirtistkovému tvaru

6=(1-w)D,:€ (88)

2. Pokud okamzity stav spliuje podminku €., = x, mlize dochazet k pruznému od-
tizeni za konstantniho poskozeni nebo k ristu poskozeni. Poskozeni tedy neni kon-

stantni a musime ho také diferencovat podle casu:

6=(1-w)D.,:é—-D,:ew (89)

Parametr poskozeni w je funkci vnitini proménné x, vyjadiime ho tedy jako w =

g(k) a pomoci pravidla pro derivaci slozené funkce

R CE = gk (90)

V pripadé ristu poskozeni je funkce poskozeni nulova a plati rovnost £ = €.
Pti derivaci ekvivalentni deformace podle ¢asu opét pouzijeme pravidlo o derivaci

slozené funkce, nebot ekvivalentni deformace je funkci deformace €:

. degg(e(t))  Oceqde
Cea = dt ~oe dat

kde
e

n= (92)
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Je tfeba dodat, ze k rozvoji poskozeni materidlu dochazi, pokud je

g=n1€>0 (93)

a rychlost poskozeni je dana vztahem

w=gn:é€ (94)

Po dosazeni do (89) ziskdme hledany vztah mezi pFirtistkem napéti a piiristkem
deformace

c=[(1-w)D.,—¢gaan|:€ (95)

Vyraz
Deg=[(1-w)D. - g'd @] (96)

je tenzor tecné tuhosti poskozujiciho se materialu. Konkrétni hodnota tenzoru tec¢né
tuhosti zavisi na okamzitém stavu, ve kterém se material nachazi, ale také na volbé

ekvivalentni deformace.

6.2 Model Comi—Perego

Pii vypoctu rychlosti poskozeni pro model Comi—Perego vyjdeme z podminky konzi-

stence

of .. 0f .
e .e+awtwt—0 (97)
7 této rovnice dostavame
o .,
. Oe
Wy = % (98)
8wt

Po dosazeni do (89) dostaneme tenzor tuhosti. Vysledna struktura tenzoru tuhosti se

nemeéni, pouze tenzor N a ¢’ maji jiny vyznam. Tenzor 7, ktery mél pro izotropni modely
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zalozené na ekvivalentni deformaci vyznam derivace ekvivalentni deformace podle ten-

zoru deformace, ma v tomto pripadé vyznam derivace funkce poskozeni podle tenzoru

deformace:
ofi
== 99
n= e (99)
Skalarni veli¢ina ¢’ se vypocita jako
1
r_
9= a7 (100)
&ut

6.3 Mazarsuv model

Vyjdeme z rovnice (89). Potfebujeme vypocitat rychlost poskozeni, diferenciaci rovnice

(42) podle ¢asu dostavame

W= Qywy + Q0 + e + Qee = Quwy + Qugim © € + Gew, + Qegim : € (101)

kde

d = 3 (Z €”<€I>)61 & = Ky (102)

G = —3 (1 -y E”§I>)ﬁl & = k. (103)

8—1 B-1
V téchto rovnicich jsme oznacili k; = (Z Q;#) ak.=—0 (1 -> @)

€

= g'ﬂ<gz->; eule) zsﬁ<gg3>n & (104)

Casové derivace vyrazu e;; se vypocita jako
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) v v . i
fu =1 |Hlo) = 1 Y H(ok)|8:é+ H(o))p, @p;: €
K (105)
v .
1w EI:H<O-I)pI Qpr:€
Rychlost kladné ¢asti deformace
<5I> = H(er)p,®@p;: € (106)

H(z) ma vyznam Heavisidovy funkce. Dosadime vyrazy (105) a (106) do rovnice (104)

a vyjadrime & pomoci rychlosti tenzoru deformace a tenzoru &

G=¢€:é (107)

Ptesnou strukturu tenzoru & zde neuvadime.

Vyraz pro w dosadime do rovnice (89)

o = [(1 —w)D, — [(ong; + ego)n + (gike + geke)€] @ 6] - €

(108)
= [0 -w)D.—(gn+gé) o] : €
Pro pfehlednost jsme oznacili ¢ = aug; + gl a g = gk + geke.
Dostavame tedy tenzor te¢né tuhosti ve tvaru
D=(1-w)D.—(gn+gé)®0o (109)

V tomto pripadé méa tenzor tuhosti jinou strukturu nez v predchozich pripadech. V rovnici
(109) se opét vyskytuje sefnd tuhost, neni-li 1 skaldrnim nésobkem &, dostdvame opravu

hodnosti 2.



6 TENZOR TECNE TUHOSTI 32

6.4 Von Misesova podminka plasticity

e Model bez zpevnéni

Vyjdeme ze vzahu mezi napétim a pruznou ¢asti tenzoru deformace (59), do této

rovnice dosadime (58). Vzniklou rovnici diferencujeme podle ¢asu

& =D.(¢é —&,) (110)

Déle dosadime zakon plastického pfetvareni (70)

o =D.(¢ — \g) (111)

a pouzijeme vztah pro rychlost plastického néasobitele odvozeny z podminky kon-

zistence (66). Dostavame vysledny vztah mezi rychlosti napéti a deformace

D. : :De\ .
d:(De— g8 )s (112)
g:D.:g
Vyraz
D, : D,
D, =D, — —- 898 (113)
g:D.:g

nazveme pruznoplastickym te¢nym tenzorem.

e Model s kinematickym zpevnénim

Postup je obdobny jako pro plasticky material bez zpevnéni, vysledek je

_De:g@g:D6
g:D.:g+kH

D., = D, (114)
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6.5 Model spongiozni kosti

Vyjdeme z rovnice (75), tuto rovnici diferencujeme podle casu.
oc=(1-w)D,: (¢ —€,) —w,0oFk (115)

ow
Ptitom w, = —. Déle pouzijeme zdkon plastického pfetvafeni (70) a podminku konzis-

Ok

tence (66), nakonec dostavame tenzor tecné tuhosti

l1-—w)D.: N’ +w,0)® D, : N

((
D,,=(1-wD,— 116
pi=(1—w) NP :D,.: NP +ovoh/ | F:o| (116)
OaP
Zde je oP. = ai. Poznamenejme jen, ze v piipadé w = 0 a w, = 0 dostavame tenzor
’ K

tecné tuhosti ve tvaru (114).
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7 Lokalizace nepruznych deformaci

Colliat-Dangus, 1988 Johanssan, 2002

Obrazek 6: Piiklady lokalizované nepruzné deformace v zeminé a betonu

Problém lokalizace poskozeni objasnime na jednoduchém prikladu tazeného prutu.
Uvazujme prut o konstantnim pritezu A, délky L, ktery je natahovan silou F. Prut se
chovéa linearné pruzné az po dosazeni deformace ¢y, které odpovida napéti, jez oznacime
jako mez pevnosti v tahu f;. Poté uvazujme ten nejjednodussi (linearni) zakon poskozeni.
V kazdé ¢asti prutu klesa napéti, bud pii klesajici deformaci (prut se pruzné odtézuje)
nebo pfi rostouci deformaci (prut zmékéuje). Ze statickych rovnic plyne, Ze napéti musi
zlstat stejné po celé délce prutu. Pro jakékoliv efektivni napéti o mezi 0 a f; existuji dvé
hodnoty deformace, které vyhovuji materidlovym rovnicim. Problém nastava v tom, ze
zadna rovnice nam neurcuje, jaka ¢ast prutu se pruzné odtézuje a ktera cast prutu zmeék-
¢uje. Reseni tedy neni jednozna¢éné. Pokud mé mald éast prutu mensi prifez, napiiklad
v dtsledku néjaké imperfekce, pak je v tomto prifezu dosazeno pevnosti f; difive nez
v ostatnich ¢astech prutu. V této casti prutu zacne dochazet ke zmékcovani, zatimco
zbyla délka prutu se pruzné odtézuje, nebot pevnosti f; jesté nebylo dosazeno. Z toho
vyplyva, ze velikost oblasti, kterd zmékcuje, je dana velikosti oblasti s nejmensi pevnosti.
Pfi vypocétech metodou koneénych prvk mizeme sit zjemnovat a méli bychom dostévat
stale presnéjsi feseni. AvSak v tomto piipadé se poskozeni muze lokalizovat stale do
mensiho segmentu prutu. Velikost tohoto segmentu je dana rozmérem prvku. Lokalizaci

poskozeni pfi vypoctech metodou konecénych prvki ovlivituje nejenom velikost prvki,
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ale také jejich orientace, pravidelnost sité a dalsi faktory. Otazkou tedy zustava, jak se
bude chovat skutecné konstrukce, nebot poskozeni, které vznika rozvojem trhlin a jinych
defektt1, se nemiize lokalizovat do libovolné malého segmentu prutu, ale lokalizuje se
do zény o velikosti, ktera odpovida vnitini charakteristické délce materialu. Izotropni
model poskozeni vSak o této vnitfni charakteristické délce materidlu nic neudava. Z
matematického hlediska je diisledkem nejednoznacnosti feseni pii zmékcovani materialu
ztrata elipticnosti diferencialni rovnice, kterou je problém popsan. Pfi popisu materialu

izotropnim modelem poskozeni dochazi k témto nesrovnalostem:

1. Deformace a poskozeni se lokalizuji do zény, kterd muze byt libovolné mala.

2. Préce vykonand vnéjsimi silami (préce vykonand pii poruseni konstrukce) je libo-

volné mala.

3. Pfi feseni metodou konecnych prvku je vysledek patologicky zavisly na poctu ko-

necnych prvki.
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8 Lokalizac¢ni analyza

Uvazujme téleso rozdélené plochou nespojitosti na dvé ¢asti. Oznacime je V'~ a V.
Vektor n je normdlovy vektor na tuto plochu a je orientovan z V'~ do V. Rychlosti
napéti jsou vazané podminkou

n-ot=n-o- (117)

a rychlosti deformaci v jedné a druhé c¢asti télesa podminkou

(%) (25 e "

Pro lepsi predstavu muzeme c rozlozit jako soucin ¢ = ém, é znaci velikost skoku a

c L] /. ’ v /7 /. . v ’ .
m = —— je normovany tenzor prvniho fadu zvany polarizaéni vektor. Uhel mezi

el
vektory m a m udava, o ktery méd poruseni se jedna. Pokud n = m, jedna se o tzv.
tahovy mdd. Je-li m kolmé na n, jedna se o méd smykovy. V teorii malych deformaci je
deformace definovana jako symetricka ¢ast gradientu posunt. Rovnici (118) vyjadiime

ve tvaru

1
é+:é7+§(m®n+n®m)é (119)

Vztah mezi napétim a deformaci v oblasti V* a V~
ot=D":¢" o =D :é& (120)

kde D™ a D" je tenzor tuhosti na jedné a druhé ¢sti télesa. Po dosazeni rovnice (119)
do rovnice (120), vyuziti malé symetrie tenzoru tuhosti a nékolika tpravach dostavame
rovnici

(n-Dt-n) - mé=n-(D” —D%): & (121)

Pokud uvazujeme tenzor tuhosti na obou stranach télesa stejny, rovnice se nam zjed-

nodusi. Vylouéime ¢ = 0, nebot tato situace neodpovida skutecné bifurkaci. Po téchto
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upravach dostavame

(n-D-n)-m=0 (122)

Vyraz n - D -n oznad¢ime jako @ a nazveme lokaliza¢ni tenzor. Z rovnice (122) je ziejmé,
ze lokaliza¢ni podminka je ekvivalentni singularité lokaliza¢niho tenzoru. Vektor m od-
povida vlastnimu vektoru pro nulové vlastni ¢islo lokalizacniho tenzoru. Dostavame tedy

klasickou lokaliza¢ni podminku

det Q =0 (123)

Singularita lokaliza¢niho tenzoru je ekvivalentni jiz zminéné ztraté eliptic¢nosti.

Obrazek 7: Médy lokalizace: (a) tahovy méd (b) smykovy méd

Pii lokalizacni analyze musime najit vektor n tak, aby byla splnéna rovnice (122). Kdyz

takovy vektor neexistuje, pole napéti musi zistat spojité.

8.1 Lokaliza¢ni analyza izotropnich modeli poskozeni

P1i lokaliza¢ni analyze musime rozlisovat tii stavy:

1. Pruzné odtézovani na obou stranach. V tomto pripadé mizeme polozit

D~ =D*=D,=(1-w)D, (124)

Lokaliza¢ni tenzor poté vypada nasledovné:
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Qu=(1-wn -De-n=(1-w)Q. (125)

Neni tézké ukazat, ze Q. je pozitivné definitni, lokaliza¢ni podminka tedy nemtize

byt splnéna.

2. K rtstu poskozeni dochazi na obou stranach. Tentokrat je opét tenzor tuhosti na

obou stranach stejny, ale ma vyznam tecné tuhosti materialu.

D~ =D% =D (126)

Qui=1-wQ,~gd(n- )M n)=Qu—gGnRnNn (127)

Je-li Q.4 singularni, musi existovat nenulovy vektor m tak, ze Q.4 - m = 0. Po

dosazeni dostavame

Q. m =g'&n(n, m) (128)

Jelikoz je Q. vzdy pozitivné definitni, je invertibilni. Prava strana rovnice je pouze
skalarnim nésobkem &,,, m mtzeme vyjadfit jako aQ. ' - &, kde a je zatim

neznamé ¢islo. Po dosazeni do rovnice (128)

(1-gn,-Q.' - 6,)ac,=0 (129)

Pokud je a nebo &, rovno nule, dostavame trivialni feseni, které neodpovida sku-
tecné bifurkaci. Pokud chceme, aby rovnice (129) byla splnéna, musi byt nulovy

vyraz v zavorce. Odtud plyne podminka

g Qy o =1 (130)

Vysledek souc¢inu n, - Q ' &, zavisi na elastickych konstantach, na okamzitém
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stavu materidlu a na sméru plochy nespojitosti. Pro dany material a dany stav ma-
teridlu je vysledek funkci jednotkového vektoru n. Minimalni hodnota ¢’ potfebné

k bifurkaci je

1
/
Gerit = 1 = (131)
max n &y O0n
72]]=1 ("7 @ )

3. V tomto pfipadé je tenzor tuhosti na kazdé strané télesa jiny a musime vychazet z
rovnice (121). Reseni je v tomto p¥ipadé komplikovanéjsi a zde ho zminovat nebu-
deme. Da se ukazat, ze podminka singularity lokaliza¢niho tenzoru je postacujici.

Resen{ je k nalezeni v [2].

8.2 Lokaliza¢ni analyza modeli poskozeni za rovinné nap jatosti

V této casti se budeme zabyvat analyzou ve dvou rozmérech za predpokladu rovinné

napjatosti. Tenzor pruzné tuhosti za rovinné napjatosti ma tvar
D, =2G (I + 1#5 ® 6) (132)
—v

kde v je Poissontiv soucinitel. Prislusny elasticky akusticky tenzor je

Qe:n.De.n:G(é—i—i—i_Vn@n) (133)

—v
Pro dosazeni do (131) potfebujeme vypocitat inverzi tenzoru Q, = (1 —w)Q,,

1
Cl-w

Q. Qe‘l:ﬁ(é—””ne@n) (134)

2
Pro prehlednost zavedeme funkci

1
(1-w)G

1+v
2

Qi

fn)=m, Qo = noneon- e mneo )| (3)
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Pokud tuto funkci prepiSeme ve slozkovém zapisu vzhledem k hlavnim smérim tenzoru

o a n (oba maji stejné hlavni sméry), dostaneme polynom 4. stupné

B _ 14+v _ _
MEIN; + 1eGans — T(W’L? + man3) (510 + Gan3) (136)

(1-w)G

Tento polynom musime maximalizovat s omezenim n? + n3 = 1, nebot n je jednotkovy
vektor. Oznadime-li n? = N; a poloZzime N, = 1 — Ny, pfejde funkce f na kvadra-
tickou funkci jedné proménné N;. Musime ale zabezpecit splnéni omezujici podminky
0<N < 1.

Za predpokladu 6, > 75 a 17y > 19 je maximalizovana funkce konkavni a globalniho

maxima nabyva pro

mao1 + vnear — (1 + v)(maa + 1n201) /2
(1+v)(m —n2) (51 — G2)

Nl,crit = (137)

Pokud je tato hodnota zaporné, je hledanym fesenim N, .,;+ = 0 a plocha nespojitosti je
kolmé na smér nejvétsiho hlavniho napéti. Pokud je vétsi nez 1, je feSenim Ny = 1
a plocha nespojitosti je kolmé na smér nejmensiho hlavniho napéti. Kritickd hodnota ¢

v . ! _ _ _
se Vypocte JakO Gerit = 1/f(n1,crita n2,c7‘it>7 kde nl,crit AV Nl,cm't a n2,crit -V 1— Nl,crit-

Lepsi pfedstavu o chovani modelu nez ¢, ndm da kritickd hodnota teéného modulu

Begerit = (1 —w — gloy€eq) E = (1 —W = = )) E (138)

f (nl,crib N2 crit

8.3 Lokaliza¢ni analyza von Misesova modelu plasticity

Opét vyjdeme z rovnice (122), tentokrat vSak za tenzor tecné tuhosti dosadime z

rovnice (113). Dostavame elastoplasticky lokaliza¢ni tenzor

1 1
er:n~Ded‘n:n-De~n—En-(De:g®g:De)~n:Qe—Eb®a (139)
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V této rovnici jsme pro prehlednost oznacili

h=g:D.,:g+kH a=n-D,:g b=n-D,:g (140)

Provedeme-li stejny postup jako pro modely poskozeni, vychézi kriticky modul zmékceni,

pii kterém vznika nespojitost

kHerit = max (a-Q.'-b)—g:D.:g (141)
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Ohel lokalizace o
B B 8 8 8 3 B 8

kriticka hodnota Eed/Eu

o &
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Obrazek 8: Vysledky lokalizacni analyzy pro Mazarsovu definici ekvivalentni deformace:
(a) zévislost sméru plochy nespojitosti na typu naméhani, (b) zavislost kritického te¢ného
modulu na typu naméahani

9 Vysledky lokaliza¢ni analyzy

9.1 Modely poskozeni

Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro tii definice ekvivalentni deformace za rovinné na-
pjatosti jsou znéznornény na obrazcich 8-12. Smér potencialni plochy nespojitosti je
popsan lokalizacnim thlem «, coz je thel mezi normélou na plochu nespojitosti a
hlavni osou, odpovidajici nejvétsimu hlavnimu napéti. Tento tthel se vypocita jako
Qv = arccos Ny cpit = arccos \/m Misto hodnoty gL, je vykreslen kriticky pomér tec-
ného a setného modulu Eeg it/ Ey. Méd lokalizace je zndzornén thlem mezi vektory m
a n. Lokaliza¢ni thel, hodnota kritického modulu i mdéd lokalizace zaviseji na zvoleném
typu ekvivalentni deformace, Poissonové souciniteli a napjatosti. Napjatost je charakteri-
zovana pomérem s /1. Pro jeji ndzorny popis zavedeme v roviné hlavnich napéti polarni
thel 6, pro ktery plati 6, = ccosf a g9 = csinf, kde ¢ = \/m je nezaporné cislo.
Pro 1 > a5 je 6 € [—135°;45°]. Hodnoty 6§ = —135°, —90°, —45°, 0°, 45° odpovidaji
dvojosému tlaku, jednoosému tlaku, smyku, jednoosému tahu a dvojosému tahu.
Vysledky lokaliza¢ni analyzy jsou ponékud prekvapivé. Pro Mlazarsovu definici ekviva-
lentni deformace (obrazek 8) je za jednoosého tahu lokaliza¢ni tithel nulovy a lokaliza¢ni
mod tahovy pouze v piipadé nulového Poissonova soucinitele. Pro typickou hodnotu

v = 0.2 je plocha nespojitosti odklonéné a neprochéazi tedy kolmo k hlavnimu napéti,
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(a)

mod lokalizace

mod lokalizace

g.;
sl
Py

Obréazek 9: Typ médu nespojitosti v zavislosti na typu namahéni: (a) Mazarsova definice
ekvivalentni deformace, (b) Rankinova definice ekvivalentni deformace

(a) (b)

Ghel lokalizace «
¥ B & 8 8 3 &8 8

-2
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Obrazek 10: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro Rankinovu definici ekvivalentni deformace:
(a) zévislost sméru plochy nespojitosti na typu naméhani, (b) zavislost kritického te¢ného
modulu na typu naméahani

navic nenastava tahovy maéd. Jesté vice prekvapujici je kritickd hodnota te¢ného modulu.
V nékterych pripadech mize k lokalizaci dochézet dokonce jesté pred dosazenim vrcholu
pracovniho diagramu. Neplati tedy prilis zjednodusena predstava, ze lokalizace nastava
pouze pii zmékcovani.

Na obrazku 10 jsou zobrazeny lokalizac¢ni vlastnosti modelu s Rankinovou definici ekvi-
valentni deformace. Pokud jsou obé hlavni napéti zaporna, k lokalizaci nemtize dochazet.
To je logické, protoze v tomto pripadé neni ekvivalentni deformace podle Rankinovy
definice kladna a nedochéazi viibec k rozvoji poskozeni. Pro jednoosy tah je lokaliza¢ni
thel opét nulovy pouze pfi nulovém Poissonové souciniteli. Tahovy mdd lokalizace za
jednoosého tahu nastava také pouze pii hodnoté v = 0. Ve vétsiné pripadi je kriticka
hodnota tecného modulu kladné a k lokalizaci opét mtze dochazet ve zpevnujici ¢asti

pracovniho diagramu.
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Obréazek 11: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro upravenou von Misesovu definici ekviva-
lentni deformace: (a) zavislost sméru plochy nespojitosti na typu namahéni, (b) zévislost
kritického tecného modulu na typu namahani
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Obrazek 12: Typ médu nespojitosti v
sova definice ekvivalentni deformace

zavislosti na typu namahani: upravena von Mise-
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Obréazek 13: Vysledky lokalizacni analyzy pro model Comi—Perego: (a) zavislost sméru
plochy nespojitosti na typu naméhani, (b) zavislost médu lokalizace na typu namahani
Nakonec uvazujme upravenou von Misesovu definici ekvivalentni deformace (obrézek
11). Na prvni pohled se zdaji byt tyto vysledky v dobrém souladu s nasim ocekavanim,
napiiklad za jednoosého tahu je lokalizac¢ni thel nulovy a plocha nespojitosti je tedy
kolméa ke sméru zatizeni, tithel mezi vektory m a mn je taktéz nulovy. Avsak te¢ny modul
dosahuje v tomto pripadé vyrazné kladné hodnoty a lokalizace mize nastat velmi brzy
pred dosazenim vrcholu pracovniho diagramu.

Vlastnosti modelu Comi—Perego zaviseji na celé fadé parametrii. Lokaliza¢ni analyza
byla provedena pro nasledujici hodnoty (pfevzaté od autort modelu): F = 31.84 GPa,
a; = 0.25, by = 3.16 MPa, k, = 9.8 MPa?, oo, = 2.882 MPa, 0., = 1.729 MPa, wy, = 0.3,
¢ = 2, a. = 0.003, b, = 2.804 MPa, k. = 233.4 MPa?, oy, = 30.84 MPa, o,. = 15.42
MPa, wg. = 0.555, ¢, = 2. Vysledky lokaliza¢ni analyzy modelu navrzeného Comi a
Peregem jsou patrné z obrazku 13. Pro tento model je za jednoosého tahu lokalizac¢ni
tthel nulovy nejen pro hodnotu v = 0, ale i pro standardni hodnoty Poissonova soucinitele
v =0.2, v =0.3. Pro v = 04 a vétsi k lokalizaci jiz nedochazi kolmo na zatizeni. Pii
smyku je lokaliza¢ni thel roven 45°. Za jednoosého tlaku je hodnota zavisla na Poissonove
souciniteli a pohybuje se v rozmezi 60 az 70 stupnt.

Dochéazi-li k lokalizaci tlakového poskozeni, tithel mezi vektory n a m lezi v intervalu
(110°,145°). Pro 6 rovno pfiblizné 83° zacind dochézet k lokalizaci tahového poskozeni a
mod lokalizace je pro vSechny hodnoty v velice blizko médu tahovému.

Vysledky lokaliza¢ni analyzy Mazarsova modelu jsou na obréazcich 14 a 15. Lokalizac¢ni
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Obréazek 14: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro Mazarsiv model: (a) zavislost sméru plochy
nespojitosti na typu namahéni, (b) typ médu nespojitosti v zavislosti na typu namahéani

kriticka hodnota Eed/Eu

Obrazek 15: Zavislost kritického te¢ného modulu na typu naméhani: Mazarstiv model

thel ani mod lokalizace se prilis nelisi od modelu s Mazarsovou ekvivalentni deformaci.
Lokaliza¢ni thel je pro tahové zatizeni nulovy pouze pro v = 0, pro tuto hodnotu Poisso-
nova soucinitele dochéazi k tahovému mdédu. Pro ostatni hodnoty Poissonova soucinitele je
plocha nespojitosti odklonéna a nedochazi ani k tahovému moédu. Obréazek 15 zobrazuje
kriticky tecny modul, ktery neni v zadném pripadé kladny, k lokalizaci nikdy nedochazi
pred vrcholem pracovniho diagramu. Pro ¢isté tahové stavy ve vétsiné piipadi dochéazi k

lokalizaci na vrcholu pracovniho diagramu, tomuto stavu odpovidé hodnota E.4/FE, = 0.

9.2 Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro von Misesovu podminku
plasticity

Pro von Misesovu podminku plasticity provedeme lokaliza¢ni analyzu pouze v jedno-

osém tahu a ve smyku.
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Za jednoosého tahu ma tenzor napéti strukturu

o =01p; ® Py (142)
a deviatorickd c¢ast
2 1 1
§=01(3P1OP — P OPy — P O Py (143)

Tenzor s promitneme do sméru vektoru n

g
s-m = 31(2"11’1 — NPy — N3Ps3) (144)
Jesté zbyva vypocitat
n-s-n:%@n?—ng—ng) (145)

Dosazenim do rovnice (141) dostavame

2

ﬁmax |:1—|—2C08204—

g (=1 + 3 cos® a)ﬂ (146)

2(1—-v)

kde o znadi lokaliza¢ni thel. Vyraz v zavorce je maximalni pro cos?a = Z_T” Dosadime

do rovnice (141) a vypod¢itame kriticky plasticky modul pii kterém nastéva lokalizace

9G 0?5 —v 5—v 1+v E

kH.i = — — - 3G = -3)G=- G=—-— 147
T g2 9 2 ( 2 ) 2 (147)

Obdobny proces provedeme pro smykové zatizeni o = op, ® p; — op, ® p,. Tento tenzor

napéti ma nulovou volumetrickou ¢ast, ¢ili ho mizeme povazovat zaroven za deviatoric-

kou ¢ast s. Postup je jinak totozny jako v predchozim piipadé, vypocitame souciny s-n

an-s-n, dosadime do rovnice (141) a provedeme maximalizaci. Pro smykové namahéani

vychazi lokaliza¢ni thel a@ = 45° a kritickd hodnota zmékceni kH.,.;; = 0.
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Obrazek 16: Hodnoty determinantu lokalizacniho tenzoru v zavislosti na lokaliza¢nim
uhlu: von Misesova podminka plasticity

9.3 Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro model spongiozni kosti

Struktura tenzoru tuhosti je v tomto pripadé ponékud slozitéjsi, nez u modelt posko-

vvvvvv

(l1—wn-D.: NP +w,n-6)®D,: N -n
N?:D,: NP +orcl,/ | F:a |

Qp=(1-w)Q, — (148)

Nagim cilem je najit nejmensi hodnotu kumulované plastické deformace x, pro kterou
existuje vektor n takovy, Ze lokalizacni tenzor @, je singularni. Specialni volbou tenzoru
F' dostavame von Misesovu podminku plasticity, pro kterou byla provedena lokalizacni
analyza v jednoosém tahu a ve smyku. Staci volit parametry p = m; = my = mg = 1,
Xo = 1/2 a 78 = 02/3. Na obrazku 16 jsou zobrazeny vysledky lokaliza¢ni analyzy
provedené s parametry, které odpovidaji von Misesové podmince plasticity, s v = 0.18.
7. teoretické analyzy pro von Misesovu podminku vychazi lokalizac¢ni tthel pii smyku
a = 45°. Pti tahovém namahani je tento thel zavisly na Poissonové souciniteli a pro
konkrétni hodnotu v = 0.18 vychazi a = 38.8°. Vysledky jsou tedy v souladu s vysledky
provedenymi pro model kosti se specialni volbou tenzoru F' odpovidajici von Misesové
plasticite.
Na obrazku 17 jsou jiz vysledky lokaliza¢ni analyzy modelu spongiézni kosti. Lokalizac/-
ni analyza byla provedena pro materidlové parametry : Ag = 495.8MPa, 1, = 0.18,
= 1.45,1= 1.3, of = 4.89MPa, o, = 8.15MPa, xg = —0.522, x; = 0.327, p = 1.45,

g = 1.16, ol = 1.7, s = 1100, w, = 0.925, a = 200, m; = 0.8, my = 1, my = 1.2
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Obrazek 17: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro model spongiézni kosti: (a) zavislost sméru
plochy nespojitosti na typu naméhani, (b) typ médu nespojitosti v zavislosti na typu
namahani

a p = 0.34. Tyto parametry byly pfevzaty z [5]. Lokaliza¢ni analyza byla provedena
za rovinné napjatosti ve tfech rovinach ortotropie materialu. Je vSak tfeba postihnout
materidlu, nebot tam stacilo vySetfovat ty stavy, pro které bylo oy > 0. V tomto ptipadé
musime postihnout i ty stavy, kdy je oo > oy. Tato skutecnost je v grafu 17 vyfesSena
nasledovné: nejprve je v hlavni roviné 1,2 provedena lokaliza¢ni analyza pro ty stavy
napjatosti, kdy o; > o9, to vystihuje kiivka 'm1m?2’, a poté je lokaliza¢ni analyza prove-
dena pro stavy napjatosti oo > 01, coz znazornuje kiivka 'm2m1’. Obdobné pro ostatni
roviny. Jelikoz typickym naméhanim kosti je tlakové naméhani, zamérime se spiSe na
tuto oblast. Lokaliza¢ni thel je v pripadé jednoosého tlaku v rozmezi 49° az 68°. Ob-
dobné jako v predchozich pripadech neni nespojitost kolma na hlavni napéti a nenastava
védét jeji skuteéné chovani. Jak ukazuji experimentalni vysledky, lokalizovana zéna v

nékterych pripadech skutecné neni kolméa na tlakové zatizeni.
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Obrazek 18: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou koneénych prvkid na dvou
ruznych sitich pro (a) Mazarsovu, (b) Rankinovu definici ekvivalentni deformace
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Obrazek 19: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou kone¢nych prvki pro uprave-
nou von Misesovu definici ekvivalentni deformace s pomérem pevnosti (a) £ = 1, (b)
k=10
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10 Simulace lokalizace metodou konec¢nych prvki

Nékteré vysledky ziskané teoretickou analyzou byly ovéfeny numericky metodou ko-
necnych prvkt. Simulovany vzorek obdélnikového tvaru byl zatizen jednoosym tahem.
Vypocty metodou konecnych prvki byly provedeny za predpokladu rovinné napjatosti,
prvky byly ¢tyiuhelnikové izoparametrické s bilinearni aproximaci a ¢tyrbodovou inte-
graci. Bylo sestrojeno nékolik sikmych siti, obsahujicich natocené pasy prvkt. Ukazalo
se, ze numerické TeSeni spontanné lokalizuje do vrstvy prvkil, ktera je natocena o thel
velmi blizky thlu predpovézenému teoretickou analyzou.

Obrazky 18-19 dokumentuji vliv sité konecnych prvkid na lokaliza¢ni vlastnosti, Pois-
sonuv soucinitel byl pevné zvolen jako v = 0.2. Na obrazku 18a jsou predvedeny vysledky
pro dvé rizné sité s izotropnim modelem poskozeni a Mazarsovou definici ekvivalentni
deformace. Lokalizované poskozeni je znazornéno cervené, modra ¢ara znaci tthel urceny
teoretickou analyzou. Obdobné jsou prezentovany vysledky na obrazku 18b pro model s
Rankinovou ekvivalentni deformaci.

Obrazek 19 ukazuje lokalizaci pro upravenou von Misesovu definici ekvivalentni defor-

mace na stejné siti, pro rizné hodnoty parametru k, ktery udava pomér pevnosti v
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Obréazek 20: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou konec¢nych prvkd pro Mazar-
sovu definici ekvivalentni deformace s Poissonovym soucinitelem (a) v =0, (b) v = 0.5
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Obrazek 21: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou kone¢nych prvkid : mod nespo-
jitosti pfi Poissonové souéiniteli (a) v =0, (b) v = 0.5

jednoosém tlaku a tahu. Déle byl simulovan vliv Poissonova c¢isla na thel lokalizace.
Na obrazku 20 jsou zobrazeny dvé sité s Mazarovou definici ekvivalentni deformace a
s ruznym Poissonovym ¢islem. Na poslednim obrazku 21 je mdd nespojitosti, Sipkou je
naznacen teoreticky smeér, ve kterém by se méla nespojitost sitit. Je patrné, ze vysledky

simulace jsou v dobré shodé s teoretickou analyzou.
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11 Zavér

V této diplomové praci je provedena lokaliza¢ni analyza modelii izotropniho poskozeni
a teorie plasticity. Nejprve je ukazano prekvapivé chovani jednoduchych modelti izotrop-
niho poskozeni v zavislosti na volbé ekvivalentni deformace. Prekvapivé chovani spoc¢iva
ve vzniku lokalizované zdény, ktera neni kolmé na nejvétsi hlavni napéti. U nékterych
modeld navic dochézi k lokalizaci jesté pred vrcholem pracovniho diagramu. Dale jsou
zkoumany dva sofistikovanéjsi modely, které byly navrzeny pro beton. Ani u téchto mo-
delii neziskdvame uspokojivé chovani. Nasledné je provedena lokaliza¢ni analyza slozi-
téjstho modelu, ktery kombinuje mechaniku poskozeni a teorii plasticity. Tento model
byl navrzen pro popis chovani spongiézni kosti. V zavérecné kapitole je c¢astecné oveéreno

chovani modeli zaloZenych na ekvivalentni deformaci pomoci numerickych simulaci.

Cilem dalsi prace by mélo byt ovéreni chovani sofistikovanéjsich modelti numerickymi
simulacemi, pripadné ovéfeni chovani pii obecnéjsich stavech napjatosti. Budouci vyzkum
bude zaméten predevsim na model spongiozni kosti, kde zlistava mnoho otevienych ota-
zek. Napft. vliv porozity, Poissonova ¢isla a dalsich materidlovych parametrii na vysledky

lokaliza¢ni analyzy.
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