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Abstrakt

RGzné podoby diskrétnich modell, napf. lattice (,mrizovych“) nebo ¢asticovych modeld, se
v posledni dobé stale Castéji vyuzivaji k popisu vysoce nelinearnich probléma, kdy dochazi
ke znacnym zménam puvodni geometrie.

V tomto prispévku je zkouman Casticovy trojrozmérny model sestavajici z tuhych
kulovych castic vzajemné spojenych vazbami, které mohou prenaset normalové a smy-
kové napéti. Jsou vySetfovany vztahy mezi zakladnimi materialovymi parametry urCujicimi
chovani jednotlivych vazeb a vyslednymi makroskopickymi vlastnostmi ¢asticoveého mo-
delu. Podrobné jsou rozebrany linearné pruzné vlastnosti, které byly kalibrovany za pomoci
rozmeérové analyzy a numerickych simulaci reprezentativni bunky s periodickymi okrajovymi
podminkami.

Také je ukazan vliv periodickych okrajovych podminek na vysledné makroskopické
chovani modelu v nepruzné oblasti.

Abstract

Various forms of discrete models, such as lattice or particle models, are becoming increa-
singly popular in applications to highly nonlinear problems with large changes of the initial
geometry.

In this contribution, the considered model is three-dimensional, consisting of sphe-
rical rigid particles connected by interfaces that can transmit normal and shear stress. The
relation between basic material parameters governing the behavior of a single link and the
resulting macroscopic properties of the particle model is investigated. The linear elastic pro-
perties are analyzed in detail. Their calibration is simplified by dimensional analysis and is
based on numerical simulations of a representative cell with periodic boundary conditions.

The influence of the periodic boundary conditions on the resulting macroscopic in-
elastic behavior of the model is discussed.

1 Uvod

Ackoli je metoda konecnych prvku (MKP) nejrozsifenéjSim nastrojem pro numerické ana-
lyzy a simulace napfi¢ vSemi inzenyrskymi obory, v nékterych konkrétnich pfipadech muze
byt vhodné vyuziti jinych prostredkd (napriklad diskrétnich model().

Diskrétni modely pro popis mechanické odezvy byly pivodné vyvinuty pro ucely
simulaci zrnitych materiald v mechanice zemin [1], kde jednotliva zrna byla modelovana
jako Castice. Od té doby se objevilo mnozstvi modifikaci a rozsireni puavodni metody (napf.
nosnikova lattice metoda [8] nebo metoda diskrétnich prvk( -discrete element method,
DEM- [4], [9]) stejné jako jejich pouZiti, ku pfikladu v simulacich mechaniky tekutin nebo
analyze makroskopicky spojitych ,necasticovych® materiall jako je beton.

Diskrétni modely obecné sestavaji ze zakladnich atvart (,diskrétnich prvkd®) spo-
jenych deformovatelnymi vazbami. Tyto zakladni Gtvary mohou mit podobu samostatnych
bodl (s nebo bez hmotnosti a setrvacnosti) nebo Castic koneCnych rozmér a urcitého
tvaru a obvykle jsou uvazovany jako dokonale tuhé. Veskeré deformacni procesy jsou
potom prenaseny vazbami a zavisi na vzajemném posunu (nebo pootoceni) spojenych
atvard. Pouzitim vhodného konstitutivniho vztahu se urci vnitrni sily prenasené jednotlivymi
vazbami a v zavislosti na typu analyzy se resi staticka rovnovaha (pfi reSeni statickych nebo



kvazistatickych problému) nebo se urci celkové sily pusobici na jednotlivé ¢astice a integruji
se pohybové rovnice (pfi feSeni dynamickych probléma).

Zminéné konstitutivni vztahy mohou mit mnoho podob, od nejjednodussich popisu
linearniho chovani az po nelinearni popis viskozity, plasticity, poskozeni atd. Ze své pod-
staty modelovani diskontinua jsou diskrétni modely vhodné a Casto vyuZzivany v problé-
mech, kdy dochazi ke znacné nespojitosti v materialu, jako je napfiklad drceni, praskani,
modelovani narazu atd. (viz naptiklad [7] nebo [5]).

Casticové modely jsou podskupinou diskrétnich modelt, kde zakladni Gtvary pred-
stavuji ¢astice. Podob a modifikaci téchto modell existuje cela rada. V nékterych pojetich
je snaha modelovymi Casticemi napodobit skuteCnou mikrostrukturu materialu (napfriklad
zrna kameniva v betonu), jejich poloha i rozdéleni velikosti jsou pak diktovany modelo-
vanym materialem. Castice ale mohou byt vyuzity pouze jako myslena diskretizace spo-
jittho problému, a to bez vazby na skute¢nou mikrostrukturu (to je i pfipad modelu zkou-
maného v tomto prispévku). Velikost Castic potom muze byt zvolena jako jednotna (z du-
vodu jednoduchosti modelu a vypocetnich narokd) ¢i proménna (tak, aby byl prostor op-
timalné vyplnén). Také podoba vazeb se muze lisit, jednotlivé vazby mohou ku prikladu
prenaset jen napéti v normalovém sméru nebo se naopak mohou chovat jako nosniky
a prenaset mezi ¢asticemi i ohybové momenty.

2 Zkoumany model

kn

Obrazek 1: 2D znazornéni kontaktni tuhosti (vlevo) a kon-
taktniho posunu (vpravo)

Casticovy model zkoumany v tomto prispévku sestava z tuhych kulovych &astic jed-
notného poloméru R spojenych vazbami, které mohou prenaset normalové a smykové
napéti. Vazby spojuji stredy ¢astic a mizeme si je predstavit jako pruty o délce L, v je-
jichz stfedu se nachazi myslené rozhrani neboli sty¢na plocha (na které se odehravaji de-
formacni procesy) o plose A, ktera ma v nasem pojeti jednoduchy tvar

A=TR (1)

O tom, zda dvé Castice budou spojeny Ci nikoliv, rozhoduje tzv. interakéni pomér g, vy-
jadrujici fakt, ze kazda dvojice Castic, jejichz vzdalenost L < 2/grR, bude spojena vazbou.
Naopak kazda dvojice Castic, jejichz vzdalenost L > 2IgrR, spojena vazbou nebude. Pro
pripad lr = 1,0 se spoji pouze prave se dotykajici ¢astice.



Kazda Castice ma Sest stupnd volnosti, tfi posunuti a tfi pootoCeni. Pro vazbu spo-
jujici Castice s oznacenim i a j miizeme sestavit sloupcovy vektor ,uzlovych* posun

d = {Uis Vis W/s ¢XI'5 ¢y/5 ¢ZI'5 U]! Vj; VVjs ¢X/’, ¢yj! ¢Zj}T, <2)

kde u;, v; a w; jsou poporadé posuny Castice i ve smeru souradnicovych os x, y a z a ¢y je
pootoceni ¢astice i kolem osy k. Hodnoty ve vektoru d jednoznacné urcuji kontaktni posun
(posun stfedu vazby v lokalni souradné soustave, viz obr. 1)

Uc = {UN, Us}T = {UN, Us1, Usz}T (3)

a ekvivalentni deformaci vazby

1
€= zuc. (4)

Z lokalniho soufadného systému e = {ey, es1, €52}’ mizeme jednoznaéné urcit jen
normalovy bazovy vektor ey, ktery je dany stfedy spojenych Castic. Normalovy je nazvan
proto, ze je kolmy na myslenou sty¢nou plochu, ke které relativni posuny i deformace vzta-
hujeme. es; volime jako libovolny jednotkovy vektor kolmy na ey a konecné es; je jiz jedno-
znacneé uren pomoci dvou predchozich bazovych vektora.

Vztah mezi posuny dvou castic vazby a posunem kontaktnim mizeme maticove
zapsat jako

u. = Bd (5)

kde

-1 0 0 O A, -A, 100
B=-e'B, B = 0 -1 0 —-A, 0 A, 010 A, 0 —-A,| (6
o 0 -1 A, -A, 0 00 {1

je geometricka matice. A je polovina primeétu vektoru ﬁ do osy k.

3 Numerické vypocty a periodické okrajové podminky

Numerické vypocty byly provadény na nahodné vygenerovanych periodickych soustavach
(viz obr. 2). Takovéto soustavy byly vytvoreny procesem simulovaného stlacovani v open-
source DEM programu YADE [11], [12]. Pro vlastni analyzu byl v§ak pouzit kone¢né prv-
kovy feSic OOFEM [6], [13], ktery umoznuje pfimé feseni rovnovahy statickych rovnic, coz
je Casoveé vyrazné méné naro¢né nez dynamicka diskrétné prvkova analyza pomoci YADE,
kde se vliv vzniklych setrvacnych sil snizuje tlumenim. Ackoli je OOFEM nastrojem pro
metodu konecnych prvk(, ¢asticovy model muze byt snadno implementovan jako "pseu-
doprihradova” konstrukce, kde Castice a vazby diskrétniho modelu odpovidaji specialnim
uzlim a prvkim konecné prvkového modelu. V této souvislosti stoji za zminku vyhoda
OOFEMu v podobé objektové orientované struktury.

Linearné pruzna analyza, které je v tomto prispévku vénovan asi nejvétsi prostor, je
samozrejmeé pripadem, ktery pro diskrétni prvky neni typicky, ba ani vhodny, tento krok je
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analyzach (napriklad drceni nebo tfisténi materialu) co nejvice odpovidaly realité.



Obrazek 2: Ukazka analyzované ¢asticové soustavy

Dalsim specifikem simulaci prezentovanych v tomto prispévku jsou periodické okra-
jové podminky. Pfi numerické homogenizaci (ur¢ovani efektivnich makroskopickych vlast-
nosti) miZzeme na hranici zkoumaného télesa predepsat posuny odpovidajici makrosko-
pické deformaci nebo zatizeni odpovidajici makroskopickému napéti. V prvnim pripadé
obdrzime horni odhad tuhosti, v druhém pripadé horni odhad poddajnosti. Kompromisem
mezi obéma pristupy predstavuje analyza s periodickymi okrajovymi podminkami, coz by
v idedlnim pripadé znamenalo sledovani vyseku nekonecné velké analyzované oblasti.

Obrazek 3: 2D znazornéni jednoduché periodické bunky

Pouziti a implementace periodickych okrajovych podminek je obdobné jako v [2],
tj. vazby (konecné prvky) prekracujici hranici bunky (spojujici ¢astici uvnitt bunky s castici
nékteré sousedni bunky) jsou vhodné upraveny. Méjme takovy prvek, spojujici ¢astice J’
a K a jeho odpovidajici prvek spojujici periodické obrazy ¢astic oznacené jako J a K’ (viz
obr. 3). Obé vazby jsou skutecné vazby soustavy, ale pii sestavovani podminek rovnovahy
se uvazuje vzdy jen jedna z nich (vazba JK’ v nasi ukazce). Periodické okrajové podminky

jsou zajistény soustavou omezujicich rovnic obsahujicich slozky makroskopické deformace
E-= {EX5 Eys Ez; Eyz; EZX! Exy}T:



Ugr = U+ EkaC + ExykyC
Vkr = Vg + EykyC + Eyzsz
Wk = Wg+ EZKZC + EZXkXC

¢XK L= ¢XK (7)
(b yK' = (b yK
¢2K r= Csz .

C je rozmér periodické bunky, konstanty k maji hodnotu -1, 0 nebo 1 dle vztahl mezi
polohou Castice uvnitf bunky a odpovidajici polohou Castice vné burky
Xk = Xk + kXC
Yrr =Yk + k,C (8)
g = Zk + kz C,
v nadi ukazce tedy k, = 1 a k, = —1. Za pfedpokladu, Ze posuny Castice J nijak nemo-
difikujeme, miZzeme za pomoci rovnic (7) a (8) zapsat posuny castic J a K’ (periodického
obrazu ¢astice K) v zavislosti na posunech Castic J a K a makroskopické deformaci E jako

u U
{UJ }=T U . (9)
K’ E

kde T je transformacni matice, jejiz leva ¢ast (prvnich 12 x 12 prvkil) odpovida jednotkové
matici a jediné nenulové Cleny zbyvajici ¢asti jsou v radcich 7-9 a sloupcich 13-18:

13 14 15 16 17 18
kC 0 0 0 0 kC]l7 o)
T(7_9;13_1g) = 0 kyC 0 kZC 0 0 8

0 0 kK.C 0 KkC 0 |9

Pomoci transformacni matice se upravi matice tuhosti vazeb prekracujicich hranici perio-
dické bunky (z ptvodni velikosti 12 x 12 na velikost 18 x 18) do tvaru

K = T'KT. (11)

Slozky makroskopické deformace E jsou tedy uvazovany jako globalni stupné volnosti dané
soustavy. Odpovidajici slozky zatizeni jsou pfimo spojeny s velikosti makroskopického
napéti (v pripade krychlové buriky se rovnaji velikosti napéti nasobené objemem bunky).

Posunu celé soustavy jako tuhého télesa je zabranéno podeprenim jedné Castice
(pfedepsanim jejich tfi posunt jako nulovych).

4 Linearné pruzné vlastnosti

Nejjednodussim mechanickym popisem materialu (a tudiz i Casticového modelu) je linearni
pruznost. Vyjadreni kontaktniho napéti (v lokalni souradné soustave) o v zavislosti na ekvi-
valentni deformaci je analogické k Hookeovu zakonu. V maticové podobé dostavame pro
linearni konstitutivni zakon vyraz

o = De, (12)
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kv 0 0
D=| 0 ks O (13)
0 0 ks

je matice materialové tuhosti vazby zapsana pomoci normalové a smykové tuhosti ky a ks.
Pro nazornost viz obr. 1. Uzitim vySe popsanych vyrazi mizeme zapsat vztah mezi silami
f a posuny d v globalni souradné soustavé jako

A
f- AB"o = ZBTDBd = Kd, (14)

kde K = 2B"DB je matice tuhosti prvku (vazby).

4.1 Vztah mikro- a makroskopickych parametrt

Nyni si pfedstavme krychli o strané délky C a objemu V = C® a v ni ndhodné rozmisténé
tésné ulozené (randomly closely packed) Castice s jednotnym polomérem R. Pokud je
pocCet Castic N dostateCné vysoky, takovato soustava se makroskopicky chova jako izot-
ropni material. Pruzné vlastnosti izotropniho materialu jsou jednoznacné urceny dvéma
materialovymi charakteristikami, napriklad Youngovym modulem E a Poissonovym souci-
nitelem v.

V Uplné obecném pripadé muzeme makroskopické elastické vlastnosti ¢asticového
modelu zapsat jako funkci v§ech pfislusnych modelovych parametu:

E = fe(kn, ks, R, R, C, N, A), (15)

v = f,(kn, ks, R, Ir, C, N, A). (16)

P¥i pouziti rozmérové analyzy mizeme najit dvé rozmérové nezavislé veliiny (napriklad
tuhost ky a polomér R) a dvé bezrozmérné (tudiz opét rozmérove nezavislé) veliCiny, in-
terakCni pomer Ir a pocet ¢astic N. Za pomoci Buckinghamova 7 teorému mizeme rovnice
(15) a (16) prepsat pomoci novych bezrozmeérnych velic¢in jako

E ks B> R
— = =
kN 7TE <kN: AsC: RsN)s (17)
ks R? R
= 1% b b) !I,N -
””(kNAcR) (18)

Na zakladeé pfijatych fyzikalnich predpokladl Ize vétsinu ¢lend z pfedchozich rovnic
eliminovat.

Pocet ¢astic N by v podstaté mohl byt uvazovan jako nezavisly na relativni velikosti
Castice R/C, avSak oblast naseho zajmu jsou tésné usporadané (closely packed) soustavy
pripravené simulovanym stlacovanim. Ukazuje se, Ze pro vysoké hodnoty N je soucinitel
zapInéni (packing fraction) 47 NR®/3C? konstantni a pfiblizné roven hodnoté 0,625, coZ je
velice blizko hodnoté 0,64, teoretické maximalni hodnoté soucinitele zaplnéni pro nahodné
tésné ulozeni (random close pack) [10], viz. obr 4. Pomér R/C takovychto soustav mlze
byt tedy urcen z poctu Castic N a nemusi byt uvazovan jako nezavisla proménna.

Pokud bychom navic pocet Castic N navySovali nade vSechny meze, makroskopické
vlastnosti ¢asticového modelu by se priblizovaly k urCité hodnoté predstavujici efektivni

7



Soucinitel zaplnéni

2000 400 600 800 1000

PocCet Castic N
Obrazek 4: Soucinitel zaplnéni pro rizné soustavy s rlznym
poctem castic

vlastnosti ekvivalentniho pruzného kontinua. Pokud je tedy N zvoleno dostatecné vysoke,
odpovidajici zkoumana bunka je reprezentativnim objemem (representative volume ele-
ment, RVE) a jeji vlastnosti se blizi teoretickym. Tim padem neni nutné uvazovat pocet
Castic N jako veli€inu ovliviujici vysledky, pouze musi byt zvolen dostatecné vysoky. Viz
obr. 9.

Podle rovnice (1) je pomér R? /A = 1/x konstantni pro véechna R.

Po uvazeni vsech zminénych predpokladi mizeme vztahy mezi mikro- a makrosko-
pickymi materialovymi vlastnostmi prepsat jako

E ks

K =TE (k_N! IR) 3 (19)
K

V=, (k_i /R) . (20)

V [3] je na zakladé analogie k microplane modeltm analyticky odvozen makrosko-
picky tenzor pruzné tuhosti ve formé

1
D, = v EC: AL (kyNe ® Ng + ksTL - To), (21)

kde index ¢ oznacuje jednotlivé vazby, sCita se pres vSechny vazby v objemu buniky. Na T
jsou projekcni tenzory dané vztahy
N=n & n, (22)

T=n-ls—n®nan, (23)

kde n = ey je jednotkovy vektor urCujici smér vazby, Is je symetricky jednotkovy tenzor
Ctvrtého radu U;,Sk/ = [0idy + 0id]/2), 9 je Kroneckerovo delta. Za predpokladu, Zze vSechny
vazby jsou v prostoru rozprostreny se stejnou pravdépodobnosti ve vSech moznych sme-
rech, mliZze by odvozen nasledujici vyraz (pro podrobnosti viz [3]):

AN L
D, = L/(kNNC®NC+kSTI-TC)dQ=
Q

47V
AN L AN L
= %\; °(kn — ks)ly + %/ °(2ky + 3ks)ls. (24)

8



I, je volumetricky projekeni tenzor Ctvrtého rfadu (I,.‘/k, = 0;0,1/3). Porovnanim rovnice (24)
s tenzorem tuhosti linearné pruzného izotropniho materialu

D. - 3Ev : EI
e_(1+V)(1—2V)V+1+VS

muzeme zapsat kone¢nou podobu teoretickych vztahi mezi makroskopickymi parametry
casticového modelu E a v a mikroskopickymi modelovymi parametry ky a ks jako

(25)

kn — Ks
k
E_ AZCL02+3ﬁ (27)

kv 3V 4+£—z

4.2 Ziskani a vyhodnoceni vysledku

Pro Gcely stanoveni makroskopickych materialovych parametri E a v bylo analyzovano
nékolik Casticovych soustay, a to pro riizné hodnoty bezrozmérnych veli¢in Iz a ks/ky. Pro
kazdou soustavu s danymi mikroskopickymi parametry se provedlo Sest simulaci, pokazdé
s jednou slozkou makroskopické deformace predepsanou jako jednotkovou a ostatnimi
slozkami makroskopické deformace nulovymi. Vysledné makroskopické napéti potom od-
povida slozkam v prisluSném sloupci makroskopické matice materialové tuhosti De.

V prvni fazi vyhodnoceni vysledku je material uvazovan jako ortotropni s matici
poddajnosti C, dle rovnice (28), ze které se materialové parametry E;, Es, Es, vq2, Vo1,
13, Va1, Vo3, V3o SNAdno ziskaji. V idealnim pripadé izotropniho materialu jsou jednotlivé
Youngovi moduly, stejné jako jednotlivé Poissonovy soucinitele, totozné.

T UL
C.-D,'=| & & & ? 00 (28)

0 0 0 & 0 O

0 0 0 O G% 0

0 0 0 0 0 Gﬁ

Jednim z vystupU vyzkumu je oveéreni izotropniho chovani modelu na makrosko-
pické Urovni, proto se zavadi rizné relativni anizotropie”. Grafy zavislosti téchto hodnot
na poctu Castic N pro rizné hodnoty interakéniho pomeéru g, jakoz i interpretace vysledku
a jejich diskuze, nachazeji se v kapitole 6.1. Sledované veli¢iny jsou:

e Relativni anizotropie Youngova modulu E
max;{|E; — Eaygl}

AE/E = (29)
Eavg
E; znaci i-ty spoCteny modul a E,q jejich praérnou hodnotu.
e Relativni anizotropie Poissonova soucinitele v
AV/I/= maX’/{|V’/_Van|}, (30)

Vavg

vyznam indext obdobny jako v pfipadé Youngova modulu.

9



e Relativni odchylka hodnoty smykového modulu G od teoretické hodnoty E/2(1 + v)

max,-{|G,- — Eavg/2(1 + Vavg)|}

AG/G =
/ Eavg/z(1 + Vavg)

(31)

e V matici tuhosti/poddajnosti idealné izotropniho materialu je také nékolik nulovych
¢lenl. Ve vysledku numerické simulace ale tyto Cleny jsou nenulové, posledni sledo-
vana veliCina je tedy jnenulovost” técho ¢lenud

maX,'/'{D,‘j}

A/E =
/ Eavg

(32)
kde Dj jsou Cleny matice tuhosti/poddajnosti nulové pro idealné izotropni materiél.

5 Nepruzné chovani

Existuje mnoho zpusobl popisu nelinearniho a nepruzného chovani materialt (plasticita,
poskozeni, viskozita atd.) a nepreberné mnozstvi jejich moznych kombinaci. Také moznych
pouziti a implementaci v diskrétnich ¢asticovych modelech Ize najit celou fadu (obvykle jsou
ale inspirovany materialovymi zakony navrzenymi pro jedno- az trojrozmérné kontinuum),
v tomto prispévku se vSak omezime jen na nejjednodussi z nich a na specificky zplsob
nepruzné analyzy za pouziti periodickych okrajovych podminek.

5.1 Nepruzné chovani jedné vazby

Stejné jako byly linearné pruzné vlastnosti definovany na jednotlivych vazbach, i v pfipadé
nepruznych vlastnosti budeme postupovat stejné. Materialové nelinearity rozdélime na cast
normalovou a ¢ast smykovou (samoziejme Ize uvazovat i obé dohromady nebo je rizné
kombinovat a ziskat tak rizné vysledné chovani). Normalova ¢ast napéti se bude fidit jed-
noduchymi zakony poskozeni, smykova cast napéti se zase bude fidit plasticitou.

Eo &t EN R
Obrazek 5: Pracovni diagram pro tahové poskozeni

Pro popis napéti v normalovém smeéru pouzijeme jednoduchy 1D model poskozeni
on = [1 — wH(en)]knen, (33)

kde ky je normalova tuhost vazby a w € (0, 1) je parametr poSkozeni. Heavisideova funkce
H(en) zpUsobi zruseni viivu poskozeni v tlaku, coz odpovida zavreni trhlin. Parametr pos-
kozeni je vypocten dle funkce vyvoje poskozeni

w=9g(k)=1 —%exp(—ﬁ_g0

), (34)
Ef
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kde x je maximalni dosazena tahova deformace vazby, ¢4 je mezni pruzné pretvoreni vazby
a ¢ urCuje sklon sestupné vetve pracovniho diagramu. Viz obr 5.
Pro smykové napéti budeme predpokladat plasticky zakon

os = Kks(es — €sp), (35)

kde eg, je plasticka cast smykové deformace. Hodnota smykového napéti je omezena
funkci plasticity f, ktera obecné muze mit podobu napfiklad inspirovanou Mohr-Coulomb-
ovou podminkou plasticity, zahrnujici i vliv normalového napéti. Zde budeme pro jedno-
duchost predpokladat obdobu Trescovy podminky, totiz Ze k plastickému pretvareni dojde,
pokud smykové napéti dosahne kritické hodnoty:

fos) =los| —c, c=c(l—w) (36)

kde ¢, je pocateCni soudrznost (mez kluzu ve smyku) a c¢ je aktualni soudrznost se zahr-
nutim vlivu poskozeni, viz obr 6. Pro smér prirlstku plastické deformace aplikujeme zakon
plastického teceni

Os

éSp = )\ ’ (37)

o5
\ je plasticky nasobitel.

los]

J

031

Obrazek 6: Uvazovana podminka plasticity

5.2 Viliv periodickych okrajovych podminek

Popsané a pouzivané periodické okrajové podminky maji mnoho vyhod (nedochazi ke kon-
centraci napéti v blizkosti okraji bunky apod.), pfi nedostate¢ném uvazeni vSech jejich
vlivh mohou v§ak mit i efekt naprosto opacny. Minéno je rizné chovani bunky pfi rizném
natoGeni v prostoru. Jako pfiklad uvedme naméhani v jednoosém tahu.

Na obrazku 7 je znazornén vysek materialu a smér predpokladané plochy poruseni
(vodorovna carkovana cara), tedy plochy lokalizace deformace. Periodicka bunka se mize
"roztrhnout” jen v plochach rovnobéznych se sténami bunky nebo v plose rovnobézné
s rovinou uréenou dvéma protéjSimi hranami (,Uhlopricné®). Pokud by k lokalizaci zaCalo
dochazet v jiné roviné nez ve vySe jmenovanych (napf. nejtu¢néjsi ¢ara v pravé cCasti
obrazku 7), vlivem vynucenych periodickych okrajovych podminek by se trhlina musela
zacit Sifit téz v periodickych obrazech okraju puvodni trhliny v jinych ¢astech hranice (vy-
znaceno tu¢nymi body v pravé ¢asti obrazku). Z téchto druhotnych bodd by se vytvorila
jedna nebo vice (v zavislosti na nato¢eni bunky a zatizeni) novych trhlin (v pravé Casti
obrazku vyznaceny stfedné tu¢né) a potrebna energie k poruseni vzorku by tudiz byla vyssi
nez v idealnim pripadé trhliny rovnobézné s nékterou sténou buriky.
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RN bbby

Obrazek 7: Vliv periodickych okrajovych podminek pfi rGzném
natoCeni periodické burky

Pri analyze periodické bunky je tedy nejdfive nutné urCit Uhel natoCeni, pfi kterém
vznikne prave jedna lokalizacni plocha. Tato poloha bunky nas bude nejvice zajimat, pro-
toZze nelinearni chovani pro takto nato¢enou bunku je nejkiehci a odpovida skute¢nému
poruseni materialu. Negativni vliv periodickych okrajovych podminek v podobé zvysSeni
duktility konstrukce vymizi a naopak zbude jejich pozitivni vliv, totiz redukce koncentrace
napéti pobliz okraju bunky.

Pri analyze soustavy by meéla byt odezva v pruzné oblasti chovani (témer) shodna
po v§echna natocCeni bunky (a to diky jiz zminéné izotropii pruznych vlastnosti), na druhou
stranu po lokalizaci deformace by naopak chovani pro kazdé natoceni mélo byt odliSné.
Prave takové vysledky jsou ukazany v kapitole 6.3.

6 Vysledky

6.1 lzotropie pruznych viastnosti

Zaprvé byla na Casticovém modelu sledovana izotropie jeho pruznych makroskopickych
vlastnosti a stabilita ziskanych vysledkl v zavislosti na poctu Castic N. |zotropie byla vy-
hodnocena dle rovnic (29) az (32). Ziskané poznatky mohou byt shrnuty takto:

e Priméry materialovych parametrt (ve smyslu rovnic (29) az (32)) témer nezavisi na
hodnoté poctu Castic, dokonce i pro N mensi nez 100. Pro vice nez 200 ¢astic jsou
pramérné hodnoty materialovych parametri (téméf) neménné pro vSechny typy si-
mulaci, tj. pro jakykoliv pomér ks/ky a interakéni pomér Ig. Viz obr. 8.

¢ Relativni anizotropie Youngova modulu klesa se vzrlstajicim poctem castic. Konver-
gence je rychlejsi pro vySsi Iz a vysSSi pomér ks /ky Viz obr 9.

e Relativni anizotropie Poissonova soucinitele v se chova obdobné, totiz klesa pro
zveétSujici se pocet ¢astic. Na rozdil od Youngova modulu je nejpomalejsi (nebo do-
konce témeér zadné) konvergence dosazeno pro pomeér ks/ky blizky hodnoté 1. To
je zpusobeno skuteCnosti, ze pro ks/ky = 1 ma Poissondv soucinitel v teoretickou
hodnotu 0. | kdyz skute¢na hodnota neni presné nula, jeji velikost je mala a relativni
chyba tim padem vysoka. Viz obr. 10.
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Obrazek 8: Stabilita primérnych hodnot Youngova modulu E a
Poissonova soucinitele v pro rizny pocet ¢astic N
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Obrazek 9: Relativni anizotropie Youngova modulu AE/E (viz
rovnici (29)) pro rizné N
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Obrazek 10: Relativni anizotropie Poissonova soucinitele Av /v

(30)) pro rizné N
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e Relativni odchylka pramérné hodnoty smykového modulu G od teoretické hodnoty
E/2(1 +v) se zmensuje se zvysSujicim se pocCtem Castic. Konvergence je rychlejsi pro
ks/kn blize k 1. Viz obr. 11.

=105 =13 I=16 =20

10 N 10 10 10 Ky =0
\
8 . gl 8 8 L kgky=10
\ =
\ __ kgky=10

AG/G [%]

0 500 1000 00 500 — 1000 00 500 1000 00 57)007 : 7 11000
Pocet castic N

Obrazek 11: Relativni odchylka primérné hodnoty smykového

modulu AG/G (viz rovnici (31)) pro rdzné N

e Teoreticky nulové Cleny matice tuhosti jsou skute¢né témér nulové. Jejich ,nenulovost®
se opét snizuje pro zvysSujici se pocet Castic, rychlejsi konvergence je dosazeno pro
vetsi interakéni pomér Iz a pro ks/ky blize k 1. Viz obr. 12.

=105 =13 =16 =20

kky = 0.1
o | 8 8 8 _ o kky=10
_ Kk, =10

A/E [%]

0 500 1000 00 500 1000 00 500 1000 o0 500 1000
PocCet Castic N
Obrazek 12: Relativni odchylka ,nulovych* ¢lent matice tuhosti
A/E (viz rovnici (32)) pro rGzné N

e VsSechny vySe jmenované sledované zavislosti obecné splnuji nase predpoklady.

6.2 Vztah mikro- a makroskopickych elastickych parametru

Zadruhé byl zkouman vztah mezi mikroskopickymi a makroskopickymi elastickymi ma-
terialovymi parametry. Pro tento GCel bylo analyzovano nékolik ¢asticovych soustav a jako
numericky vysledek byla uvazovana vzdy primeérna hodnota parametr(i. Pocet ¢astic analy-
zovanych soustav byl zvolen jako kompromis mezi presnosti (ve smyslu anizotropie vzorku)
a ¢asovou narocnosti vypoctu, a sice v rozmezi 700 az 800 kusu. Numerické vysledky pro
rizné hodnoty interakCniho pomeéru g byly porovnany s analytickymi odhady. Pfehledné
zobrazeni vysledku je v nasledujicich grafech. Body pfedstavuji numerické vysledky, ¢ary
pak analytické hodnoty.

Jak je z graft patrno, shoda mezi analytickymi a numerickymi vysledky je vyborna
pro vyssi interakéni pomeér Iz. Na druhou stranu analytické vzorce dle [3] nezanedbatelné
nadhodnocuji skute¢nou (numericky zjisténou) hodnotu Youngova modulu (tento fakt je
dusledkem zplsobu odvozeni vzorcl a byl predpokladan) a podhodnocuji skute¢nou hod-
notu Poissonova soucinitele v pro g < 1,3.
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Obrazek 13: Vztah mezi mikro- a makroskopickymi pruznymi
parametry pro g = 1,05 (v logaritmickém meritku)
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Obrazek 14: Vztah mezi mikro- a makroskopickymi pruznymi
parametry pro Ir = 1,3 (v logaritmickém méfitku)
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Obrazek 15: Vztah mezi mikro- a makroskopickymi pruznymi
parametry pro g = 1,6 (v logaritmickém mefritku)
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Obrazek 16: Vztah mezi mikro- a makroskopickymi pruznymi
parametry pro g = 5,0 (v logaritmickém mefritku)
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Obrazek 17: Zavislost v na mikroskopickych pruznych paramet-
rech

Pro vSechny hodnoty /g je v limitnim pfipadé ks/ky — oo hodnota Poissonova
soucinitele rovna -1 (extrémni teoreticka hodnota Poissonova soucinitele), zatimco ma-
ximalni dosazitelna hodnota (v souhlasu s rovnici (26)) je 1/4 pro vyssi Ir. VysSi hodnoty
Poissonova soucinitele, az 0,343, Ize dosahnout pro g = 1,05.

6.3 Nepruzné chovani

V ramci nepruzného chovani byla analyzovana periodicka burika pro jednoducha namahani
a pro proménnou polohu bunky vici zatizeni tak, aby se urcil Uhel natoCeni bunky, pfi
kterém je chovani soustavy nejkrehCi (dochazi k lokalizaci pouze v jedné plose).

Prvnim jednoduchym zatézovanim byl jednoosy tah. Dle oCekavani bylo nejmensi
pevnosti (nejkiehCiho chovani) dosazeno pro bunku natoCenou tak, Ze smér tahového
napéti byl kolmy na jednu ze stén bunky.

Dalsim zkoumanym zpusobem zatézovani byl Cisty smyk.
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Obrazek 18: Tahovy pracovni diagram soustavy pro riizné
natoceni bunky
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Obrazek 19: Poruseni vzorku pfi tahoveé zkousce
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Obrazek 20: Smykovy pracovni diagram soustavy pro ruzné
natoceni bunky
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Obrazek 21: Poruseni vzorku pri smykové zkousce

Z grafl je patrné splnéni predpokladi ve smyslu shodného chovani v pruzné oblasti
pro vSechna natoCeni bunky a naopak naprosto rozdilného chovani v oblasti nepruzné.

7 Zaver

V tomto prispévku byl zkouman casticovy model sestavajici z nahodné rozmisténych tésné
ulozenych (randomly closely packed) tuhych kulovych ¢astic spojenych deformovatelnymi
vazbami schopnymi pfrenaset normalova a smykova napéti. Bylo ukazano, ze takovato sou-
stava se makroskopicky chova izotropné a odchylky od izotropie klesaji se vzrustajicim
pocCtem castic v soustave. Konvergence je rychlejsi pro vétsi interakéni pomer.

Byl vySetfovan vztah mezi mikroskopickymi pruznymi vlastnostmi na trovni jednot-
livé vazby a efektivnimi elastickymi vlastnostmi makroskopického materialu, a to analy-
ticky i numericky. Pro interakCni pomér vétsi nez 1,3 je shoda analytickych a numerickych
vysledkl velmi dobra, ale pro I < 1,3 analytické vzorce podhodnocuji Poissonlv soucinitel
a nadhodnocuji Younglv modul pruznosti.

Také byly diskutovany vyhody a nevyhody pouzivani periodickych okrajovych podmi-
nek pfi nepruzné analyze a na jednoduchych zatézovacich stavech ukazany vysledky pro
rizné pootocCeni periodické bunky vici pdsobicimu zatizeni.

8 Podékovani

Timto bych chtél podékovat Ing. Mgr. Véaclavu Smilauerovi za rady a konzultace ohledné
programu YADE a programovaciho jazyka Python, Doc. Dr. Ing. Borku Patzakovi za rady
a konzultaci ohledné programu OOFEM a Prof. Ing. Milanu Jiraskovi, DrSc. za podnéty pfi
tvorbé prispévku, rady a konzultace ohledné OOFEMu, Casticovych modelll a mechaniky
véeobecné. Dale bych rad podékoval za finanéni podporu grantem GACR 106/08/1508.

18



Literatura

[1] Cundall, P, Strack, O. A discrete numerical model for granular assemblies. Geotech-
nique, 1979, vol. 29, pp. 47-65.

[2] Grassl, P, Jirasek, M. Meso-scale approach to modelling the fracture precess zone of
concrete subjected to uniaxial tension. International Journal of Solids and Structures,
2010, vol. 47, pp. 957-968.

[3] Kuhl, E., D’Addetta, G. A., Leukart, M., et al.: Microplane modelling and particle mo-
delling of cohesive-frictional materials. In Continuous and Discontinuous Modelling of
Cohesive-Frictional Materials, ed P. A. Veemer et al. Springer, Berlin, 2001, pp. 31—46.

[4] Kun, F., Herrmann, J. A study of fragmentation prcesses using a discrete element
method. Methods in Applied Mechanics and Engineering, 1979, vol. 38, pp. 3—18.

[5] Liu, K., Gao, L., Tanimura, S. Application of Discrete Element Method in Impact Pro-
blems. Japan Society Mechanical Engineering, 2004, vol. 47, pp. 138—145.

[6] Patzak, B., Bittnar, Z. Design of object oriented finite element code. Advances of En-
gineering Software, 2001, vol. 32, pp. 759-767.

[7] Sawamoto, Y., Tsubota, H. Analytical studies on local damage to reinforced concrete
structures under impact loading by discrete element method. Nuclear engineering and
Design, 1998, vol. 179, pp. 157-177.

[8] Schlangen, E., Garboczi, E. J. New method for simulating fracture using an elastically
uniform random geometry lattice. International Journal of Engineering Science, 1996,
vol. 34, pp. 1131-1144.

[9] Tavarez, F. A., Plesha, M. E. Discrete element method for modelling solid and particu-
late materials. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 2007, vol.
70, pp. 379-404.

[10] Torquato, S., Truskett, T. M., Debenedetti, P. G. Is random close packing of spheres
well defined? Physical Review Letters, 2000, vol. 84, pp. 2064—2067.

[11] Smilauer, V. Yade: past, present, future. 2010, https:/yade-dem.org/images/5/59/
Eudoxos2010-yade-past-present-future.pdf.

[12] https://yade-dem.org, http://www.launchpad.net/yade.

[13] http://www.oofem.org.

19



