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Abstrakt

Za icelem dikladného prozkoumdni odezvy modelu je nutné provést simulace pro sady ndvr-
hovyjch bodi, neboli ndvrhovych experimenti. V pripadé sloZityich nelinedrnich modeli jsou tyto
simulace obvykle velmi c¢asové ndrocné, proto je pocet provddéniych simulaci v omezeném dcase
pomeérné maly. Nahodné vybrané ndvrhové body nezajisti, aby zkoumané vilastnosti byly radné za-
chyceny. Z tohoto divodu musi bijt ndvrhové body vybirdny opatrné. Motivact této prace je zkoumat
metody, které lze vyuZit pro generovdani ndvrhi v diskrétnim prostoru, kde kaZdy parametr miZe
dosdhnout odlisného poctu hodnot. V tomto pFipadé totiZ selhdvaji béZné uZivané softwary zalo-
zZené na metodé LHS (Latin Hypercube Sampling). Cilem této prdce je porovnat nékolik zndmyjch
metrik pro hodnocent optimdlnich ndvrhi joko je napviklad euklidovskd mazimin vzddlenost, kore-
lace ¢i D-optimalita. Vysledné optimdalni ndvrhy jsou pouzity pro stochastickou citlivostni analijzu
za ucelem provétent jejich schopnosti zachytit korelact mezi parametry a odezvou zkoumaného
modelu.

Abstract

In order to properly explore response of a model, one needs to perform simulations for a set
of design points. In the case of complex non-linear models, the simulations are often very time-
consuming. Randomly chosen design points do not ensure that the properties of interest will be
captured properly. Therefore, the design points must be chosen very carefully. The motivation of
the presented contribution is to investigate methods, which are suitable for generating designs in
discrete parameter space, where each parameter can attain different number of levels, because com-
monly used software based on Latin Hypercube Sampling fails in solving such a situation. Hence,
we compare here several well-known metrics for assessing optimal designs, e.g. the Fuclidean
mazimin distance, the mazimum pairwise correlation or the D-optimal criterion. The resulting
optimal designs are then employed for the evaluation of the stochastic sensitivity analysis so as
to verify their ability in the prediction of the 'parameter-response’ correlations for a given model.
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1 Uvod

7 duvodu vzrustajici komplexnosti numerickych modelt se prizkum odezvy modelu stava dilezitou oblasti
zkouméni. Jsou sestavovany spolehlivé meta-modely [11] , aby se sniZil pocet ¢asové naro¢nych simulaci. Meta-
modely reprezentuji aproximaci odezvy modelu v definiénim oboru parametri, ktery se nazyva navrhovy
prostor. Obvykle jsou ziskdny minimalizaci jejich odchylky v névrhovych bodech. Schopnost vysledného
meta-modelu zachytit korelaci mezi parametry a odezvou zavisi na volbé navrhovych bodia. Metody pro
ziskavani téchto bodi se souhrnné nazyvaji navrhové ¢ planované experimenty (design of experiments -
DOE).

Tato prace se zaméiuje na nékolik béznych metrik pro hodnoceni optimélnich navrha a zkouma jejich
vlastnosti pii aplikaci v diskrétnim navrhovém prostoru. Kazda metrika definuje odlisny optimélni névrh,
proto je jeji volba velmi dulezit4a. Porovnanim ziskanych optimalnich ndvrha a chovani metrik v jednoduchych
situacich ziskdvame piehled o vyhodéch a tskalich jednotlivych metrik.

2 Metriky

V této ¢asti jsou predstaveny jednotlivé studované metriky. Pro pfehlednost lze metriky rozdélit do dvou
hlavnich skupin podle charakteristiky navrhi, které jsou danou metrikou upfednostiiovany. To jsou:

i rovnomérné pokryti (space-filling) néavrhového prostoru, které je nezbytné pro zachyceni vyznamu pa-
rametri modelu v celém jeho definiénim oboru,

ii ortogonalita navrhu, ktera je dilezitd pro nezavislé posouzeni vlivu jednotlivych parametri.

Optimalni nadvrh by mél spliiovat zakladni kritéria: mél by byt snadno dostupny, jako napiiklad LHS navrhy,
co nejvice ortogonélni a mél by rovnomérné pokryvat cely defini¢ni obor. Mezi metriky zajistujici ortogonalitu
névrhu patii naptiklad korelace a ¢islo podminénosti. Na vlastnosti tykajici se rovhomérného rozprostieni
navrhu se zaméruji metriky Audze-Eglais, maximin ¢i MLy diskrepance.

2.1 Metrika Audze-Eglais

Metrika Audze-Eglais (AE) [1, 12] je zalozena na nésledujici fyzikalni analogii: body tvofici systém o jednot-
kové hmotnosti na sebe navzajem pusobi silami tak, Ze systém ma uréitou potencialni energii U. Pokud se
body uvolni ze své puvodni pozice, tak se hybou. Rovnovihy je dosazeno tehdy, kdyz je potenciilni energie
systému miniméalni. Pokud je velikost sil nepfimo tmérna druhé mocniné vzdalenosti jednotlivych bodi, pak

je minimalizovanim potencialni energie
n n
1
U=y Y 0

p:l q:p+1 pq

dosazeno rovnomérného rozlozeni bodi. Ly, je euklidovska vzdéalenost mezi body p a ¢ (p # q) a n je pocet
navrzenych boda.

2.2 Maximin

Dalsi metrikou upifednostiiujici rovnomeérné rozprostieni navrhu je Maximin (Euclidean maximin distance -
EMM) [6], jejiz hodnota je pro dany navrh definovana jako minimalni vzdalenost ze vzéjemnych vzdalenosti
vSech navrhovych bodi. Jelikoz plati, Ze ¢im vétsi vzdalenost je mezi jednotlivymi body, tim lépe, minima-
lizujeme jeji zapornou hodnotu. To znamen4, ze kazdé dva navrhové body jsou od sebe vzdaleny minimélné
Lyin (2). Hodnoty Ly, jsou opét euklidovské vzdéalenosti mezi n navrhovymi body.



Liin =min{..., Lyg, ...}, p=1l.n, ¢g=(p+1)..n (2)

2.3 ML, diskrepance

Modifikované Lo diskrepance (MLg) je metrika pouzivand misto ¢asové naro¢néjsi ptvodni Lo, diskrepance
[2]. Jeji hodnotu ziskdvame ze vzorce

n n k

k (1-k) n__k
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kde k je dimenze ndvrhového prostoru a n je opét pocet bodl v ndvrhu. Souradnice bodi x jsou normalizovany
tak, aby lezely na intervalu (0;1). Mensi hodnoty MLs vyjadfuji rovnomérnéjsi rozlozeni bod.

2.4 Korelace

Pomoci korelace [4] lze vyjadiit zéavislost vztahu mezi ndhodnymi proménnymi. Linearni vztah je mozné
vyjadfit pomoci Pearsonova korela¢niho koeficientu, zatimco nelinedrni zévislost je do jisté miry mozné
zachytit vypocétem Spearmanova ¢i Kendallova koeficientu poradové korelace. V nasledujicich odstavcich
jsou tyto korela¢ni koeficienty popsany podrobnéji.

2.4.1 Pearsoniv korela¢ni koeficient

Pearsonuv korela¢ni koeficient (Pearson product-moment correlation coefficient - PMCC) proménnych = a y
je definovan jako podil kovariance danych proménnych a soucinu jejich smérodatnych odchylek, tj.

S COVay _ Yoy (@i —T)(yi — ) ' (4)
Y OOy \/Z?:l(»% - f)2 Z?:l(yi - y)Q

Korela¢ni koeficient nabyva hodnot < —1;1 > a pro pfedstavu vztahu mezi jeho hodnotou a rovinnym uspo-
Ffadanim bodud jsou na obrazku 1 zobrazeny mnoziny bodi a odpovidajici hodnoty korela¢niho koeficientu.
Pro hledéni optimalniho rozlozeni bodt je rozhodujici absolutni hodnota korela¢niho koeficientu, pii jejiz
minimalizaci se soubor bodt stava stile vice ortogonalnim.
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Obrazek 1: Piiklady soubort bodi o soufadnicich [x; y| vyjadfeny graficky a pomoci korelaéniho koeficientu.

2.4.2 Spearmaniiv koeficient poradové korelace

Spearmanitiv koeficient porfadové korelace (Spearman’s rank correlation coefficient - SRCC) se poéita velmi
podobné jako Pearsontv korela¢ni soucinitel s tim rozdilem, Ze ptvodni hodnoty jsou sefazeny a koeficient
se v tomto pifpadé pocitéa ze ziskanych poradi podle vzorce (5), kde d; = r(x;) —r(y;); r(z;) vyjadiuje poradi
hodnoty x; a obdobné pro y;.
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Obrazek 2: Rozmisténi bodit: (a) y = 22 a (b) y = 10.

Hodnoty SRCC se pro obé& varianty rozprostieni bodt na obrazku 2 rovnaji jedné na rozdil od PMCC,
jehoZ hodnota se pro (a) rovna 0.9746 a pro (b) se shoduje se SRCC. Na tomto jednoduchém piikladu vidime,
7e PMCC neni schopen zachytit nelinedrni vztah proménnych tak dobie jako SRCC.

2.4.3 Kendallav koeficient poradové korelace

Pokud si dvojice hodnot jednotlivych proménnych rozdélime na vzajemné si odpovidajici (P), tedy dvojice
s pozitivni korelaci, a na ty, které si odporuji (N) s negativni korelaci, pak Kendalliv koeficient pofadové

korelace ma tvar
P—N

n(n—1)/2" (6)

rs =
Vyraz n(n — 1)/2 se rovna poctu vsech dvojic.

2.4.4 Korelace vice proménnych

Pro vice proménnych maji koeficienty tvar matice. Korela¢ni matici lze zpracovat nékolika zptsoby. Napiiklad
softwary SPERM [9] a FReET [8] zaloZené na metodé LHS minimalizuji vyraz

E, = Z Z (Cij — Cij)?, (7)

i=1 j=i+1

kde Cj; jsou prvky korela¢ni matice, ziskané pro dany navrh bodu a C’Z-j jsou prvky predepsané korela¢ni
matice. Jelikoz v nasem pripadé je cilem ziskat v co nejvétsi mife ortogonalni navrh bodi, pak predepsana
matice C je matici jednotkovou. V takovém piipadé se rovnice (7) zjednodusi na

>y ®

i=1 j=i+1

Ey

Druhou moznosti uvedenou napf. v [2| je minimalizovat maximum z absolutnich hodnot korela¢ni matice
nad diagondlou, tzn. funkci

Ey, =max|Cj|, i=1...n, j=(G+1)...n 9)

Srovnani obou pfistupt mizeme sledovat na obrazcich 3, kde je zobrazena plocha (a) funkce (9) a (b)
funkce (8) v zavislosti na poloze devatého bodu umistovaného do prostoru ve tvaru krychle s osmi body
pevné umisténymi v rozich. Korelace je pocitana pomoci Pearsonova korela¢niho koeficientu. Na obrazcich
je vykreslen fez sténou krychlové domény. Optimalizaci odchylky od modelové matice (8) ziskavame hladky
prubéh plochy na rozdil od ostrého minima, které vytvaii metrika maximélniho prvku korelaéni matice (9).



(a) (b)

Obrézek 3: Plochy korela¢ni matice.

2.5 Cislo podmin&nosti
Dalsi metrikou, ktera zarucuje ortogonalitu, je ¢slo podminénosti (conditional number)

#(X) = cond(XTX) = i\—l, (10)

n

kde X je navrhova matice (DoE matrix), neboli matice soufadnic navrzenych bodu

11 T12 o Tk
T21 X22 X2k
Tnl Tn2 -+ Tpk

A1 a A, jsou nejvétsi a nejmensi vlastni ¢isla ziskana pro XTX poté, co jsou hodnoty ve sloupcich matice
X normovény na interval < —1;1 >. Pokud je hodnota x(X) rovna jedné, je feSeni ortogonélni. Velké ¢islo
podminénosti poukazuje na to, Ze feSeni mize byt §patné podminéné. Hledame tedy umisténi bodiu, kterému
bude odpovidat ¢islo podminénosti blizici se jedné.

2.6 D-optimalita

D-optimalita (Dopt) je metrikou maximalizujici entropii [10]. Cilem je maximalizovat determinant matice
A, tzn.
min D(x) = —det A, (12)

x

kde A je tzv. informa¢ni matice, kterou ziskame
A=172"7 (13)
a kde matice Z muze mit napfiklad néasledujici podobu
1 oz 212 22, 22y mni710
7 _ 1 wo1 oy 3 a3y X21T
i Tp1 Tpa T2, 1’32 Tn1Tn2

pri¢emz pocet sloupci matice Z je omezen poctem bodd v navrhu. Pokud je pocet sloupca vétsi nez n — 1,
kde n je poCet bodii, stane se matice A singularni. D-optiméalni navrhy ziskané timto postupem vsak nékdy



obsahuji duplicitni body, které oviem nemaji ziddnou informa¢ni hodnotu vzhledem k aproximaci odezvy
modelu, a proto je vhodné jejich vyskyt eliminovat.

Za timto ucelem navrhli autofi Hofwing a Stromberg [3] bayesovkou modifikaci popsaného postupu.
Modifikace spoc¢iva v pFidani urc¢itého poc¢tu dalgich sloupci do matice Z, ¢imz je mozné penalizovat navrhy
s duplicitnimi body. Problém singularity je mozné vyfesit jednoduse tak, ze do pfidanych sloupcu pfi¢teme
k prvkim na diagonéle matice A jednicku. Pokud chceme zachovat stejny vztah metriky k jednotlivym
soufadnicim navrhovych bodt, méla by byt zachovina symetrie zastoupeni obou soufadnic v matici Z. Proto
v pfipadech, kdy do matice Z pridavame dalsi sloupce (tzn. pocet sloupct je vyssi nez n — 1), dopliiujeme za
kazdy takovy sloupec na diagonédlu matice A jednicku tak, aby nebyla opomenuta symetrie soufadnic. Proto
se muze stat, ze pocet pridanych jednicek bude prevysSovat pocet pfidanych sloupcii.

Nevyhodou této modifikace je nezbytnost urc¢itych manualnich uprav, kdykoliv se rozhodneme zménit
pocéet bodu v navrhu. Zatim nebyl navrzen explicitni postup, jak urcit pocet sloupci, které je nutné do
matice Z pfidat, aby byly penalizovany veSkeré duplicitni navrhy. Proto navrzend bayesovskd modifikace
spociva ve zvoleni matice Z s minimélnim moznym poétem sloupci a pfi ziskani duplicitnich navrhi pocet
sloupci postupné zvétSovat.

Dulezitost spravného sestaveni matic a disledky chybného postupu si ukdzeme na jednoduchém piikladu.
Méjme ¢tvercovy prostor s body umisténymi v rozich a paty bod je umistovan postupné do zbylych pozic.
Pro kazdou pozici je stanovena hodnota Dopt a nésledné zanesena do grafické podoby intenzitou Cerné
barvy (minimum). Plochy metriky Dopt pro riizné varianty matice Z a A mtizeme sledovat na obrazcich 4.
Na prvnim obrézku je zobrazena varianta, kdy mé matice Z méné nez n — 1 sloupci. V tomto pfipadé jsou
sloupce t¥i a je patrné, ze FeSeni takto definované metriky vede k duplicité stavajicich bodua. Dale je uprostied
uvedena plocha odpovidajici nesymetrickému uspofadani matic. Spravné feSeni pro pét bodd uvadi rovnice
pro matici Z. uvedend u odpovidajictho obrazku vpravo. Pocet sloupct matice Z. je 6 = (n — 1) +2 a do
matice A patii na tii posledni pozice na diagonéle jednicky pro zachovani symetrie.

(a) | (b)

Za:[l Ti; xij] Zb:[l Lig  Tij szz]

Obrézek 4: Plochy Dopt a odpovidajici matice Z.

3 Optimaliza¢ni metoda

Optimalizace jednotlivymi metrikami probéhla metodou simulovaného zihani. Tato metoda byla vybrana pro
men§i ¢asovou naro¢nost a lepsi odolnost proti uviznuti v lokalnich minimech na rozdil od jednodugsiho ho-
rolezeckého algoritmu. Hlavni rozdil spoc¢iva v tom, ze simulované zihani umoziuje akceptovani nového Feseni
i pfesto, Ze jeho funkéni hodnota (hodnota pouzivané metriky) je nepfizniva vzhledem k hledanému optimu.
Prvni verze tohoto algoritmu byla navrzena v [7] a nezavisle v [13]. Studium a implementace komplexnéjsich



optimaliza¢nich algoritmii vhodnych pro feSeni uvedenych diskrétnich tloh neni pfedmétem této prace, ale
budeme se jim vénovat v budoucnu.

Simulované zihani je inspirovano, jak uz nazev napovida, fyzikalnim déjem, pfi némz se odstranuji defekty
z pevnych latek. Material je zahiat na vysokou teplotu, kdy dochézi k odstranéni pfevazné vétsiny defekta,
a posléze postupné ochlazovan. Dochézi k ustaleni atomu v rovnovaznych polohach a vznik novych defektu
je méalo pravdépodobny vzhledem k pomalému sniZovani teploty soustavy.

Podobné probiha i pouzity algoritmus. Materidl je zastoupen feSenim problému, které je ohodnoceno.
Pokud je funkéni hodnota nové vzniklého feseni lep&i nebo alespon rovna hodnoté feSeni piredchézejiciho, je
nové feSeni vzdy pfijato. Kdyz je jeho ohodnoceni horsi, je nové feseni pfijato s urc¢itou pravdépodobnosti. Na
zac¢atku procesu je stanovena teplota, které se snizuje s poétem probéhlych iteraci a s poétem akceptovanych
FeSeni s horgi funkéni hodnotou. S klesajici teplotou se také méni pravdépodobnost akceptovani horsiho FeSeni.

4 Porovnani metrik

Uvedené metriky byly porovnany podle:
i grafického vykresleni jejich pribé&hu pii umisténi ¢tvrtého a patého bodu ve ¢tvercovém prostoru,
ii vzajemnych vysledkt dosazenych pfi optimalizaci pomoci jednotlivych metrik,
iii minimdalnich vzdalenosti bodu ve vyslednych navrzich
iv a schopnosti urcit korelaci mezi modelovymi vstupnimi a vystupnimi hodnotami pii stochastické citli-
vostni analyze.
4.1 Grafické porovnani

P1i hledani optimalntho navrhu jsou vSechna zminéné kritéria minimalizovdna simulovanym zithanim. Proto
je jednim z dulezitych faktort obtiznost jejich minimalizace. Pro nazornost bylo porovnani z hlediska pribéhu
metriky v prostoru vyjadieno graficky na sériich obrazka pro jednotlivé metriky.

Umisténi, které je dle dané metriky vyhodnoceno jako nejlepsi, zobrazuje barva ¢erna, naopak nejhorsi
umisténi barva bild. Pfedem stanovend umisténi neménnych bodu jsou zobrazena cerné, ale ze zkouméni
prostoru jsou vyloucena z divodu predpokladané nerovnosti bodi.

4.1.1 Plocha metriky pro doplnéni 4. bodu

Pfi tomto porovnéni metrik bylo hlavnim predmétem umisténi ¢tvrtého bodu do étvercového prostoru za
predpokladu stilé polohy pfedchozich tFech bodt v rozich. Z obdrzenych tvart ploch na obréazcich 5 je patrné,

AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond MLs

Obrazek 5: Tvar jednotlivych metrik pro rizné polohy 4. bodu.




ze vSechny zkoumané metriky upfednostiiuji umisténi ¢tvrtého bodu do zbyvajiciho volného rohu, coz je nase
hledané optimum. Ov8em kazdd metrika spéje k tomuto optimu viditelné jinym zptisobem.

Pod vyobrazenim hodnot jednotlivych metrik ve dvoudimenzionédlnim prostoru jsou umistény Fezy zné-
zorhujici prabéh téchto hodnot po thlopiicce smérem z levého horniho rohu. Mizeme zietelné vidét, jak
jednotlivé metriky méni svou hodnotu pii umisténi bodu z nejvzdalenéjsi pozice az po uréené optimum.

Metriky AE, EMM a SRCC maji zcela jasné optimum v levém hornim rohu. Hodnota metriky AE strmé
klesé s rostouci vzdalenosti od tfech obsazenych bodi, ale od urcité pozice se klesdni vyrazné omezi a
jeho prubéh k volnému rohu je velmi pozvolny. Metrika EMM klesa vyrazné rychleji, ale jeji pribéh neni
hladky. O plynulosti dosahovani optima ovSem nelze mluvit u metrik PMCC a Dopt, které ve zkoumaném
prostoru vytvareji oddélend lokdlni minima. Tento jev odhalil nedokonalost téchto metrik pro bezpecéné
nalezeni optimalniho feSeni. Také metriky SRCC a KRCC vysly z tohoto rozboru jako nepiilis vhodné,
protoze témér v celém prostoru jsou jejich hodnoty konstantni kromé okrajd, coz znemoziuje optimalizaci
pomoci gradientnich algoritmit. Naprosto nepouzitelné se zachovala metrika cond, kterd nedokaze v tomto
pripadé jasné urcit hledané optimum a naznacuje moznou duplicitu bodt. Zajimavy je pak pribéh naposled
uvedené metriky MLy, kterd vytvari minimum v ojedinélé pozici oproti ostatnim metrikam, jeji prabéh je
hladky podobné jako u AE a nevytvafi lokalni minima, coz ji fadi v tomto testu mezi uspésne.

4.1.2 Plocha metriky pro doplnéni 5. bodu

Dale byly metriky vySetfeny velmi obdobnym zplsobem s tim rozdilem, Ze pfedem umisténé body byly
¢tyfi a obsadily vSechny ¢tyfi rohy definiéniho oboru. Tedy optimalnim FeSenim je pozice uprostied takto
osazeného prostoru. Vysledky méfeni jsou na sérii obrazku 6. Opét je zafazeno i srovnani s pribéhem metrik
po uhlopriéce feseného prostoru.

AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond MLg

Obrézek 6: Tvar jednotlivych metrik pro rizné polohy 5. bodu.
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V tomto pripadé ocividné selhdvaji SRCC a KRCC, jelikoz umisténi bodu kdekoliv ve stfedni ¢asti
dosahuje stejného poradi a tedy i celkové poradové koeficienty se neméni. Metriky PMCC a Dopt nevytvareji
lokéalni minima, ale naopak velmi hladce sméfuji do stfedu prostoru. Podobné je tomu také u cond a MLs.
EMM klesa opét velmi prudce a vytvaii tentokrat ostré globélni minimum. Pdvodni rychly spad a nasledovné
pozvolné klesani smérem k optimu opét predvadi metrika AE.

Dle téchto méfeni lze konstatovat, ze AE a EEM se zdaji byt ze vSech zkoumanych metrik nejvhodnéjsi
k optimalizaci. Nésledné lze jesté vypichnout z téchto dvou metriku AE, kterou pro jeji hladky prabéh
v tomto porovnani povazujeme za nejsnadnéji minimalizovatelnou.

4.2 Turnaj metrik

V této casti bylo provedeno prezkouméni kvality optimalnich navrht s ohledem na ostatni metriky pro
tii rizné situace se 7, 10 a 13 navrhovymi body, které byly umistovany do ¢tvercového diskrétniho prostoru
s 10ti hodnotami v obou smérech. Pro vypocet byla pouzita vyse uvedené optimaliza¢ni metoda simulovaného



zihani s dostatecnym poctem iteraci tak, aby bylo dosazeno globalniho optima pro kazdou metriku. Zatimco
AE a Dopt stanovily pouze jeden optimélni navrh, ostatni metriky vedly k nékolika ndvrhiim stejné optimalni
hodnoty.

Funkéni hodnota ziskaného feSeni byla zanesena do vysledkové tabulky k pouzité metrice. Resent bylo
déle ohodnoceno zbylymi metrikami a jejich hodnoty byly pfipsdny do stejného fadku tabulky. Pro vicena-
sobné FeSeni pak byly vybrany nejhorsi vysledky odpovidajici jednotlivym metrikam, protoze nasim cilem
je ukazat, jaky nejhorsi ndvrh mize optimalizace dané metriky poskytnout, pokud neméme ¢as provést op-
timalizaci opakované. Timto zptsobem byly postupné vyplnény v8echny t¥i tabulky 1, 2 a 3 | z nichZ jsme
po oznamkovani vysledkd ziskaly celkové ohodnoceni metrik vzhledem ke vzdjemnosti hledaného optima
jednotlivych metrik.

Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond MLy #
i i i i i i i i
AE [ 049 1 |-400 2]0018 2]0000 1]0000 11]-2108 2120 3/[0113 5 |2.1
EMM | 059 3 |-447 1 0271 6 |0.198 6 |0.167 6 |-510"2 3 |161 6 |0.044 3 |4.3
PMCC | 461 7 |-1.00 5 0.000 1 (0372 80278 7| -1.10" 7 343 70259 8 |6.3
SRCC | 479 8 |-1.00 5 |0474 9 |0.000 1 |0.108 3 | -1.106 8 |3.57 8 0292 9 |6.4
KRCC [ 6.13 9 |-1.00 5 ]0397 8 0270 7 (0000 1| -2210° 9 |6.60 9 |0.168 6 | 6.8
Dopt | 0.51 2 |-4.00 2 |0.019 3 [0.049 3 ]0.059 2 |[-310 1 [1.10 2 |0.094 4 |24
cond [ 258 6 |-1.00 5 ]0309 7 |0.136 4 |0.114 4| -310° 6 |1.01 1 ]0.182 7 |5.0
ML, | 1.14 4 |-283 30209 5 (0143 5 |0.143 5 |-3-101° 5 153 5 |0.009 1 |4.1
oLHS | 212 5 |-141 4 |0.113 4 [0.048 2 |0.000 1 |-1-10"" 4 |126 4 |0.011 2 |3.3
Tabulka 1: Hodnoty metrik pii umisténi 7 bodt do prostoru 10x10.
Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML, #
Eia i s i i i i i
AE [ 138 1 [-300 2 /0015 3 (0020 3[0.028 3| 710® 9 [1.13 5 [0.071 5 |3.9
EMM | 180 3 [-3.61 1 [0.153 5 |0.142 7 |0.125 5 |-1-10>" 2 | 125 6 |0.032 3 | 4.0
PMCC [ 809 6 |-1.00 5 [0.000 1 [0227 80220 7 |-1-10"® 4 |28 710265 9 |5.9
SRCC | 941 8 |-1.00 5 {0241 6 |0.000 1 |0.148 6 |-7-10 5296 8 |0.128 6 | 5.6
KRCC | 859 7 |-1.00 5 /0264 7 /008 6 |0.000 1 |-410" 7 [410 9 0210 8 |6.3
Dopt | 145 2 |-283 3 /0015 3 (0026 4 |0.000 1 |-710® 1 [1.03 3 |0.058 4 |2.6
cond [9.48 9 |-1.00 5 |0533 8053 9 [0436 8 | -2:10° 8 |1.00 1 ]0.135 7 |6.9
ML, | 278 4 |-141 4 |0.055 4 [0.055 5 {0.022 2 |-610"% 6 |1.12 4 |0.006 1 |3.8
oLHS | 356 5 |-1.41 4 |0.006 2 [0.006 2 |0.067 4 [-310*° 3 |1.01 2 {0.008 2 |3.0

Tabulka 2: Hodnoty metrik pii umisténi 10 bodd do prostoru 10x10.

Kromé vysledki vyse popsanych metrik je do téchto tabulek pridan fadek s vysledky pro optimélni LHS
navrh [5], ktery byl ziskdan pomoci softwaru SPERM 2.0 [9] optimalizovanim s ohledem na PMCC. LHS
navrhy jsou ¢asto pouzivané pro jejich ¢asovou nenéroc¢nost, kterd ovSem plyne z jejich omezeni. To méa
vyznam zejména pii piipravé navrhu ve spojitém prostoru, kde mutze byt optimalizace metrik jesté fadove
nejprve rozdélen tak, ze defini¢ni obor kazdé proménné je rozdélen na useky, jejichz pocet se rovna zvolenému
poc¢tu névrhovych boda. LHS névrh pak do kazdého intervalu kazdé proménné umisti jeden bod. V ramci
néasledné optimalizace je moZzné pouze prohazovat odpovidajici soufadnice dvou bodu tak, aby bylo stéle
dodrzeno omezeni jednoho bodu na interval. Prohledavany prostor je tim z hlediska optimalizace vyznamné
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Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML #
i i i i i i i i
AE | 282 1[-300 1]0010 20017 2[0015 2|-1.10% 2 ]1.05 2[0052 5 |21
EMM | 320 2 [-3.00 1 |0125 7 /018 9 |0.13¢4 8 |-6-102® 3 |1.13 4 |0045 4 |4.8
PMCC | 16.04 9 |-1.00 3 |0.000 1 |0.180 8 |0.195 9 |-210>' 6 281 8 |0.120 9 | 6.8
SRCC | 1451 8 |-1.00 3 ]0225 8 [0.000 1 |0071 7 [-210*® 4 [278 7 /0.097 7 |5.6
KRCC | 1226 7 |-1.00 3 |0.240 9 |0.084 7 |0.000 1 [-1-10® 5 [295 9 |0.108 8 |6.0
Dopt | 342 3 |-141 2 [0.027 4 /0056 4 |0.05 5 |-610 1 |1.06 3 |0.041 3 |3.1
cond | 627 5 |-1.00 3[0022 3 [0.068 50058 6 |-2104 7 ]1.00 1 |0.058 6 |5.1
ML, | 6.16 4 |-1.00 3 ]0.097 6 |0.075 6 |0.027 3 |-210"2% 9 [122 6 |0.005 1 |4.1
oLHS | 9.04 6 |-1.00 3 |0.071 5 |0.053 3 |0.055 4 |-510"% 8 |1.15 5 [0.007 2 |4.1

Tabulka 3: Hodnoty metrik pfi umisténi 13 bodi do prostoru 10x10.

redukovan, a proto je mozné najit dobré feseni i v pfipadé vétsitho poctu proménnych a navrhovych bodi.

V ptipadé diskrétniho prostoru je mozné pouzit LHS névrh bez jakychkoli modifikaci pouze v pripadé,
kdy pocet piipustnych hodnot vSech proménnych je roven sobé navzdjem a zarovein poctu pozadovanych
navrhovych bodii. Tato situace nastala napiiklad v pfipadé navrhu 10ti bodi, jehoz vysledky jsou uvedeny
v tabulce 2. V situaci, kdy jednotlivé proménné dosahuji rtizného poctu piipustnych hodnot nebo se lisi
od poctu navrhovych bodt uZz neni mozné pouzit skuteény LHS navrh. Proto je tento turnaj zaméfen
predevsim na optimélni navrhy, které se nepodiizuji podminkdm LHS. Nicméné je obecné mozné piipravit
LHS névrh pro zvoleny pocet ndvrhovych bodi a poté jejich soufadnice proporciondlné prevést na pfipustné
hodnoty jednotlivych proménnych. Vysledny navrh pak uz ovSem neni skuteény LHS névrh tak, jak je
pivodné definovany. Timto zptusobem byly vytvoreny modifikované LHS navrhy sedmi a t¥inacti bodu a
jejich vysledky zarazeny do tabulek 1 a 2.

Optimalizace LHS navrha také vede na nékolik ruznych FeSeni se stejnou optimélni hodnotou. Proto
i v tomto pfipadé jsou vysledky uvedené v tabulkidch 1 az 3 ziskané pro nejhor$i navrh s optimalni hodnotou
vzhledem k pfislusné metrice.

V tabulkach 1 a 3 dosahuje nejlepsiho ohodnoceni metrika AE a metrika Dopt dosahuje druhého nejlepsiho
vysledku. Modifikovany LHS navrh se ukazuje az jako tieti nejlepsi, takze pro tyto situace zfejmé neni tento
postup Teseni p¥ilis vhodny. Naproti tomu jsme ocekévaly velmi dobré vysledky optimélniho LHS névrhu
v tabulce 2 a vysledné hodnoceni je opravdu lepsi, nicméné D-optimdalni navrh pifekonal LHS navrh a dosahl
zde nejlepsich vysledki. Naopak metrika AE se zde propadla aZz na tfeti misto, a to zejména proto, Ze jeji
vysledny navrh dosidhl nejhorsiho vysledku z hlediska D-optimality. Celkové lze tedy shrnout, ze D-optimalni
névrhy dosdhly v tomto turnaji vzajemného ohodnoceni v priméru nejlepsiho vysledkt a piekonaly v praxi
¢asto uzivanou metodu LHS.

4.3 Minimalni vzdalenost

Jelikoz blizké body v ndvrhu jsou v urcité mife redundantni z hlediska informace, kterou piinasi o zkoumaném
modelu, je na8im cilem vytvorit navrh, kde budou body od sebe v co nejvétsi vzdalenosti. Toto hledisko sice
tzce souvisi s metrikami hodnoticimi rozprostienost navrhu, ale zadné metrika neni formulovana tak, aby
toto hledisko hodnotila pfimo. Proto zde uvidime vysledky z hlediska minimalnich vzajemnych vzdalenosti
bodi.

Ze ziskanych optiméalnich navrhi byly vybrany ty, které mély nejmensi soucet minimalnich vzdélenosti
s cilem opét ukazat nejhorsi vysledek, které jednotlivé metriky hodnoti jako optimalni. Vzdélenosti se sta-
novily pro vSechny kombinace bodu a pro kazdy bod se uvazovalo minimum ze v8ech vzdalenosti k ostatnim
bodim. Tyto hodnoty jsou vyneseny ve sloupcovych grafech pro varianty se 7, 10 a 13 body. Navic je pfipo-
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jen odpovidajici optimélni navrh v grafické podobé. Pro kazdou situaci uvddime konkrétni podobu metriky
Dopt, kterd se méni v zavislosti na poc¢tu navrhovych bodi, jak uz bylo zminéno na strané 6.

e Pro variantu sedmi navrhovych bod v prostoru o velikosti defini¢nich obort obou proménnych rovné 10
zachycuji obrazky (7). i-ty fadek matice Z metriky Dopt ma v tomto p¥ipadé tvar z;

kde x; a y; jsou soufadnice ¢-tého bodu.
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Obrazek 7: Optimalni ndvrhy se 7 body v prostoru 10x10 a odpovidajici grafy minimélnich vzdalenosti.

Nejvyssi primérné hodnoty minimalnich vzdalenosti dosahuje pro tuto variantu Dopt, déle metriky
EMM a AE. Na prvni pohled je patrna nerovnomérnost rozlozeni optimélnich navrht metrik KRCC
a cond na rozdil od navrhu MLy, jehoz body jsou od sebe sice vzdaleny méné nez u optimalizace
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Dopt, ale miuzeme sledovat pravidelnost navrhu prostfednictvim vyrovnanych hodnot minimélnich
vzdalenosti, které nekolisaji jako je tomu u korela¢nich koeficient a metriky cond.

e Optimalni navrhy a grafy (8) jsou vysledkem rozprostieni deseti bodi. V tomto piipadé se pocet
névrhovych bodu shoduje s velikostmi defini¢nich obori obou proménnych, proto lze zaradit nezménény
optimélni navrh LHS. -ty fddek matice Z pro Dopt bylo nutné rozsifit a zahrnuje tentokrat cleny
z; = [l z; y; 22 y? vy 3 y3 x2y; 2;97) , do matice A je jesté nutné doplnit dvé jednicky na diagonalu.
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Obréazek 8: Optimalni navrhy s 10 body v prostoru 10x10 a odpovidajici grafy minimélnich vzdalenosti.

Podobné jako v predchozi varianté nejlépe dopadly AE, Dopt a EMM. Otimalni navrh EMM je ze jme-
novanych tii nejrovnomérnéji rozlozen. Navrh LHS piekvapivé nepatii mezi favority, dokonce metriky
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KRCC a MLy vyhodnotily navrhy s vy3si primérnou hodnotou minimdélnich vzdalenosti.

e Pfi umistovani 13 bodu v prostoru 10x10 se ziskaly optimélni navrhy a jim odpovidajici grafy minimal-

nich vzdalenosti uvedené na obrézcich 9. i-ty fadek matice Z pro Dopt bylo nutné opét rozsitit, takze
tentokrat zahrnuje cleny z; = [1 2; y; 22 y? ;i o3 y3 22y viy? =} y} 2y?] a na diagonalu matice A

se doplni jedna jednicka.
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Obrézek 9: Optimalni navrhy s 13 body v prostoru 10x10 a odpovidajici grafy minimélnich vzdalenosti.

Ani v poslednim pfipadé metriky EMM a AE neztraceji a opét predvadéji velmi vyrovnané hodnoty
miniméalnich vzdélenosti. D-optimélni ndvrh dosahuje také vyssich vzdalenosti v porovnani s ostanimi
metrikami, ale jejich hodnoty uz nejsou tak vyrovnané.

V tomto testu nebyly prilis dspésné korelacni koeficienty PMCC, SRCC a KRCC, které v priméru
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dosahuji nejmensich hodnot miniméalnich vzdélenosti, coz vede k vét§im shlukim bodt, v nékterych pripadech
k sobé body piimo piiléhaji. Podobné dopadla i metrika cond, o néco 1épe MLy. Lepsiho rozprostieni bodu
a tudiz i vétsich hodnot minimalnich vzdalenosti dosahuje Dopt. Nejlepsimi vysledky se dle oéekavani pysni
metriky AE a EMM, jejichZz optimalni navrhy jsou na prvni pohled rovnomérné, o ¢emz také vypovidaji
vyrovnané hodnoty minimalnich vzdalenosti, které v primeéru dosahuji nejvétsich hodnot.

4.4 Korelace mezi vstupnimi a vystupnimi hodnotami

Mezi prvni kroky pii formulaci meta-modelu pat¥i stanoveni dilezitych parametri s vyznamnym vlivem
na odezvu zkoumaného modelu. Toto se béZzné provadi pomoci stochastické citlivostni analyzy, kterd spociva
ve vyhodnoceni korelace mezi jednotlivymi parametry a hodnotami odezvy modelu na zakladé souboru
simulaci provedenych pro navrhové body. Z tohoto divodu se dalsi zkoumani metrik zaméfi na schopnost
optimalnich navrhi stanovit SRCC mezi kazdym parametrem a modelovou odezvou. Byly uvazoviny dva
jednoduché modely, linearni a kvadraticky, oba se dvéma diskrétnimi parametry = a y s 10ti moznymi
hodnotami. Skuteén& hodnota korelaci byla ziskdna z kompletntho navrhu é&itajicitho vSech 100 bodi. Pro
kazdou metriku byl optimalizovan navrh s 10 body, aby bylo mozné zahrnout i optimalni LHS navrh. Vysledky
takto ziskanych korelaci jsou porovnany v tabulkich 4 a 5.

Navrh | Komplet | AE | EMM | PMCC | SRCC | KRCC | Dopt | cond | MLs | oLHS
corr(x,z) 0.700 0.699 | 0.813 0.236 0.975 0.307 | 0.694 | 0.198 | 0.630 | 0.835
corr(y,z) 0.700 0.686 | 0.566 0.840 0.161 0.932 | 0.673 | 0.908 | 0.667 | 0.530
Odchylka 0.016 | 0.247 0.604 0.814 0.625 | 0.033 | 0.710 | 0.104 | 0.305

Poradi 1 4 6 9 7 2 8 3 5

Tabulka 4: Korelace vstupt a vystupt pro model: z = x + y.

Navrh | Komplet | AE | EMM | PMCC | SRCC | KRCC | Dopt | cond | ML, | oLHS
corr(x,z) 0.686 0.699 | 0.419 0.195 0.948 0.973 | 0.698 | 0.954 | 0.535 | 0.827
corr(y,z) 0.686 0.686 | 0.875 0.914 0.160 0.197 | 0.669 | 0.301 | 0.827 | 0.450
Odchylka 0.013 | 0.456 0.719 0.788 0.775 | 0.029 | 0.654 | 0.292 | 0.377

Poradi 1 5 7 9 8 2 6 3 4

Tabulka 5: Korelace vstupt a vystupii pro model: z = 22 + 2.

Uvedené vysledky ukazuji, Ze nejlépe se podafilo vyhodnotit korelaci na zédkladé ndvrhu optimalizovaného
metrikou AE, a to v pfipadé linedrniho i nelinearniho modelu. Druhého nejlepgiho vysledku pak doséhla
metrika Dopt a tfetiho metrika MLs. Navzdory tomu, Ze v praxi se nejCastéji pouzivaji navrhy LHS, naSe
vysledky ukazuji, ze LHS navrhy mohou urc¢it korelace v citlivostni analyze s vyznamnou chybou. Nejhorgich
vysledki dosahly névrhy upfednostiujici ortogonélni uspoifadani bodi, z ¢ehoz vyplyva, ze pro citlivostni
analyzu je zejména dulezité pokryti navrhového prostoru.

5 ZAvér

Cilem této prace je prozkoumat rizné moznosti hodnoceni ndvrhu experimentt a provéfit, které hledisko je
dilezité, pokud chceme navrh experimetd pouzit pro vyhodnoceni citlivostni analyzy. Konkrétné jsme zde
studovaly metriky: Audze-Eglais, Maximin a ML diskrepance, které jsou zaméfeny na tvorbu navrhi rovno-
mérné pokryvajicich navrhovy prostor. Dalsi vétsi skupinou studovanych metrik jsou korela¢ni koeficienty a
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to Pearsontiv, Spearmantiv a Kendaliv a také ¢islo podminénosti, které hodnoti ortogonalitu daného navrhu.
Posledni skupinu pak tvoii kritérium D-optimality, které vyjadfuje entropii systému bodi.

Jednotliva kritéria byla porovnana ze ¢tyt hledisek. Nejdiive byl studovan tvar jejich funkéniho pribéhu,
kde se nejvhodnéjsim, hladkym pribéhem zafadily na prvni mista metriky AE a MLg. Jejich podstatnou
pfednosti je také fakt, Ze nevytvareji zbytecné lokalni extrémy jako je tomu PMCC, Dopt a cond.

V dalsi studii byla pozornost vénovana vzajemnému ohodnoceni optimalnich navrhi, kde byly vysledky
jednotlivych metrik zaroven porovnény s optimalnim LHS névrhem. Ve tiech riznych testech hodnotime
celkové nejlépe navrhy Dopt, pficemZz na druhé misto se fadi navrhy ziskané pro metriku AE. Také zde byly
ukézany limity pro vyuziti navrha LHS.

Z hlediska minimalnich vzdalenosti mezi body ve vysledném navrhu se také dle oc¢ekédvani umistily na pred-
nich mistech navrhy pro metriky EMM, AE. Trochu piekvapivé dosdhla jako t¥etiho nejlepsiho navrhu z
tohoto hlediska metrika Dopt, kterd pfekonala i vysledek metriky MLo.

Posledni studie byla hlavnim cilem ptedkladané prace. Zde byly vysledné optimalni navrhy pouzity pro od-
had korelace mezi vstupnimi a vystupnimi parametry dvou modeli: linearniho a kvadratického. Ackoliv se
pravé pro tuto aplikaci v praxi ¢asto vyuzivaji optimélni LHS navrhy, v predlozené studii se propadly az na
¢tvrté a paté misto. Nejlepsiho odhadu korelace doséahla metrika AE, dale Dopt a MLs.

Atkoliv metrika AE neni piili§ rozsitend, do této chvile jsme na ni narazily pouze v praci [12], dosahuje
v provedenych studiich nejlepsich vysledki. Jako druhé nejlepsi kritérium se ndm jevi metrika Dopt, nicméné
jeji praktické vyuziti zna¢né limituje nezbytnost manudalniho nastaveni. Nakonec je tfeba zminit prekvapivé
neuspokojivé vysledky optiméalnich LHS né&vrhii, nicméné jejich rozsitené pouziti je opodstatnéné zejména
diky jejich snadné optimalizaci, a to i v pfipadé navrha s vétsim poc¢tem bodu ve vicerozmérném navrhovém
prostoru.

Na zakladé uvedenych vysledkt se proto v nasi budouci praci budeme vénovat strategiim pro efektivni
generovani navrha optimalnich z hlediska metriky AE a Dopt.
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