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1. Uvod

Cilem prace bylo analyzovat kmitani nasledujici rovinné soustavy s jednim
stupném volnosti. Téleso o hmotnosti m je podepreno jednim dokonale
tuhym prutem délky r, ktery je kloubové ulozen a stabilizovano dvéma
predepnutymi lany s délkou L1 a normalovou tuhosti EA: resp. L2, EAs.
Predepnuti lan N,; resp. Ny, predpokladame dostatecné velké na to,

aby lana byla vzdy namahana pouze tahovou silou. Stav soustavy je urcéen
de

— zavedeme
dt

uhlem pootoceni ¢ = @(t) a rychlosti pohybu hmoty v =v(t) =r

tedy polohovy vektor u(t) = (f]’ ((f)))

L
a1 = )

2. Odvozeni pohybové rovnice
2.0 Rovnice pro pripad vlastniho kmitani

Veskeré sily pusobici na téleso lze rozlozit do dvou vzajemné kolmych
smeéru, a to do sméru osy prutu a do sméru pohybu télesa. Sily pusobici ve
sméru osy prutu budou ovlivinovat velikost normalové sily, ale diky
nekonecné tuhosti se v pohybové rovnici nijak neprojevi, proto je nebudeme
uvazovat.

K sestaveni pohybové rovnice vyuzijeme D Alembertav princip. Rovnice
, d? , . . o . . v
bude mit tvar mrdt—(zp=ZF , kde vyslednice sil plsobicich ve sméru

pohybu Y F, je rovna vyslednici prameéta reakci od predepnutych lan R; a R,.

Velikost reakci je obecné dana vztahem: R = Ny + EAe = Ny + EA (Li — 1)
0



. s L . _ Jai2+2aqrsing+r?
Pro jednotliva lana dostaneme: R; = Ny; + EA; ( Nereae=: -1

_ \/a22—2a2r51n<p+r2_ )
R, = Ny, + EA, ( Tt 1

Pro urc¢eni primét zavedeme souiradnicovy systém (x, y)
podle obrazku. Teézisté télesa ma v takto zvoleném
systému soutradnice T: [rsin¢g,rcos¢@]. Poté mulzeme
vyjadrit vektor o jdouci z bodu T do pocatku a vektory ri,
re, f1, f2 jdouci z bodu T ve smérech jednotlivych sil Ry,
Rs, Fa, Fo.

0 = (—rsin¢,—rcos @)

r1 = (—a; —rsing,—rcosp)
r2 = (a, —rsing,—rcos )
fi = (-rcosg,rsing)

fo = (rcose,—rsing)

Pokud oznacime 6; resp. 6, uhel, ktery sviraji vektory ri, fi resp.rs, fo,
muzeme zapsat sily F; = Ry cos6; a F, = R, cos 8,. Cosiny lze vyjadrit pomoci
skalarnich souc¢int prislusnych vektora, dostavame

ri.f1 aq cos @ rp.fo a) cos ¢
F, =R, —Y1 _—R F, = =
1 1 [Irg ]l 11£111 1 Jai2+2aqrsing+r?’ 2 2 Ir2|l.llf21l 2 Vaz?—2azrsinp+r2
; , . d?

Dosadime do pohybové rovnice mrdTZ) =) F = —F; + F, dostaneme

d? aq cos a cos , ,
mr=—= = —R, L= 9 +R, 2 2 ¢ po  dosazeni  reakci

dt Jai2+2aqrsing+r? Jaz2—2a;rsinp+r?

dostaneme vyslednou pohybovou rovnici, kterou budeme resit

d? ai2+2aqrsingp+r? aj cos
Tm‘—(f = - NOl + EA1 (\/ ! L L4 — > L (P
dt Jaié+r? Jai2+2aqrsingp+r?
a2—2a,rsin @+r?2 a, cos
+( Nz + EA, Jap!-2arsingtr? 4 2 ¢ (2.0)
Jaz2+r? Jaz2—2a,rsinp+r?2

Pokud bude soustava symetricka, budou ¢leny s dolnimi index 1 a 2 stejné,
indexy lze tedy vypustit, poté je mozno rovnici upravit do tvaru:

a2+2arsin(p+r2 aZ—Zarsin(p+r2
—Ng—EA | Y——i—exn—-1 No+EA | Y———e—nw——1

dz \/a2+r2 \/a2+r2

4
+ 2 i 2
Ja“=2arsin@p+r

mr = acos (2.1
dt? ¢ Ja?+2arsingp+r? )




2.1 Rovnice pro pripad buzeného kmitani

Predpokladejme, Ze na hmotu na konci prutu pusobi ve vodorovném smeéru
v ¢ase proménliva sila F(t) = Fysin(wt). Takova sila muze byt vyvolana
napriklad vodorovnym chvénim podlozi pri zemétreseni. Tato sila pribude
v pohybové rovnici na prave strane, je ji vsak nutno promitnout do smeéru
pohybu. Vysledna pohybova rovnice pro pripad buzeného kmitani:

d? a1?42aqrsin @ +r? aq cos
mr _(ZP = - NOl + EAl \/ 1 L L4 - 1 (P
dt Jaii+r? Jai2+2aqrsinp+r?

+(N., + EA \/a22—2a2rsin<p+r2 -1 az cos @
02 2 Jazi+r? Jaz2—2ayrsinp+r?2

+F;sin(wt).cos ¢ (2.2)
2.2 Rovnice pro pripad tlumeného kmitani

Pokud bude soustava navic 1 tlumena, pribude v pohybové rovnici tlumici
clen Cr‘i—f = Cv, kde C je soucinitel tlumeni. Vysledna pohybova rovnice pro

pripad buzeného kmitani s atlumem:

d? a124+2aqrsing+r? ai cos
mr=—> = —N01+EA1‘/1 UL LA | ek d
dt Jaié+r? Jai2+2aqrsinp+r?

Jaz2—2a,rsinp+r2 )) az cos @

+ <N02 + B4y ( Jaz2+r? Jaz2—2a,rsinp+r?
+F;sin(wt).cos @ — Cri—‘f (2.3)

2.3 Pocéatecni podminky

Dostavame nelinearni diferencialni rovnici druhého radu, pocatecni

podminky jsou: ¢(0) = ¢, riel = v(0) = vy. Zavedeme vektor pocatecnich

dt |(0)

podminek uy = (‘5((8))) — (‘58)

3. Rozmérova analyza

Pro lepsi prehlednost a obecnost vysledki a grafti je dobré provést
rozmérovou analyzu. Ta umozni vystupy interpretovat pomoci
bezrozmérnych normovanych velicin. V nasem pripadé jsou v rovnicich tyto
vstupni veliciny: r,m, EA,a, Ny, Fy, w,C, @0,V a tyto vystupni: ¢,v. Tyto
veli¢iny obsahiji tri zakladni jednotky: kilogram, metr a sekundu.
Exponenty jednotlivych veli¢in jsou vidét v nasledujici tabulce.



T m EA a Ny Fy W C ®o Vo ) \
m 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
kg 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0
S 0 0 -2 0 -2 -2 -1 -1 0 -1 0 -1

S vyuzitim Buckinghamova teorému je mozné téchto 12 proménnych o 3
nezavislych jednotkach vyjadrit pomoci 12—3 bezrozmérnych n-funkei.
V nasem pripadé jsou voleny prvni tii rozmérové veliciny: r,m,EA a zbylé
veliéiny jsou pomoci nich normovany. Postup je podrobné popsan v [2], jeho
provedenim dostaneme nasledujicich 9 bezrozmérnych veli¢in.

a
7'[1:—:“ _ mr _ m
' N T mr = JrEa Vo

_ No _

T EA p g = .

mEA

My =4 = % m
3
g = @ s v
kA 6 0 9 rEA

Pro symetrickou soustavu s buzenim a itlumem dostaneme tuto

/_ﬁ_< a2+2asin <p+12_1> ﬁ+< a?—2asin <p+12_1>\

Uy

g =@

normovanou rovnici

Va?+12 al+12 |
+
JaZ+2asinp+12 JaZ—2asin p+12 /

d2¢
mr— = a cos @

dt?

+ m3sin(m,t). cosp — nsri—f (3.0)

Otazkou zlstava jak zajistit Gvodni predpoklad, Ze lana jsou dostatecéné
predepnuta, aby byla namahana pouze tahem. K maximalnimu zkraceni lan
Emin < 0 dojde pro vychyleni ¢ = i%. Chceme, aby byla i v tomto stavu byla
splnéna podminka zarucujici tah vlanech N, + EAg,;,, =0 vycéislenim
pomoci bezrozmérnych parametri dostaneme podminku pro predpinaci

proa =>1nebof >1-— pro a € (0,1).

1—a

Va2+1

a—1

Va?+1

parametr f > 1 —

4. Linearizace pohybové rovnice

Pokud predpokladame pouze malé hodnoty uhlu ¢, lze zanedbat zmeénu
geometrie soustavy a zrychleni bude pirimo amérné thlu ¢. Takovy pripad

. . , . d%e
lze popsat linearizovanou formou pohybové rovnice ve tvaru T kiop=0

Konstanta k; = \/wg;, kde wq; je vlastni frekvence linearizované soustavy.

Konstantu k; zjistime tak, ze pravou stranu rovnice pro symetrickou
soustavu (3.0) derivujeme a derivaci vyéislime v bodé ¢ = 0. Dostaneme




EA 2a%(1-p)

rovnici: % +
Codt? T omr (a?+1)3/2

=0 a spolu s pocateéni podminkou (‘5((8))) — (\90)

analytické FeSeni ¢(t) = J—Osin(wOLt); v(t) = vycos(wqt)
oL

EA 2a%2(1-B) . P . . ,
kde wg;, = / Eﬁ je vlastni frekvence linearizované soustavy.

Muzeme také vyjadrit periodu vlastniho kmitani linearizované soustavy
_ oy [ @

Tor = wor 2m EA 2a2(1-)

V nasledujicich obrazcich je vzdy porovnan pracovni diagram linearizované

soustavy (zelené) a nelineriazované soustavy (éervené), nejprve pro

hodnoty a« = 0,8; B = 0,6, poté @ = 0,999; f = 0,6. Na vodorovné ose je thel o

¢ € (—m,m) ktery je soustava vychylena, na svislé ose pak normovana sila.
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5. Numerické reseni pohybové rovnice

Nasim cilem bude vytvorit program, ktery po zadani vstupnich parametrt

@(t)
v(t)

metodu primé integrace pro reseni diferencialnich rovnic 2. radu s pocatecni

vycisli prubéh polohového vektoru u(t) = ( ) v case. K reseni pouzijeme

podminkou.
Oznacme n pocet kroku na casovou jednu jednotku. Budeme postupovat po

casovych krocich velikosti A= %, na kterych funkci ¢ po castech nahradime

kvadratickou funkeci pomoci Taylorova rozvoje 2. radu. Funkcéni hodnotu
funkce @(t) a hodnotu jeji derivace na pocatku zname, hodnotu druhé
derivace urcime z pohybové rovnice.

Hodnoty pro dalsi interval uréime ze vztahu:
, 1.

p(t+2) =) +¢®).A+5¢(0).A

pt+D) =9+ ¢).A

. _ _EA Jai2+2aqsing (t+A)+1 . ) aq cos @ (t+A)
(p(t + A) - mr <ﬁ1 + ( Ja2+1 1 >\/a12+2alsin(p(t+A)+l




+EAJ ﬁ + (\/(xzz—Zazsinq)(t+A)+1 . 1) ay cos @ (t+A)
mr 2 Jaz2+1 JazZ=2a;sin @ (t+A)+1

Casové souradnice t, = t,_; + A
e . 1 2
Kinetick4 energie E; = Em(ﬂp(t))
Potencialni energie obecné E, = %EAL (e +&)?

Po vyjadreni pomoci vstupnich parametra

a12+2aqsing(t+4)+1
E,= SEArJa?+1 | -1+, | +
a12+1

1 > JazZ—2a;sin @ (t+4)+1 _
+2EA2T\1C(2 +1( \/m 1+,82)

5.1 Chyba numerického reseni

2

Chyba, které se dopustime vjednom kroku je dana chybou Taylorova

rozvoje, a to O(n%) Nez algoritmus projde zkoumany casovy interval,

vyskytne se chyba radové n-krat. Celkova chyba je tedy O (niZ) a pro rostouci

n reseni rychle konverguje.

Jako indikator chyby vyuzijeme celkové energie E = E + E,. Soustava, jak
jsme ji definovali, by méla celkovou energii zachovavat. Tedy rozdil energie
po jedné periodé A= E(T) — E(0) by mél byt roven nule. Pro zjisténi do jaké
miry se energie zachovava, vykreslime do grafu Apv zavislosti na n.

T T T T T T T
1 : ; , : 'del_E.txt' —j‘—
0.03 1 : ; Kl
0.01 1~ : A .
|\ ‘I'
il ) .
i
: ; [
-0.01 [ : , ‘ .
-0.02 1 L 1 I I 1 I i
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Zjistujeme, Ze Ag nejprve s rostoucim n rychle klesa podle ocekavani, ale pri
prekroceni hodnoty n = 4.5e4 se Ap prestava chovat podle ocekavani a reseni



je numericky nestabilni. Tento fakt lze pri¢itat vlastnostem programovaciho
jazyka a prekladace, kdy od urcéité minimalni velikosti kroku prevladne vliv
velikosti zaokrouhlovacich chyb nad zpresnénim ziskanym zmensSovanim
kroku.

Dosazenim ruznych hodnot vstupnich parametru, zjistujeme, ze toto chovani
na nich neni nijak zavislé. Pocet krokd na c¢asovou jednotku tedy
zvolime n = le4, ¢imz jsme bezpecné v oblasti bez numerickych nestabilit a
dostavame prijatelné chyby.

5.2 Vlastni kmitani

Nyni budeme predpokladat symetrickou soustavu bez budici sily a bez
utlumu, popsanou rovnici (2.1). Takova soustava je popsdna parametry
r,m EA a,f a pocatecnimi podminkami ¢g,vy,. Spocitame, jaka reseni
dostaneme, pro ruzné hodnoty pocatecni rychlosti v, udélené soustave
v pocatecni poloze ¢, = 0. Oznacme vy, pocatecni rychlost, ktera je presné
potrebna pro dosazeni polohy ¢ = g, tedy polohy s nestabilni rovnovahou.

Pri pocatecnich rychlostech vy < vy, bude soustava kmitat kolem pocatecni
stabilni polohy ¢ = 0. Pri pocateénich rychlostech v, > vy, se prut otoci o 27
a dostane se znovu do pocatecni polohy se stejnou pocatecni rychlosti. Pri
pocatecni rychlosti vy = vy, bude téleso smérovat do polohy ¢ = %, ale
soucasné bude ztracet rychlost a to tak, ze do rovnovazné polohy by dorazilo
v nekonec¢ném cCase.

Velikost kritické pocatecni rychlosti vy, uréime z rovnosti energii v polohach
™ (1 1 1
¢ =0a¢ ==-. Dostdvime Emvokz +oEAray® + 1(B)?% + SEAyryar? + 1(8y)% =

2

2
1 Jai2+2a+1 1 Jar2=2a,+1
——EEAlrw/a12+1<%—1+ﬂ1) +5EA2rw/a22+1(u—1+ﬁz)

Vare+ 1/(1224’1
2
EAqr \/0{12+20(1+1 2
Odtud vy, 2 = ~ Jai+1 <(W -1+ ,31> —B1 > +

2
Edyr —5 [ ( Yaz’=2a2+1 _ > _p2
+ - a, +1<(—m 1+ﬁ2 Bz

Nasledujici dvojice obrazka ukazuji vyvoj okamzité vychylky a rychlosti
resp. potencialni a kinetické energie v Case, pro ruzné velikosti pocatecni

rychlosti vy. Zelené je znazornéna okamzita pomeérna vychylka 2 resp.

/2
v , c o1, . E X v - , v ve, s v ,
pomérnd potencidlni energie ?‘(’)) Cervené je zndzornéna okamzitd pomérna
v(t)

Ey
Vok

rychlost resp. pomérna kinetickd energie 0

Modre je znazornéna

celkova energie. Vodorovna osa predstavuje cas.



Vo = 0.5 Vok

T -
% AR B b K_EK(t).o" ——
K_Fi(t).bot —— K_Ep(t).bt ——
K Elf) bt ——
0.5 \ 1 osf B
ok il T i e SR
0.5 / 0.5 N
g ! L L L 3 ! ! ! L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 o0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
— T -
K_Ek(t) bt ——
K_Ep(t).txt’
K_E(t).bt' ——
- - (/“\‘7
1 1 1 | 1 -1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 o0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Vo = 0.999 Vok
1 T T T r 1
K_df(t).ott —— K_EK(t) ! ——
K_Fi(t).txt’ K_Ep(t).txt’
K_E(t).bt' ——
0.8 [ B
05 B
0.6 [- B
ol T
04 [ B
05k B
0.2 B
1 1 1 1 1 0 \\_L 1 Il 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Je vidét, Ze s rostouci pocatecni rychlosti se prodluzuje perioda kmitani az
do kritické pocatecni rychlosti, kdy by byla perioda nekonecna.
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Pro nadkritické rychlosti si ukdazeme stejné znazornéni, jedinym rozdilem

bude to, ze okamzita pomérna vychylka je

2n

Vo = 1.1 Vok

@

T
A df{t):bd v o

g e K_Ek{t) ot ———
’ K_Fi(t).txt’ KCEp(t).txt'
K_E(t).ott ——
12 4 osl =
T /]
0.6 - B
08 \ B
\
0.6 - 4 04 B
04 4
0.2 4
.l i \_/\/\_/
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Vo = 1.5 Vok
T T 1
Ty e dfh). bt i K_EK(t).bt! ——
’ /KRN 'K_Ep(t).txt'
K_E(t).ot=——
12r \/ 1 osf y -
A i
0.6 i
08 4
0.6 4 o4l o
04 B
55 \/\/\/\/\/
02 5
0 1 i 1 0 1 1 ¥ 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Zde naopak vidime, Ze s rostouci pocatecni rychlosti se perioda celého obéhu

zkracuje.

Nyni budeme zkoumat periodu kmitani pro pocatecni rychlosti vy < vy.

Nasledujici grafy ukazuji zavislost periody a amplitudy (maximé&lni

vychylky) na pomérné po¢ateéni rychlosti ~2.

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

Vok

T T
‘perioda.txt’ —‘l

0.8

0.6

0.4

0.2

T T
‘amplituda.txt’ ——

Pro vy = vy jde perioda do nekonecna a amplituda bude %

v,

0
0.6 0.7 0.8 09 ¥ 1
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Tento graf ukazuje vztah mezi
periodou a amplitudou, ktery
lze interpretovat 1 tak s jakou
periodou by soustava kmitala,
pokud by misto pocatecni
byla

pocatecni vychylka.

rychlosti nastavena

Pro amplitudu % roste opét

perioda do nekonecna.

0.55

T T
‘PeriodaAmplituda.

0.6 0.8 1 1.2 1.4

® 16

Nasledujici grafy ukazuji, jak se méni vztah mezi periodou a amplitudou

v zavislosti na parametrech a, .

Nejprve nechame pevny parametr f a budeme ménit parametr a

Ted pro pevné parametry @ budeme ménit parametr f3.

Na grafech jednotlivé kiivky odpovidaji vzestupné hodnotam g 0.1,0.2, ...,0.9

55 T T T T

T
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T T T T T T

T T
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sl L ; 1 24} i [’F;-v“/)' al
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L 1 22 H s
e a=11
Pl | 20 : .
o e . — | .f : /’/ .
16 1 .
30 - . L
14 T P S .
25 T S ; e ! =
R 2k LN o
20 v / 1 1w0F S R R o
),/
=
15 /// 1 8 E — i
10 1 6 1 i 1 1 i 1 1
12 16 0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 1.6
40 T T T T 55 T T T T T T
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: 50+ . ; 4
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a=2 45 4
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15 T 4 20 "
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6 Buzené kmitani

V této ¢4sti budeme zkoumat buzené kmitani popsané rovnici (2.2). K popisu
takovéto soustavy jsou potreba dalsi dva parametry y,m, popisujici budici
silu. Cilem je najit periodicka reseni, tedy reSeni splnujici podminku
periodicity: u(0) = u(nT) kde n je libovolné prirozené ¢islo a T=72r—7: je
perioda budici sily. V nasem pripadé se zamérime na pripady kdy n=1
pripadné n = 2 a hledame vektor pocatecnich podminek uy, = (‘53), pro ktery
je splnéna podminka periodicity. Zavedeme vektorovou funkci A(u,, T) =

A T)— PPN . VR 1
( A“’) = (fgzg T%_“fo"), ktera vyjadfuje, o kolik se zméni reseni v dase jedné
v ’

periody. Tato zména je nulova pravé pro takové vektory pocatecnich
podminek, pro které je splnéna podminka periodicity.

V numerickych vypoctech nahradime podminku (i"’) =0, splnénim budto

\%

absolutniho konvergencniho kritéria |A(p| S €paps @ |Ay| < & qps nEbO

< <c-‘V,rel .

relativniho konvergencéniho kritéria |i—"(’)| S Eprel A i
Pro tvodni predstavu o tom kolik takovych periodickych reseni pro dany
stav nastane, vykreslime pro nékolik vybranych stavi nasledujici obrazky.
V roviné pocatecnich podminek s vodorovnou osou ¢, a svislou v, jsou zelené
resp. cervené vyznaceny body, pro které plati A,= 0 resp. A,= 0. Mista, kde
se tyto krivky protinaji, predstavuji pocatecni podminky pro hledané
periodické reseni.

Nasledujici obrazky ukazuji tyto krivky pro soustavu popsanou parametry
a = 3; B = 0.55 s riznymi parametry buzeni.

S rostouci pomérnou amplitudou budici sily y je pro vyssi pomérné budici
frekvence m, zacina byt patrny vliv buzeni a objevuji se dalsi reseni.
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Obrazky byly vykresleny tak, Ze byl zafixovan bod na ose ¢, a osa A, byla
rozdélena na nékolik intervald a v kazdém =z nich probihala zvlast
konvergence k hodnoté A,= 0 a A,= 0. KdyZ jsou projety vsechny intervaly,
posune se hodnota ¢,. Tento postup nam dava dobrou predstavu o tom co se
déje v daném stavu, ale neni vhodny pro zjistovani pocatecnich podminek
periodického kmitani, pokud ménime parametry budici sily y,m;. Pro tyto
pripady je nutné volit jiné metody.

6.1 Metoda dlouhé simulace

Reseni rovnice (2.3) popisujici buzené a tlumené kmitdni se sklada jak
z ustaleného tak z prechodového kmitani. Tato metoda vyuziva toho, ze
pokud budeme sledovat kmitani dostatecné dlouho, prechodova c¢ast vymizi
a zustane jen ustalené kmitani. Metoda funguje nasledovné:

- Je zvolen startovaci vektor predstavujici pocatecni podminky

- Pro néj se vy¢isli hodnota polohového vektoru v case jedné periody

- Pokud vypocteny polohovy vektor splnuje konvergencéni kritéria, je to
hledany vektor pocateénich podminek periodického kmitani, pokud vektor
kritéria nesplnuje, pouzijeme ho jako novy vektor pocatecnich podminek a
cely proces opakujeme, dokud nejsou konvergencni kritéria splnéna.

Tuto metodu miiZeme pouzit pro rovnici (2.3), tu ziskdme tak, ze do rovnice
(2.2) priddme ttlum. Konstantu dtlumu budeme volit dostateéné malou, aby
prilis neovlivnila ustalené kmitani.
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Nasledujici obrazky ukazuji, jak se v roviné pocatecnich podminek posunuje
vycislovany polohovy vektor, dokud nejsou splnéna konvergenéni kritéria.
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Startovaci vektor je vzdy volen (0?2).
Pomérna amplituda budici sily je vzdy
| ¥ =0.01 Pomérné budici frekvence m,
1 jsou postupne 0.5; 1.0; 2.0

Vyhodou metody dlouhé simulace je jeji jednoduchost, metoda vzdy prinese
néjaky vysledek. Nevyhodou je, Ze nam metoda nedava jistotu, zda nalezené
reseni je skutecné ustalené kmitani, nemame taky zadnou informaci o jeho
stabilité. Vypocet je také delsi, nez u dalsi metody.

6.2 Metoda strelby

® (uorT))
v(uo,T) )’

Pro potreby metody strelby zavedeme vektorovou funkeci g(uy) = (
ktera vektoru pocatecnich podminek priradi polohovy vektor v case jedné
periody. Protoze tuto funkci g(ugy) lze vydislit pouze numericky, bude pro
hledani periodickych feseni vhodné pouzit Newton-Raphsonovu metodu

tecen:

- Zvolime vhodny startovaci vektor u;_,

o (up,T)

- Pro néj se vypocte funkce g(u;) = (v(ukT)) a jejyi rozdil v case jedné

periody A(uy) = (iﬁ) - (w(uk,T)—wk)

v(ug,T)—vg
- Ovéri se konvergencni kritéria, pokud jsou splnéna, je vektor wu,
hledanym vektorem pocatecnich podminek periodického reseni a vypocet
zde konci. Pokud konvergencni kritéria splnéna nejsou, sestavi se
Jacobiho matice Ja(u,) a podle vzorce wuy,; = u; —Ja(uy) “1Au,) se

vypocte dalsi iterace.
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- Tento postup se opakuje, dokud nejsou splnéna konvergencni kritéria
nebo dokud neprobéhne urcity pocet krokud, v takovém pripadé je lepsi
zmeénit startovaci vektor u;_g.

Jacobiho matice Jp(u,), potrebna pro vypocet dalsi iterace, se sklada

z parcidlnich derivaci slozek funkce A(u;). Pomoci vztahu pro funkei g ji lze
vyjadrit nasledovné:

001 (ug) 941 (wy) 9g91(up)—po  9g1(u)—¢o
_ 6(p0 6v0 _ 6(p0 6v0 _
IA(uk)_ 0 (wy) () | | 9g2w)—vo  dga(w)-vo | T
a(po aVO a(po aV()

0g1(ux) 0g1(uy)
— 9o avy _ 1 0 _ _
T\ 0g2(w)  9g2(uy) (0 1)—!g(uk) l
d¢o vy

Jacobiho matici funkce g lze vypocitat nasledovné:

g1(u+09o)—g1 () g1 (ug+0vo)—gq (uy)

] (u ) — 0o dvy
19\ Tk 92 +090)—g2 () g2 (W +3vo)—go (uy.)
a(po aVO

Vyhody metody stielby jsou, zZe je vyrazné rychlejsi nez metoda dlouhé
simulace a v pripadé nalezeni vysledku mame jistotu jeho spravnosti.

vvvvv

¢isel matice J,. Postup je popsan v [3]. Nejvétsi absolutni hodnotu vlastniho
¢isla matice J, nazveme modulem stability m;. Pokud je m; <1 jde o

asymptotickou stabilitu linearizované soustavy a reseni lze prohlasit za
stabilni. V pripadé kdy m, > 1 je reseni nestabilni. U netlumené soustavy
casto nastava situace m, =1, vtakovém pripadé nelze na zakladé
linearizované soustavy o stabilité reseni jednoznacné rozhodnout.

Nevyhoda metody strelby je, Ze pokud je startovaci vektor daleko od
hledaného reseni, metoda ne vzdy konverguje, v takovych pripadech je
nutné startovaci vektor zménit.

6.3 Vysledky

V této kapitole jsou prezentovany vysledné grafy popisujici buzené kmitani.
Nasledujici dvojice grafti znazornuji vliv parametru amplitudy budici sily y
a parametru utlumu ms na rezonancni krivky periodického reseni ziskaného
metodou dlouhé simulace. Parametry soustavy jsou a =3; f = 0.55.
Vodorovna osa predstavuje normovanou budici frekvenci m,, svisla osa
predstavuje maximdalni amplitudu thlu ¢ [rad] tedy maximalni rozkmit
daného reseni. V prvnim grafu je amplitudy budici sily y = 0.01 a jednotlivé
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rezonan¢ni krivky jsou pro parametry utlumu mg = 0.01; 0.05; 0.1.
V druhém grafu je parametr utlumu m; = 0.05 a jednotlivé rezonancni
ktivky jsou pro amplitudy budicich sil y = 0.001; 0.01; 0.05. V obou grafech
je zelené naznacena rezonancni krivka linearizované soustavy.
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Prvni z dalsi dvojice grafti ukazuje rezonancéni kiivku netlumeného kmitani,
ziskané metodou strelby pro amplitudy budicich sil y = 0.001; 0.01; 0.1.
A druhy normovanou pocatecni rychlost m; odpovidajici danému reseni.
Pocatecni vychyleni soustavy bylo vzdy nulové.
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Je patrné, jak se srostouci amplitudou budici sily zacina projevovat
nelinearita a rezonancni krivky se odklané;ji.

Pokud upravime algoritmus metody strelby, aby dovoloval dokonvergovat
pro jednu budici frekvenci k vice reseni a umoznime kromé pocatecni
rychlosti 1 pocatecni vychylku zjistujeme, ze pocatecni rychlosti s opacnym
znaménkem také vedou k periodickému resenim, ale rezonancni krivka je
pro opacné smeéry rychlosti rtiznd, protoze situace neni ke zméné znaménka
pocatecni rychlosti symetricka, diky pevnému sméru pusobeni budici sily.
Nasledujici dvojice graft ilustruje vyse zminénou situaci pro y = 0.01.
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Dalsi graf ukazuje, jak nartsta rozdil rezonancnich kirivek pro opacné
rychlosti se zvétsujici se pomérnou amplitudou budici sily y.
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Na posledni dvojici grafi je opét rezonancéni kiivka a kni prislusné
pocatecni rychlosti. Modré krizky predstavuji klasické reseni, fialové
ctverecky pak reseni s dvojnasobnou periodou, zelené opét rezonancni
kiivka linearizované soustavy. ReSeni s dvojndsobnou periodou se zaéind
oddélovat pri  budici frekvenci odpovidajici dvojnasobku frekvence
linearizovené soustavy a je spole¢né pro oba sméry pocatecnich rychlosti.
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7 Zaveér

Pomoci vytvoreného programu jsme schopni ze vstupnich parametra urcit,
jak bude dana soustava kmitat. U vlastniho kmitani zjistujeme, ze diky
nelinearité dochéazi s rostouci vychylkou k prodluzovani periody kmitani, na
rozdil od linearniho pripadu, kdy je perioda konstantni.

V pripadé buzeného kmitani kmita soustava prevazné v chaotickém rezimu
a periodické kmitani nastane jen za presné stanovenych pocatecnich
podminek. Hlavni vétev rezonancéni kirivky dosti kopiruje rezonancéni kirivku
linearizované soustavy, az pri veétsim rozkmitu se zacina odklanét. Pri
dvojnasobku linearizované frekvence se oddéli vétev reseni s dvojnasobnou
periodou, k dosazeni tohoto rezimu reseni pro nizsi frekvence je vsak za
potiebi vyrazné vyssich pocatecnich rychlosti.
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