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Abstrakt: Tato prdce prezentuje novy pristup k tvorbé ndvrhii experimentii v ne-
reguldrnich dvoudimenziondlnich doméndch s omezujicimi podminkami. Metoda je
zaloZena na Delaunayové triangulaci pripustné domény. Ndsledné je ve ztriangulo-
vaném prostoru pouZita heuristickd metoda pro generovdni rovnomérnych siti pro
metodu konecnych prvki k ziskdni rovnomérné rozprostieného ndavrhu. Ackoli neni
prezentovand metoda 100% spolehlivd, produkuje ndvrhy s lepsimi vlastnostmi neZ
maji dosud zndmd optimdlni resent.

Abstract: This paper presents a new approach for generating a Design of Expe-
riments in constrained and non-regular two-dimensional spaces. The methodology
is based on the triangulation of the admissible space by Delaunay Triangulation
method. Then, a heuristic smoothing method for generating uniform Finite Element
meshes within the triangulated space is applied to obtain uniformly spaced designs.
Although not 100% reliable, the proposed method can produce superior designs
to already known optimal solutions.
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1. UVOD

1 Uvod

Strategie tvorby rovnomérné rozprostfenych navrhi zndmé jako design of experiments (DoE)
tvori zdkladni ¢ast kazdého experimentu. Tato prace je zaméfena na konkrétni oblast ndvrhovych
prostord s omezujicimi podminkami. Nejcastéjsim takovym ptipadem je pak ndvrh smési, ve kte-
rém soucet vstupnich parametra tvoii jednotkovy objem nebo hmotnost [Montgomery, 2000,
Chapter 11-5]. Tato jedind podminka vede k navrhovému prostoru ve tvaru simplexu; dal$i ome-
zujici podminky jednotlivych vstuptd pak vedou k prostoru ve tvaru polytopu, stale konvexniho,
ale obecné nereguldrniho prostoru. Proto zde tradi¢ni navrhy experimentti [Montgomery, 2000]
zkonstruované pro hyperkrychle nemohou byt pouZity.

Ackoli je problém znam po desetileti, soucasny vyvoj v oblasti pocitacovych experimentl
neni ndsledovan pokrokem v metodach tvorby navrhu téchto experimentti [Fang et al., 2006].
Hlavni rozdil mezi klasickymi a modernimi navrhy experimentl je pocet navrhovych bodu,
v pripad¢ druhych jmenovanych se Casto jedna o stovky bodl. Zde se pak klasické piistupy
zaloZené na Sablonach s nizkym poctem bodl [Cornell, 1973, Cornell, 1979] nedaji pouzit.
Dosud nasli autofi pouze nékolik referenci na navrhy experimenti v omezenych navrhovych
prostorech. V [Petelet et al., 2010] a [Fuerle and Sienz, 2011] aplikuji autofi tradi¢ni Latin Hy-
percube (LH) navrhy na opsanou hyperkrychli ndsledované genetickym algoritmem (GA), re-
spektive hill-climbing optimalizacnim algoritmem, k ziskani ndvrha spliiujicich pivodni ome-
zeni. LH metodologie je zde pouzita spiSe k minimalizaci prohleddvaného prostoru nez pro
své vlastni priznivé vlastnosti. Jiny pfistup je predstaven v [Hofwing and Strémberg, 2010],
kde jsou zajimavé body nalezeny pomoci GA a vysledného feSeni je poté dosaZzeno sekvencnim
linedrnim programovénim (SLP). ReSeni je v tomto piipadé obecné, metoda ma ovem enormni
vypocetni naroky.

Tato prace predstavuje odliSny pfistup zalozeny na Delaunayové triangulaci (DT) ptipustné
domény a vyuZiti uZiteCnych vlastnosti ndstroje Distmesh (DM) [Persson and Strang, 2004].
NasSe metoda je zde aplikovana na 7 prikladi s omezujicimi podminkami ve dvou dimenzich
prezentovanych v [Hofwing and Stromberg, 2010], konkrétné se jednd o umisténi Sesti bodi
v trojuhelniku, rovnobéZniku, pravidelném pétithelniku, pravidelném Sestidhelniku, pravidel-
ném sedmitihelniku, pravidelném osmidhelniku a dvanacti bodt v nepravidelném Sestidhelniku.
Optimalni ndvrhy z [Hofwing and Stromberg, 2010] ukazuje Obrazek 1.

Préce je usporadana nasledovné. Sekce 2 popisuje tii cilové funkce, které budou déle pouZity
pro porovnani vlastnosti navrht. Dal$i metriky a popis jejich vlastnosti mize Ctenaf nalézt
v [Janouchova and Kucerové, 2011]. Sekce 3 kratce predstavuje metodologii pouZitou v re-
feren¢ni praci [Hofwing and Stromberg, 2010] a nas pristup je popsdn v Sekci 4. Konecné,

vvvvv

2 Cilové funkce

JelikoZ nés zajima rovnomérnost pokryti dané domény, jsou navrhy hodnoceny tfemi nejcastéji

pouzivanymi cilovymi funkcemi, které tuto vlastnost hodnoti. Prvni je Euklidovskd Maximin
metrika (£ M M) [van Dam et al., 2009, Husslage, 2006] zvolend pro svou jednoduchost a snad-
nost zobrazeni. EM M je nejkratS$i ze vSech vzdjemnych vzdalenosti mezi body nédvrhu a je
maximalizovéana:

EEMM:mln{7L,L]’}7 Z: 1,,”, j: (Z+1)77n ) (1)




2. CILOVE FUNKCE
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Obrazek 1: Referencni navrhy [Hofwing and Stromberg, 2010]. Navrhy jsou generovany
v bezrozmérné doméné [—1,1] x [—1,1]; skute¢né navrhy se vytvoii linedrni transformaci
do uzivatelem danych mezi.

kde n je pocet navrhovych bodi a L;; je euklidovskd vzdalenost mezi body ¢ a j. Z pohledu
experimentd je £'M M metrika tou, kterd nejlépe poukazuje na nezadouci vzajemnou blizkost
experimentd. [ v pfipadé pocitacovych experimentd je platny piedpoklad, Ze vyhodnoceni ex-
perimentu mtize byt ndkladné. Proto je omezeni mozné duplicity ndvrhovych bodu stile jednim
z rozhodujicich ukold.

Druhou je cilova funkce Audze-Eglais (AFE) predstavend v [Audze and Eglais, 1977]. Tato
funkce je zaloZena na analogii s potencidlni energii sady bodt. Body jsou rozloZeny rovnomérné,
pokud je potenciélni energie E“E nepifimo imérnd &tverci vzdalenosti mezi body minimali-
zovéna, tj.

n n

=Y o @

i=1 j=i+1 4

Jelikoz je tato metrika v podstaté sumou vzdélenosti, neodhaluje na prvni pohled nevhodnou
pozici bodii. AF tak ukazuje primérnou kvalitu sady bodu. Treti cilovou funkci je D-optimalita
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3. REFERENCNI METODA ZALOZENA NA GA A SLP

(Dopt) predstavend v [Smith, 1918]. Minimalizujeme zapornou hodnotu determinantu linedrni
informacni matice Z, tj.

EPr' = — det(ZTZ) , kde 3)

1 o211 12
1 xo1 722

Z= : : : ’ S

1 Tn1 Tn2

3 Referen¢ni metoda zalozena na genetickém algoritmu
a sekven¢nim linearnim programovani

V [Hofwing and Stromberg, 2010] byla k feseni neregularnich DoE problému pfedstavena hyb-
ridni optimalizacni metoda zaloZena na efektivni kombinaci genetického algoritmu (GA) a me-
todologii sekvencniho linearniho programovani (SLP). GA je pouzit k uréeni pozic vychozich
pro SLP, které nalezne nejblizsi lokdlni optimum. Konkrétné je pouZita binarni verze GA a me-
toda vnitinich bodt dostupna v programu Matlab. Jako vychozi cilova funkce je zde pouzita
vySe popsand D-optimalita ve své linearni formé. Globalni optimum pro takto specifikovany
problém ma ovsem duplicity, tj. nékolik bodi sdili tutéz pozici. A¢koli mohou byt duplikované
body v nékterych experimentech vitany, zde jsou povazovany za nedostatek navrhu. Autofi
v [Hofwing and Stromberg, 2010] proto k eliminaci vyskytu duplicit aplikovali bayesovskou
modifikaci informa¢ni matice, ktera je zaloZena na pfidani podminek vyS$siho fddu do matice Z.
Priklady z referen¢ni prace jsou konkrétné feSeny s priddnim kvadratickych podminek. Rovnéz
je nutné pridat urcité konstanty na diagondlni prvky (Z*Z), aby nebyla vyslednd matice sin-
gularni, vice v referencich [DuMouchel and Jones, 1994] a [Janouchova and Kucerové, 2011].
Popsana metoda je schopnd nalézt optimélni feSeni, nejednd se vSak vzdy o globélni optimum
a rovnéz vypocetni naroky nejsou nizké. Proto je v dalsi sekci predstavena metoda nova.

4 Metoda zalozena na Delaunayové triangulaci
a nastroji Distmesh

Triangulace je termin vhodny pro 2D, obecné se jednd o rozdéleni domény na simplexy. Nejcas-
t&ji pouzivand je Delaunayova triangulace (DT) [Chen and Holst, 2011]. Je zaloZena na kon-
vexnim obalu danych bodi V' popisujicim piipustnou doménu; konvexni obal je nejmensi kon-
vexni doména obsahujici vSechny body z V. DT poté ztrianguluje konvexni obal za dodrZeni
té podminky, Ze Zadny bod z V' neleZzi uvniti kruznice (obecné hyperkoule) opsané kterémukoli
simplexu triangulace.

Jelikoz je pomérné snadné vytvorit DT a spocitat objem simplexu (vypocet objemu je uveden
v Piiloze A), piipadné dalsi vlastnosti jednotlivych simplexi, ziskdvame snadno hruby odhad
podoby piipustné domény. Poprvé byla takovato metoda predstavena v [Crombecq et al., 2009]
pro reguldrni ndvrhové prostory. Zde jsme vyuZiti tohoto pfistupu rozsitili na ndvrhové prostory
s omezujicimi podminkami zaclenénim néstroje Distmesh (DM) [Persson and Strang, 2004].




5. VYSLEDKY
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(a) Triangulace domény (b) Triangulace ndhodnych (c) Vysledny navrh po apli-
s nahodné¢ generovanymi bodli  vytvarejici systém kaci nastroje Distmesh.
body. prutd.

Obrazek 2: Tvorba rovnomérné sit€ z ndhodné generovanych bodu.

V na$i metodé je doména popsand svymi vrcholy ztriangulovdna pomoci DT a uvnitt je
ndhodné vytvofen pozZadovany pocet bodu, viz Obrazek 2a). V kazdém trojihelniku je vytvoren
pocet bodt odpovidajici poméru obsahu daného trojihelniku a obsahu celé piipustné domény.
Jelikoz je v této procedurie pouZit piikaz floor, je soucet bodi vytvorenych v jednotlivych
trojihelnicich mensi nebo roven pozadovanému poctu bodt. Chybéjici body jsou poté doplnény
do nejvétsiho z trojuhelniki, jak je vidét i na ilustranim Obrazku 2a), kde jsou v menSich
trojuhelnicich vytvoreny dva body a v nejvétSim trojuhelniku tfi a tfi chybéjici do poZadovaného
poctu. A opét, jelikoZ je vypocet objemu simplexu velmi jednoduchy, jak je vidét v Pfiloze A,
procedura je velice rychla.

Nasledné je pouZit ndstroj Distmesh. Jedna se o heuristicky algoritmus pro generovani
rovnomérnych siti [Chen and Holst, 2011]. Jak je dobfe zndmo, nejrovnomérnéjsi sité pro me-
todu konec¢nych prvka - Finite Element Method (FEM) jsou charakterizovany rovnomérnym
rozestupem uzli (ale ne naopak!). Proto jsme se pokusili vyuZit této piiznivé vlastnosti nastroje
DM. DM je zaloZzen na jednoduchém dynamickém systému rozpinajici se piihradové kon-
strukce. Té odpovidd druhd sif, zndzornénd na Obrazku 2b). Krdtké pruty vyvoldvaji odpu-
divé sily mezi piili§ si blizkymi uzly a ty se tak posouvaji smérem od sebe aZ po vytvoreni
rovnomérné sité. Obrazek 2c¢) ukazuje vysledné feseni. Kromé vysokych vypocetnich naroka
je hlavni nevyhodou nastroje potieba procedury na vraceni bodd, které opustily hranice, zpét
do pfipustné domény. DM obsahuje tato feseni pro zakladni objekty. Polygon, ktery pouzivame

ve zde prezentovanych prikladech, je jednim z nich, vice v ¢lanku [Persson and Strang, 2004].

5 Vysledky

Pro ucely statistického vyhodnoceni byla prezentovana procedura spusténa 100krat. V refe-
ren¢ni praci [Hofwing and Stromberg, 2010] je uvedena pouze jedna hodnota z jednoho spusténi,
proto neni srovndni téchto dvou algoritmi zcela presné. Detailni feSeni kazdého z feSenych
prikladi (trojihelnik, rovnobéznik, pravidelny pétidhelnik, pravidelny Sestithelnik, pravidelny
sedmiuhelnik, pravidelny osmithelnik, nepravidelny Sestitihelnik) je uvedeno v Tabulkéach B.1-
B.7 v Pfiloze B ve formé sloupcovych graft spolu s vizualizaci nejlepsiho a nejhor§iho navrhu
z pohledu jednotlivych metrik. Nejlepsi navrhy generované referencni procedurou znazorfiuje




5. VYSLEDKY

(a) EMM

(b) AE

(c) Dopt

Obrazek  3: Srovnani vysledki  nastroje DM a  referencniho  algoritmu
[Hofwing and Stromberg, 2010] ve tfech cilovych funkcich; svisld osa zna¢i procento
uspésnosti (vEtsi oblast, lepsi metoda), vodorovna osa 7 jednotlivych prikladi (trojihelnik,
rovnobéznik, pravidelny pétithelnik, pravidelny Sestitihelnik, pravidelny sedmithelnik, pra-
videlny osmitihelnik, nepravidelny Sestithelnik). KIi¢: cervenad barva = DM, zelend barva =
referen¢ni algoritmus.

Obrézek 1. Na Obrézku 3 je zndzornéna procentudlni dspésnost - relative winning score (RWS)!
[Nosek and Leps, 2011] naseho algoritmu a referecniho algoritmu. RWS grafy ukazuji rozdéleni
100 spusténi algoritmu na ty s vysledky lepSimi neZ jsou referencni hodnoty a na ty s vysledky
hor$imi. Mtizeme si v§imnout, Ze nase metoda jasné vitézi v EM M a AFE cilovych funkcich,
tj. zaujima zde vétsi plochu. Srovnani pomoci RWS grafii je zvoleno k uspofe mista, detailnéjsi
analyza vysledkt je uvedena na Obrazcich C.1-C.2 v Pfiloze C pomoci krabicovych grafii
generovanych z vysledku sta spusténi algoritmu pro kazdy ze sedmi piikladi. Kone¢né, na
Obrazku 4 ukazujeme vSechny vysledné ndvrhové body ze sta spusténi nasi metody na feSenych
prikladech. VSimnémeé si, Ze v nékolika prikladech vznikaji lokalni optima rotaci optimalniho
feSeni okolo centrdlniho bodu.

Referencni algoritmus byl optimalizovan pro funkci Dopt, neni tak prekvapivé, Ze v této
metrice vitézi, ne vSak zcela. Ve vSech piikladech kromé& posledniho byla nase metoda schopna
nalézt feSeni s vysledkem lepSim i v této metrice. Tento prfipad je zndzornén na Obrazku 5, kde
nase feSeni dosahlo lepsi hodnoty metriky Dopt. Divodem je pravdépodobné pridani podminek
v ramci bayesovské aktualizace, které referencni procedure brani nalézt globalni optimum.

Jelikoz zatim k6dy nebyly optimalizovany z pohledu implementace, nemtiZe byt provedena
presnd analyza vypocetnich narokii. MiZzeme ovSem uvést obecné pozadavky navrhované me-
tody. Generator ndhodnych bodl pouzivany pro tvorbu vychozich bodi prfed pouzitim néstroje
DM je velmi rychly a neobsahuje zadny optimalizacni cyklus. Nejnidro¢néjsi je samotny nastroj
DM. Obsahuje n€kolik triangulaci uvnitf cyklu potfebnych k zachovani fyzikalni konzistence
vnitini struktury. Jak je navic patrné i z vysledkd metriky £ M M, ma Distmesh problém s kva-
litou sité na povrchu feSené domény, jak je diskutovdno napt. v [Chen and Holst, 2011].

'RWS grafy jsou generovany pomoci Merlin Statistical Software pro Microsoft Excel http://www.
heckgrammar.kirklees.sch.uk/index.php?p=10310, konkrétné byl pouzit Mosaic Plot.
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Obrazek 4: Cervené body oznacuji vysledné navrhové body ze vSech sta spusténi nasi metody,
zelené body ukazuji referencni ndvrhy [Hofwing and Stromberg, 2010].
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Obrazek 5: Srovnani navrha pro Priklad 1 (trojihelnik a 6 nadvrhovych bodi). Obrazek vlevo
ukazuje referencni navrh (Dopt = -50.0598), obrazek vpravo ukazuje ndvrh s nejlepSim
vysledkem cilové funkce Dopt vytvofeny novou metodou (Dopt = -53.0001). Nizs§i hodnota
je lepsi.




6. ZAVER

Ve 4

6 Zaver

Navrhy experimentli pro omezené prostory a pocitacové experimenty predstavuji relativné no-
vou a neprozkoumanou oblast. Omezujici podminky komplikuji aplikaci vSech soucasnych al-
nepublikované vysledky. Je diilezité zminit, Ze prezentovana metoda je nezavisld na poctu di-
menzi, pokud je i ve vySSich dimenzich zajiSténa procedura vracejici body, které lezi mimo,
zpét do predepsané domény. Pouzitim DT jsme schopni aplikovat DM na jakoukoli neregularni
doménu v N-dimenzionalnim prostoru. Aplikaci metody ve vysSich dimenzich mohou limitovat
pouze vypocetni naroky.
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Priloha A
Vypocet objemu simplexu

Jelikoz zname soutadnice vrcholl simplexu, pouzivame k vypoctu jeho objemu vztah vyuZivajici
pravé (a pouze) soufadnice vrcholti [MathPages, 2011].

Vypocet objemu simplexu ve 2D (3 vrcholy):

1 T1(1) T2(1)
L 1) @22
1 z3) 793

1
Vp=

Vypocet objemu simplexu ve 3D (4 vrcholy):
L@y 20y @30
Vo=~ | L miep T2 Ts)
1 xy3) x23) 33
1

Ti(4) T204) T3(4)

Vypocet objemu simplexu v nD (n + 1 vrcholi):

1 xl(l) xg(l) e e :Un(l)
111 = T B i
V, = — 1(2) 2(2) (2)
n!
1 Ti(n+1) L2(n+1) --- -+ Tp(ntl)

V zépisu x4 a znali proménnou (dimenzi), b oznacuje bod ndvrhu.
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Priloha B

Vysledky sedmi jednotlivych prikladu

Legenda pro Tabulky B.1-B.7: Vysledky sta spusténi nastroje DM pro 7 prikladu. Prvni fadek

Vv

ukazuje vysledky £ M M metriky (vyssi hodnota je lepsi), druhy fadek ukazuje vysledky AE
funkce (niZ8i hodnota je lepsi) a tfeti fadek ukazuje vysledky cilové funkce Dopt (niZsi hodnota
je lepsi). Prvni sloupec predstavuje sloupcové grafy s vysledky jednotlivych cilovych funkci
ze 100 spusténi. Druhy sloupec ukazuje nejlepsi a tfeti sloupec nejhorsi navrh z hlediska dané
cilové funkce. Referencni hodnoty z [Hofwing and Stromberg, 2010] jsou znazornény zelenou

¢arkovanou lini, zelené body zndzornuji referencni névrhy.
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8 0 0
_Q
[ D [ D
0 1 -1 0

Tabulka B.1: Pfiklad 1 (trojihelnik a 6 navrhovych bodu).
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Tabulka B.2: Pfiklad 2 (rovnobéznik a 6 navrhovych bodu).
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Tabulka B.3: Pfiklad 3 (pravidelny pétidhelnik a 6 navrhovych bodu).

e
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AFE EMM

Dopt

AFE EMM

Dopt
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Tabulka B.4: Ptiklad 4 (pravidelny Sestithelnik a 6 ndvrhovych bodi).
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Tabulka B.5: Pfiklad 5 (pravidelny sedmithelnik a 6 navrhovych bodi).
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Tabulka B.6: Pfiklad 6 (pravidelny osmidhelnik a 6 navrhovych bodu).

0-6II 1l

0.4
0.2

0

nejlepsi nejhorsi

Tabulka B.7: Piiklad 7 (nepravidelny Sestithelnik a 12 navrhovych bodu).
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Priloha C

Vysledky znazornéné krabicovymi grafy

Ll — ) I =
"""""" i _* ) .
0.8r - : Y e
0.6 - :—? |

60F ==

40/

20r

100}
200}
-300}
400" —

(¢) Dopt (nizsi hodnota je lepsi)

Obrazek C.1: Krabicové grafy pro 7 jednotlivych pfikladi (trojihelnik, rovnobéznik, pravi-
delny pétithelnik, pravidelny Sestitihelnik, pravidelny sedmithelnik, pravidelny osmiuhelnik,
nepravidelny Sestithelnik) a 3 cilové funkce. Cerné &arkované linie znaéi referenéni hodnoty
z [Hofwing and Stromberg, 2010].
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0.5

_0_5,

(a) EM M (vyssi hodnota je lepsi)

0.5~

=

-0.5r

HIGE

(b) AE (nizsi hodnota je lepsi)

0.5¢

_0_5,

L

(c) Dopt (nizsi hodnota je lepsi)

Obrazek C.2: Krabicové grafy pro 7 jednotlivych ptikladi (trojihelnik, rovnobéznik, pravidelny
pétithelnik, pravidelny Sestidhelnik, pravidelny sedmidhelnik, pravidelny osmidhelnik, nepra-
videlny Sestidhelnik) a 3 cilové funkce. Hodnoty jsou normalizovany. Cerné &arkované linie
znaci referencni hodnoty z [Hofwing and Stromberg, 2010].
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