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L’ introduction

Les structures modernes doivent étre souvent dimensionnées pour résister aux grands
déplacements et rotations et rester entiérement fonctionnelles. De plus, la phase de
construction doit aussi étre contrdlée lors de I’assemblage des éléments de la struc-
ture. Enfin, les criteres économiques sont de plus en plus importants et sont la rai-
son pour décrire ce probléme sur des bases plus théorique. Notamment, les méthodes
d’optimisation peuvent étre utilisée pour aider la phase de conception et pour trouver
les réductions de forme désirées. Analogiquement, les méthodes de contréle sont un
moyen utile pour estimer le chargement minimal pour obtenir la déformation désirée
d’une construction. Les deux problémes, I’optimisation de forme ou le controle de
chargement, peuvent étre présentés comme la minimisation de valeur de fonction codt,
qui précise notre objectif. La plus grande différence entre ces deux problémes est le
choix de variables qui définit la fonction de codt : les variables de forme de construc-
tion sont typiquement liées avec les propriétés mécaniques ( ex. module d’Young )
ou géomeétriques de la structure ( ex. coordonnées particuliere de la configuration ini-
tial ), tandis que les variables de controle sont liées avec les forces appliquées a la
construction. Au lieu de s’appesantir sur cette difféerence et dénouer le probleme d’op-
timisation et de contréle de facon différente, comme c’est habituellement effectué, on
se repére aux propriétés, qui sont les mémes pour les deux problémes, ce qui nous
donne la possibilité de les présenter de fagon plus homogene et puis développer une
nouvelle procédure de résolution.

Dans la premiére partie du papier, on présente les approches de la formulation du
probleme d’optimisation ou de contrdle comme un probleme couplé avec le probleme
mécanique de structure non-linéaire. L’approche plus traditionelle (ex. voir [7] pour
un rappel assez récent) résout le probléme d’optimisation ou de contréle d’un c6té et
le probleme mécanique non-linéaire de I’autre coté separement. Typiquement on uti-
lise deux différents programmes, un pour la mécanique et I’autre pour I’optimisation
ou contrble. Dans ce cas la communication entre chaque procédure de résolution est
réduite au minimum (ex. [15] ou [11]).

La deuxiéme approche pour la formulation du probléme couplé utilise la méthode
classique de multiplicateurs de Lagrange ([9] ou [14]) pour élever le probléme méca-
nigue non-linéaire et d’optimisation ou de contréle au méme niveau pour les résoudre
simultanément. Dans ce cas, les équations d’équilibre de mécanique non-linéaire sont
d’abord réduit a la limitation du probléme seulement avec le respect d’admissibilité
d’état de structure imposée, ses déplacements et rotations. En utilisant les multiplica-
teurs de Lagrange les équations d’équilibre sont changées dans une équation gouver-
nant toutes les équations a résoudre dans le probleme couplé et les relations intrinséque
des variables d’état ( déplacements et rotations ) avec le respect des variables d’opti-



misation ou de contrdle peuvent étre éliminer par changement toutes les variables aux
variables independentes. Cette idée est aussi développée dans le cadre d’approxima-
tion discréte basée sur la méthode des éléments finis, ce qui nous offre le modéle des
élément finis avec les degrés de liberté ne concernant pas seulement les déplacement
et rotation mais aussi les variables d’optimisation ou de contrdle. Le développement
détaillé est présenté sur le modéle 2D de la poutre geométriqguement exacte [6].

Dans la deuxieme partie du papier on présente la méthode numérique qui peut
résoudre les problemes susmentionnés. Dans ce stage on utilise les algorithmes géné-
tiques [1], [10]. On a utilisé I’algorithme SADE [4], qui était déja testé pour résoudre
différents probléemes dans le cadre du génie civil [5]. Puis on présente une modification
de cet algorithme qui a élevé la vitesse de la convergence d’algorithme et augmenté
son efficacité.

La charpente du papier est suivant. Dans la chapitre prochaine on présente briéve-
ment le modéle 2D choisi de la poutre geométriqguement exacte, capable de représenter
les grands déplacements et rotations. Les formulations théorétiques des problémes
d’optimisation et de contrble sont présenté, dans la chapitre 2. La procédure de résolu-
tion est présentée dans la chapitre 3. Plusieurs exemples sont présentés dans la chapitre
4.



Chapitre 1

La description du probleme
meécanique non-linéaire

Dans ce chapitre on donne la formulation détaillée pour le modele 2D de la poutre
incurvée geométriquement exacte avec une cinématique non-linéaire (voir [6]). Puis
on introduit I’approximation de ce modeéle pour une modélisation éléments finis. Comme
pour rechercher une solution traditionelle pour un probleme de mécanique non-linéaire,
on utilise I’analyse incrémentale, qui est brievement expliquée dans I’annexe A.

1.1 Lemodele 2D de la poutre geométriquement exacte
de Reissner en grands déplacements

Dans ce modele, on utilise I’hypothése de Marguerre pour la poutre incurvée et
I’hypothése de Timoshenko pour tenir compte des déformations de cisaillement. La
formulation proposée est obtenue par linéarisation de la théorie de la poutre de Reiss-
ner. D’abord on suit Ibrahimbegovic et al. en supposant que la déformation initiale de
la poutre mince peut étre décrite comme la dérivation de la poutre droite par une trans-
formation isométrique. Si (g1, g=2) sont les vecteurs de base du systéme orthogonal de
coordonnées de référence, les vecteurs de base pour la poutre incurvée (g, g2) sont
calculés par :

[gf]:[cosa sina}z[grir} (1.1)

5T : T
g, —sin a cos « g5

La mesure des déformations généralisées sont décrites suivant Reissner. Pour cette
raison, on se place dans un systéme de coordonnées mobile. Ainsi on peut obtenir par
la rotation de systéme (g1, g2), un axe (dit n) orthogonal a la section et I’autre (dit t)
dans le plan de section. Donc (voir Image 1.1)
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FIG. 1.1 — Le systéme des coordonées mobile.

En considérant les grands déplacements, le vecteur position dans la configuration
déformée peut étre écrit comme

o-ara=(GI0)c(Canty) o

ou z et y sont les coordonnées de la position initiale de la poutre, u et v sont les
composantes du déplacement dans le systéme des coordonnées globales et ¢ est la
coordonnée le long de la normale de I’axe de la poutre dans la configuration déformée.

Le gradient de déformation est exprimé comme

[ ®ag( 4 4p) —sin(a+ o)
F=[ETETGEIGTY aderd) ) .

Puis le gradient de déformation peut étre décomposé en

_RU- R | coslaty) —sin(a+)
F=RU; R= { sin(a+1)  cos(a+ 1) ] (1.5)

et en utilisant la mesure de déformation H = U — I, ou U = RTF, on obtient pour
les composantes non-nulles

H11 :E—CK, Hgl =T (16)

ou X, K, T" sont les mesures des déformations généralisées proposées par Reissner
dans la forme

¥ = cos(a + 9) (3—?4—3—2) + sin(a + ) (E—Z%—Z—Z) -1
, dr du dy dv
[' = —sin(a + ) (5 + $> + cos(a + 1) (£ + @) (1.7)
_ gy
=4

L’équation (1.7) donne en notation matricielle

¥ = AT(h(u) —n) = ATh(u) — e; (1.8)



ou

sin(a+ 1) cos(a + )

b
s—(r ] a=
K 0 0
‘é—§+g—§ 1
h(u)(di’%-gg), n = Ae,, el(())
‘é_f 0

Avec la loi de comportement

cos(a +v) —sin(a+1v) 0 :|
0 )
1

N=(FAY, V=(GAI, M=(EHK (1.9)
on peut écrire le vecteur de contrainte IN en notation matricielle comme
N =CX = CA”(h(u) — n) (1.10)

ou
NT = (N,V,M)", C =diag(EA,GA, EI)

Pour définir la formulation faible des équations d’équilibre, on a encore besoin de
présenter les expression pour les déformations virtuelles, qui sont

6% = 6[ATh(u) —e]
SATh(u) + A"oh(u)
= AT (Wh(u)éy + d(6u)) (1.11)

dou ou
], d(éu)(%}), 6u((5v)
& b

L’équation d’équilibre est la suivante

ou
0 1

W=| -1 0

0

0

o O O

G(u,du) = / (6="N) ds — / sulfetds =0 (1.12)
L L

J/

Gint G(”I‘f

ou fe** est le vecteur des forces externes appliquées sur la construction et le terme des
travaux virtuel internes est

Gint(u, 0u) = / ((d(6u) + Wh(u)d))" ACA” (h(u) — n)) ds (1.13)

L

1.2 Approximation par les éléments finis pour la poutre
de Reissner

On suppose I’élément avec deux noeuds. Les fonctions de forme linéaire et leurs
dérivées sont les suivantes :



| | ¢ 1 o
| | | M@ =1i1-¢, N =-1
E ’ A M) =t n=1° @
€ Le X9

M =i1-¢, N =-1

Ny(§) = %(1 +¢), Nj=1 ? (1.15)

L’approximation de la forme de la déformée initiale de la poutre est

2 = Ni(§)xy + No(§)zo
Ni(&yr + Na(§)y2 (1.16)

et le jacobian est

ds L¢
— =, L= \/($2 —21)2 4+ (y2 — y1)? (1.17)
a2

L’orientation de la section est definée par

af = arctan 22— (1.18)
To — X1

Les approximations des déplacements et des rotations sont
u = Ni(§u + Nao(§uo
ve = Ni(§vr + Na(§)v (1.19)
¢ = Ni(§v1 + Na(§) e

Les approximations discrétes des déformations sont

e — ge (22 — w1) + (uz — uy)] cos {ae + %(¢1 +1ba) + §%(¢2 — wl)] (1.20)
+ é [(42 = 41) + (v2 — v1)] sin [O‘e + %Wl + 1)) + f%(ih — 7#1)1 -1

e 1 .1 1
[ = =g [lra = o0) + (1 = w)lsin 0" 4 501+ v2) + €500 — )
+ é [(y2 — 1) + (v2 — v1)] cos [046 + %(1?1 + 1) + f%(wz - ¢1)] (1.21)
ko= o L) (1.22)

Le cas de flexion pure (la contrainte de Kirchhoff) définie par

Se€) =0, VE et T =0, V¢ (1.23)



est obtenue seulement si les expressions (1.21) et (1.21) sont independentes de £. La
contrainte imposée devient

%(1?2—1/11) =0= K= é(%—%) =0 (1.24)

qui, avec I’équation (1.22), annule la courbure. La solution le plus simple est I’utili-
sation d’un seul point d’intégration de Gauss, qui élimine le terme dépendant de £ et
permet d’obtenir une solution sans probléme de blocage.

En supposant un seul point d’intégration de Gauss en ¢ = 0 et avec les définitions
suivantes

p¢=a+ %(wl + 1) (1.25)
A()=()2—= (N (1.26)

on obtient les approximations des déformations simplifiées

¥ = é(AZI}—FAU)COSﬁe—F%(Ay—FAU)Sinﬁe—1

1 1

re = —E(Ax + Au) sin 8¢ + E(Ay + Aw) cos 3¢
A

K¢ = 1.27
Le (27

L’équation d’équilibre discrétisée a la forme

G(u, 0u) = (d(0u) + Wh(a)dy)' ACAT (h(u) —n) — su’f** =0  (1.28)

ou
Oug — Ouy 1 Az + Au 1
d(ou) = e dvg —dvy |, h(u)= = Ay+Av |, 0= 5(5%—1—5%),
Othy — 01y Ay
cos 3¢ —sinf3® 0 ouy + dus
A= sinf® cosB® 0 |et du= 5 vy + dvg
0 0 1 0 + 019

Enfin, on trouve le systéme d’équations non-linéaire
fint et — (1.29)

si on regroupe les termes multipliées par le méme déplacement virtuel. Puis on peut
dire, que I’équation d’équilibre est valable si chaque terme multiplié par un déplace-
ment virtuel est égal a zéro. Puis les termes des déplacements virtuels on peut éliminer.
Les expressions discretisées de chagque composante de vecteur £ est presentée dans
I’annexe B.1 avec la formulation discrétisée de la matrice de raideur tangente K cor-
respondante.



Chapitre 2

e probleme d’optimisation couplé

Le modeéle de la poutre présenté nous donne une base excellente pour décrire le
probléme d’optimisation ou de contrble des structures élastiques geométriquement
non-linéaires. L’optimisation des propriétés géométriques ou le contrdle du charge-
ment externe peuvent étre formulés de facon équivalente, comme on va le montrer
dans les chapitres suivants.

2.1 L’optimisation de forme

Le probléme d’optimisation de forme consiste a choisir les propriétés du modele
meécanique, et a laisser libre le choix des propriétés géométrique du modele de la
poutre, par exemple I’épaisseur ou le choix de la géométrie initiale. Les parameétres du
chargement sont ici considérés comme les données. D’un point de vue mathématique,
I’optimisation de forme peut étre formulée comme la minimisation de la fonction co(t
J(+), qui définie les propriétés voulues de la construction. Puis cette fonction n’est pas
dépendant seulement de variables de forme d (ex. I’épaisseur ou la géométrie) mais
aussi de la déformation de la construction u.

Avec I’approche traditionnelle, on suppose que pour chaque variation des variables
de forme les équation d’équilibre définissent la déformée de la construction corres-
pondante. La procédure d’optimisation .J(-) devient

J(d) = min J(u(d), d); wu(d): G(u(d), d; du) =0 (2.1)

Les propriétés les plus importantes de cette approche sont la réduction des va-
riables du probléme d’optimisation d’une part grace a I’élimination des parameétres
de déformation comme variables du probléme d’optimisation ; d’autre part, le calcul
de I’évolution des variables est beaucoup plus cher, car pour chaque variation on doit
calculer la déformation par une méthode itérative (ex. par I’analyse incrémentale), la-
quelle résout la formulation faible des équations d’équilibre, puis évaluer la fonction
codt.

L’autre approche est la formulation du probléme d’optimisation en utilisant la
méthode des multiplicateurs de Lagrange avec

max min L(u,d; A)
YA V(u,d)



L(u,d;X\) = J(u,d) + G(u,d; \) (2.2)

Dans I’équation (2.1) A sont les multiplicateurs de Lagrange qui remplacent les
déplacements et les rotations virtuels ou dans la formulation faible d’équation d’équi-
libre ( voir I’équation (1.12 et 1.13) de la fagon suivante

G(u, ) = /L ((d(X) + Wh(u)Ay)"ACAT (h(u) — n)) ds (2.3)

avec A = (A, Ay, Ag)T.

La différence la plus importante par rapport la formulation en (2.1) concerne le fait
que les parametres de la déformée u sont considérés comme les variables du probléme
d’optimisation independantes des variables de forme d, et le nombre des multiplica-
teurs de Lagrange est largement plus élevé que le nombre des variables (soit la dimen-
sion) du probleme d’optimisation. 1l faut aussi remarquer que par rapport au probléme
(2.1), une évaluation de la fonction colt est dans ce cas beaucoup moins cher car il
n’est pas nécessaire de calculer le déplacement pour chaque variation des variables de
controle.

La condition d’optimalité de Kuhn-Tucker (ex. [9]) liée avec le probleme de mini-
misation en (2.2) peut étre écrit comme

0—r, su=L0) 5 0T0d) oK - su (2.4)
ou ou
ou K est la matrice de raideur tangente.
De plus, on a
B _ OL() ~ 0J(u,d) of"(u,d)
Et finallement, on a aussi
0=r) 0= ag—;) SO = [fi”t(u, d) — fext} -0 (2.6)

Dans les équations (2.4), (2.5) et (2.6) les vecteurs r,,rq, r) sont les résidus du
probléme d’optimisation. Puis, on peut définir la procédure de résolution de la fagon
suivante

V(Ililidl,l)\)rTr ; r(u,d; A) = (ry,r4,T)) (2.7)

2.2 Le controle de chargement

Le contrle de chargement étudié ici concerne le chargement externe quasi-statique,
qui est choisi pour mettre la structure directement dans un état optimal ou désirée ou
pour aboutir & I’autre objectif, qui est définie par la fonction codt J(-). Les parametres
de la forme initiale de la construction, sa géométrie, sont dans ce cas considérés
comme les données. Enfin, en supposant le chargement independent de la déformation
de la construction (ex. qui ne suit pas la déformation), les variables de controle sont



exactement les paramétres de chargement, qui définissent le travail des forces externes
comme

G“*(c; du) := /{5u - Foc}ds (2.8)
!

ou Fy est la matrice qui contient la distribution choisie du chargement externe. Les
valeurs de chargement sont données par le vecteur c.

Comme c’est habituellement réalisé, pour chaque évolution des variables de cont-
role c, on peut résoudre les équations d’équilibre et trouver la déformation correspon-
dante. Avec cette hypothése on peut décrire la procédure de contrdle de chargement

A

J(-) comme

~

J(c) = min J(u(c), ¢); u(c): G(u(c), c; 6c) =0 (2.9)
ce qui est un formulation bien équivalente a la formulation du probléme d’optimisation
(2.2).

Aussi I’introduction des multiplicateurs de Lagrange dans le probleme de contrdle

nous donne la formulation équivalente a celle du probléme d’optimisation, ce qu’on
peut voir en comparant I’équation (2.2) et la formulation suivante

max min L(u, c; )
VA V(u,c)

L(u,c;A) = J(u,c) + G(u,c; A\) (2.10)

Des différences peuvent étre trouvées dans la formulation des conditions d’optima-
lité de Kuhn-Tucker, qui sont pour le probléme de contrdle :

0 = ry-0A= ag—i) 20X == [f(u,c) — Foc] - 6A (2.11)
L(-

0 = r,-su=2E0 5.2 IO S AK - su (2.12)
ou ou
L(-

0 = 1,-dc= L) 5o 2 9T s AR, - s (2.13)
oc oc

Enfin, la procédure de résolution finale peut étre écrite de la méme fagcon que pour
le probleme d’optimisation comme

v(min/\)rTr ; r(u,c; A) = (ry,re,r)) (2.14)

10



Chapitre 3

La procedure de résolution - méthode
basée sur I’algorithme génétique

Les algorithmes génétiques font partie des méthodes d’optimisation les plus mo-
dernes et populaires. lls se basent sur une analogie avec les processus observés dans la
nature concernant I’évolution des organismes vivants sur de longues périodes. Contrai-
rement aux méthodes a gradients classiques, les algorithmes génétiques travaillent
avec la soi-disant population, qui est une groupe de solutions admissibles. Puis, sur la
population sont appliqués les opérateurs génétiques, comme le croisement, la mutation
et la sélection. Les principes des algorithmes génétiques ont été proposé initialement
par J. H. Holland [2]. Les algorithmes génétiques étaient appliqués avec succes sur
I’ensemble des problémes envisages (ex. voir les livres de D. E. Goldberg [1] et de
Z. Michalewicz [10]).

Les algorithmes génétiques dans leur forme originale travaillent avec une popula-
tion de soi-disant chromosomes. Ce sont des chaines binaires qui représentent la so-
lution admissible d’une certaine fagon. Pour des problémes d’ingénieurs on travaille
typiguement avec des variables réels, qui sont dans notre application précédemment
présentée les valeurs du chargement ou les propriétés de la construction (ex. le mo-
dule d’Young ou I’épaisseur de la poutre sont les quantités réelles). L’adaptation de
I’idée des algorithmes génétiques sur ce probléme était réalisé par R. Storn [12, 13],
qui considére les chromosomes comme des vecteurs réels au lieu de chaines binaires.
Puis, il a développé les opérateurs capables de calculer la distance entre les chromo-
Somes.

Dans ce stage, on a utilisé une version de ce groupe d’algorithmes désignés comme
SADE! ([8]). [4] a montré que I’algorithme est utile pour résoudre des probléme avec
un nombre de variables élevé, et qu’il était construit pour explorer tout les minimas
possibles et trouver le minimum global, méme si la fonction colt a des gradients
trés élevés et des valeurs de pic isolées. Une description bréve est donné dans les
paragraphes suivants (voir [4] pour une description plus détaillée). On a amélioré cet
algorithme par plusieurs modifications décrites dans la deuxiéme partie de ce chapitre
et on a créé une nouvelle version que I’on appelle algorithme GRADE?.

1Simplified Atavistic Differential Evolution
2GRadient Atavistic Differential Evolution

11



3.1 L’algorithme SADE

Dans les méthodes d’évolution traditionelles, le premiere pas est une création de la
génération initiale des chromosomes, par un choix de valeurs aléatoires de toutes les
variables. Puis on répéte le cycle suivant

— création de la nouvelle génération des chromosomes par les opérateurs : muta-

tion, mutation locale et croisement

— évaluation et sélection, qui réduit le nombre des chromosomes actuels au nombre

initial
jusgu’a la convergence.

Dans les calculs suivants, on travaille avec la population de ’ P R xn’ chromosomes,
ou n est le nombre total des inconnues du probléme et PR le paramétre d’algorithme
égal a 10. La population peut évoluer grace aux operations suivantes :

Mutation : on suppose que C' H;(t) est le i-ieme chromosome de la génération ¢,
CHZ(t) = (Chil (t), Chig(t), ey Chln(t», (31)

ou n est le nombre de variables de la fonction codt. Si un chromosome C'H,(t) est
choisi pour une mutation, un chromosome aléatoire RP est créé dans la domaine de
la fonction colit et le nouveau chromosome C' H,(t + 1) est calculé par la relation
suivante

CHi(t+1)=CH;(t)+ MR(RP — CH,(t)). (3.2)

Le paramétre M R est la constante de I’algorithme égal a 0.5. Le nombre de chro-
mosomes créés par I’opérateur 'mutation’ est définie par la radioactivité’, qui est un
autre parametre de I’algorithme et sa valeur constante est égale a 0.1 pour tous nos
calculs.

Mutation locale : si un certain chromosome est choisi pour la mutation locale,
toutes ses composantes sont changées par une valeur aléatoire choisi dans un inter-
valle typiquement trés petit. L’objectif de cet opérateur est d’utiliser les chromosome
voisins existants, et d’essayer d’améliorer la solution plus vite. Cela est utile surtout
pour les fonctions optimisées, ou proches de la valeur optimale, un petit changement
des valeurs des variables présente un grand changement de la valeur de la fonction
codt (ex. voir [3]). Le nombre des chromosomes créés par I’opérateur "mutation loca-
le’ est définie par la ’radioactivité locale’, qui est un autre paramétre de I’algorithme
et sa valeur constante est égale a 0.1 pour nos calculs.

Croisement : I’objectif de cet opérateur est la création de nouveaux chromosomes
pour obtenir le méme nombre de nouveaux chromosomes (avec les nouveaux chromo-
somes crées par les opérateurs 'mutation’ et ’'mutation locale’) que dans la génération
parentale. L’opérateur crée le nouveau chromosome C'H;(t+ 1) par rapport au schéma
suivant : choix aléatoire des deux chromosomes de la population CH,(t) et C H,(t),
calcul du vecteur de leur différence, multiplication de ce vecteur par le coefficient
CR et addition a un troisieme chromosome aléatoirement choisi dans la population
CHy(t),

CH;(t+ 1) =CH,(t) + CR(CH,(t) — CH,(t)). (3.3)

Le schéma est présenté aussi sur la figure 3.1.
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FIG. 3.1 — Le schéma de I’opérateur "croisement’ pour algorithme SADE

Chaque composante dépassant I’intervalle de sa valeur fixée est changée en la va-
leur limite correspondante. Le parameétre C'R a probablement la plus grande influence
sur le comportement de I’algorithme ; cela implique que si on a besoin d’accélérer la
convergence, ce paramétre doit étre fixé a une valeur petite (typiquement de 0.05 a
0.1) Au contraire, les valeurs plus grandes de ce paramétre peuvent augmenter le pou-
voir de I’algorithme et dépasser les problémes aux minimas locaux. Dans les calculs
sa valeur est fixée a 0.3.

La sélection représente le cceur de I’algorithme génétique. L’ objectif est de garantir
I’amélioration progressive de toute la population par la réduction du nombre des chro-
mosomes vivants et la conservation des meilleurs d’entre eux. On utilise la stratégie
de tournoi modifié avec le schéma suivant : choix des deux chromosomes aléatoires de
la population, comparaison des leurs valeurs et élimination du plus mauvais chromo-
some. La diversité de la population est conservée grace a la possibilité pour les pires
chromosomes de rester vivants.

3.2 L’algorithme GRADE

La modification de I’algorithme SADE avait deux motivations principales :

— I"augmentation de la vitesse de résolution de I’algorithme pour les fonctions
lisses continues avec un seul optimum;

— la réduction du nombre des parametres externes de I’algorithme SADE et leur
influence sur le comportement de I’algorithme, car jusqu’a maintenant on peut
estimer leurs valeurs seulement par la méthode ”essai et erreur”, ce qui présente
plus ou moins de problémes.

Pour rappel, les parametres de I’algorithme SADE sont : PR, qui définie le nombre
des chromosomes dans la population, ’radioactivité’ et M R dans I’opérateur 'mu-
tation’, ’radioactivité locale’ dans I’opérateur 'mutation locale’ et enfin C'R dans
I’opérateur croisement’. Puis, dans I’opérateur ’'mutation locale’ il faut définir un petit
intervalle pour les valeurs qui sont utilisées pour la création du nouveau chromosome.

Pour ces raisons on a développé un nouvel algorithme GRADE, qui est plutdt une
nouvelle version de I’algorithme SADE avec le méme schéma. On présente ici seule-
ment les modifications, qui sont les suivantes :

— I’élimination de I’opérateur ’'mutation locale’ ;

— le paramétre M R n’est plus constant, mais pour chaque création de nouveau
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FIG. 3.2 — Le schéma de I’opérateur "croisement’ pour algorithme GRADE

chromosome par cet opérateur, sa valeur est choisie aléatoirement dans I’inter-
valle (0, 1) ;

— le schéma de I’opérateur ’croisement’ est changé dans le schéma de la fagon
suivante :

CHi(t + 1) = maz(CH,(t); CH,(t)) + SG.CR(CH,(t) — CH,(t)). (3.4)

ce qui est présenté aussi sur la figure 3.2. Seulement deux chromosomes C'H,(t)
et CH,(t) sont aléatoirement choisis dans la population. Le vecteur de leur
différence est calculé, multiplié par le paramétre C'R et la direction est changé
par la multiplication avec le paramétre SG, qui est égal a —1 si le vecteur C' H,.(t)
est meilleur que C'H,(t) et égal a 1 dans tous les autres cas. Le vecteur obtenu est
additionné au meilleur vecteur du couple C'H,(t) et CH,(t). Le paramétre C'R
n’est plus constant mais choisi dans I’intervalle (0, C'L), ou C'L est un nouveau
paramétre de cet opérateur, mais son influence sur le comportement de I’algo-
rithme par rapport celle du parametre C'R est réduite. Si ce n’est pas précisé, sa
valeur est fixée a 1.

Enfin, les paramétres externes de I’algorithme GRADE sont les suivants : PR,
’radioactivité’ et C'L. La valeur du parametre PR est aussi fixée a 10 comme pour
I’algorithme SADE, la valeur du paramétre ’radioactivité” est pour les calculs fixée a
la valeur 0.2.
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Chapitre 4

L_es exemples numeriques

4.1 Les exemples de controle de chargement

L’ objectif le plus fréquent pour le probleme de contréle de chargement est de trou-
ver le chargement correspondant a une déformation désirée ug, ce qui nous définit la
fonction colt J(-) comme

J(u) = [Ju—u’| (4.1)
ou le vecteur u? définie les paramétres de la déformation désirée. Dans les deux cha-
pitres prochains, on montre les résultats pour I’approche traditionnelle utilisant I’ana-
lyse incrémentale pour chaque évaluation de fonction codt (I’approche non-simulta-
née), puis I’autre approche basée sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange (I’ap-
proche simultanée).

4.1.1 L approche non-simultanée

Avec I’approche traditionnelle et en utilisant I’algorithme génétique comme une
méthode de maximisation, on peut décrire la procédure de résolution j(~) de la fagon
suivante :

J(c) = max [—J(u(c))] (4.2)
avec
—J(u(c)) = ~[lu(c) —u’l; u(c) : G(u(c),c; oc) =0 (4.3)
ou u(c) est calculée par I’analyse incrémentale en utilisant 100 pas de pseudo-temps
’t”, qui résout les équations d’équilibre G(+).

Par I’approximation discrétisée basée sur la méthode des éléments finis, la fonction

coQt est imposée comme

Nel 2

S = %Z Z [(UU - u;i])z + (vij — Ufj)z] x L, (4.4)

i=0 j=1

Nel nombre des éléments finis
l; longueur initiale de i-ieme élément
w;j, v;; composantes de déformation calculées par I’analyse incrémentale

uglj, vfj composantes correspondantes de la déformation désirée
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On peut remarquer que dans un cas réel, on ne connait pas toutes les compo-
santes du vecteur de la déformation désirée et pour cette raison dans nos exemples
on consideére les rotations comme les composantes inconnues.

Dans la suite, on montre trois exemples du contrdle de chargement illustrant la
procédure de résolution (4.2) en utilisant les algorithmes génétiques du chapitre précé-
dant. Les parametres des algorithmes génétiques utilisés sont marqués dans le tableau
4.1. Les bornes de la fonction maximisée —.J(-) pour les trois exemples sont montrées
dans I’annexe C.

Algorithme SADE Algorithme GRADE
PR =10 PR =10
‘radioactivité’ = 0.1 radioactivité’ = 0.1
MR =0.5 CL=1.0
‘radioactivité locale” = 0.1
CR=0.3

TAB. 4.1 — Les paramétres des algorithmes SADE et GRADE.

Le premiére exemple concerne une structure simple représentant la lettre *T” avec
un chargement a deux composantes. En d’autres termes c’est un probleme de maximi-
sation avec deux inconnues. Les propriétés mécaniques de la construction, sa forme
initiale, sa déformation désirée et la distribution du chargement est montrée sur la
figure 4.1.

20
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- Formefinale b
10+ —
EA = 12000
5T A =5000 B
L El = 1000 Formeinitiale F i
M
o O B
5 \ \ \ \ \
-10 -5 0 5 10 15 20

Fic. 4.1 — Lettre T - La déformation initiale et désirée de la construction avec la
distribution du chargement.

Parce qu’on a choisi les exemples pour tester les procédures de résolution et mon-
trer leur efficacité, le chargement optimal est dans ce cas connu. Pour le probléme
de ’lettre T°, les valeurs optimales des composantes du vecteur ¢ = (F, M) et leur
valeurs admissibles minimales et maximales sont données dans le tableau 4.2.
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Composante | Optimale Minimale Maximale
F 40 10 60
M 205 175 225

TAB. 4.2 — Les valeurs du chargement de la lettre T.

Parce que I’algorithme génétique est une méthode stochastique, il est nécessaire de
lancer le calcul par exemple cent fois pour minimiser I’influence de I’aléa. Comme
on ne peut jamais trouver la valeur optimale avec une précision absolue, on a arrété
les calculs si I’algorithme a trouvé une valeur de la fonction de contréle maximisée
—J(+) supérieure a —10~7, ou en d’autres termes s’il a trouvé une valeur optimale
égale a zéro avec la précision choisi égale a —10~7". Avec ces conditions, on compte le
nombre d’évaluations de la fonction —.J(-) nécessaire et I’erreur, pour laquelle étaient
trouveées les valeurs du chargement. Tout ces résultats sont marqués dans les tableaux
4.3 et 4.4,

Algorithme \ Minimal Maximal Moyen
SADE 240 2860  648.8
GRADE 280 1180 5124

TAB. 4.3 — Lettre T - Nombre d’évaluation de la fonction —.J(-) nécessaire.

Composante \ Minimale Maximale Moyene Ecart type
F 39.912 40.084 40.002 0.0474
M 205.00 205.00 205.00 0.001

TAB. 4.4 — Lettre T - La statistique sur les valeurs du chargement trouveé.

Le deuxieme exemple concerne une structure un peu plus compliquée représentant
la lettre "B’ avec un chargement a cing composantes. En d’autres termes, c’est un
probléme de maximisation avec cing inconnues. Les propriétés mécaniques de la
construction, sa forme initiale, sa déformation désirée et la distribution du chargement
sont montrées sur la figure 4.2.

Pour le probléme de la ’lettre B’, les valeurs optimales des composantes du vecteur
c = (H,V, My, Msy, Ms) et leur valeurs admissibles minimales et maximales sont
données dans le tableau 4.5.

Les calcul sont arrétés si I’algorithme a trouvé la valeur de la fonction de controle
maximisée —.J(-) supérieure a —1075. Les résultats sont donnés dans les tableaux 4.6
et 4.7 de la méme facon que pour le probléme de la ’lettre T°.

L’annexe D présente la convergence de I’algorithme SADE pour résoudre ce pro-
bléme, avec une remarque concernant les difficultés probables de I’algorithme SADE.
Comme précisé plus haut, on considére I’algorithme GRADE comme la méthode la
plus efficace et dans les calcul suivants on n’a utilisé que lui.

!La statistique présentée dans ce tableau était fait par rapport aux résultats de I’algorithme GRADE.
Les calculs obtenus par les deux algorithmes génétiques étaient limités par la méme précision de
la fonction colt —J(-), les erreurs dans les valeurs du chargement trouvé sont aussi plus ou moins
équivalents.
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EA =10 EA;=0.1
cGA; = 1.0 cGA=5.0
Ely=1.05 Ely=1000.0
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Fic. 4.2 — Lettre B - La déformation initiale et désirée de la construction avec la
distribution du chargement.

Composante | Optimale Minimale Maximale
H 0.04 0.025 0.050
1% -0.05 -0.06 -0.035
M, 0.782 0.6 0.9
M, -0.792 -0.9 -0.65
M3 0.792 0.6 0.85

TAB. 4.5 — Les valeurs du chargement de la lettre B

Algorithme | Minimal Maximal
SADE 2600
GRADE 1900

Moyen
165800 46887.5
117850 20632.0

TAB. 4.6 — Lettre B - Nombre d’évaluations de la fonction —.J(-) nécessaires.

Composante | Minimale Maximale Moyene Ecart type
H 0.039638 0.040353 0.039977 0.0002218
1% -0.050265 -0.49733 -0.049998 0.0001590

M, 0.78178 0.78221 0.78199 0.000121

M, -0.79237  -0.79163  -0.79202 0.000214

M 0.79180  0.79224  0.79200 0.000092

TAB. 4.7 — Lettre B - La statistique sur les valeurs du chargement trouveé.

Le troisieme exemple concerne une construction simple représentant la lettre ’I’, le
vecteur du chargement a cette fois de nouveau seulement deux composantes. Mais ces
deux composantes sont choisies pour un cas de contrdle spécial du chargement, ou la
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formulation de la fonction co(t 4.12 n’est plus suffisante pour définir un seul optimum,
car on a une infinité de solutions optimales. Toutefois, on ne peut pas dire que chaque
variation du chargement est une solution optimale, mais il y a une relation entre les
composante du chargement qui nous définie I’espace des solutions optimales. Dans le
calcul suivant on montre la performance de I’algorithme GRADE pour obtenir cette
relation.

Les propriétés mécaniques de la construction, sa forme initiale, sa déformation
désirée et la distribution du chargement sont montrées sur la figure 4.3.

20
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FiG. 4.3 — Lettre | - La déformation initiale et désirée de la construction avec la dis-
tribution du chargement.

Pour obtenir une infinité de solutions différentes, on a choisi le chargement comme
le moment et un couple de forces suiveuses avec plus ou moins d’influence sur la
déformation de la construction. Le chargement, qui suit la déformation de la construc-
tion (voir le figure 4.3), est modelisé par la formulation d’efforts externes suivante :

fert = AFyc (4.5)

Les valeurs optimale connues des composantes du vecteur ¢ = (F, M) et leur
valeurs admissibles minimales et maximales sont pour le probléme de la ’lettre I’
données dans le tableau 4.8.

Pour résoudre ce probléme, I’algorithme GRADE est aussi lancé cent fois. Les
calcul sont arrétés si I’algorithme trouve une valeur de la fonction de contrdle maxi-
misée —J(-) supérieure a —10~". Les nombres d’évaluations minimaux, maximaux et
moyens sur tous les calcul sont donnés dans le tableau 4.9.

2Dans cet exemple, on a fait une petite modification dans la formulation discrétisée de la fonction
collt, ol ne; ne signifie plus le nombre d’éléments finis total, la valeur de la fonction co(t étant évaluée
seulement sur les élément verticaux de la forme finale.
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Composante | Optimale Minimale Maximale
F 0.0 0.0 120.0
M 205.4 0.0 230.0

TAB. 4.8 — Les valeurs du chargement de la lettre |

Algorithme \ Minimal Maximal Moyen
GRADE | 180 640 359.8

TAB. 4.9 — Lettre | - Nombre d’évaluation de la fonction —.J(-) nécessaire.

Comme chaque solution trouvée est différente, on les a distinguée dans le graphe
de la figure 4.4, ou on a trouvé facilement la relation entre les composantes de char-
gement, qui définie I’espace des solution optimales, par une régression linéaire.

x les résultats de I'algorithme GRADE
100 — laregression linéaire: F = 102.63 - 0.49989.M

force F

50

1

| |
0 50 100 150 200

moment M

F1G. 4.4 — Cent resultats differents du probleme de ’lettre I’

La relation exacte des espaces des solutions optimales est
F =102.5—-0.5M (4.6)

Les poutres horizontales dans la déformation finale sont supposées infinitivement ri-
gides. Ce n’est pas exactement notre cas, ce qui peut expliquer la petite différence
entre la solution exacte et la solution trouvée par I’algorithme GRADE.

Dans I’exemple suivant on veut montrer comment on peut changer le probleme
précédent de la ’lettre I’ avec une infinité de solutions dans un probléme avec une
seule solution. Il suffit d’augmenter la formulation de la fonction colt par un terme
qui minimise I’énergie du chargement externe par minimisation des valeurs de ses
composantes. La formulation de la fonction codt .J(-) devient

J(u,¢) = [lu—u] + o] (4.7)

20



ou « est un multiplicateur constant, qui définit le poids du deuxieme terme sur la valeur
de la fonction co(t. Pour les calculs sa valeur est fixée a 10~?, parcequ’on suppose que
trouver la forme désirée est toujours I’objectif premier.

Avec I’approche traditionnelle on trouve la formulation de la fonction co(t discréti-
sée comme

Nep 2 ne
J = i Z Z [(Uzg - U?j)2 + (v — U%)Q} *x L; — Oéz c (4.8)
i=0 j=1 pas

ou le nouveau parametre n.. est le nombre des composantes du chargement.

Pour résoudre ce nouveau probléme, I’algorithme GRADE est lancé aussi centfois,
mais il est chaque fois arrété apres 20000 évaluations de la fonction co(t, car dans ce
cas on ne connait pas la valeur optimale de la fonction codt. Pour chaque calcul a été
trouvée la méme solution suivante :

c = (F,M) = (68.466,68.526)
—J = —1.407863054.107° (4.9

4.1.2 L’approche simultanée

L’approche simultanée est illustrée sur la construction représentant la lettre T pré-
sentée dans la chapitre précédant. La fonction colt minimisée est imposée comme

J(u,c) = ailju —u?|| + asc|| (4.10)
avec les parameétres oy = 103 et oy = 1074,
La procédure de résolution .J(-) est définie comme

J(u,c,\) = max [—1r"r] (4.11)
Y(u,e,\)

avec r définie par les équations (2.11 - 2.14). La formulation discrétisée pour la fonc-
tion J(-) précédente est présentée dans I’annexe B.2.

Les inconnues du probléme de contrdle sont les parametres du chargement (2 in-
connues), les composantes de la déformation (21 inconnues) et les multiplicateurs de
Lagrange (21 inconnues), ce qui fait 44 inconnues au total. Les valeurs limites pour
le chargement sont les mémes que dans le tableau 4.2. Puis on calcule la déformation
désirée u, par le chargement optimal. Les valeurs limites pour la déformation sont
calculées comme

— (1+ EP)uy (4.13)

umax

ou E'P est considéré comme I’erreur de prédiction de la déformation finale. Les cal-
culs sont faits pour plusieurs valeurs différentes de ce parameétre. Les valeurs limites
des multiplicateurs A sont £0.000225.

Comme pour la méthode de maximisation, on a utilisé I’algorithme GRADE avec
les valeurs de ses paramétres PR = 30, C'L = 2.0 et "radioactivité’ = 0.2,
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Dans la suite on va montrer cing différents types de calcul pour obtenir les pro-
priétés de I’approche simultanée. Le premier groupe de calculs montre I’influence de
I’erreur de la prédiction de la déformation finale, définie par le parametre £ P. Le cal-
cul est lancé cent fois, et arrété apres deux millions d’évaluations de la fonction co(t.
La statistique des résultats trouvés est donnée dans le tableau 4.10.

EP | Minimal Maximal Moyen Ecarttype
F ]0.05 36.982 40.648 39.761 0.4787
0.02 39.219 40.420 39.894 0.2386
0.005 | 39.536  40.327 39.986 0.1359
0.001 | 39.880  40.089 39.998 0.0390

M 10.05 199.01 207.80 204.27 1.170
0.02 201.86 205.82 204.54 0.595

0.005 | 204.27 205.48 204.85 0.232

0.001 | 204.73 205.16 204.98 0.065

—rlr [ 0.05 -120.44 -3.10 -20.94 21.874

0.02 -35.908 -1.698 -11.427 6.9532
0.005 | -16.754 -0.565  -3.699 2.3862
0.001 | -1.1357 -0.0686 -0.4233  0.24133

TAB. 4.10 — Les résultats du contrdle trouvés - calcul 1.

Dans le deuxieme type de calcul, on change la condition pour arréter I’algorithme
de résolution, afin d’obtenir des résultats comparables. Le calcul est fait pour une
valeur du paramétre F£ P égale a 0.0001, mais I’algorithme est arrété quand il trouve
la solution correspondant a la valeur de —r”r supérieure a —0.01. La statistique des
valeurs du chargement et le nombre d’évaluations de la fonction colt nécessaires sont
présentés dans le tableau 4.11.

Minimal Maximal Moyen Ecart type
composante F 39.952 40.046 39.999 0.0201
composante M 204.92 205.09 204.99 0.0384

nombre d’evalutions de J(-) | 232320 966240 571705

TAB. 4.11 — Lettre T - Les résultats du controle trouvés - calcul 2.

Dans ce calcul on veut montrer que si on connait la déformation finale avec une
précision "suffisante”, on peut simplifier le probleme du contréle par une élimination
des multiplicateurs de Lagrange comme variables du probléme. Cela est possible grace
a la formulation des équations (2.12), d’ou on peut pour chaque variation des vecteurs
u et c calculer les multiplicateurs de Lagrange comme

~ 0J(u, C)K’l

A= ou

(4.14)

Puis, le vecteur des résidus r devient r = (r, r,) et le nombre des variables diminue a
23 inconnues. Tous les autres paramétres de calcul sont gardés comme dans le calcul
précédant. La statistique des valeurs du chargement et le nombre d’évaluations de la
fonction colt nécessaires sont présentés dans le tableau 4.12. On peut remarquer que
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Minimal Maximal Moyen Ecart type
composante F 39.900 40.094 39.999 0.0329
composante M 204.80 205.21 204.98 0.0852

nombre d’évalutions de J(-) | 162840 1165410 381570

TAB. 4.12 — Lettre T - Les résultats du controle trouvés - calcul 3.

grace a ce changement la précision des valeurs du chargement trouvé diminue un peu,
mais le nombre d’évaluations diminue beaucoup plus, ce qui monte son efficacité.

Pour le quatriéme calcul, on utilise I’exemple du troisieme calcul, en changeant
cette fois la formulation de la fonction J(-). Comme on a effacé le deuxiéme terme
de la fonction, on obtient la méme formulation que dans (4.1), utilisée dans le cha-
pitre précédant. Les résultats sont donnés de la méme facon dans le tableau 4.13. En
comparant ces résultats avec ceux du calcul 3, on peut voir que la simplification de la
fonction cot précédente donne des résultats plus précis et diminue aussi le nombre
d’évaluations nécessaires.

Minimal Maximal Moyen Ecart type
composante F 39.957 40.048 40.000 0.0199
composante M 204.86 205.15 205.00 0.0548

nombre d’évalutions de J(-) | 100740 298080 172176

TAB. 4.13 — Lettre T - Les résultats du controle trouvés - calcul 4.

Enfin, pour le dernier calcul on a pris I’exemple du calcul 4, mais avec une prédic-
tion de la déformation encore plus précise (donnée par la valeur du paramétre EP =
0.00001) et on a aussi amélioré les valeurs des parameétres de I’algorithme GRADE
de facon suivant : PR = 20, C'L = 1.0 et "radioactivité’ = 0.2. Dans ce cas, on peut
dire, que les résultats donnés dans le tableau 4.14 sont comparable avec les résultats
obtenus par I’approche non-simultanée présentée dans la chapitre 4.1.1. 1l faut seule-
ment rappeler qu’une évaluation de la fonction colt par I’approche non-simultanée
comprenant cent pas de calcul par I’analyse incrémentale est a peu prés aussi "chere”
que cent évaluations de la fonction codt par I’approche simultanée.

Minimal Maximal Moyen Ecart type
composante F' 39.973 40.034 40.000 0.0135
composante M 204.96 205.05 205.00 0.0192

nombre d’évalutions de J(-) 14720 201480 37701

TAB. 4.14 — Lettre T - Les résultats du controle trouvés - calcul 5.

4.2 L’exemple d’optimisation de forme

Les problémes d’optimisation de forme constituent un groupe de problémes plus
variés que les problémes de contrdle. Typiquement, on connait le chargement et on
connait souvent aussi par exemple la déformation désirée. Pour montrer le principe

23



de résolution d’un probléme d’optimisation, on a choisi une construction simple avec
une fonction co(t de sens plus évident.

40 T N T N T N T N T N T N T
ok F = 1000
% ht h he h |
o 7 -
A
20 _|
-40— E = 75000 —
G = 50000 H |
c=5/6
60 p=1/30 b=30 -
masse imposée : M° = 30000 1
80 _|
_10 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
-%00 0 200 400 600 800 1000 1200

FIG. 4.5 — La déformation initiale de la construction, son chargement et propriétés du
matériau.

Les variables d’optimisation d choisies sont les paramétres définissant la hauteur de
la poutre. L’objectif de cet exemple est la minimisation de la déformation créée par le
chargement (voir la figure 4.5) et la limitation de la masse de la poutre a A, = 30000.
La formulation utilisée pour calculer la masse de la poutre est

M = / pbhds (4.15)
L

avec p = 1/30 et b = 30.

Par I’approximation des éléments finis, on utilise quatre éléments et la hauteur i de
la poutre est supposée constante sur chaque élément. Le vecteur des variables d’opti-
misation devient d = h = (hy, hs, hs, hy), On a donc un probleme d’optimisation a
quatre inconnues. Dans ce cas, on ne connait pas I’optimum du probléme a I’avance.
Seules les valeurs minimales et maximales admissibles pour les variables d’optimisa-
tion sont connues et données dans le tableau 4.15.

] hi he hy hy
Minimale |30 30 15 5§
Maximale | 60 60 35 25

TAB. 4.15 — Les valeurs limites des variables d’optimisation.
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4.2.1 L approche non-simultanée

Pour I’approche non-simultanée, on formule la fonction de codt J(-) & maximiser
comme
J(u,d) = —allul| — (M — Mp)? (4.16)

ou « est une constante ayant pour valeur o = 1 avec la formulation discrétisée suivante

Ne 6 Ne 2
J=—a i > ulLi - (;)bzl: (hiL;) — M0> (4.17)
=0

i=0 j=0

avec le vecteur de la déformation sur un élément w; = (w1, wio, Wiz, Wig, Uss, Usg), €t
ou n,; signifie le nombre d’éléments.

En utilisant I’algorithme GRADE (avec les parametres PR = 10, CL = 1.0 et
radioactivité’ = 0.2) on a calculé pour chaque variation de hauteurs la déformation
correspondante par I’analyse incrémentale avec cent pas du pseudo-temps ’t’. La va-
leur optimale de la fonction J(-) est

Jopt(+) = —627646

Puis on a lancé le calcul avec I’algorithme GRADE cent fois et chaque fois le calcul
est arrété si I’algorithme GRADE a trouvé la valeur de la fonction .J(-) optimale avec
une précision égale a 1 (ou si la valeur de J(-) a dépassé la valeur —627647). La
statistique sur les valeurs des hauteurs trouvées dans les calculs est présentée dans le
tableau 4.16 et la statistique sur les nombres d’évaluations de la fonction co(t .J(-) est
donnée dans le tableau 4.17.

h. | Minimal Maximal Moyen Ecart type
hy | 43.772 43.807 43.790 0.0094
he | 35.914 35.949 35.932 0.0088
hs | 26.313 26.346 26.328 0.0082
hy | 14.184 14.210 14.197 0.0064

TAB. 4.16 — Les hauteurs trouvées par I’approche non-simultanée.

Algorithme \ Minimal Maximal Moyen
GRADE ‘ 1440 9960 3497

TAB. 4.17 — Nombre d’évaluations de la fonction —.J(-) nécessaires par I’approche
non-simultanée.

4.2.2 L’approche simultanée

Pour I’approche simultanée on a définie la fonction colt .J(-) seulement pour mini-
miser la déformation comme

J(u) = —aq|ul] (4.18)
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avec le paramétre o; = 1073,

Les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas considérés comme les variables du
probleme a optimiser, et pour chaque variation de la déformation et des hauteurs on
les calcule avec la relation (2.4) comme

Ao ud)p (4.19)
ou

La limitation de la masse par M, est contenue dans le terme 7, qui est définie
comme
Tlim = OéQ(M — Mo) (420)

et qui est ajoutée dans le vecteur r comme sa derniére composante. La valeur du pa-
rametre o est ap = 1.

La procédure de solution J(-) est définie comme

j(u, d) = mazx [—rTr} ;= (T, Tx, Tlim) (4.22)
V(u,c
ou rg, r) sont définis dans les équations (2.5) et (2.6) et dans la forme discrétisée le
vecteur r est présenté dans la chapitre B.3.

Enfin, les variables de la procédure de résolution sont les paramétres de la déforma-
tion (15 inconnues) et les valeurs de la hauteur discrétisée (4 inconnues), ce qui fait
19 inconnues au total.

Les valeurs limites pour les hauteurs était les méme que dans le tableau 4.15. Puis,
pour obtenir les valeurs limites de la déformation, on a fait d’abord le calcul suivant.
Avec les hauteur trouvés par I’approche non-simultanée

h" = (43.79, 35.93,26.32,14.20);  M™"* = 30060 (4.22)

on a calculé la déformation correspondante u™ pour le chargement imposé (voir le
figure 4.5). Les valeurs limites u,,;,, et u,,.. pour la déformation sont définies comme

Unin = (1—EP)u™ (4.23)
Upee = (1+ EP)u™* (4.24)

ou la valeur du parametre £ P est égal a 0.0001.

Comme pour la méthode de maximisation on a utilisé I’algorithme GRADE avec
les valeurs de ses paramétres PR = 20, CL = 2.0 et ’radioactivité’ = 0.1. Le cal-
cul est lancé cent fois et arrété chaque fois que I’algorithme GRADE trouve la valeur
de —rTr supérieure a —10000.0. La statistique sur les valeurs des hauteur trouvées
dans les calcul sont présentée dans le tableau 4.18 et la statistique sur le nombre
d’évaluations de la fonction codt .J(-) est donnée dans le tableau 4.19.

Dans ce probléeme d’optimisation, il est plus difficile de comparer les résultats
par I’approche simultanée et non-simultanée car avec la formulation différente du
probléme a maximiser sont changés les poids entre la fonction de codt J(-) et la li-
mitaion de la masse, ce qui fait converger I’algorithme dans les solutions différentes.
Quand méme on a essaié de formuler les problémes pour les faire plus ou moins com-
parables et on peut dire que I’approche simultanée semble plus efficace que celle non-
simultanée.
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h. | Minimal Maximal Moyen Ecart type
hy 43.782 43.794 43.789 0.0026
ho | 35925 35935 35.930 0.0021
hs | 26315  26.324 26.319 0.0019
hy | 14.197 14.202 14.200 0.0010

TAB. 4.18 — Les hauteurs trouvées par I’approche simultanée.

Algorithme ] Minimal Maximal Moyen
GRADE | 111340 968240 313006

TAB. 4.19 - Nombre d’évaluations de la fonction colt —.J(-) nécessaire par I’approche
simultanée.
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Conclusions

Dans ce stage on a d’abord utilisée I’approche traditionelle pour résoudre les pro-
blemes de contrdle de chargement, et on a formulé ce probleme pour utiliser les
méthodes modernes basées sur les algorithmes génétiques. Une analyse incrémentale
est utilisée pour résoudre le probléme de mécanique non-linéaire®. Pour les calculs
on a utilisé d’abord I’algorithme SADE présenté dans [4] puis on a développé une
version nouvelle de cet algorithme, appelé algorithme GRADE utilisant un opérateur
basé sur la méthode de gradient simplifiée. Dans la chapitre 4.1.1 on a présenté la
comparaison de ces deux algorithmes sur les deux exemples du probléme de contréle
de chargement avec deux et cing inconnues. Pour les deux exemples on a montré que
I’algorithme GRADE est la version la plus efficace des deux. Plusieurs remarques
concernant les difficultés rencontrées pour les algorithmes utilisés pour résoudre les
problemes de contréle (et probablement d’autres problémes) sont données dans I’an-
nexe D. Sur le troisieme exemple, le probléme de contr6le, on a montré la capacité de
I’algorithme GRADE a résoudre le probléeme ayant une infinité de solutions optimales.

Dans la deuxiéme partie du stage on a résolu la formulation du probléme de contréle
de chargement en utilisant des multiplicateurs de Lagrange, ce qui nous donne la pos-
sibilité de résoudre le probléme de contrdle et le probléeme de mécanique non-linéaire
simultanément. Dans I’exemple présenté dans la chapitre 4.1.2 on a montré que par
cette approche I’algorithme GRADE est capable de résoudre le probleme, mais il n’est
pas tres efficace. Toutefois, on a montré que son efficacité augmente vite avec la di-
minution de I’espace des solutions admissibles, notament pour les composantes de
déplacement. En d’autres termes, si on prédit la déformation finale avec une précision
suffisante, I’approche simultanée devient plus efficace que I’approche non-simultanée
comme cela est présenté dans le tableau 4.20 qui compare les résultats obtenus pour
les deux approches sur I’exemple du probléme de la ’lettre T’. De la méme fagon on
compare la précision des composantes du chargement F' et M trouvées, caractérisées
par I’écart type de leur valeur obtenu pour cent calculs effectués, puis on compare le
nombre d’évaluations nécessaire. (Pour cela, on multiplie le nombre d’évaluations par
I’approche non-simultanée par 100, car il faut tenir compte que cette évaluation est
effectuée pour les cent pas de I’analyse incrémentale.)

Dans la troisieme et derniere partie du stage on a formulé le probléme d’optimisa-
tion de forme par les deux approches susmentionnées. Avec I’expérience des calculs
précédents, on a choisi un exemple simple pour montrer le principe de résolution du
probleme d’optimisation de forme. Pour I’exemple choisi on peut aussi constater que

3Tout les calculs présentés dans ce stage étaient fait avec un logiciel développé pendant le stage en
utilisant le langage de programmation C/C++.
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I’approche non-simultanée I’approche simultanée
ecart type pour F 0.0474 0.0135
ecart type pour M 0.001 0.019
nombre d’évaluations 512.4 x 100 = 52140 37701

TAB. 4.20 — Le comparaison des résultats obtenus par I’approche simultanée et non-
simultanée pour le probléme de contrdle sur I’exemple du probleme de la ’lettre T°.

I’approche simultanée était plus efficace que celle non-simultanée. Le comparaison
des résultat, comme dans le cas du contrdle, est présentée dans le tableau 4.21.

I’approche non-simultanée I’approche simultanée
ecart type pour h, 0.0094 0.0026
ecart type pour hy 0.0088 0.0021
ecart type pour hg 0.0082 0.0019
ecart type pour hy 0.0064 0.0010
nombre d’évaluations 3497 x 100 = 349700 313006

TAB. 4.21 — Le comparaison des résultats obtenus par I’approche simultanée et non-
simultanée pour le probléme d’optimisation de forme.

Par rapport au probléme de contrdle, on ne connait pas la déformation finale en
début de calcul (car la déformation désirée n’est pas définie) et pour prédire les va-
leurs admissibles limites pour les composantes de déformation, on a besoin d’utiliser
un résultat approché donné par I’autre méthode de résolution du probléme d’optimi-
sation. Il faut préciser que dans le cas présenté, grace a I’utilisation des déplacements
optimaux obtenus par I’approche non-simultanée, on a la possibilité de limiter I’es-
pace admissible pour la déformation proche de la solution optimale.

En conclusion, on a présenté deux approches différentes capable de résoudre le
probleme de contrdle ou d’optimisation et on a montré leurs avantages et leurs in-
convénients. Le but est d’essayer de trouver la méthode la plus efficace. L’enjeu pour
la suite est de trouver la méthode de résolution d’optimisation ou de contrdle qui nous
donne une solution du probléme approché par des calculs pas ’chers’. Cette méthode
pourrait &tre combinée avec succes avec I’approche simultanée en utilisant 1’algo-
rithme génétique pour trouver la solution exacte. Concrétement on peut essayer d’op-
timiser la surface de réponse, ce qui est une méthode avec les mémes propriétés que
précédemment et un petit exemple d’utilisation cette méthode est présenté dans I’an-
nexe E.
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Annexe A

a procédure de solution pour le
probleme mécanique non-linéaire

En général, dans un probleme de mécanique on suppose comme données les pro-
priétés mécaniques de la construction (qui sont représentées par la matrice de raideur)
et I’effort appliqué a la construction. Puis, on utilise une méthode numérique pour cal-
culer les composantes du déplacement, qui sont inconnues. Le probléme a résoudre
est le systeme des équations d’équilibre, qui sont dans le cas précedent non-linéaires
par rapport au déplacement inconnu :

£ (u) = £ (A1)
Une méthode typique qui est utilisée pour résoudre le systeme des équations d’équi-

libre est I’analyse incrémentale. Dans cette analyse on introduit le paramétre de pseu-
do-temps ’t’, ou le paramétre de chargement

£l (u(t)) = £oU(t);  t e [0,T) (A2)

et on choisit les *pas de temps’

Ninc

[OaT] = U [tnytn+1] (A3)

avec £***(T") comme la charge totale a imposer.
Le chargement proportionnel

L]

() = 57900 9(T) = ey (A%)

ou f§** est le vecteur fixé et g(¢) est une fonction positive, croissante, e.g., g(t) = t.
L’incrément de la charge extérieure est défini comme

Afh = 657 — £ £ = £57g(tn); £ = £7(t)  (AB)
L’incrément de déplacement

Aun—{—l =Up4+1 — Up;  Upyr = u(tn+1>; u, = u(tn> (A6)
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est calculé par .
A,y = K (uy,) [£57 — £7(u,) + ALY ] (A.7)

ou K (u,,) est la matrice de raideur tangente calculé par la dérivation de f™*(u,,) par
rapport au déplacement u.

f
i %’(u)

Ii (un

Afh
fext
n
fint (u'n,-‘rl )
fint (un)
Aun-‘rl
Unp, Un+41 u

F1G. A.1 — Le schéma de I’analyse incrémentale
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Annexe B

La formulation discrétisee du
probleme d’optimisation couplé

B.1 Ladiscrétisations du probleme mécanigue non-linéaire

L’écriture suivante est choisie pour faciliter la programmation (ex. en C/C++).

Pour la formulation du systeme des équations d’équilibre (1.29), on peut définir
d’abord le vecteur AN pour un élément comme

ANy cos 3¢. FA€.3¢ — sin f¢.GA°.I'®
AN® = A°C°A" (h*(u)—n) = ( AN, ) = ( sin 3¢. EA®. 3¢ + cos 3°.GA°.I*® )
AN; IANG
(B.1)
avec les formulation discrétes de 3¢, >¢ et I'® présentées dans les équations (1.25) et
(1.27).

Puis, le vecteur des forces internes peut simplement s’écrire de la fagon suivante

fi —AN;

fa —AN;
g | F3 | | 5O+ Au)(=AN) + 5(Ay + Av)(AN) = ANs | 5o
¢ Ja AN '

f5 AN2

La matrice de raideur tangent est définie par
ofl!
o — &) . u’ = (U17U1;¢17u2av27”¢2)T (B.3)

[6x6] N 811(6X1) 7

comme la dérivée du vecteur £ par rapport a chaque composante du vecteur déplace-
ment u. En utilisant plusieurs analogies dans le vecteur £ et dans la matrice K, on
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peut écrire la forme de la matrice K¢ comme

K¢ = (B.4)

Pour obtenir la matrice de raideur tangente, on a besoin d’exprimer les termes sui-
vants

e _ afl _ 1 e 2 ne e _:..2 ne
]"(11—8—/“11 = ﬁ(EA.COSﬁ"‘GA.Sln ﬁ)
e __ 8f1 _ 1 e e e : e e e
Ky, = Do~ Ir (cos . E A sin 3¢ — sin 3°.GA°. cos 3°)
e afl . 1 e e . exe eTe 1 : e
Ki, = o0 2(EA GA®)(sin B°X° — cos 3°17°) 5 sin 3°.GA
e __ % _ i e 1.2 ne e 2 ne
2= 5 T If (EA®.sin® 8¢ + GA®. cos® 5°)
Of2 1 : 1
K$y=—= = —(EA°—GA°)(—cosf°E¢ —sin fT°) + = cos °*.GA (B.5)
oY 2 2
K3, = g—ﬁ = i(Aw + Au) [(EAe — GA®)(—cos f°X¢ —sin 1) + %cos ﬂe.GA} +
+ i(Ay + Av) {EA6 — GA®)(—sin X + cos 1) + %sin ﬁe.GAl +
EI°
+ Ie
e 8‘][.3 1 e e e e : e e 1 e
K36:8—1p2 = Z(Ax+Au) (EA® — GA®)(—cos % —smﬁF)+§Cosﬁ.GA +
+ i(Ay + Av) {EA6 — GA®)(—sin fX° 4 cos 1) + % sin BG.G’A} -
ET°
Le

avec L¢ définie dans (1.18).
Le vecteur £ et la matrice K dans la forme globale pour toute la construction sont

Nel

Frto= ALy K ::LA\{KG} (B.6)

el
(naax1)  e=1"(g51) (naarxngqr)  e=1 (6x6)

ou ng4y est le nombre total des degrés de liberté de toute la construction et n,; est le
nombre d’éléments.
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B.2 La discrétisation pour le probleme du controle de
chargement
La formulation du probleme de contréle de chargement est donné pour I’exemple

du chapitre 4.1.2. Avec I’approche simultanée on trouve les dérivées de la fonction
colt J(-) dans la forme discrétisée suivante

8J(u, C) d u = (ul Uz, .- unddz>T
_ _ . Pt B.7
ou ay(u—uf); ud:(ucf,ug,...,ugddl):r (B.7)
w ~awe: o= (F.M)T (B.8)
(&

et le vecteur résidu r = (r,,r,, r.) du probléme de controle est écrit comme

vl = [ (" — Foc)'; ap(u—u)! + ATK; age” + ATF (B.9)
(1><nddl) (lxnddl) (IXTLC)

ou ngq est le nombre des degrés de liberté de toute la construction et n,. est le nombre

des composantes du chargement (dans notre cas n. = 2).

B.3 La discrétisation pour le probléme d’optimisation
de forme

Pour le probléeme d’optimisation de forme on a besoin d’exprimer encore les trois
termes pour calculer le vecteur des résidus r. Deux termes sont les dérivés de la
fonction codt J(-) par rapport aux déplacements et aux variables d’optimisation et
le troisiéme est la dérivée des équations d’équilibre par rapport aux variables d’opti-
misation. On va formuler ces trois expressions pour I’exemple de la fonction codt .J(-)
présentée dans la chapitre 4.2.2.

Les variables d’optimisation choisies sont dans ce cas les valeurs discréetes qui
définissent la hauteur de la poutre. Pour ¢a on va un peu changer la notation utilisée et
le vecteur des variables d’optimisation d est remplacé par le vecteur h

d=h= (h17 h27 h37 h4)T (Blo)

On montre I’expression de la dérivée des équations d’équilibre pour un e-iéme
élément, ce qui nous fait travailler avec une seule variable h.. Dans les éguations
d’équilibre c’est cette fois le vecteur £ qui est dépendant de I’hauteur de la poutre.
La matrice de raideur du matériau est

. . 1
C =diag(FA, GA, EI) = diag(Ebh,, Gbh,, Eﬁbhg) (B.11)
On peut définir le vecteur AN¢ comme
OANC AN] cos 3.Eb.Y — sin 5.Gb.T"
AN'= === | AN} | = | sinf.Eb.Y +cos3.GbT (B.12)
AN} 1Ebh2.K

36



et puis on obtient

—AN!
— AN}
Of | LAz + Au)(—ANJ) + L(Ay + Av)(AN]) — AN}
oh AN/
AN}
1Az + Au)(—ANS) + L(Ay + Av)(AN]) + ANj

(B.13)

La matrice %Zt dans la forme globale pour toute la construction est
. Tel .

afznt _ {afént
Oh  e=1' Oh

(naarXmer) (6x1)

I (B.14)

ou ngy est le nombre total des degrés de liberté de toute la construction et n,; est le
nombre d’éléments.

Les dérivées de la fonction colt .J(-) définies dans (4.18) sont

oJ
85111) =i, u = (Ug, U, .oy Upyy) (B.15)
et 0J(u)
u
=0 (B.16)

Enfin pour définir le vecteur des résidus du probléme d’optimisation, on a besoin
encore d’exprimer la formulation discrétisée pour la masse de la poutre A/ comme

4

M =pb)  hiL; (B.17)

La relation discrétisée pour calculer les multiplicateurs de Lagrange devient

A=—au'K™! (B.18)

Enfin, le vecteur des résidus r = (ry, y, 7,)7 devient

: (fmt _ fext)T; OZQ(M _ MO) (Blg)

(Ixngqr)

ou ngq est le nombre de degrés de liberté et n.; le nombre d’éléments (dans notre cas
Nel = 4).
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Annexe C

Les limites de la fonction maximisée
pour les trois problemes de controle

SoSoS
SISO
=
S S S S SIS IS IS SIS SO S SSS

S OCSOSSCSSUS SIS SOS S

L’étendue compléte des valeurs de —.J(-) Détaile de la valeur optimale de —.J ().

FiG. C.1- Lettre T - Les limites de la fonction de contrle maximisée —.J(-).

force F

mmmmmmm

FiG. C.2 — Lettre | - Les limites de la fonction de contrble maximisée —.J(-) dans la
formulation non-augmentée

38



control function J

control function J

control function J

o 0~
o1 -0.001
02 -0.002 ~{
s -0.003
) £ 0004
o E 0,005 -|
-05 E ~0.006
08 ° 00074
0.7 ~0.008
0*003: -0.009
- -0.01 5k
0.05 -0.035
-0.045
-0.05 0.04
force V' -0.055 003 0055 0060025
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Annexe D

L_a solution du probleme de la ’lettre
B’ par I’algorithme SADE

La figure D.1 montre la convergence de I’algorithme SADE sur le probléme de la
"lettre B’. Sur la figure, les lignes verticales représentent les échelles de chaque va-
riable du probléme optimisé. Chagque chromosome est marqué par une ligne continue,
qui lie les valeurs de chaque composante sur les échelles correspondantes. Bien que
on a fait cette figure pour un calcul avec une convergence rapide, on peut voir que les
composante de chargement M, M5 et M5 convergent plus vite que les composantes H
et V. Le raison probable est que les moments M, M, et M3 ont beaucoup plus d’in-
fluence sur la valeur de la fonction colt J(-) que les forces H et V. Cela est visible
aussi sur les figures C.3 et C.4.

La grande différence de I’influence des variables du probleme a optimiser sur la va-
leur de la fonction codt peut étre significatif d’un probleme pour I’algorithme SADE.
Dés le début du calcul I’algorithme converge aux valeurs optimales des moments
My, M, et Mz, mais il converge aussi (plus lentment) aux n’importe quelles valeurs
des forces H et V. A la fin du calcul, les moments sont convergé aux valeurs opti-
males et les changements des valeurs des forces commencent a avoir plus d’influence
sur la valeur de la fonction codt, mais tous les chromosomes sont déja groupés dans
un agrégat et I’algorithme est moins performant pour évoluer dans direction de I’opti-
mum.

Ce phénomeéne est aussi un probleme pour I’algorithme GRADE, mais grace a I’ uti-
lisation du gradient simplifié dans I’opérateur croisement, ce n’est pas un phénomene
aussi dangereux.

Ce phénomeéne est aussi rencontre dans les problemes formulés par I’approche si-
multanée, et la difficulté est de bien choisir les paramétres (=les poids) qui définissent
I’importance de chaque terme dans la fonction codt.
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FiG. D.1 - La convergence de I’algorithme SADE sur le probléme de la ’lettre B’
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Annexe E

L_e controle de chargement pour le
probleme de ’lettre T’ par
I’approximation diffuse

Pour comparaison avec la résolution du probléme de contréle par I’algorithme
GRADE on présente encore les résultats obtenu par la méthode I’approximation dif-
fuse. C’est une méthode de résolution, qui utilise le surface de réponse.

Pour construire ce surface on calcul d’abord les valeurs du grille de la fonction
codt. Puis le surface de réponse on obtient par I’interpolation des valeurs de ce grille.
Il faut marquer, que pour chaque évaluation de la fonction co(t pour la construction du
grille, on doit résoudre le probléme mécanique non-linéaire par une méthode itérative
(ex. I’analyse incrémentale). L’approximation diffuse est aprés utilisée pour trouve
I’optimum de surface de réponse et une évaluation du colt dans ce calcul signifie
évaluation du surface de réponse, ce qui n’est pas ’chere’.

Les calculs suivants étaient fait par Catherine Knopf-Lenoir-Vayssade de I’Univer-
sité de Technologie de Compiégne pour I’exemple du probléme de ’lettre T” présenté
dans la chapitre 4.1.1. Pour I’approximation diffuse était utilisé le point initial xq =
(25, 220).

En regardant les résultats présenté, on peut dire que I’approximation diffuse seul
n’est pas une méthode efficace pour résoudre le probléme de ’lettre T’. Dans le qua-
trieme calcul était utilisé le grille (20 x 20), pour qui était nécessaire 400 évaluation
de la fonction co(t. Puis, la valeur trouvée de la force ' = 47.444 est assez différent
de sa valeur optimale F' = 40.000. La difficulté du probléme de ’lettre T’ est la grand
difféerence entre influence des valeurs de force et de moment sur la fonction co(t,
ce qu’on peut voir sur le graphe présenté dans I’annexe C. On peut dire, que pour
résoudre ce probléme est algorithme GRADE plus efficace.

Quand méme il faut aussi marquer, que déja avec le grille (5 x 5) était trouvé
bonne valeur du moment M = 205.26, quelle est proche de la valeur optimale M =
205.00. Et dans ce cas était utilisé seulement 25 évaluations de la fonction codt. Ce
fait nous donne la possibilité a utiliser la méthode I’approximation diffuse comme
une méthode, qui nous donne la solution approché et on pourrait la combiner avec
I’approche simultané et par exemple I’algorithme GRADE pour créer une méthode de
résolution plus efficace.
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F1G. E.1 — La solution du probléme de ’lettre T par I’approximation diffuse
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