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ABSTRAKT

Podstatou této prace je homogenizace kompozitnich materidlti s periodickou mik-
rostrukturou, zamérené predevsim na matematické modelovani nedokonalé spojeni line-
arné pruznych izotropnich slozek. Je v ni predstaven zaklad homogenizacni teorie, jez
vede na klasicky problém mechaniky poddajnych téles se specifickym zatiZzenim a uloze-
nim zkoumaného télesa, které nazyvame jednotkovou burikou a jehoz periodické opakovani
generuje zminénou mikrostrukturu.

Je uvedeno numerického feseni matematicko-fyzikalniho problému homogenizace me-
todou konecnych prvki a to pouze pro pripad dokonalého spojeni, resp. rozpojeni slozek.
Déle je ptfedstavena metoda FETI, o které se d4 mluvit jako o prirozené modifikaci kla-
sické metody konecnych prvki, pomoci niz lze efektivné fesit homogenizacni problém a
to navic s rozhranim slozek, jez vykazuje urcitou poddajnost véetné jeji mezni nulové a
nekonecné hodnoty. Prace dale naznacuje jakym zptisobem lze metodou FETI predepsat
konstitutivni zadkon na rozhrani slozek a zminuje se o modifikované metodé sdruzenych
gradienttl, pomoci niz je efektivné fesen dualni problém, na ktery tato metoda vede. Vétsi
podrobnosti jsou uvedeny pro dvojrozmeérny problém ve stavu rovinného napéti, resp.
deformace s vyuzitim CST kone¢nych prvki.

V praci je také predstaven generator sité zalozeny na fyzikalni analogii prihradové
konstrukce, o které se také mluvi jako o analogii pruzin (coz je doslovny preklad anglického
,spring analogy®) a to véetné modifikaci jez souviseji s homogeniza¢nim principem.

Na radé numerickych experimentti je nejen ovéfena spravnost implementace teoretické
casti predkladané prace do programu MATLAB, ale také ukazana odezva homogenizova-
ného materialu, jez je matematicky modelovan pomoci predlozené teorie.
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ABSTRACT

The submitted thesis deals with homogenization of composite materials with periodic
microstructure, with emphasis put on mathematical modeling of imperfect bonding be-
tween linearly isotropic phases. The work introduces elements of homogenization theory,
which leads to a classical problem of mechanics of deformable bodies with a specific form
of boundary data posed on a Periodic Unit Cell, which fully specifies heterogeneity of the
analyzed body.

Numerical solution of mathematical and physical problem of homogenization is perfor-
med using the Finite Element Method for both cases of perfect bonding and debonding
of individual phases, respectively. Next, application of the Finite Element Tearing and
Interconnecting (FETI) method, which can be interpreted as a natural extension of the
classical Finite Element paradigm, to the homogenization problem is introduced. It is
shown that FETT allows very efficient treatment of standard homogenization problem as
well as the case of composites with imperfect interfaces, including the limit zero and infi-
nite values of interfacial compliance. The thesis further covers the algorithmic treatment
of specific constitutive laws of the interfaces and presents in detail the modified Conju-
gate Gradient method used to find the solution of the dual problem appearing in FETI
formulation. Additional details are presented for elastic composites in the states of plane
stress or strain using the Constant Strain Triangle (CST) elements.

Verification of the method is performed using data available in open literature. Finally,
using a number of numerical examples, a systematic study of homogenized response is
performed in the framework of the developed theory.
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UVOoD

Kompozitni materialy

Obor kompozitnich materiali, neboli materialt sloZzenych alespon ze dvou slozek odlis-
nych mechanickych vlastnosti, je velice Siroky. Mezi tradi¢ni, ve stavebni praxi bézné
pouzivané kompozitni materialy patii zelezobeton (ale také prosty beton, laminat a kdyz
budeme ve zkouméni materiala disledni, pak také dfevo a jiné materialy, které ptisobi
na prvni pohled homogenné). Konstrukece ze Zelezobetonu vyuzivaji dobrych mechanic-
kych vlastnosti slozek, jakymi jsou v piipadé betonu jeho pevnost v tlaku, odolnost vici
agresivnimu prostiedi, moznost prizpisobit tvar témér libovolné formé a v pripadé oceli
vysoka pevnost v tlaku i tahu. Naopak eliminuji nepfiznivé vlastnosti betonu, jakymi jsou
jeho kiehkost a nizké pevnost v tahu, i Spatna odolnost oceli vii¢i agresivnimu prostiedi
a vysokym teplotam.

I kdyz uvedeny vycet neni kompletni, mélo by z ného byt patrné, ze vysledny kom-
pozitni materidl — Zelezobeton, je vytvoren s myslenkou vyuzit dobrych mechanickych a
fyzikalnich vlastnosti slozek, s potlacenim jejich nepiiznivych vlastnosti, tedy s myslenkou,
ktera je spolecna vsem kompozitnim materialtim, pouzivanym v technické praxi.

Motivace a cil prace

Vysledky této prace lze zobecnit na veskeré kompozity, prace je vSak motivovana kompo-
zity naptiklad z uhlikovych, hoi¢ikovych nebo sklenénych vldken, ze kterych se vyrabéji
extrémné pevné a lehké kompozity. Uvedend vldkna maji z mechanického hlediska (pev-
nost, tuhost) fadové vyssi parametry nez t¥eba ocel, vétsinou je pro né ale charakteristicka
krehkost. Matrice kompozitu, ktera slouzi prevazné jako pojivo inkluzi, jak nékdy nazy-
vame zminéna vlakna, ma fadové horsi mechanické vlastnosti nez inkluze. Navic informace
o geometrii na mikrotrovni téchto materialu a informace o materidlovych charakteristi-
kéch jeho slozek jsou vétsinou velmi pfesné (ani ndhodné geometrie na mikrotirovni neni
prekazkou). S vyse uvedenymi charakteristikami souvisi také vysokéa cena kompoziti. D4
se Tici, ze tyto kompozitni materidly jsou oproti bézné pouzivanym konstrukénim ma-
terialim, jak z technického, tak ekonomického hlediska, novym vyvojovym stupném v
materidlovém inzenyrstvi.

Uvedené vlastnosti podnécuji opodstatnénost diikladného matematického modelovani
téchto materiali, jelikoz vstupni hodnoty pouzivané ve vypoctu jsou vétsinou zaruceny s
vysokou presnosti a ekonomic¢nost numerickych experiment je oproti skute¢nym, vétsi-
nou destruktivnim zkouskam zrejma. Vyplati se tudiz zdokonalovat matematické modely,
pomoci nichz lze predpovédét chovani materidlu s co nejvyssi mirou pfesnosti (u béznych
materialtit mize presné matematické modelovani s ohledem na nejisté vstupni parametry
ztracet vyznam).

Cilem této prace je predvést jakym zpiisobem lze kompozitni materidly matematicky
modelovat, piresnéji feceno homogenizovat, neboli nahradit jejich heterogenni mikrostruk-
turu homogennim materidlem. Jeji pozornost je zamérena predevsim na modelovani roz-
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hrani jednotlivych slozek, na moznost pocatecniho nedokonalého spojeni slozek, jejich roz-
pojeni zpusobené zatiZzenim a zamezeni moznému priniku, dale predepsani poddajnosti
s moznosti omezeni duktility rozhrani. Obecnéji feceno na piedpis fyzikdlniho vztahu na
rozhrani slozek. Cilem této prace vSak neni zkoumat jaky vliv mé konstitutivni vztah
na chovani kompozitu jako celku, i kdyz nékteré uvedené experimentalni vysledky tyto
myslenky podnécuji.

Clenéni prace

Prace je ¢lenéna do dvou hlavnich tematickych celkii a to na ¢ast teoretickou, ve které je
predstaven teoreticky zaklad, ktery je ve druhé c¢asti ovéfen numerickymi experimenty. K
praci jsou dale pripojeny tfi dodatky, které tizce souvisi s tématem, jsou vSak oddéleny
od hlavnich ¢asti z divodu vyssi prehlednosti a plynulosti predkladané prace.

Céast, ktera se zabyva teoretickym zikladem, je dale rozdélena do Sesti kapitol. Prvni
kapitola nazvana ,Homogenizace® je zamérena na kompozity s periodickou mikrostruk-
turou. Tento omezujici predpoklad o mikroskopické geometrii vzorku je zaveden pouze z
divodu jednoduché homogenizacni teorie, jez ma usnadnit cestu k cili, kterym je pred-
pis obecnéjsiho fyzikalniho vztahu na rozhrani slozek. Pro jednoduchost jsou navic v celé
praci jednotlivé slozky uvazovany linearné pruzné a je pouzita teorie malych deformaci.

Druhéa a treti kapitola, tedy kapitola ,FEM®“ a ,FETI“ spolu tzce souviseji, jelikoz
maji obdobny cil, kterym je numerické feSeni Lagrangeova principu, ve kterém je funkci-
onal energie modifikovan s ohledem na homogenizac¢ni teorii uvedenou v prvni kapitole.
Metoda FEM je vyuzita pouze k feseni kompozitti s dokonalym spojenim ¢i rozpojenim
slozek a slouzi predevsim jako ivod k metodé FETI a k ovéfeni numerickych experimentt
ziskanych pravé metodou FETI. Metoda FETI je v této praci pouzivana ponékud netra-
di¢nim zptisobem, ve kterém je vyuzita znalost silovych podminek na hranici jednotlivych
oblasti, které vznikly dekompozici oblasti ptivodni. I kdyz se nejedna o plnou novinku
v naznaceném vyuziti této metody, které bylo jiz pouzito napfiklad v ¢lancich [5] a [12]
nebo v diplomové praci [20], jde o diametralné odlisné pouziti metody FETI, nez k tcelu
snizeni velikosti problémi, kterému je bé7né pouzivana (viz [11]).

Kapitola nazvana ,,Matice tuhosti a vektor pravych stran na jednotlivych elementech®,
ktera je v poradi ¢tvrta, uvadi podrobnosti k implementaci metody FEM a FETI s vyuzi-
tim CST prvki pfi rovinné deformaci a rovinném napéti linearné elastickych izotropnich
slozek.

Pata kapitola nazvana , Efektivni vlastnosti“ ukazuje, jakym zptsobem lze ziskat efek-
tivni materidlové charakteristiky homogenizovaného materialu, nebo primo jeho matici
materidlové tuhosti. A zaobira se zptusobem odezvy homogenizovaného materialu na pt-
sobici zatizeni,

Sest4d a zérovenn posledni teoretickd kapitola ,Generator sité“ predstavuje zakladni
myslenky na kterych je zalozen implementovany generator sité, jez funguje na fyzikalni
analogii se soustavou pruzin, o které se v anglicky psanych publikacich mluvi jako o ,,spring
analogy*.
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Kapitola 1
HOMOGENIZACE

1.1 Uvod

Mluvime-li o homogenizaci ur¢itého kompozitniho vzorku, tedy vzorku z heterogenniho
materidlu, pak je nasim cilem nahrazeni jeho heterogenni struktury homogennim mate-
ridlem. Od nového homogenniho materialu pozadujeme, aby co nejlépe nahradil ptivodni
heterogenni material z hlediska mechanického chovani vzorku jako celku.

Existuje fada pribliznych metod, jez z vlastnosti jednotlivych slozek a jejich rozlo-
zeni v kompozitu urcuji jejich efektivni vlastnosti (vlastnosti homogenizovaného vzorku).
Pro linearni materialové chovani jednotlivych slozek jsou znamé napiiklad vztahy, které
odvodili Hashin a Shtrikman [8] ¢ Hill [9], [17, str.9-20].

Jak jiz bylo zminéno v tvodni kapitole, bude nasim cilem homogenizovat také hetero-
genni materialy, u nichz muze dojit k rozpojeni jednotlivych slozek at uz vlivem zatiZen,
nebo jejich nedokonalého pocatec¢niho spojeni.

Cela tato prace je zaméfena na kompozity s periodickou mikrostrukturou [14], o kte-
rych mluvime jako o periodickych kompozitech. Odvozené vztahy lze pouzit pro obec-
néjsi materialové systémy, teoreticky zaklad homogenizace periodickych kompozitii je totiz
shodny s teoretickym zakladem kompoziti s ndhodnym rozmisténim slozek.

1.2 Jednotkova burika

U kompoziti s periodickou mikrostrukturou pouzivame pojem jednotkova buiika, dale
jen UC (Unit Cell), ve stejném vyznamu jako u kompoziti s ndhodnou mikrostrukturou
pojmu reprezentativni objemovy prvek, déle jen RVE (Representative Volume Element).
UC musi byt vybrana tak, aby jeji periodické opakovani generovalo mikrostrukturu da-
ného kompozitniho vzorku. Periodicky kompozit je poté jednoznacné definovan touto UC
a n smery invariance v Euklidovském prostoru E”.

V teorii homogenizace se predpoklada, ze materidlové charakteristiky jednotlivych slo-
zek komporzitu jsou zndmé. U kompozitu s periodickou mikrostrukturou je (navic oproti
kompozitim s ndhodnou mikrostrukturou) jednoznacné dédna poloha a geometrie jednot-
livych slozek. Ve vyse uvedeném spociva zakladni rozdil mezi RVE nahodného kompozitu
a UC kompozitu periodického. Zatimco v pfipadé RVE jsou informace o geometrii znamy
jen ze statistickych informaci, v pfipadé UC jsou dany jednoznacné.

Je zfejmé, ze shodnou periodickou mikrostrukturu kompozitniho materialu lze ziskat
periodickym opakovanim rtznych UC, z ¢ehoz vyplyva, ze UC neni déna jednoznacné.
Avsak efektivni vlastnosti kompozitu ziskané z rtznych UC, jez generuji shodnou mik-
rostrukturu, jsou shodné. Volba UC je mnohdy motivovana numerickym fesenim lokalniho
problému, kdy lze naptiklad vyuzit jeji geometrické a materidlové symetrie. Také obtiznost
aplikace periodickych okrajovych podminek zavisi na volbé UC. Z pohledu numerického
feseni lokidlniho pohledu byva vyhodné, pokud ma UC v prostoru E? tvar kvadru a v
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Obrazek 1.1: Jednotkova bunka — UC a kompozitni vzorek.

prostoru E? obdélnikovy tvar. V dalsi ¢asti textu se budeme zabjvat jen UC, jeZ maji
tento tvar.

Oblast, jez v matematickém modelu reprezentuje kompozitni vzorek, resp. jednotkovou
buiiku oznacime QF, resp. QYC a symbolem I'C, resp. I'“C oznac¢ime hranici této oblasti.
Zavedené znaceni pro konkrétné zvolenou UC, jez generuje mikrostrukturu kompozitniho
vzorku v Euklidovském prostoru E2, je dokumentovano na obrazku 1.1.

1.3 Dva pohledy na kompozit

Nez ptistoupime k samotnému principu homogenizace, je tfeba zavést dva pojmy, kterymi
jsou mikromeéritko a makromértitko. V podstaté se jedna o dva abstraktni pohledy na jeden
a tentyz vzorek kompozitu.

1.3.1 Makroméritko

Predstavme si vzorek kompozitu s periodickou mikrostrukturou. Sledujeme-li toto té-
leso z dostatecné vzdalenosti tak, aby jsme jiz nerozeznali jednotlivé slozky, mtzeme o
tomto vzorku uvazovat jako o télese z homogenniho materialu. Material a tudiz i téleso
je tzv. homogenizovano a jeho chovani je sledovano v tzv. makromeéritku, resp. na makro-
urovni. Polohu bodu v homogenizovaném télese, tady v makromeétitku, budeme urcovat
vektorem ;.

Je-1i homogenizované téleso na jeho hranici zatizeno tak, ze je uvniti ného vynucena
deformace, budeme o této deformaci mluvit jako o homogenni ¢i makroskopické deformaci
a budeme ji znacit E;; (r;). Homogenni deformace E;; je v télese doprovazena odpovidaji-
cim polem napéti, o kterém budeme mluvit jako o homogennim ¢i makroskopickém napéti
a budeme jej znacit X;; (x).
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Obrazek 1.2: Princip homogenizace. Obrazek znazortiuje piiklad kompozitu v prostoru E2,
kde piechodem barev v oblasti Q°, jeZ reprezentuje vzorek kompozitu, je naznaceno, Ze
pouzivame makroskopicky pohled na vzorek, pti kterém dochézi ke splynuti jednotlivych
slozek.

Konstitutivni vztah mezi homogenni deformaci F;; a homogennim napétim X;; nazy-
vame homogenizovany ¢i efektivni konstitutivni vztah.

1.3.2 Mzikroméritko

Nyni se na vzorek kompozitu podivejme dikladnéji, tedy tak, abychom jiz rozeznali jed-
notlivé slozky. V takovém pripadé material zkoumame v tzv. mikroméritku, resp. mik-
rourovni, ve kterém budeme polohu bodu urcovat vektorem y;. Na této tirovni jiz nelze
o télese uvazovat jako o homogennim.

Budeme-li dale predpokladat, ze je vzorek vlivem zatizeni vystaven deformaci, budeme
o této deformaci mluvit jako o heterogenni ¢ mikroskopické deformaci a znacit €;; (yx).
Pole napéti jez odpovida mikroskopické deformaci €;;, zfejmé heterogenni ¢i mikroskopické
napéti, oznacime o;; (yx)-

O dvou moznych pohledech na kompozit, véetné zavedeného znaceni, si lze udélat
nazornou predstavu pomoci obrazku 1.2.

1.4 Homogenizovany konstitutivni vztah

Cilem homogenizace je urcit konstitutivni vztah pro homogenizované téleso, nazyvany
efektivni ¢i homogenizovany konstitutivni vztah. Tento vztah ziskdme ze znalosti geome-
trie a konstitutivnich vztahii jednotlivych slozek na mikromeéritku. Konstitutivni vztah
pro homogenizované téleso, tedy vztah mezi homogenni deformaci E;; a homogennim na-
pétim 3;; ziskdme procedurou, které budeme fikat homogenizace. V zasadé jsou mozné
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dva pristupy k homogenizaci.

1.4.1 Silovy pristup k homogenizaci

V prvnim piipadé je nasim cilem urcit neznamé pole homogenni deformace F;; ze zndmého
pole homogenniho napéti ¥;;, coz lze formélné vyjadiit pomoci hustoty komplementarni
energie W* (¥;;) takto

Eij =W (Zu) . (1.1)

S vyuzitim Voigtovy notace (¢ast A) mizeme ptredchozi vztahy uvést v prehlednéjsim
tvaru

Tento pfistup je analogicky silové metodé.

1.4.2 Deformacni pristup k homogenizaci

Ve druhém piipadé je nasim cilem urcit neznamé pole homogenniho napéti X;; ze zna-
mého pole homogenni deformace £;;, coz 1ze formélné vyjadrit pomoci hustoty deformacni
energie W (E;;), tedy (pro vétsi nazornost je rovnou zavedena Voigtova notace)

X =W,(Ej)). (1.3)

Tento pristup je analogicky deformacni metodé.

Déle se budeme vénovat pouze deformac¢nimu ptistupu k homogenizaci, ktery je zalozen
na nésledujicich avahéch. Necht je vzorek kompozitu na makrotrovni vystaven homogen-
nimu poli deformace E;;, poté mizeme toto téleso zkoumat podrobnéji a zjistit, Ze tento
stav zatiZzeni vyvolal na mikroméritku urcity stav heterogenniho napéti o;;. Nyni se na
pribéh tohoto napéti podivejme na makromeéritku, tedy tak, abychom mohli zanedbat

fluktuujici slozku tohoto pole, poté miizeme toto napéti povazovat za homogenni napéti
i

Tato ivaha nam dava navod, jak z homogenniho pole deformace E;; urcit homogenni
pole napéti ¥,;;. Méli bychom v celém vzorku zatizit jednotlivé oblasti Q“C odpovidaji-
cimi homogennimi deformacemi Ej;;, ze znalosti geometrie Q¢ a konstitutivnich vztaht
pro jednotlivé slozky uréit pribéh heterogenniho napéti o;; na viech QY¢ a poté na jed-
notlivych oblastech QY¢ vypocitat primérnou hodnotu heterogenntho napéti o;;. Tyto
pramérné hodnoty heterogenniho napéti o;; povazovat za hodnoty homogenniho napéti
¥,; v bodech z;, jez odpovidaji jednotlivym oblastem Q€.

Je zfejmé, Ze touto procedurou bychom sice urcili ze zndmé homogenni deformace
E;; hledané homogenni napéti ¥;;, tlohu bychom ale museli fesit na celém heterogen-
nim télese. Tento zpiisob zjisténi homogenniho napéti ¥;; z homogenni deformace £;; by
byl vypocetné stejné narocny, jako kdybychom fesili tlohu mechaniky pfimo na télese
heterogennim.

1.4.3 Princip homogenizace

Princip homogenizace, ktery je ndzorné naznacen na obrazku 1.2, vyuziva predeslych ivah,
ale nefesi naznacenou tlohu na celém kompozitnim télese, ale vzdy jen pro jednu QYC. Za
timto ¢elem je nutné nahradit okoli Q¢ vhodnymi okrajovymi podminkami na hranici

5
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Y€, Pouzité okrajové podminky, jak se ukaze dale, neni mozné volit zcela libovolné, ale
museji vyhovovat uréitym energetickym a konzistentnim podminkam. Reseni této okrajové
ulohy budeme dale nazyvat lokalnim problémem.

1.5 Podminky konzistence

I kdyz pouzivame dva pohledy na kompozit, musime si uvédomit, ze se stale jedna o
jeden a tentyz material, tudiz musi byt mezi témito pohledy zachovana konzistence. Uva-
zujme, ze bod z; je reprezentovan na mikrotrovni oblasti Q“C, jak je ziejmé z obrazku 1.2.
Chceme-li zarucit konzistenci na obou trovnich, musime zajistit, aby hodnota homogenni
deformace E;; (xy), resp. homogenniho napéti ¥;; (x) v bodé z; odpovidala hodnoté he-
terogenni deformace ¢;; (yx), resp. heterogennfho napéti o;; (yx) na oblasti QYC. Jelikoz
je ale na mikrotrovni bod z; reprezentovan oblasti QY miizeme zajistit konzistenci na
mikrométitku, tedy na oblasti QYC, pouze v primeéru.

Symbolem (f) ozna¢ime prumérnou hodnotu funkce f (y;) na obecné oblasti 2 z pro-
storu E” danou vztahem

1
(f) = @/Qfdﬂ, (1.4)

kde |Q| znaci v E! délku oblasti €2, v E? plochu oblasti Q a v E* objem oblasti (2. Ve vztahu
(1.4) nezalezi na tom, zda je funkce f funkei skaldrni, vektorovou nebo tenzorovou.
Podminku konzistence pro pole deformace, resp. pole napéti poté zapiseme ve tvaru

(i (yr)) = By (1), Vyp € QC, Vi €9, (1.5)

resp.
(03 (yn)) = B (), Ve € S, Vi, € Q. (1.6)

1.5.1 Konzistence pole deformace

V deformac¢nim pristupu povazujeme homogenni deformaci £;; na makroméfitku za zna-
mou a jeji hodnota vstupuje na mikromeéritko jako zobecnéné zatizeni. Jelikoz musime
zarucit konzistenci pole deformace mezi obéma trovnémi, je ziejmé, Ze na pribéh mikro-
skopické deformace ¢;; musime klast urcité pozadavky. Pro tyto tcely uvazujme pribéh
mikroskopické deformace &5 (yx) na QY| jez odpovid4 bodu z;, ve tvaru

eij (yr) = By (xi) + €55 (yr), Yy € QY (1.7)

kde tenzor €f; (yx) je tzv. fluktuujici slozka mikroskopické deformace e;; (yx), kterad je
zpusobena praveé heterogenitou kompozitniho vzorku na mikrotarovni. Poté k zajisténi
podminky (1.5), o které mizeme mluvit jako o zobecnéné geometrické okrajové podmince,
je nutné, aby
(€5 (ye)) = 0y, (1.8)

coz je zfejmé ze vztahu (1.7) pro dekompozici mikroskopické deformace &;;.

Pristoupime-li k primérovani fluktuujici slozky deformace £;; na oblasti OUC s yyuzitim
geometrickych rovnic pro malé deformace (viz [24, str. 9-11] nebo [3, str. 149-162])

1 1
g £ dOUC = ) qOUC 1.
(i) QUe| /Quc €ij 201 Jouie (“w + um) ’ (1.9)
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a pouzijeme-li nasledovné Gaussovu vétu (vice o Gaussové vété napriklad v [3, str. 53-57))

/ uy, dOUC = 7{ uind are, (1.10)
Quce Tuc
QL{

c s , . et .
kde symbolem n{¥" znac¢ime vnéjsi normélu k hranici TYC| jez ptislusi oblasti Q“C, potom
ziskdme podminku

. 1 L qQuc % QUC
(eii) = 2)que] fiﬂuc (uln? +ujny’ ) dr =0, (L1)

kterou musi funkee u} (y;) splifovat na hranici I'“C, aby bylo pole deformace konzistentni.

Ze vztahu (1.11) plyne, Ze splnéni podminky (1.5) je zavislé pouze na hodnoté fluktuujici
slozky pole posuvil u} na hranici ['%C.

1.5.2 Konzistence pole napéti

Konzistenci pole napéti jiz zaruc¢ime snadnéji, nez v ptipadé pole deformace. Jelikoz zaru-
cujeme konzistenci az ve chvili, kdy zname priibéh heterogenniho pole napéti o;;, splnime
podminku (1.6) pfimo jeho priimérovanim na oblasti Q“C | tedy

(03 (y)) = Bij (xx), Yy € €, Vayp € Q. (1.12)

Vypocet priamérného heterogenniho napéti (o;;) 1ze provést ptimo dle definice (1.4),
tedy

1
<Uij> = W /Quc Oij dQuC, (113)

ale v praktickych prikladech je vyhodnéjsi nize uvedeny vztah, ktery primo plyne z Gaus-
sovy véty [3, str.53-57]

/QMC i dQHC = jguc U,-pngucyj drue, (1.14)

jelikoz nemusime integrovat pres celou oblast Q¢ ale jen pies hranici I'%C. Pomoci tohoto
vyrazu lze dokonce vypo¢itat primérné heterogenni napéti (o;;) na oblasti QY¢, kterd
obsahuje dokonale tuhé inkluze, na kterych neni heterogenni napéti o;; definovano.

1.6 Energeticka podminka

Posledni pozadavek, ktery budeme klast na pole deformace a pole napéti pro zajisténi
shody na obou urovnich, bude pozadavek energeticky. Pozadujeme, aby energie vnitinich
sil ¥;; (zx)Eij (xx) v bodé x;, tedy na makroméfitku, byla totozna s priamérnou energii
vnitinich sil (o; (yx) €:; (yx)) na oblasti Q“C jez odpovidd bodu z;, tedy na odpovidajicim
misté na mikroméfitku. Clen odpovidajici mikroméfitku, v podmince

EijEij = <Uij5ij>7 (1'15)

ktera je matematickym vyjadfenim predchozi véty a byva také nazyvana Hillovo lemma
dale upravime s vyuzitim dekompozice heterogenniho pole deformace ¢;; dle vyrazu (1.7)
nasledovné

(oijgis) = (03 (B + €5;)) = (0 Eiy) + {ojely) = Dy By + (oies;), (1.16)

7



1.7. KINEMATICKE OKRAJOVE PODMINKY KAPITOLA 1. HOMOGENIZACE

z ¢ehoz vyplyva, Ze ke splnéni energetické podminky (1.15) musi byt splnéna identita
(015€7;) = 0. (1.17)

Pro (oy;e};), s vyuzitim geometrickych rovnic pro malé deformace, plati

* 1 uc __ Z/IC
(ij€i;) :W/Q 05€5; AQ2 2|QMC|/ aij (u} +um) ds? (1.18)

Pouzitim Gaussovy véty [3, str. 53-57], véty o derivovani soucinu a predpokladu, Ze hete-
rogenni pole napéti o;; je samorovnovazné (o;;,;=0;), tedy

/ oiul; dQYC = / (oijus; + iy ju;) dQUC :j{ oiuins “Carue, (1.19)
Quc Quc ’ ruc
dostaneme novy vztah pro (oc};), jez je dan nasledujicim predpisem

. 1

<0ij€ij> = W e

<amu*nﬂ +0ijuj-n?w> dr4e, (1.20)

ve kterém vyuzijeme rovnosti

cf,]u*nQ = = 0jjU; nguc (1.21)
a ziskame tak podminku
* 1 QZ/IC uc _
(oie5;) = ] P oyn;  u;dl (1.22)

kladenou na heterogenni pole napéti o;; a fluktuujici slozku pole posuvt w; na hranici
[“C jejiz splnéni je ekvivalentni splnéni energetické podminky (1.15).

1.7 Kinematické okrajové podminky

Kinematické okrajové podminky zvolime tak, aby pribéh heterogenniho pole deformace
g;; na oblasti Q¢ odpovidal podminkdm konzistence (1.5)

Qu Quc uc
jguc (u n® 4+ urns )dr =0, (1.23)

a aby spliiovaly Hillovo lemma (1.15)
f gyt drH = 0. (1.24)
ruc

JelikoZ volbou funkce fluktuujicich posuvii u} na hranici %, tedy volbou kinematic-
kych okrajovich podminek na hranici ¢, ovliviiujeme ptisobeni okolniho materialu na
vyjmutou oblast Q¢ pouZijeme piirozenou volbu funkce u, jeZ je podminéna geometrii
kompozitu. Budeme piedpokladat, Ze pole heterogenni deformace ¢;; a tudiz i pole hetero-
genniho napéti 0;;, se v dostatecné vzdalenosti od hranice vzorku piizpisobi periodickému

8



1.8. NEDOKONALY KONTAKT KAPITOLA 1. HOMOGENIZACE

rozmisténi slozek. Ve shodé s touto myslenkou zvolime fluktuujici slozku pole posuvi
a I'“C periodickou, pak tedy

i (o) - <ny> ) -G, o

T,y erf (1.26)

kde hranice Fucl je paralelnl k hranici Fu a obé jsou paralelm a zaroven kolmé ke smérim

invariance. Vektor y z hranice T%S odp0v1da vektoru yi* z hranice I%5. Budeme-li

dale mluvit o vektorech, ¢i bodech, které si z hlediska periodickych okrajovych podminek
odpovidaji, budeme mit na mysli pravé vektory yfﬁ La yfﬁ 2. Touto volbou fluktuujici slozky
pole posuvii u} na hranici I'%C pfimo splnime podminku konzistence pole deformace (1.23).
Skutecnost, ze fluktuujici slozka pole posuvi u} je periodickd oznacime u] #.

Vliv okolniho télesa lze samoziejmé zavést také pomoci statickych okrajovych podmi-
nek. Pokud pozadujeme, aby bylo pole heterogenniho napéti periodické, tudiz aby mélo na
paralelnich hranicich F#l a P% v odpovidajicich si bodech shodné hodnoty, pak je zfejmé,

UcC , , . . . JEERURT v , N 7
7e zatizeni hranice o;;nY" musi byt antiperiodické, jelikoZ norméla v téchto bodech mé

j
opacnou orientaci

12{9 1 Uuc 2
(y] ) ng (yf ) (yj ) ny’ (y]# ) : (1.27)
Skutecnost, ze vektorové pole zatizeni aijnﬂu

7 Je antiperiodické oznacime oyn;  — #.
Ze vztahu (1.25), tedy vlastnosti periodicity pole fluktuujicich posuvi u} # a Vlastnost1
antiperiodicity vektorového pole zatizeni o;;n j — # dle vztahu (1.27) je zfejmé, Zze
pouzitim periodickych kinematickych okrajovych podminek u} # je splnéna podminka
(1.24) a tedy i Hillovo lemma (1.15).

1.8 Pole deformace pri nedokonalém kontaktu slozek

Jelikoz se v nasledujicich kapitolach budeme zabyvat i moznosti nedokonalého spojeni
slozek, podivejme se na situaci, pi které na kontaktu slozek vznikne trhlina (nespojitost
v poli posuvil). Uvedené tivahy jsou zobecnéné i pro pripad, Ze trhlina ma ur¢ité pocatecni
rozevieni, nebo se jedna o por. Takové oblasti, které neobsahuji zadny materidl oznac¢me
Q¢ a hranici téchto oblasti oznaé¢me I'. Zbytek oblasti Q“C, tedy oblast jez obsahuje
material, ozna¢me QM .! Hranici ' mfizeme déle disjunktné rozdélit na ¢ast [¢UC ktera
je spoleéna s hranici TYC a ¢ast T jez je spolecna s hranici I'M | tedy

[OUC _ pC UC  pCNM _ C M (1.28)

PC — FCF‘IZAC U FCF‘IM A FCF‘IZAC N PCOM — @ (129)

Piiklad oblasti Q“¢ v prostoru E2, ktera obsahuje trhliny na rozhrani jednotlivych slo-
7ek, které jsou reprezentovany hranicemi I'Y, 'S, T, 'Y, TS a T'Y, a péry, reprezentované
hranicemi Q2§ a I'Y’ je uveden na obrazku 1.3

1z dfivodu mozné zamény symboli je vhodné upozornit na fakt, Ze u posledniho zavedeného symbolu se
v hornim indexu nevyskytuje kaligrafické pismo, narozdil od symbolu oblasti matrice QM ktera bude
zavedena v nasledujici kapitole
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cnuc C cnuc
penuc Q¢ e

FUC

Obréazek 1.3: Piiklad jednotkové buiiky UC, tedy oblasti Q“C, v prostoru E2, jez obsahuje
trhliny a pory.

1.8.1 Prumérna hodnota fluktuujict sloZky heterogenniho pole deformace

Chceme-li provést kontrolu, zda primérna hodnota fluktuujici slozky heterogenniho pole

deformace (e ;;) opravdu vymizi a obsahuje-li oblast Q“C péry nebo trhliny o celkovém

poctu 7, pak primérnou hodnotu (g};) vypocitame nisledovné

* _L c*. M 5 c
() = T (/QM 5 dQ +Z/ o ) (1.30)

Integraci pres oblasti bez materidlu, tedy oblasti Q , prevedeme stejné jako ve vyrazu
(1.11) na integraci pfes hranice FC téchto oblasti

1 ¢ ¢
* c _ * q * q cnuUcC
[e1e rénuc
q q

1
+ §/chM (u;*nQ —l—u;n? ) dFCﬁM (1.31)

a vyuzijeme periodicity fluktuujici slozky posuvi uf, tedy vztahi (1.25), pak

r C C
Z/ (u:n?q + ujnzﬂq) ngjmuc = 0. (1.32)
=1 Jrgnuc

Nakonec ziskame vztah pro vypocet primérné hodnoty fluktuujici slozky heterogenniho
pole deformace (ej;) ve tvaru

* 1 * Q
() = T (/QM e, dOM + = Z/ow —|—u n, ) dFC”M> : (1.33)
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1.8.2 Prumérna hodnota heterogennitho pole deformace

Chceme-li provést kontrolu, zda se zatizens oblast Q“C nachazi v pozadovaném stavu za-
tizeni, pak je potfeba vypocitat primérnou hodnotu heterogenniho pole deformace (g;;).
Obsahuje-li oblast QY¢ péry nebo trhliny, pak primérnou hodnotu (g;;) vypoditdme na-

sledovné
1 M - C
<5ij> = m (/QM €ij d€} + Z /Qc €ij qu) . (134)
q=1 q

Stejné jako ve vztahu (1.31) pouzijeme pii integraci ptes oblasti QF Gaussovu vétu [3,
str.53-57] a geometrické rovnice pro malé deformace. Navic na hranici [“™C rozlozime
heterogenni pole posuvili u; na homogenni slozku E;;y; a slozku fluktuujici u;, pak

1 c c
/ Eij quC = —/ (umﬂq “I_ans-)q) drenm
2 J i q
Qg FqCﬂM

1 c c
+ = / (u;knyq +u;n?q> quC”uc
2 FqCﬂZ/{C
1 9% Q¢
+ 3 /F o (Eijyjnjq +E]yn> dry™e. (1.35)
q

Dale uvazime, ze fluktuujici slozka pole posuvi u] je periodicka a tudiz je splnén vztah
(1.32), pak ziskdme vztah

= M
<5ij> = ] o €i; dQ
! T 1 Qg cnM
i WZ/CONI (umj U >drq
q=1 Iy
1 - Q¢ Q¢
s 2 o (B Bl ) arge (1)
q=1 q

pomoci kterého vypoéitdme priimérnou hodnotu (g;;), pro pfipad, ze oblast Q¢ obsahuje
péry nebo trhliny.

11



Kapitola 2
FEM

2.1 Uvod

V této kapitole pfistoupime k feseni lokalniho problému pomoci metody kone¢nych prvki
[2], dale jen FEM! (Finite Element Method). Budeme vychdzet z principu minima poten-
cialni energie, zvaného také Lagrangetv princip [25, str. 51-74]. Proto nejprve zavedeme
funkcional potencialni energie pro obecné zatizenou UC, upravime do podoby, ktera od-
povida stavu zatizeni pii feSeni lokalniho problému a nakonec se budeme vénovat pouze
jeho podobé pro linearné elastické slozky.

Déle se budeme zabyvat tivahami o minimalizaci posledné jmenovaného funkcionalu.
7 tohoto divodu zavedeme pomocny funkcional a ukézeme, ze funkce, kterda minimali-
zuje tento pomocny funkcional, minimalizuje také funkcional energie. Minimaliza¢ni tlohu
budeme fesit az na aproximovaném funkcionalu, coz je ekvivalentni tloze minimalizace
kvadratické funkce vice proménnych.

Poté zavedeme okrajové podminky a to podminky periodické, které zamezi rotaci UC
jako tuhého télesa a dodatecné kinematické podminky, které odeberou stupné volnosti,
jez prislusi posuvim UC jako tuhého télesa.

Nakonec se budeme vénovat nutné modifikaci pro ptripad dokonalého rozpojeni slozek,
kterd bude vychazet z Upravy sité kone¢nych prvkid na rozhrani slozek, konkrétnéji z
duplikace kédovych cisel, jez prislusi uzlim, v nichz méa dojit k dokonalému rozpojeni
slozek.

2.2 Funkcional energie

Uvazujme o UC jako o heterogennim poddajném télese v euklidovském prostoru E", jehoz
geometrie je dana oblasti QYC. Matrice nechf je reprezentovana oblasti QM a r inkluzi
oblastmi Q7 kde ¢ = 1,2, ...,r. Oblasti Q™ a Qf jejichZ sjednocenim vznikne oblast (¥,
tedy

Qe = JatuaM, (2.1)
q=1
jsou disjunktni, tedy
OrNQl=0, prog#s A QA noM=9, o =]l (2.2)
q=1

1V ¢eském jazyce je pro metodu koneénych prvkil pouzivana jiz zazita zkratka MKP, jejiz pouziti by
bylo v Cesky psaném textu jisté pfirozendjsi. Dalsi kapitola v8ak pojednavd o metodé FETI (Finite
Element Tearing and Interconnecting), jejiz ndzev se bézné do Cestiny neprekldada a proto nebyva pro
tuto metodu pouzivana ani ¢eskd zkratka. Z konzistentnich diévodi jsou v této praci pro obé metody
pouzivany anglické zkratky, tedy FEM a FETI
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FZ/{C

Obréazek 2.1: Piiklad jednotkové buiiky, jeZ je reprezentovana oblasti QY€

a maji spolecnou hranici

Q' nQY =M pIM o | im0 g (2.3)
q=1

kde symbolem 2 znacime uzavér oblasti €2, tedy
Q=Qur. (2.4)

Hranice FgﬁM reprezentuje kontakt mezi ¢-tou inkluzi a matrici a hranice I'Z™M ktera
nemusi byt souvisld, vechny kontakty mezi inkluzemi a matrici. Podobné oblast QF pied-
stavuje vSechny inkluze.

Toto téleso je zatizeno pouze makroskopickou deformaci E;; (zy), tedy konstantni de-
formaci, jez je na UC zavedena z principu homogenizace, ktery je schématicky naznacen
na obrazku 1.2 a popsan v c¢asti 1.4.3.

Jako ptiklad je na obrazku 2.1 zobrazena UC vzorového kompozitu, tedy oblast Q¢
v prostoru [E?, jez se sklada z Sesti disjunktnich oblasti, které reprezentuji matrici a pét
inkluzi.

2.2.1 Funkcional energie pro obecny konstitutivni vztah

Funkcional energie obecné zatizené UC

(u;) = Wdao“c — / byu; AQHC — 74 tau; ATHC Y, € Dy, (2.5)
Quc Quc Tuc
se v pripadé vyse uvedenych predpokladi na zatizeni UC redukuje na
(u) = [ WdQ*, Vu; € Dy, (2.6)
Quc
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kde b; (y;) znaci vektorovou funkci objemovych sil, ¢; (y;) vektorovou funkei sil povrcho-
vych a DY ? definiéni obor tohoto funkcionalu. Redukovany tvar (2.6) funkcionalu II(u;)
je pouzitelny, jelikoz UC neni zatizena objemovymi silami b; ani silami povrchovymi t;,
tedy

UC by mohla byt také zatiZena povrchovymi silami #; na hranici I'¥C, které by plnily
funkci statickych okrajovych podminek, pomoci nichz bychom zarucili periodické okrajové
podminky. JelikoZ jsme se rozhodli na hranici I'%¢ pouzit kinematické okrajové podminky,
tak tyto povrchové sily ¢; na hranici ¢ neuvazujeme, ¢imz povazujeme statické okrajové
podminky za splnéné.

2.2.2 Definiéni obor funkcionalu energie

V defini¢nim oboru funkciondlu Dj; lezi funkce dané predpisem

u; (y5) = Eijy; +uyi (y5) (2.8)

na jejichz fluktuujici slozku u! (y;) jsou kladeny pozadavky, které zamezi pohybtum UC
jako tuhého télesa. Fluktuujici slozka u} (y;) mé byt na hranici I“C periodicka, tedy u} #,
¢imz se zamezi rotaci UC. A dodatecna kinematickd okrajova podminka

u (y;) =wP (y;), Vy; €T, (2.9)

zamezi jejim posuviim UC jako tuhého télesa. TYC znadi tu ¢ast hranice T“C, na které jsou

predepsany posuvy u;? (y;). Vyse zavedené pozadavky na funkce u; (y;) z defini¢niho

oboru D} zapiSeme nasledovng?
Dy = {u(y) = Eyy; +ui (y;), Vy; € Q)
N {u () = uw” (y;), Vy; €TH}
N {u (y) #, vy €4} (2.10)
2.2.3 Funkcional energie pro linearné pruzné slozZky

Budeme-li dale v UC uvazovat pouze linearné elastické slozky, kde

1
WdQuC = —/ 0i5E4j5 dQMc, (211)
2 Quc

Quc

2 Cislice v hornim indexu defini¢niho oboru bude vzdy znaéit pocet nezavislych poli obsaZenych v
prislusném funkcionalu. Symbol v jeho dolnim indexu odpovidé symbolu pfislusného funkcionalu.

3 Poznamka autora: Z matematického hlediska by bylo korektni, uvést také pozadavky tykajici se
spojitosti funkei z defini¢niho oboru D, popiipadsé jejich derivaci ¢ samotné existence téchto derivaci.
Tato prace je pojata spiSe ,inzenyrsky*, ¢imz mam na mysli, Ze je cilem nalézt feSeni a to dale zkoumat,
nez predklddat dikazy tykajici se jeho existence, které lze nalézt naptiklad v publikaci [18], jez se zabyva
varia¢nimi metodami mechaniky. Kdybych chtél uvést v8echny rigorézni pozadavky (mysleno v rozsahu
celé préace, ne pouze na tomto misté, jez se zabyva definiénim oborem Dj;) a na nich ve stejném duchu
stavét, pak by se nejen né€kolikrat znasobil rozsah této prace, ale hlavné bych nedokazal se soucasnymi
znalostmi zarucit spravnost mnou predkladanych tvrzeni.
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2.3. MINIMALIZACNI PROBLEM KAPITOLA 2. FEM

pro néz plati zobecnény Hooketv zakon [3, str. 179-189], tedy

045 = Uijki€kl, (2-12)

kde Cijk (yn) znadi tenzor materidlové tuhosti a rozdélime-li navic heterogenni pole de-
formace &5 (yx) na slozku homogenni Fj; a slozku fluktuujici €}; (yx), potom pievedeme
redukovany funkcional energie (2.6) na tvar

1
M(u;) = 2 /uc Clijhi (Ez'j + E;kj) (B + e}y dOH€ (2.13)
Q
1
= 5/ . (CijiEij By + 2CimEijey + Ciuerer) dC,  Vu; € DY, (2.14)
QU

ktery je vhodny pro dalsi vahy tykajici se jeho minimalizace.

2.3 Minimalizac¢ni problém

Makroskopicka deformace E;; vystupujici ve vyrazu (2.14) je chapana jako zobecnéné

zatizeni a je tedy pro dany stav zatiZeni, pro néz se hledd minimum funkcionalu IT(u;),

fixovana. Stejné tak ani tenzor materidlové tuhosti Cjji; neni zavisly na poli posuvi w;.
Zavedeme-li tedy pomocny funkcional

1
@(uz) = 5 /S;uc (2CijklEij52l + Cijklf;kjle) dQuc, Vu, € D%[, (215)

pak je zfejmé, Ze pole posuvi u;, jeZz minimalizuje funkcional ©(u;), minimalizuje i funk-
ciondl I1(u;). Rozdil bude pouze v hodnoté tohoto minima, kterd neni predmétem naseho
zkoumani (definiéni obor pomocného funkcionalu ©(u;) je shodny s definiénim oborem
funkcionalu I1(u;)).

Z toho, Ze je zatiZzeni E;; pfedem znamé a dokonce konstantni dale vyplyva, Ze homo-
genni ¢ast pole posuvll E;;y; je jednoznacné dana (tedy az na posuvy télesa jako tuhého
celku) a toto pole posuvi lze uréit dodatecné. Funkcional ©(u;) tedy postac¢i minimali-
zovat pouze vzhledem k fluktuujici ¢asti pole posuvi uf (y;), ktera bude nasi primarni
neznamou. Budeme tedy fesit tento minimaliza¢ni problém

Hi}f]fl @(Ul) = 5 /S;uc (2CijklEij5kl + Cijklgijgkl) dQuC, \V/UZ S Dé (216)

V definiénim oboru funkcionalu Dg lezi funkce, které spliiuji kinematickou okrajovou

podminku pomoci niz se zamezi posuvim UC jako tuhého télesa a jez jsou periodické,
tedy

Do = {u; (y;) = uw” (y;), Yy €Ty {uf () #, Vy; €Y} (2.17)
2.4 Diskretizace

V dalsi ¢asti této kapitoly vyuzijeme Voigtovu notaci (viz dodatek A) a tenzorové veliciny
prepiseme do maticového zapisu, i pres fakt, ze vlastni tenzorovy charakter téchto veli¢in
bude potlacen. Minimaliza¢ni problém (2.16) bude mit poté nasledujici podobu

1
min O(u;) = /Q (20 B + Cyele) A0, i € D, (2.18)

Uy
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2.5. MINIMALIZACE APROXIMOVANEHO FUNKCIONALU KAPITOLA 2. FEM

2.4.1 Spojité aproximované veliciny

Fluktuujici slozku pole posuvt v (y;) aproximujeme linedrni kombinaci bazovych funkeci
piislusné usporadanych do matice, kterou budeme déle znacit N;; (yx), tedy

uy (ye) = @ (ye) = Nig (ye) u, Ve € Q°, (2.19)

kde u; jsou koeficienty linedrni kombinace. Poté vektor fluktuujici slozky heterogenni
deformace ¢} (u;k (yr)) aproximujeme piislusnymi derivacemi bézovych funkei, jez znovu
uspordadame do matice, kterou oznacime B;; (yi), tedy

e; (yn) = & (yx) = Bij (yn) wj, Yy € Q€. (2.20)
2.4.2 Aproximace pomocného funkcionalu

Aproximaci pomocného funkcionédlu

~ ~ % 1 * * *
@ (uz) = 5 /Quc (QC’ijEiBjkyk + CijBikaleﬂl) dQuc, (2.21)

mizeme chapat jako kvadratickou funkci proménnych w}, tedy
~ 1
@ (Q:) = 5 /{;MC CijBikle dQucg}ng + /g;uc CZ]EZBJk dQuCQZ. (222)

V souladu s poznamkou 3 pouze uvedeme, ze rozdil v defini¢nim oboru aproximovaného
funkciondlu DL oproti piivodnimu D§, je ve spojitosti derivaci funkei v ném obsaZzeném.
e

V pripadé, ze o aproximovaném funkcionalu uvazujeme jako o kvadratické funkci promeén-
nych uf, jez je ddna predpisem (2.22), lezi v jejim definiénim oboru D2 prvky z prostoru
R™, které jsou omezeny funk¢énimi hodnotami téch funkci, které vzniknou jejich linearni
kombinaci.

2.5 Minimalizace aproximovaného funkcionalu

Jelikoz je matice C;;B;, B pozitivné definitni, tak pro nalezeni minima funkce o (u),

postacuje nalézt jeji stacionarni bod. Podminku, jez musi stacionarni bod spliiovat, zapi-
Seme ve tvaru

O.4= /Q  CyBuBy dOMCyr + /Q  CyEiBj dOHC = 0, (2.23)
a ziskdme tak soustavu linearnich rovnic
/Q y CyjBix Bj dQ¥Cu; = — /Q y Cy; E; By, dQHC. (2.24)
Zavedeme-li dale matici tuhosti

Kkl - / CijBikle dQuc (225)
Quce
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a vektor zatizeni, neboli vektor pravych stran
f=— /Q _CyEiBj doue, (2.26)

pak lze soustavu (2.24) vyjadiit v piehledném tvaru
Kiju; = fi. (2.27)

O neznamych koeficientech linedrni kombinace u! budeme také mluvit jako o uzlovych
neznamych.

2.6 Kinematické okrajové podminky

2.6.1 Periodické okrajové podminky

Periodické okrajové podminky aplikované na pole posuvi lze chapat jako zobecnéné ki-
nematické okrajové podminky, jelikoz také predepisuji hodnotu uzlovym nezndmym na
hranici, ale tato hodnota neni oproti klasickym kinematickym podminkam striktné piede-
psana. Pro snadnou aplikaci periodickych okrajovych podminek na hranici I'“C je zadouci,
aby sit, jez rozdéluje oblast Q“C na koneéné prvky, méla na paralelnich stranach odpovi-
dajici si uzly. V takovém ptipadé pro splnéni periodickych okrajovych podminek postaci,
pokud uzlové neznamé, které si z hlediska téchto podminek odpovidaji a maji tedy stejnou
hodnotu oznac¢ime shodné. V metodé FEM jim tedy pridélime stejné kédové cislo.
Uzlové neznamé, které si z hlediska periodickych okrajovych podminek na hranici %€

1o By , , o 1 3 ) (. a#l
odpovidaji uspofddame do bloki, které oznacime u/*"' a u#°. Uzlové neznamé u;*', resp.

u; #2 odpovidaji uzltm, jejichz poloha je ddna vektorem yi# ! resp. yi# ? ajez lezi na hranici
%S, resp. I'YS. Uzlové neznamé ve vrcholech UC, které maji specifické postaveni, jelikoz

maji mit vSechny vlivem periodickych okrajovych podminek stejnou hodnotu, oznac¢me
w;P. Pro vétsi nazornost zavedeného znaceni je na obrazku 2.2 zobrazen pifklad oblasti
OUC v prostoru E2, ktera je rozdélena na koneéné prvky. Na paralelnich stranich této
oblasti jsou piedepsany periodické okrajové podminky. Oblast Q“C je zobrazena jako ho-
mogenni, coz neni v pripadé periodickych okrajovych podminek podstatné.

Redukce systému rovnic vlivem periodickych okrajovych podminek

Vhodné sefadme neznamé koeficienty linearni kombinace u; a nasledné provedme dekom-
1
pozici takto upraveného vektoru do bloki

*QUC
Uy

ui = | w* |, (2.28)
uiH?

uc . v , , ;s v ’ .7 o vs s Ly
V bloku u*" jsou sefazeny uzlové neznamé, jez odpovidaji uzltm lezicim uvnitt ob-
lasti QY€ a navic tém, jez lezi ve vrcholech této oblasti, tedy ty uzlové neznamé, které
. s ] 1 2 . o W e P
jsme oznadcili u;P. V blocich gf# a y;k# jsou ve stejném poradi sefazeny odpovidajici
si uzlové neznamé uzlt z hranice I'“C. Pro piiklad oblasti z obrazku 2.2 by posledni dva
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*D * D
Uy Us
*#1 *H2

Ug Ug
*#1 *H2
Ur Uz

Uc UcC

*F£1 *FE2
Ug Ug

*#1 *H2
Us Us

*D *D
Uy Uy

Obrazek 2.2: Periodické okrajové podminky. Ve skutec¢nosti jednotlivym uzlim v pro-
storu E? odpovidaji dvé uzlové neznamé fluktuujiciho pole posuvt, ale pro piehlednost je
v obrazku uzlim pfifazena jen jedna neznama.

zminéné bloky mély nésledujici podobu (v pfipadé jedné uzlové neznamé v kazdém uzlu,
viz komentaf tohoto obrazku)

(w7 [ w7 ]
u;#l u;#Q
wt = : uw? = : . (2.29)
! i’
| ug™ | ug™? ]

Ve shodé s dekompozici uzlovych neznamych uj dle vztahu (2.28), rozdélme do bloki

také matici tuhosti 1 12 13
l(nk l{ﬁl l{ﬁnl
Kij= | K Ki K2, (2.30)

o

31 32 33
K3 K% K3

a vektor zatizeni

L= 1| (2:31)

w? = (2.32)
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muzeme prepsat vektor uzlovych neznamych u; nasledovné

*QUC
Uy

= u* . (2.33)
uy#!

Systému rovnic (2.27) se s vyuzitim pfedchoziho vztahu redukuje na systém

KKK (e [ 10
Uy, _ #1
i kgead | < (2.34)

o
31 32 33 u, 2
ka Kpl + Kpl i

p

ve kterém secteme posledni dva bloky, tedy

KU K12 4 13 *QUC Que
o1 st 22 55 N 0 33 yk*#l = puc | poruc (2.35)
Kok + Kok Kol + Kol + Kol + Kol u; fo + fo
a ziskame redukovany systém rovnic, jez po aplikaci periodickych okrajovych podminek
odpovida systému (2.27) a ktery pro piehlednost zapiSseme ve tvaru

Kiju; = fis (2.36)
kde fij, a!, resp. f, znaci v uvedeném poiadi redukovanou matici tuhosti, redukovany
vektor neznamych, resp. redukovany vektor zatizeni vlivem periodickych okrajovych pod-
minek.

2.6.2 Dodateéna kinematicka podminka

Periodické okrajové podminky na hranici I'“C, aplikované na fluktuujici slozku pole po-

suvi u}, zamezi rotaci UC jako tuhého celku, ale stupné volnosti, jez odpovidaji posuvim
UC jako tuhého celku, témito okrajovymi podminkami odebrany nejsou. Z tohoto divodu
je potfeba pro fluktuujici slozku pole posuvii u} na hranici T%C predepsat dodateénou
kinematickou podminku. Tuto kinematickou okrajovou podminku predepiSeme pravé uz-
lovym nezndmym ve vrcholech UC, tedy tém, které jsme oznacili ui”. Sefadme nyni jiz
redukované uzlové neznamé w; a provedme jejich dekompozici do bloki

__.QuUuC

;"
T = E;#l

H*D

—m

: (2.37)

kde v bloku @} aue jsou narozdil od bloku g;kﬂuc sefazeny pouze ty uzlové neznamé, které
odpovidaji uzlim uvnitt Q“C) jelikoz uzlové neznamé u*P. které odpovidaji uzltim ve
vrcholech této oblasti byly sefazeny do samostatného bloku.

Ve shodé s (2.37) rozdélme do bloku také redukovanou matici tuhosti

—11 =12 =13
| B B B
Kij = Kok Kol Kom (238)
—31 =32 =33
pk pl pm
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a redukovany vektor zatizeni
_QZ/IC

fi= 7%1 . (2.39)
—D

Iy

Uvazime-li dale dodatecnou kinematickou okrajovou podminku ve tvaru

P =0, (2.40)

13

predepiseme-li tedy nulovy posuv vrcholtim UC, coz je ve shodé s periodickymi okrajovymi
podminkami, jelikoZ je vSem témto uzlovym neznamym piedepsana stejna hodnota, potom
se systém rovnic (2.36) redukovany periodickymi okrajovymi podminkami redukuje navic
dodate¢nymi kinematickych podminkami, které zamezuji posuvtim UC jako tuhého celku,
na finalni tvar

—11 —=12 _.Quc —Que
g tm [ﬂ# ]z To, (2.41)
Knk Knl El fﬁ

ze kterého je vidét, ze neznamymi jsou pouze uzlové neznamé, jez odpovidaji vnitinim

o —QUC / ’ .r o - v . . v o
uzlim, tedy " a ty, které odpovidaji uzlim, jez lezi na hranici IS, kromé uzli ve
*#1

)

vrcholech této hranice, tedy @

2.7 Rizené dokonalé rozpojeni slozek
Pomoci FEM Ize jednoduchym zptisobem modelovat predepsané dokonalé rozpojeni slo-

zek. Jak bylo feceno vyse, vsechna rozhrani slozek reprezentuje hranice I'Z"M. Rozdélme

E I
disjunktné tuto hranici na dvé &asti, jez oznac¢ime I'Z'M g TT"M  tedy
E I E I
FIﬂM — I‘\Iﬂ./\/l U FIﬁM A I‘\Iﬂ./\/l N FIﬁM — @ (242)

E I
Hranice IZ™M resp. 7™M bude reprezentovat tu ¢ast rozhrani slozek, na které pozadu-

jeme shodné posuvy sousedicich slozek, tedy jejich dokonalé spojeni, resp. rtizné posuvy
sousedicich slozek, tedy jejich rozpojeni (a to rozpojeni dokonalé, tedy bez jakékoli pod-
dajnosti).

Jednotlivé uzly sit€, jez lezi v uzavéru oblasti ﬁuc, tedy jeji vSechny uzly, oznac¢me n;,
kde : = 1,2,...,m a mnoZinu vsech uzlii ozna¢me N, tedy

N ={ni,ng,....,n,}. (2.43)

E I E I
e o , v/ . . « INnM INnM
Mnozinu uzlf, které lezi na hranici I, resp. I'*™ ozna¢me NT° 7, resp. NT° 7.
Pak ziejmé
E
ZNM
N e N, (2.44)
resp.
I
ZNnM
N C N (2.45)
I
Jak jiz bylo naznaceno v tivodu, rozpojeni slozek na hranici IZ"M zajistime tim, Ze v

I
INnM . v , , , 7 . .
uzlech N'T budeme duplikovat vSechny uzlové neznamé u;, v této souvislosti budeme
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mluvit o ptivodnich a duplikovanych uzlovych neznamych. Pivodni uzlové neznamé budou
piisluget prvkiim patiicim inkluzi, tedy oblasti O a duplikované uzlové neznamé budou
odpovidat prvkim lezicim v matrici, tedy oblasti QM.
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Kapitola 3
FETI

3.1 Uvod

V této kapitole predstavime teoreticky zaklad, jez se bude tykat feseni lokalniho problému
homogenizace metodou FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting), o které je
mozné ziskat vic informaci naptiklad v knize [11, str.103-130], nebo ¢lanku [5]. Jak se
ukaze v této kapitole, lze pomoci této metody zavést pomérné obecny konstitutivni zdkon
na rozhrani slozek, coz je primarni divod, pro¢ se této metodé budeme vénovat.

Jednotlivé kroky, ve kterych bude metoda pfedstavena, jsou fazeny ve shodé s pred-
chozi kapitolou, ktera se vénovala feseni lokalniho problému metodou FEM. Mnohdy se
jedné pouze o zobecnéni nebo rozsiteni, v predchozi kapitole jiz zavedeného, coz je ve
shodé s tim, ze metoda FETI je jakousi modifikaci metody FEM.

Opét tedy vybudujeme teorii zaloZenou na minimalizaci potencidlni energie, tedy
Lagrangeové principu [25, str. 51-74]. Nejprve zavedeme odpovidajici funkcional potenci-
alni energie, ktery bude mit oproti predchozi kapitole obecnéjsi tvar, dale ho upravime
do prijatelné podoby z hlediska jeho minimalizace, aproximujeme a nakonec se budeme
zabyvat minimalizaci pravé jeho aproximované formy.

Daéle ukdzeme, jakym zpiisobem lze zavést konstitutivni vztah na rozhrani slozek a
budeme se vénovat aspektim, jez jsou spojeny s touto problematikou. Ptjde zejména
o zavedeni matice, kterou budeme nazyvat matici poddajnosti rozhrani, transformaci
soufadného systému a kondenzaci feseného problému.

Budeme pokracovat resenim vzniklého problému, ktery je vhodné fesit modifikova-
nou formou metody sdruzenych gradientt MCG (Modified Conjugate Gradient method),
ktera je véetné predpodminéni popsana v knize [11, str. 110-115] a klasickd metoda CG
(Conjugate Gradient) naptiklad v [19, str.572-578], nebo [2, str. 181-199].

Nakonec se budeme vénovat okrajovym podminkadm lokalniho problému, kde se zamé-
fime predevsim na rozdil jejich aplikace oproti metodé FEM. V zisadé ptjde o zajisténi
periodickych okrajovych podminek pomoci okrajovych podminek statickych v mistech,
kde neni mozné jejich aplikace kinematicky, jak tomu bylo v metodé FEM.

3.2 Funkcional energie

Nyni, narozdil od ¢asti 2.2, neuvazujme o UC jako o jednom poddajném télese, ale uva-
zujme o jejich slozkach, tedy o matrici a r inkluzich jako o soustavé poddajnych téles v E™.
Tato télesa jsou ve shodé s ¢asti 2.2 reprezentovana oblastmi QM a Qg ykdeq=1,2,...,7,
pro néz zlstavaji v platnosti vztahy (2.1), (2.2) a (2.3).

V dalgich avahéch budeme tvrdit, Ze hranice "M nalezi oblasti QM resp. Qf, pokud
norméla k této hranici bude sméfovat ven z této oblasti. Hranici, jez nalezi oblasti Q™M,
resp. Q7 ozna¢ime I'"™M resp. TZ'M a yngjsi normalu k této hranici, ve shodé s jiz



3.2. FUNKCIONAL ENERGIE KAPITOLA 3. FETI

Obrazek 3.1: Oblasti € reprezentujici inkluze v UC, tedy v oblasti Q“C. Podrobnéjsi
pohled na obrazek 2.1 z hlediska inkluzi.

QI

zavedenym znacenim vnéjsi normaly, n?M, resp. n,; . Podobné jako v (2.3) déle plati

ZInM _ O I%rwt’ rInm _ LTJ FquM, (3.1)

g=1 g=1

kde Fg”M odpovida hranici I%”M, ale s opaénym smeérem vnéjsi normaly. I kdyz obra-
zek 2.1 zlstava v platnosti, je z diivodu nové zavedeného znaceni zapotiebi podivat se na
situaci, kterou zobrazuje, podrobnéji. Tento podrobnéjsi pohled umoziuji obrazky 3.1 a
3.2.

Jednotliva télesa jsou zatizena shodnou makroskopickou deformaci E;; (x)) a povrcho-

vymi silami ¢; (y;) na rozhrani slozek. Jednotlivé inkluze reprezentované oblastmi Qg jsou
ya

. . ‘y TR s v Q /oy
na jejich hranicich zatizeny povrchovymi silami, jez oznacime ¢, a které mizeme

]_'%ﬁ/\/l
dle (2.2) uvazovat ve sjednocené formé s oznacenim t?z. Matrice reprezentovana oblasti
OM je zatizena na hranici "™ povrchovymi silami, které oznaéime t?M a které lze
rozdélit dle (3.1) na ¢ ¢asti t?qM, jez pusobi na odpovidajici ¢asti hranice FZOM.

Zatizeni makroskopickou deformaci E;; je na jednotliva télesa zavedeno z principu
homogenizace, ktery je schématicky naznacen na obrazku 1.2 a je popsan v ¢asti 1.4.3.
Povrchovymi silami t?M a t?l muzeme ovladat posuvy téch ¢asti hranic, na nichz jsou
tyto sily zavedeny. V souvislosti s povrchovymi silami t?M, resp. t?r na hranici I'Z"M,
resp. ['Z"M mizeme mluvit o statickych okrajovych podminkich zavedenych na hranici
[IM yesp. LM,

Funkcional energie I1(u;), vySe popsané soustavy poddajnych téles ma ve shodé s (2.5)
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Obréazek 3.2: Oblast QM jez reprezentuje matrici v UC, tedy v oblasti Q“C. Podrobnéjsi
pohled na obrazek 2.1 z hlediska matice.

nasledujici tvar

M(u;) = - WdQM+Z QIWdQ;f

— / tﬂMuz drznM _ Z/ tﬂruz sz\/t, Yu; € Dy, (3.2)
rZInm

s defini¢nim oborem Dj; ! dle vztahu (2.10), tedy

Dll-l = {ul yj = ,L]y] _|_u (yj)7 Vyj c QL{C}
N {uf (y) =uP (y;), Vy; €eTH}
N {u n # Vy] € Fuc} (3.3)
3.2.1 Shodné posuvy na rozhrant slozZek

PIﬁM

Nasim cilem je na casti rozhrani slozek, tedy na c¢éasti hranice , vynutit shodné

E E
posuvy slozek, tuto ¢ast rozhrani nechf reprezentuje hranice I'*™™. Na hranici 7™ m4
tedy platit

E E
U; (y]) = U; (Zj) s Vy] € PZOM, VZ]' € PIOM, yj = Zj. (34)

K vynuceni shodnych posuvi vyuzijeme pravé povrchové sily ¢;. Predstavime-li si
rozhrani slozek, na kterém jsou nejprve slozky dokonale spojené a na kterém nemad dojit

1V dalsf mezikroku, ve které budeme upravovat podobu vyse uvedeného funkcionalu II(u;), nebudeme
uvadét jeho definiéni obor DY;. Z diivodu prehlednosti ho uvedeme aZ u jeho finélniho tvaru.
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k jejich rozpojeni, jako mysleny fez zatizenou konstrukei, jez i po zatizeni zlistava spojita,
potom na tomto Fezu museji byt vnitini sily obou myslenych ¢asti oddélené konstrukce
v rovnovaze. Povrchové sily t?M na tomto rozhrani musi mit tedy shodnou velikost, jejiz
pribéh oznacime ¢; (y;), ale opacnou orientaci nez povrchové sily t?z, tedy

E
2" (y;) = —ei (y;), Vy; €T7M (3.5)

E
¥ () = e (y;), Yy, € PEM, (3.6)

Pokud bychom teorii zalozili na problematice kvadratického programovani, potom bychom
o povrchovych silach ¢; mluvili jako o Lagrangeovych multiplikatorech, pomoci nichz jsou
do funkcionalu II(u;) zavedeny omezujici podminky ve tvaru rovnosti.

Pouzijeme-li vyrazy (3.5) a (3.6), lze funkciondl (3.2) vyjadfit nasledovné

M(u;,€) = /QM W doM +Z/QIWquI
q=1 q

MmN\ M
+ /FE e;u; AT —Z/FIEM eiu; AT M, (3.7)
q=1 q

nmM

3.2.2 Predepsané rozpojent na rozhranit sloZek

Pro nase ucely je nutné dokazat na rozhrani slozek vynutit jejich rozpojeni predepsané
velikosti a orientace, tedy skok v posuvech, ktery ozna¢ime ¢; (y;). Hranici, jez reprezentuje
I
PIHM

I
tuto ¢ast rozhrani, oznaé¢me I'’™M. Pozadujeme tedy, aby na hranici platilo

I I
wi (y;) = wi (25) +ci(z), Vy;€ M Vz; € M Yj = zj. (3.8)

Za timto ucelem vynutime na hranicich Fl‘l‘M posuvy c¢;, zavedeme tedy pocatecni ro-
zevieni rozhrani. Na takto upraveném rozhrani nechdme znovu ptisobit stejné velké sily
opacné orientace, které oznacime ¢; (y;) a které nam zajisti, ze predepsané rozpojeni zu-
stane zachovdno i po zatizeni QY homogenni deformaci F;;. Ve shod& se (3.5) a (3.6)
zavedeme

I
" (y;) = —ui (y;), Vy; € TTM (3.9)

I
6 (y;) = 1 (y;) . Vy; € TN (3.10)

Podobné jako v piipadé povrchovych sil ¢;, lze o silach «+; mluvit jako o Lagrangeovych
multiplikatorech, pomoci nichz jsou do funkcionalu II(u;) zavedeny omezujici podminky,
nyni vSak ve tvaru nerovnosti.

E I
Obrézek 3.3 ukazuje piiklad dekompozice hranice IZ™ na &ast TZM a &ast MM,
pro které, stejné jako na obrazku 3.3 i obecné plati, ze

[70M _ [TOM TIAM \ [TAM q pTOM g (3.11)
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FZ/{C

N

| S

E I
Obrézek 3.3: Dekompozice hranice I'Z™M na ¢ast [Z™M g ¢ast TZTM,

3.2.83 Funkcional energie pro obecny konstitutivni vztah

Funkcional energie (3.2) pro obecny konstitutivni zdkon bude mit ve findlni podobé na-
sledujici tvar

H iy €1y L4 - WdQM + WdQI
i) = [ s S s
E r E
+ / 5 €Uy dFImM - Z/ e €U; d].—%nM
]__‘IHM q:1 ]-—\%HM
I r I
+ /PI%M Lil; dFImM — Z /I-‘IrIWM Li (Ul + Ci) d]._%mM, (312)
- q=1 a

jehoz tii nezavisla pole u;, €; a ; museji lezet v definicnim oboru DIP’I.

3.2.4 Definiéni obor funkcionadlu energie

Na funkci u; klade defini¢ni obor Dj stejné pozadavky, jako definiéni obor D} dany
vztahem (3.3).
Dale mohou byt defini¢nim oborem D} omezeny funkce ¢; a to napiiklad nésledujicim
zplsobem
U<y < e (3.13)

V souvislosti s vy$e uvedenou podminkou (3.13) byva v anglicky mluvicich zemich uvadén
pojem ,box constraint“, jez dobfe vystihuje toto omezeni. V ¢lanku [5] a diplomové préci
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[20] je omezeni (3.13) pouzito jiz ve fazi feSeni minimaliza¢niho problému metodu modifi-
kovanych sdruzenych gradientt (o této metodé, tedy bez omezujici podminky (3.13), bude
pojednano v ¢asti 3.8 a aplikaci omezeni (3.13) predstavuje ¢lanek [4]). Omezeni (3.13) je
v téchto pracich uvazovano pro ¢;, jehoz prvni, resp. druhéa slozka ma shodnou orientaci se

I
smérem normadly, resp. te¢ny k hranici 7M. Normalové sily (zavedeny kladné v piipadé
tahu) jsou v uvedené préci [5] ¢i [20] omezeny takto

0 < < o™, (3.14)

kde dolni mez zamezi tlakovému naméhani kontaktu (a tedy priniku jednotlivych slozek)
a horni mez m4a vyznam normélové pevnosti na rozhrani slozek. V tangencidlnim sméru
je pouzito podminky

B <y <3 kde |50 = |, (3.15)

ve které ma horni i dolni mez vyznam tangencialni pevnosti na rozhrani slozek.

V nasem piipadé funkce ¢; omezovat nebudeme, jelikoz v ¢asti 3.6 zavedeme konsti-
tutivni vztah na rozhrani slozek jinym zptisobem, neZ je tomu v préci [5], resp. [20] a
omezeni ve tvaru (3.13) k nasim uceliim nebude zapotiebi. Funkce ¢; neni omezena v
uvedenych pracich a ani v nasi praci ji nebudeme omezovat.

Ve shodé s vySe uvedenymi odstavci miizeme vyjadrit defini¢ni obor Dj; nasledovné

D%I = {Uz (y;) = Eijy; +ul (y;), Vy; € QUC}

N {ui () =w” (y;). Yy €TE}
N {u (yy) #, Vy; € T}
E I
U {Gi (vi), Yy € FI”M} U {L,- (vi), Yy € FI”M} ) (3.16)

3.2.5 Funkcional energie pro linearné pruzné slozZky

Pro slozky z linearné elastického materialu s pouzitim obecného Hookeova zakona (2.12)
a rozliSenim homogenni slozky posuvl E;;y; a slozky fluktuujici «; dostédvame

1 * * *
(ui, €5, 1) = 5 /QM (CijklEijEkl + 20 bijey + Cijklgijgkl) doM

1 y * * ok
+ 2 Z /QI (CijklEijEkl + 2Ciu e + Cijklgijgkl) ng
q=1 q

E I
+ / E €; (E,]y] + U;k) dFImM -+ i Li (Ewy] + u;k) dFImM

TInm Inm

T E
- Z/F E €; (Eijyj—i—uf) dF%mM

I
— Z/z%M Li (Bijyj + ui +¢;) dF%ﬂM, V{ui, €,0y € DY (3.17)
I

q=1 q
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3.3. MINIMALIZACNI PROBLEM KAPITOLA 3. FETI

3.3 Minimalizac¢ni problém

Shodnymi tivahami jako v ¢asti 2.3 dospéjeme k minimaliza¢nimu problému

1
min @(uf,ei, Li) = —/ (2CijklEijgzl + Cijklgjjgzl) dQM
QM

U €4, 2
1 : * *_x
+ 2 Z/QI (ZCijklEijgkl + Cijklfijfkl) ng
q=1 q

E I
+ / o qupdl™ M [y ATt M

rZnm ZINM

E
—_ E /E Eiu:dF%ﬂM
M

I
_ Z/I%M vi(uf +¢) dIg™M, V{ul, e, 0} € DY, (3.18)

q:]_ q

s definiénim oborem funkciondlu ©(u},¢;, ;) dle vztahu (2.17), rozsifenym o funkce ¢; a
1; na které, stejné jako defini¢ni obor Dj dany vztahem (3.16), neklade zadn& omezeni,
tedy

DY = {u(y) =u"(y;), Vy; €T {u;(y;)#, Vy; €Y}

E I
U {Ei (’yz) 5 \V/'y, € FIOM} U {LZ’ (yz) 5 \V/'y, € FIOM} . (319)

3.4 Diskretizace
Stejné jako v ¢asti 2.4, zavedeme pro dalsi tivahy Voigtovu notaci (viz dodatek A).

3.4.1 Spojité aproximované velidiny

Narozdil od spojité aproximace veli¢in v metodé FEM z ¢asti 2.4, aproximujeme fluktuujici
slozku posuvi u} zvlast nad jednotlivymi oblastmi, jeZ reprezentuji slozky, tedy

- N (o) w™", Wy, € QM
up (ye) = § o\ er . (3.20)
Nig® (Yr) u; Vyr € QI g=1,2,...,r
oM Qg “r 12 , ; AOM T QM *Qg
kde N;; ", resp. N;;* znaci bazové funkce nad oblasti Q, resp. {3y a uj™" ', resp. u;

odpovidajici koeficienty neznamé linearni kombinace.

Ve shodé s aproximaci fluktuujici slozky posuvt u, aproximujeme piislusnymi deri-
vacemi prislusnych bazovych funkci také fluktuujici slozku heterogenniho pole deformace
er, tedy

QZ QL

&) =19 .o (o) e (3.21)
B (k) w; *, Vg€ QF, q=1,2,...,r
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3.4.2 Diskrétné aproximované veliciny

Zatizeni t;, resp. ¢; aproximujeme diskrétnimi hodnotami. Takto diskretizované zatizeni
nechame ptsobit pouze v uzlech sité konecnych prvki a oznacime ¢;, resp. €. Pro obecné
spojité zatizeni ¢; definované na hranici I' oblasti €2, diskretizované vysSe popsanym zpt-
sobem pomoci ¢, zrejmé plati

T

kde matice €} vybira koeficienty linearni kombinace u§} tak, aby dochézelo k jejich néso-
beni s odpovidajicimi hodnotami diskrétné pisobiciho zatiZeni ¢ .

3.4.3 Aproximace pomocného funkcionalu

Aproximovany funkcional © mizeme poté chapat jako kvadratickou funkci proménnych

1 i =10

6= @QM@W W e, L>, (3.23)

danou pfedpisem

~ ]_ % M * M * M
@ = §/QM (2CZjE Bjk: Ukﬂ _'_CZ.]sz qu le U Q ) dQM
1 < oZ O QI .
+ 3 /Q ) (2CZ]E Bw® 4 CyBYw B ) d0?
q=1
+ € éf}g u,’zQ +LZ"2€MQZQM
- Jor - T .0f
- 26 szk qu - Zéﬁgf Hkgq + LG (3.24)
g=1 q=1

V poslednim ¢lenu (3.24) jsou ve vektoru ¢; sefazeny predepsané hodnoty rozevieni roz-
hrani, tedy skoku v posuvech. Uspotadani je takové, ze skok v posuvech ¢, odpovida
diskretizovanému zatizeni ;. Matice 62, resp. 32- vybira ty koeficienty linearni kombi-
nace v}, jez odpovidaji shodnému uzlu, ve kterém piisobi diskretizované zatizeni e;, resp.
Ly B
Pro defini¢ni obor Dg kvadratické funkce © zlstava v platnosti ¢ast 2.4.2.

3.5 Minimalizace aproximovaného funkcionalu

Obdobné jako v kapitole 2.5 vyuZzijeme pozitivni definitnosti matice C;; B, Bj; a nalezneme
stacionarni bod funkce O, ktery je shodny praveé s hledanym minimem. Podminky, které
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musi stacionarni bod spliiovat jsou

dd*gM _ / (C'ijE,-jB;}g +C,] BQM BQM_*QM> dOM
Uy oM
o ey el =0 (3.25)
d@ QI QI QI *QI
< - /Q ] (CijEiBj,g + OBy By ™) a0f
U
k QI
— e(’f LI, —Ok, qg=1,2,...,r, (3.26)
dé * M QI *QI
- = u® Z ¢ lu, = (3.27)
de
o = W - ZJZC u% e =0, (3.28)

Dale zavedeme matici tuhosti K;; a vektor zatizeni f; obdobné jako v (2.25) a (2.26).
Pouzijeme-li navic nasledujiciho vektorového zapisu

| € _ g _ 105
co[g] o] ol e

muzeme predchozi podminky stacionarniho bodu (3.25-3.28) zapsat v pfehledném tvaru

EF w™ = 7 —p Lt (3.30)
I 0L z

Koiu™ = fQ Ly =12, r (3.31)

LM Zcm_j"ﬂd (3.32)

K dalsim tvaham, jez se budou zabyvat fesenim predchozich soustav linearnich rov-
nic, je vhodné pieznacit veli¢iny X, jez piislusi oblastem QM a Qg ,q=1,2,...,r, coz
provedeme néasledovné

M

Xt = x*
X4 = —X%1, ¢=23,...,r+1.

Déle se na horni indexy vztahuje Einsteinova sumacni konvence, jejiz pravidla naopak
nesvazuji mezi sebou indexy horni a dolni. Jinymi slovy, sumac¢ni konvence plati v hornich,
resp. dolnich indexech, ne vSak navzajem mezi hornimi a dolnimi indexy.

Dostavame se tak k findlnimu zapisu podminek stacionarniho bodu (3.25-3.28) ve
tvaru

T KLurt = f—p L (3.35)
Loy = d
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Jedna se tedy o nékolik sdruzenych soustav linedrnich rovnic, které je nutné vytesit.
V ptipadé nejasnosti tykajicich se pfechodu ze systému linedrnich rovnice (3.30-3.32) k
systémiim (3.35-3.36) je vhodné precist poznamku?.

Ve vztahu (3.35) je zaveden novy symbol §%°, ktery znacéi Kroneckerovo delta, téz
nazyvano substitucni operator a definovano jako matice (¢ tenzor druhého Fadu) s nésle-
dujicimi vlastnostmi

V této praci je substitucni operator vyuzivan také jako tenzor vyssiho fadu, jehoz prvky
nabyvaji hodnoty jedna, pravé a jen tehdy, pokud vSechny jejich indexy nabyvaji shodné
hodnoty a vSechny ostatni prvky jsou nulové. Uvedeme-li jako pripad tenzoru ctvrté va-
lence, bude Kroneckerovo delta definovano néasledovné

dijk=1 proi=j=k=101 A ;=0 pokudneplatii=j=k=1. (3.41)

Dale je Kroneckerovo delta uzivano ve dvou variantach a to s hornimi, resp. dolnimi
indexy, tedy %, resp. d;; a to vSe v souladu s odstavcem, jez se vztahuje k predpistim
(3.33) a (3.34). Stale se vSak jednd o jeden a tentyz tenzor definovany vztahem (3.40),
resp. (3.41).

3.5.1 Podminka resitelnosti
Uvazime-li, ze matice soustavy Kiqj systému (3.35) je v obecné piipadé singularni, je k
fesitelnosti takové soustavy nutné, aby vektor pravych stran ( fi— Hkﬁzi) lezel v obraze

této matice, ktery oznacime Im (Kiqj), tedy

(£ - ) € m (i5) (3.42)

Tuto podminku si mtizeme ptiblizit, pfedstavime-li si jednotlivé sloupce matice soustavy
K% 3 jako geometrické vektory v prostoru E". Stejné tak, tedy jako o geometrickém vek-

1@

toru v prostoru E”, uvazujme o vektoru pravych stran ( - HkEZZ). Uvédomme si nyni,

2V pifpadé g-tého vztahu (3.35) nemtize v tenzoru 6%° index ¢ probihat pres vSechny mozné hodnoty,
ale je fixovan pfislusejici g-tou pravou stranou soustavy. Pro ndzornost uvedeme ptiklad, kde ¢ = 1,2
as=1,2, pak

U KLust + 6P KGu? = N Khust = f! - L (3.37)
521Ki2ju;1 + 522K§ju;2 _ 522Ki2j2;2 — ff _ ﬁkgii, (3.38)

coz je v souladu se vztahy (3.30-3.31) a (3.33-3.34). Ve vztahu (3.36) je pouzito bézné sumacni kon-
vence. Pro nazornost opét uvedeme priklad, kde ¢ = 1,2 a s = 1,2, pak

Lrwt + 02 u?=d,, (3.39)

nj=j nj=j

coz je v souladu se vztahem (3.32).

3 Pokud je v indexu obecné matice A;; pouZit symbol e, znamen4 to, e index ktery je timto symbolem
nahrazen povazujeme za fixni (nejde o fixaci konkrétni hodnoty indexu, ale libovolné mozné). Index
ktery zustava volny, muaze probihat stile pres vSechny své hodnoty, tim padem se z matice stane
sloupcovy A;e ¢i fadkovy A,; vektor. I kdyz se tomu zda byti naopak, je toto znaceni kompatibilni se
znacenim pouzivanym v programu MATLAB, kde je pouzivan symbol : na misté volného indexu, stejné
jako v nasem ptipadé, kdy tento volny index zlistdva na svém misté a neni nahrazen symbolem e.
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Ze pii feSeni soustavy rovnic (3.35) hleddme takové koeficienty u; linedrni kombinace

vektort K1

10

abychom ziskali pravé vektor pravych stran < =, Z;) Je ziejmé, ze v
pripadé singuldrni matice Kfj je dimenze linedrniho obalu vektortt K7, tedy prostoru
Im (Kiqj), nizsi nez n. Vektor pravych stran < =, Z;) tedy nemtze byt libovolnym

vektorem z prostoru E", ale musi lezet pravé v Im (Kfj), aby ho bylo mozné linearni
kombinaci sloupcii matice Kj; vyjadrit.
Jelikoz je matice Kfj symetricka, tedy

Kiqj:K‘?

Ju

(3.43)

pak je obraz, resp. jadro matice K fj shodny s obrazem, resp. jadrem matice k ni transpo-
nované, tedy
Im (K{) = Im (K}, (3.44)

resp.
Ker (K},) = Ker (KY,) (3.45)

kde Ker (K qu) znadi jadro matice K. Déle, i pro nesymetrické matice, je v platnosti vztah
Im (K;) LKer (KY,), (3.46)
ktery lze pomoci vztahi (3.44) a (3.45) pro pfipad symetrickych matic vyjadfit nasledovné
Im (K,) LKer (KY,), (3.47)

Podminka fesitelnosti (3.42) lze pak vyjadfit pomoci jadra matice soustavy Ker (Kiqj)
nasledovné

(£ = m21,) Ler (K7) (3.48)

Sefadme bazové vektory jadra Ker (Kiqj) do sloupcti matice, kterou oznacime R; a do-
sp€jeme k podmince Tesitelnosti, ktera je vhodna pro dalsi vypocty

0 RY (7 = i) = 00 (3.49)

3.5.2 Vyjadreni fluktuujict sloZky posuvu pro regularni matice tuhosti

Nyni vyjadiime neznadmou y;k-q ze soustavy (3.35), za predpokladu regularnosti matice

soustavy Kfj, tedy za predpokladu, Ze je ¢-té slozce okrajovymi podminkami odebran

dostatecny pocet stupnii volnosti, pak
uy = 0K (£ = L) (3.50)

3.5.3 Vyjadrent fluktuujict sloZky posuvt pro singularnit matice tuhosti
Partikularni reseni

V pripadé, Ze matice soustavy Kiqj neni regularni, coz je vzhledem k okrajovym pod-
minkdm na hranici T%C a rozmisténi jednotlivych slozek v oblasti QYC téméf pravidlem,
. , . —1 . .

inverzni matice Kj; " neexistuje.

32
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Je-li splnéna podminka feSitelnosti (3.49), potom lze vektor pravych stran ( - Ek£Zi)

vyjadiit jako linearni kombinaci sloupcii matice K, tedy

13
fi = Ll = Gy, (351)

kde vektor h; predstavuje koeficienty linedrni kombinace, ktery odpovidd partikularnimu
feSeni systému (3.35). Téchto kombinaci existuje dokonce nekoneéné mnoho. Najdeme-li

matici, jez oznacime K 91 Ktera splnuje nasledujici

ij

t T ttT _ t L .
KKK = K e 6K KK = K

5

(3.52)

pak o takové matici budeme mluvit jako o pseudoinverzi matice Kfj. Partikularni feseni
systému (3.35) budeme poté hledat ve tvaru

W = 5K ( -, k) _ (3.53)

O tom, ze vztah (3.53) skutecné vyjadifuje partikularni feseni systému (3.35) se presvéd-
¢ime tim, ze ho do systému (3.35) dosadime, tedy

SR = KK (f,g—ﬁlcfk) (3.54)
= § KKKy (3.55)
= Kih (3.56)

kde ve vyrazu (3.55) vyuZzijeme moznosti vyjadfit pravou stranu ( fi— fk> jako linedrni
kombinaci sloupcti matice soustavy K7, tedy vztah (3.51), ve vyrazu (3.56) pouzijeme
vlastnost pseudoinverzni matice (3.52) a nakonec znovu vztah (3.51). V prvnich dvou
vztazich (3.54-3.55) je nutné uvazovat fixni ¢. O vypoctu pseudoinverzni matice Kij a
problematice s tim spojené pojednava dodatek B.

Homogennt 1eSent

Homogennim fesenim je libovolny vektor z jadra matice Ker (K fj), jelikoz

S KL = 0! & u)? € Ker (K7). (3.58)

1j=j

Takovy vektor lze vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych vektort jadra matice Ker (K qu) ,
tedy jako linedrni kombinaci sloupcii matice jo

u;? = 6" Riaf (3.59)

Ji=41"

ve vektoru a jsou usporadany koeficienty linedrni kombinace. Na tomto misté si je vhodné
uvédomit fyzikalni vyznam vektort 72;1-., jez maji vyznam posuvl télesa jako tuhého celku,
coz je v souladu s tim, ze jejich linearni kombinace nezptisobi v UC zadné vnitini sily.
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Obecné rTesent

Obecné Teseni je souctem libovolného partikularniho feSeni (3.53) a FeSeni homogenniho
(3.59), tedy

i =0 [Kff (fs — I ) +Rja ] : (3.60)

3.5.4 Vyloucéeni fluktuugict sloZky posuvi

Nezndmou g;q ze soustavy (3.35), vyjadfenou pomoci (3.60), dosadime do soustavy (3.36),
tedy

L3 [Kff (fq 1 k) + Rja ] =d, (3.61)
Elementarnimi tipravami systému (3.61) a pfidanim podminky Fesitelnosti (3.49), zis-

kame systém linearnich rovnic, pro neznamé B, od, tedy

LKLl — L8R e! = LUKTf—d,, (3.62)

]ZZ

5(15jo (fis_ﬁk kz) _ 0;1’ (3.63)

ktery pomoci nasledujici substituce

Fo, = L8 KLY (3.64)
Gy = —0TLL RS, (3.65)
gn = Lo K57, (3.66)
el = —0PRLf?, (3.67)
prevedeme do prehledné podoby

Gijgk = e, (3.69)

a nakonec pouzijeme ,pfehlednéjsi“ indexovani
E]lu’ + Gzy—] = i~ C_lia 370)
G;I-i_j = el (3.71)

3.6 Konstitutivni zakon na rozhrani slozek

Metoda FETI umozZiiuje pomoci diagonalni matice, kterou oznac¢ime H;; a o niZ budeme
mluvit jako o matici poddajnosti rozhrani, pfedepsat konstitutivni zdkon na té ¢asti roz-
I E
hrani sloZek, kterd je reprezentovana hranici "™ (na hranici Y™™ nem4 smysl o kon-
stitutivnim vztahu mluvit, jelikoz zde pfedpokladame dokonalé spojeni slozek). Docilime
toho tim, ze predepiSeme diskretizované rozpojeni slozek c;, nebo-li skok v posuvech,

linedrné zavislé na velikosti prislusné ptlisobici sily ¢;, tedy
¢ = Hiju. (3.72)
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Diagonalni prvek matice H;; ma zfejmé fyzikalni vyznam poddajnosti v misté a sméru
pusobiciho zatiZeni ¢;, z Cehoz plyne zavedené pojmenovani matice Hi;.
Vztah (3.72) lze rozsifit na cely vektor d; nasledovné

d; = Hijp, (3.73)

kde diagonélni prvek, tedy poddajnost v misté a sméru pisobiciho zatiZeni ¢;, musi byt

E
nulovy, aby byly dodrZeny pozadavky kladené na hranici I'Z™™. Tento linedrni vztah je
vhodny, jelikoZ jeho aplikace do systému (3.70) je velice pfirozena

(Fij + Hij) p, + Gl = gi, (3.74)
G;I‘zﬂj = el (3.75)

Nékteré dalsi informace, jez se tykaji predepsani poddajnosti na rozhrani slozek, s pristu-
pem zalozenym na pouziti matice poddajnosti H;;, lze nalézt v [12].

3.6.1 Transformace do lokalnitho souradného systému

Smér diskretizovaného zatiZeni ¢; a tedy i smér, ve kterém je mozné fidit poddajnost, je
dan vektorem odpovidajici uzlové neznamé u; a smér tohoto vektoru je volen (samoziejmé
spole¢né s jeho orientaci). Nasim cilem bude fidit poddajnost ve sméru normaly a te¢ny k

I
hranici 7™M proto budeme v uzlech, jez piislusi této hranici, uvazovat lokalni souradny
systém pravé v téchto smérech. Piesnéji feceno, v kazdém zminéném uzlu budeme pou-
zivat pravotocivy soufadny systém, jehoz prvni bazovy vektor, ktery oznac¢ime el bude

odpovidat vnéjsi jednotkové normale k hranici rZhM (vzdy ve sméru vné z inkluze, i kdyz
se bude jednat o uzel pfislusejici prvku matrice), tedy vektoru n?z v misté tohoto uzlu.
Jelikoz piedpokldddme pravotocivy soufadny systém, bude druhy bazovy vektor el
dén jednoznac¢né vektorem

ng"

2 3.76
Eal 10

nebot ; ..

611_ 621' 63 A z z z

det | n¥ af 0 | =ef (n? n$" +nd nd ) > 0. (3.77)

—n n 0

2 1

Horni index L odlisuje lokalni soufadny systém od globalniho, u néhoz nebyl, ani nebude
zadny index pouzivan.
K transformaci z globalniho do lokalniho soufadného systému pouzijeme transformacni

matici 7;;, danou vztahem
n®  ng
T" — |i 1 T 21 :| . (378)
’ —ny nf

Tyt = Ty (3.79)
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Neznamé slozky pole posuvii u; a vektor zatiZeni f; transformovany z globalniho sou-
fadného systému do lokalniho, tedy

Q%L = 7—‘]/6@29 fiL = Tmfna (380)

J

dosadime do lokalni soustavy rovnic

Klut = fF (3.81)

i i

ve kterém vystupuje lokalni matice tuhosti K 5, tedy
KTy = Tin fo, (3.82)

prenasobime ziskany vztah zleva inverzni transformacni matici T,-j_l s vyuzitim vztahu
(3.79) a ziskdme soustavu rovnic

T K Tirus, = fo, (3.83)
ze které je zfejmy predpis pro vypocet globalni matice tuhosti z matice lokalni, tedy
Obdobnym zptisobem bychom ziskali inverzni vztah

Tim jsou dany vsechny vztahy potfebné pro transformaci vektoru neznamych koefici-
entil u}, vektoru pravych stran f; a matice tuhosti K;; z globalniho soutadného sytému do
lokalniho a zpét. Popsanou situaci o transformaci souradného sytému priblizuje obrazek
3.4.

3.6.2 Dokonalé rozpojenti na rozhrant slozZek

Tato c¢ast ukazuje moznosti, jakymi lze v metodé FETI zaridit dokonalé rozpojeni slozek,
tedy rozpojeni s nulovou tuhosti, resp. nekone¢nou poddajnosti.

Velka poddagnost

Rozpojeni slozek v uzlu lze predepsat velkou poddajnosti v normalovém a tecném sméru.
Vyhodou tohoto pfistupu je moznost kontroly, zda dochéazi k tlakovému ¢i tahovému
namahani i po odtrzeni a tudiz ztstava moznost zamezit proniknuti slozek ve sméru
normély k hranici T7"™. Naopak nevyhodou je poruseni dobré podminénosti matice F}; +
H;; a tim zapfi¢inénd Spatnd konvergence modifikovanych sdruzenych gradientt (¢ast
omezené pouzitelnost tohoto pristupu pouze na problémy mensiho rozsahu (pro malé
matice Fj; + H;;).

Jev zhorsené konvergence by nenastal, pokud by byly vSechny prvky na diagonale ma-
tice H;; podobného radu. Pokud by se jejich velikost bliZila nule, coz v krajnim piipadé
odpovida dokonalému spojeni slozek, pak by samoziejmé rychlost konvergence odpovidala
zakladnimu problému ve kterém vystupuje ptivodni matice F;;. Pokud vSak budou prvky
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Obrazek 3.4: Transformované uzlové neznamé v uzlech na hranici FIrI”M. Modie jsou
oznaceny uzlové neznamé v globalnim souradném systému a cervené uzlové neznamé, které
byly transformovany do lokalnich soufadnych systémii, které mohou byt obecné vsechny
rizné. V uzlu n; jsou uzlové neznamé oznaceny shodné, to vSak neznamend Ze jejich
hodnota musi byt shodna, jelikoz patii do rtiznych vektori uzlovych neznamych a jejich
hodnota je urc¢ovana z rozdilnych systému rovnic. Je vSak vhodné uzlovym neznamym
pritazovat kédova c¢isla odvozend z Cisla uzlu, kterému nalezi.

37



3.6. KONSTITUTIVNI ZAKON NA ROZHRANI SLOZEK KAPITOLA 3. FETI

na diagondle matice H;; vSechny o nékolik fada prevysovat prvky z matice Fj;, coz od-
povida dokonalému odtrzeni vSech slozek (bez aplikace statickych okrajovych podminek
dle odstavce 3.10), lze mimodiagonalni prvky matice Fj; + H;; témér ,zanedbat® a Tesit
problém s ,témér diagonalni“ matici. V takovém pripadé samoziejmé dochazi k velmi
rychlé konvergenci, jak vyplyva z povahy problému.

Kondenzace

Dalsi zptisob, jak predepsat dokonalé rozpojeni slozek, vychazi ze znalosti silovych pod-
minek v misté rozpojeni slozek. Sila ¢; je v takovém pfipadé rovna nule a soustavu rovnic
(3.74) s podminkou (3.75) postaci kondenzovat. Nyni ukdzeme, jakym zptisobem lze kon-
denzaci provést. Za timto ucelem rozdélime vektor neznamych p . do dvou blokt tak, aby
v prvnim bloku, ktery oznacime e byly neznamé jejichz hodnotu hleddme a ve druhém
bloku, ktery oznacime H?’ slozky s nulovou hodnotou, tedy

ﬂ:[%]:[%}. (3.86)

Déle je nutné ve shodé s dekompozici (3.86) rozdélit do blokt také matice a vektory ze
systému rovnic (3.74) a (3.75), které budou mit poté nasledujici podobu

it Rl HiY H? 3 G 1"
({Flz,l Flﬁ}Jr[lel Hlﬁz})[ﬁﬂﬂ{aéﬂ ay = ;n o (387)
n njy n njy n n

[ Gl Gﬁ}q{gi} = ef. (3.88)

J
K urceni vektoru neznamych . pak postaci fesit systémy
—1

(Fi' + Hi' ) B+ Gylal = g, (3.89)
Gylm = el (3.90)

(2

Modifikace matice J;;

Nabizi se také moznost modifikace matice J;;, resp. L;; tak, aby jiz uzly ve kterych ma
dojit k rozpojeni slozek nebyly touto matici spojovany (omezeni ve tvaru rovnosti jiz
neni zavedeno). Tato moZnost se zda byt z teoretického hlediska nejpfirozenéjsi, ale jeji
algoritmizace prinasi vétsi obtize nez zminéna kondenzace.

3.6.3 Obecnéjsi konstitutivni vztah na rozhrani sloZek

Obecnéjsi konstitutivni zakon predepiSseme pomoci procedury, o které budeme mluvit jako
o vnéjsi smycce modifikovanych sdruzenych gradient.

Na zac¢atku této vnéjsi smycky predepiSeme na celém rozhrani, tedy na hranici I'Z™M,
pocateéni podminky (tedy konstitutivni zdkon na rozhrani slozek pfed zatiZenim), kterymi
muze byt napf. dokonalé spojeni fazi (tedy nulovou poddajnost v normélovém i tecném
sméru). Metodou modifikovanych sdruzenych gradient vypoc¢teme hodnoty normalovych
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a tecnych sil v uzlech prislusejicich hranici PI‘Z‘M, tedy na té casti rozhrani, na které
predpokldadame obecnéjsi konstitutivni zakon. Déle v zavislosti na velikosti vypoctenych sil
predepiseme na rozhrani FIFI”M odpovidajici normalovou a te¢nou poddajnost ¢i dokonalé
rozpojeni slozek. Za takto upravenych podminek na rozhrani slozek znovu vypocteme
metodou modifikovanych sdruzenych gradient hodnoty normélovych a te¢njch sil a v
zavislosti na takto uréenych silach upravime poddajnost na rozhrani.

Predchozi odstavec popisuje vnéjsi smycku, ktera se bude opakovat az do splnéni
urcitého kritéria. Za timto tcelem je vhodné porovnat vypoctené sily z jednotlivych,
po sobé jdoucich krokt vnéjsi smycky. Tyto sily za nezménénych podminek na rozhrani
slozek budou shodné, popfipadé bude jejich rozdil (méfeno urcitou normou, napiiklad
norméalovych silach konvergovat k nule.

Aby byla metoda korektni, je nutné zatézovat UC inkrementalné v nékolika krocich.
Tim by méla mit UC na rozhrani slozek moznost postupné uvoliiovat nahromadénou
energii a to dle predepsané zavislosti poddajnosti tohoto rozhrani na pusobicich silach.
Jinymi slovy by pii zatézovani UC v nékolika krocich nemélo dojit k prilisSnému namahani

I
urcité ¢asti hranice "M, ke kterému by vlivem zménénych podminek na rozhrani slozek
ve skutec¢nosti nedoslo.

3.7 Konkrétni priklady konstitutivnich vztahii na rozhrani slozek

V této casti predvedeme konkrétni priklady konstitutivnich vztahti na rozhrani slozek a to
takové, které jsou pouzity v numerickych experimentech, tedy v II. ¢asti této prace. Pro
ucely nasledujicich odstavcll ozna¢me normaéalovou silu, resp. skok v posuvech ve sméru
normély k hranici TZ™™ v uzlu n; symbolem (7, resp. ¢ a silu te¢nou, resp. skok v
posuvech ve sméru teény k hranici [Z"M symbolem (!, resp. c!.

3.7.1 Dokonalé rozhrani

Dokonalé spojeni slozek lze pfedepsat nulovou tecnou i normalovou poddajnosti ve vsech

I
uzlech lezicich na hranici 7™M tedy

I
5”HZ = 5Zsztj = OZ’, Vn, € FIOM. (391)

V takovém pripadé neni nutné aktivovat vnéjsi smycku, jelikoz se konstitutivni vztah
rozhrani neméni. Tento pfipad je zobrazen na obrazku 3.5.

E
Druhou, piirozenéjsi moznosti je uvazovat hranici I'*™™ shodnou s hranici '™ tedy
E I
rEM M A M=, (3.92)

3.7.2 Konstantni poddajnost rozhrani

Dalsim uvedenym modelem je rozhrani s konstantni poddajnosti v te¢ném i norméalovém
sméru (obecné rozdilnou). Zde jiz nastava nutnost rozliSovat mezi tlakovym a tahovym
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.t

=1 1=1

5inij = 01 n t

Y904

Obréazek 3.5: Konstitutivni zdkon na rozhrani v pripadé dokonalého spojeni slozek.

n tana = 0;; H" = k" fana = 0, H.. = k!
5inij =0; \ Ln] J . \ Lt] ij i

=1

=i

Obrazek 3.6: Konstantni poddajnost rozhrani, bez moznosti pruniku slozek.

norméalovym namahanim rozhrani, tedy pokud je nasim cilem zamezit priniku jednotli-
vych slozek. V pripadé tlakového normélového naméhani uzlu je nutné predepsat nulovou
poddajnost v tomto sméru, tedy

n 0;, Vi <0 1

kde k7', resp. k! je normdlova, resp. tangencidlni poddajnost v uzlu n;, kterou je nutné urcit
diskrétni aproximaci predpokladané spojit normalové, resp. tangencialni tuhosti rozhrani.
Tento priklad konstitutivniho vztahu na rozhrani slozek je uveden na obrazku 3.6.

3.7.3 Konstantni poddajnost rozhrani s pocatecni pevnosti

Uvazime-li na rozhrani slozek pocate¢ni normalovou, resp. tangencialni pevnost, kterou
" 0, 0.t . . - . " .

oznacime ;") resp. 1;", pak lze po jejim prekroceni uvazovat dvé odezvy rozhrani na

nartistajici zatizeni za mez pevnosti.

Skokovy pokles v napétich

Jednou z moznosti je predpokladat, ze po prekroceni pocatecni pevnosti bude prenaset

rozhrani celou pisobici silu, jak naznacuje obrazek 3.7.

Narustajici napéti

Druhym predpokladem mtize byt takové chovani rozhrani, které popisuje obrazek 3.8.
V takovém pripadé poddajné rozhrani pirenasi pouze pfiriistek sily nad mezi pocatecni
pevnosti. Bude-li nejdfive prekonana normalova pocatecni pevnost A?’” (v tomto pFipadé
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c! G

=1 —1

tana = 6;; H* = k" fana = 6., Ht. = kt

L H™ =), (] CHt =0, ]

51]]‘[” O,L \ A;L ] 7 51] L= Oz \ g ij 3
t t

L(-)’n —L(-)’ LQ’

=1 U =7

Obrazek 3.7: Rozhrani, které se po prekonani pocatecni pevnosti chova pruzné.

musi jit o normalové tahové namahéani rozhrani, jinak nemutze byt normalova pevnost
prekondna, z ¢ehoz plyne kladnd hodnota (' v nésledujicich vztazich), pak bude tento
prirtistek vypadat nasledovné

A o= - (3.94)
n,0
Al = - (3.95)

L

. . . s s 0.t ;
Naopak, bude-li nejprve prekrocena tangencialni pocatecni pevnost ¢;, pak bude navic
zalezet, zda je rozhrani namahéano tlakem ¢i tahem. V pfipadé tahového namahani bude
prirtistek sily, ktery se podili na rozevieni rozhrani vypadat néasledovné

L0
Ay = 4 — ‘%A?, (3.96)
A = =0 (3.97)
a v pripadé tlakového namahani rozhrani takto
A = 0, (3.98)
Ag = U —u” (3.99)

V tomto konstitutivnim vztahu se nedd o vyznamu A?’”, resp. A?’t mluvit v pravém
slova smyslu jako o pocatecni pevnosti. Jedna se spiSe o urcitou mez, do které dokaze
rozhrani odolavat zatizeni bez toho, aby se rozevielo a po prekroceni této meze jiz ptisobi
s ur¢itou poddajnosti.

V tomto pfipadé je nutné upravit tlohu (3.74) a to nasledovné

Fijﬁj + ngﬁ? = Gi— Hz‘jAHia (3.100)
Fijp, + Gl = gi— Hy (gi - g?) , (3.101)
(Fij + Hi) p, + Glhaf = gi+ Hyptl, (3.102)

kde na prislusnych pozicich vektoru E? jsou ulozeny sily v souladu se vztahem (3.94) az
(3.99) a v ostatnich pfipadech nuly.
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c? ct

=1 -

ana = 0;; H* = k" ana = 0;, H!.

5”HZ; =0, /{( o YR i 52]Hfj =0 o L ]
=1 =1

0,n 0,t 0,

L /‘éz' Li

Obrazek 3.8: Konstitutivni zdkon rozhrani s dokonalou tuhosti az do prekroc¢eni pocatecni
pevnosti.

Obrazek 3.9: Oblast pruzného chovani rozhrani.

3.7.4 Poddajné rozhrani s pocateéni pevnosti a omezenou duktilitou

Poslednim uvedenym zdokonalenim konstitutivniho zakona na rozhrani slozek je omezeni
jeho duktility v pruzném stavu. Uvazujme tedy, zZe se rozhrani chova dle nékterého vyse
uvedeného konstitutivniho vztahu, ve kterém se nachazi nékterd jeho ¢ast v pruzném
stavu. Pak lze v uzlech n; lezicich na této ¢asti rozhrani kontrolovat napiiklad jeho celkové
rozevieni, které oznacime Ac; a jez je dano vztahem

Ac; =/ ci? + 2. (3.103)

Dale predepiSeme mezni rozevieni rozhrani, které oznacime Ac"**, po jehoz prekroceni
dojde k dokonalému rozpojeni slozek dle odstavce 3.6.2. Oblast, ve které se rozhrani chova
pruzné, je zobrazena na obrazku 3.9.

Pokud zadame Ac®* = 0, pak pfi kombinaci s konstitutivnim zakonem, jez uvazuje
pocatecni pevnost, dojde po jejim prekonani ihned k dokonalému rozpojeni slozek.

3.7.5 Dalsi mozZnosti
Zda se, ze predepsani konstitutivniho zdkona pomoci vnéjsi smycky metody modifikova-

nych gradientt v kombinaci s matici poddajnosti rozhrani zavislé na ptisobicim zatizeni,

~~~~~~
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namahani. V rozsahu této prace se vsak nepodarilo takovy fyzikalni zakon implementovat
do numerického modelu a tedy ani ovérit.

3.8 Modifikované sdruzZené gradienty
Systém linearnich rovnic (3.74) a (3.75) je zfejmé ekvivalentni optimalizacni tloze
. 1
II}ILl‘n IIL%X(D (Hi,gg) =3 (Fy; + Hij)ﬁiﬁj — gil;, + (nggi — e?) g?, (3.104)
Hy o af

ve které ma vektor g‘j vyznam Lagrangeovych multiplikatort a vektor p. predstavuje

primarni nezndmou. Nasim cilem bude z problému (3.104) vypocitat pouze nezndmou e
jelikoz neznamou af poté vyjadiime z (3.74), tedy

(Fij + Hij) p, + Giya§ = g, (3.105)
nasledujicimi tipravami, kde nejprve provedeme elementarni tiipravu
Glaj = g — (Fiy + Hiy) p, (3.106)

dale z dtvodu obecné obdélnikového tvaru matice ng prenasobime predchozi soustavu

zleva transponovanou matici k matici ng,tedy

Gl = G o~y + ) 0107

=]

a nakonec prenasobime zleva inverzi k jiz ¢tvercové matic G, G

of = (GLGY) G4, [gi—(Fz-jJrHij)gj] (3.108)

Je-1i tedy nasim cilem z problému (3.104) nejprve vypocitat pouze neznamou W, PTe-
vedeme tento problém na tvar, ktery odpovida nasemu cili a je navic vhodny pro feSeni
modifikovanou metodou sdruzenych gradientt, tedy

) 1
n}lln\ll <H2> — 9 (Fij + Hij)ﬂiﬂj — 9il, (3.109)

za podminek
G?kﬁj =e}. (3.110)

3.8.1 Modifikace klasické metody sdruZenych gradientu

Modifikace klasické metody sdruzenych gradientid spociva v nutnosti splnit podminky
fesitelnosti (3.110) v kazdém itera¢nim kroku metody. Toho se dosdhne, jak je uvedeno
déle, vhodnou projekci smért postupu, které oznacime s;, a to v kazdé iteraci.

V souladu s klasickou metodou sdruzenych gradientt [19, str.572-578][2, str.181—
199] hledejme nové pfiblizeni stacionarniho bodu Hi(kﬂ) iteraci ve vhodném sméru a

vzdalenosti od aktualni aproximace Hi(k)’ tedy

(k+1) _ Hi(k) 1 aW®g,®) (3.111)

H;

kde koeficient o¥) uré¢ime tak, abychom funkci ¥ (ﬁ) minimalizovali pravé na piimce

=M+ a®s®. (3.112)
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Projekce sméru postupu
Uvazujme nyni, Ze pro k-ty krok iterace plati

Gl ®) = el (3.113)

]?

tedy Ze jsou podminky (3.110) v k-tém kroku splnény. Déale pozadujeme, aby podminky
(3.110) byly splnény i v dalsim, tedy v k + 1 kroku iterace. Vynasobime-li vhodné vztah
(3.111) maticemi GY; tak, abychom na levé strané rovnic dostali pravé podminky (3.110)
pro k + 1 iteraci, tedy
(k+1) (k) o (k)
G, qu + GYaVs; (3.114)

a uvazime-li splnéni podminky (3.110) v k-tém kroku, tedy rovnost (3.113), dostaneme
GLp D = el + oMGT s, (3.115)

Z predchoziho vztahu je zfetelné, ze pokud chceme splnit podminku (3.110) i v k + 1
kroku iterace, musi platit identita

MG 5,0 = ;. (3.116)

JelikoZ koeficient o¥) je nulovy pouze v bodé minima, je v ostatnich bodech mozné pod-
minku (3.116) splnit pouze vhodnou volbou sméru s;(*) tak, aby platilo

Gl = 0;. (3.117)

Vhodny smér, ktery ndm zarudi splnéni identity (3.117) a tedy i podminky (3.110) pro
k + 1 iteraci, ziskdme projekci obecné libovolného sméru s;¥), pomoci vhodné projekéni
matice P;;, tedy

— Pys;, (3.118)
kde o projekéni matici mluvime pouze a jen tehdy, pokud
P, Pj, = Py,. (3.119)
Matice
Py = I; — G4(GLGa) T G, (3.120)

zfejmé spliiuje podminku (3.119) a je tedy matici projekéni. Je navic matici vhodnou k
nasemu umyslu projektovat pomoci ni smér postupu s;, jelikoz

3.121
3.122

G}.$ = GI Pjs; ( )
= G, [ - GHGLGL) G s (3.122)

= [GhaLiy — G GGG TG s (3.123)

= (G, I — LkGY)) s; (3.124)
(Grj = Gg) 55 (3.125)
(3.120)

a tedy po projekci libovolného sméru s; projekéni matici Pj; danou pfedpisem (3.120
plati
G,..5; = Op,. (3.126)
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Splnént podminky resitelnosti v prvnim kroku iterace

Na tomto misté zavedme oznaceni gradientu funkce ¥ (&) nasledovné

Jelikoz musime podminku (3.110) splnit ve vSech krocich iterace, tedy i v prvnim, éehoz
nelze dosahnout vyse popsanym zpﬁsobem pomoci projekce sméru postupu s;, musime
spravné zvolit prvni ptiblizeni ,u . Neni tedy mozné volit ,u ) libovolné, jak je tomu u

klasické metody sdruzenych gradlentu Jednou z moznosti, Jak spravné zvolit ,u ), aby
byla splnéna podminka (3.110), je vyjadfit Hi(o jako linearni kombinaci

= Glgl (3.128)
a neznamé koeficienty £ urcit tak, aby byly splnény rovnice (3.110), tedy
qu = 0"GLGRE = €] (3.129)

Vyfesenim systému rovnic (3.129) pro neznamé koeficienty {7 s uvazenim, Ze matice G
neni obecné ¢tvercova, ziskame

TS T -1 S
¢ =01 (GLGY) e (3.130)
a prvni priblizeni Hi(o) budeme tedy hledat ve tvaru

10 = GL(Gr,G) e, (3.131)
jelikoz v takovém pfipadé budeme mit zaruceno splnéni podminek (3.110).

Z vyse uvedenych tvah vyplyva, Zze modifikace klasické metody sdruzenych gradientii
spociva ve spravné volbé vychoziho bodu iterace B, ©) a v projekei smérét postupu s; ve
vSech iteracich. V obou ptipadech z divodu zajlstenl podminek Fesitelnosti (3.110).

Nowvé pribliZent v projektovaném sméru

k

Zname-li projektovany vektor sméru $;® ve kterém postupujeme z aktualniho bodu Hi(k)

(k+1)

do bodu Hi(k“), pak pro nové piibliZzeni stacionarniho bodu p, necht plati

p D = Hi(k) +a®s®) (3.132)

1)

kde koeficient o¥) uré¢ime tak, abychom funkci ¥ (ﬁ) minimalizovali pravé na pifimce

p,=p " +a® 5", (3.133)
tedy
1
min ¥ (a®) = 5 (Fy + Hy) (u( ) +a(k)§,-(k)> (Ej(k) +a<k>§j<k>)
— o (19 +a®s5,®). (3.134)
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Z pozitivni definitnosti matice (Fj; + H;;) vyplyva, Ze minimum funkce ¥ (o) bude
shodné se stacionarnim bodem této funkce , tedy

4w .
i = (Fij + Hi) ( W g;®) 1 5,0 g, ") <k>> —g:5,% =0, (3.135)

Upravime-li podminku (3.135) elementarnimi upravami na tvar
(Fy + Hy) 595,00 = [g; — (B + Hy) 0] 5,0 (3.136)
a pouzijeme-li vztah pro gradient 7; z rovnice (3.127), tedy
(Fyj + Hy) 5,0 5,0 k) = R g0 (3.137)

pak ziskdme vztah pro koeficient o¥)| ktery minimalizuje (3.135), tedy funkci ¥ ve sméru
§j(k), ve tvaru

(k) g.(F)
k) — _ TS - (3.138)
(£ + Hy) s
ktery je vzhledem k vlastnosti projekéni matice (3.1 ) ekvivalentni vztahu
5 (k) 6. (k)
a®) = T . (3.139)

(Fiy + Hy) $:,®

3.8.2 Algoritmus modifikované metody sdruzZenych gradientu

S poznatky z predchozich odstavci c¢asti, jez se tyka modifikované metody sdruzenych
gradienttl, 1ze sestavit cely algoritmus této metody.

Pronit krok iterace

Ke splnéni podminky (3.110) je nutné zacit iterovat z vychoziho bodu

= Gi(G1,G) ¢ (3.140)

77

ve kterém vypocteme gradient
%0 = (Fy + Hyj) p, " — gs. (3.141)

Jako prvni projektovany smér postupu $;%) pouzijeme vektor opa¢ny k projektova-
nému gradientu, jelikoz jde o smér nejvétsiho klesani, ve kterém navic splnime podminky

(3.110), tedy

R (3.142)
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3.8. MODIFIKOVANE SDRUZENE GRADIENTY KAPITOLA 3. FETI

Dalsi krok iterace

Jelikoz od dalsich smért s;**1) pozadujeme, aby byly nejen projektované, ale i sdruzené,

tedy ortogondlni vzhledem k (F;; + H;;), coz je ekvivalentni podmince
(Fij + Hy) 54,0 =0, (3.143)

nelze z bodu B, (k) postupovat jako v prvnim kroku, ¢isté jen proti sméru projektovaného

(k+1) (k+1)

gradientu ~; Z tohoto divodu vyjadiime nasledujici smér s; nasledovné

Si(k+1) k+1 /6(]6 (3144)

kde pomoci koeficientu 3*) zaruéime (F;; + H;;)-ortogonalitu sméru s;*+1) vzhledem k
predchozimu sméru s;*).

Dosadime-li do podminky orotogonality (3.143) vyjadfeni nasledujiciho sméru s;¢
dle (3.144), potom

k+1)

(Fij + Hy) (=" + p®s,®) 5,00 = 0. (3.145)

Provedeme-li dale elementarni upravy a dosadime-li ze vztahu (3.127) pro gradient 7;,
pak
(Fij 4 Hij)g(k)si(k)sj(k) _ (Fij + H@,j),yi(k—i-l)sj(k)' (3.146)

7 piedchozi rovnice ziskdme vztah pro koeficient %), ktery zarucuje ortogonalitu smért
5, a s;t1) yzhledem k matici (Fy; + Hyj), ve tvaru

(Fij + Hyj) 70 s;®

B® = : (3.147)
(Fyj + Hij) 55,0
Nakonec musime smér s;(#*1) projektovat, tedy

gD — P (_%(kﬂ) + ﬂ(k)si(k)) (3.148)
= —Pyy Y +P ;3% (*) (3.149)
= —,* 4 glklg k), (3.150)

kde (k+1) 2 (k)
g = T+ Hig) 57 s, (3.151)

(Fyj + Hij) 0,® 7

§i(k+1)

&m7 se zfejmé ortogonalita smért §;* a vzhledem k matici (F;; + H;;) nenarusi.

Nové priblizeni Hi("““) ziskdme takto
p D — ,ui(k) + kg, k) (3.152)

kde

L | M| (3.153)
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3.8. MODIFIKOVANE SDRUZENE GRADIENTY KAPITOLA 3. FETI

3.8.3 Efektivnéjst vztahy

Vyjadrent gradientu z gradientu predchazejiciho

Pro dalsi avahy je vhodné dokazat vyjadiit gradient ;1 z pfedchoziho gradientu ;.

Dle vztahu (3.127) lze gradient v k + 1 kroku ur¢it nasledovné

75D = (Fy; + Hij)ﬁj(kﬂ) — i, (3.154)
kde pouzitim vztahu (3.111) pro nové pfiblizeni Hi(’”l), ziskdme

% = (Fy + Hz‘j)ﬁj(k) — gi + (Fy + Hyj) o®s;®. (3.156)

Elementarnimi upravami a dosazenim ze vztahu (3.127) pro gradient dospéjeme k vyjad-
feni gradientu ;(**1 v zavislosti na gradientu pf¥edchozim ~;*)

7 ED = 4, 4 o®) (F + Hyj) 55, (3.157)

Ptedchozi vztah je nejen vhodny pro néasledné tivahy o vzajemné ortogonalnosti gradientti
a ortogonalnosti gradient se sméry postupu, ale je ho vhodné pouzit i v samotném
algoritmu.

Ortogondlnost naslednych gradientu

Nyni rozepisme nasledujici skalarni soucin

B BFD ) [%w) +a® (F; + H,-j)sj<k>} (3.158)
= 7,0y ® 0B (F 4 )0, ®) (3.159)
(K) o (k)
_ AR (k) TS 3 N~ (R) o (R)
— By, () oy (R) (B) (3.161)

z kterého je zfetelné, ze pouzijeme-li iteraci metodou sdruzenych gradienti, jsou gradienty
ve dvou naslednych krocich ortogonalni, tedy

7 ®y ) = 0, (3.162)
coz samoziejmé plati i pro gradienty projektované, tedy
50500 = 0. (3.163)

Lze dokonce dokazat, ze ve vSech bodech Hi(k)’ které postupné ziskame touto metodou,

jsou gradienty ~;(*) navzajem ortogonalni. Pro nas je ale dtlezitd piedevsim vlastnost
(3.162).
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3.8. MODIFIKOVANE SDRUZENE GRADIENTY KAPITOLA 3. FETI

Ortogonalnost gradientu na predesly smér postupu

Dale si vSimnéme nasledujiciho skalarniho soucinu

sy = 50 [, 8 4 o®) (B + Hy) s, 0] (3.164)
= 57" +a® (Fy; + Hyj) Si(k)sj(k) (3.165)
(k) g, (k)
— gk (k) _ RNl ) s R ()
Sit 'Y (F’ln T Hln) Sl(k)sn(k) (E] + HZ]) Si SJ (3166)
= 5B, ) () g () (3.167)

(k41

ktery ukazuje na vzajemnou ortogonélnost gradientu v;*+%) v bodé Hi(’““)

s predchozim

smérem postup s; ), tedy
5;®)

7 =0, (3.168)

coz plati i pro projektovany smér postupu §;*) a projektovany gradient 5;*V, tedy
§; W4, (E+D) — 0, (3.169)

Podobné jako v pfipadé ortogonalnosti naslednych gradienti (3.162) se da dokazat, ze
vSechny sméry s;, kterymi jsme se dostali do bodu Hi(k) jsou na gradient v tomto bodé
7:*) ortogonalni. My ale vyuZijeme pouze vlastnosti (3.168).

Vztahu (3.157) vyuzijeme jesté k tpravé nésledujiciho vyrazu

1

(Fy + Hij) s, = O] (3D — 4, ®). (3.170)

Koeficient o

Vyuzijeme-li vyrazu (3.144) a (3.168), mizeme vztah pro koeficient a*) upravit nasle-
dovné

(k) g.(k)

k) _ _ Vi 84 (
T 3.171
(Fyj + Hij) 5,5, )

ryl(k) (_ryl(k) + 6(k—1)si(k_1))
- (E] + sz) Si(k)Sj(k) (3172)
i B () — () ge=1) g (k1) s
B 3.173

(Fyj + Hyj) 5,05, %)
a ziskat novy efektivnéjsi vztah
(k) ~,. ()

= Ty (3.174)

(Fyj + Hij) 50 s;k)°
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3.9. KINEMATICKE OKRAJOVE PODMINKY KAPITOLA 3. FETI

Koeficient (3

Podobné jako v piipadé koeficientu a*) budeme postupovat v piipadé koeficientu ).
Zde pouzijeme vyrazy (3.170), (3.162) a (3.168), tedy

(Fij + Hij) 50 s;*) '

’7 (k+1) (%(k—i-l) _ %(k))

)

= (3.176
(7 —2,) 5, )
B0 (B1) o (k1) o (K)
I R PO P P () (3.177)
a ziskdme i v tomto pripadé efektivnéjsi vztah
(k+1) 5, (k+1)
Vi Vi
g = T (3.178)
i)y (k)

Efektivnost vztahti (3.174), resp. (3.178) pro koeficient a®), resp. 3*), spo¢iva v mensi
vypocetni narocnosti a mensi narocnosti na pamét pocitade.

3.9 Kinematické okrajové podminky

Jsou-li na celé hranici I'“C predepsany kinematické okrajové podminky, pak po dekompo-
zici oblasti Q“C na jednotlivé ¢asti QMa Qg budou tyto okrajové podminky predepsany
na hranicich

M+ (3.179)

Z uc
T e, (3.180)

A7 na nékteré vyjimky, které budou uvedeny dale, Ize aplikovat kinematické okrajové
podminky na jednotlivé Easti, jeZ jsou reprezentovany oblastmi QMa Qg , analogicky s
casti 2.6.

3.9.1 Periodické okrajové podminky

Periodické okrajové podminky jsme v ¢asti 2.6.1 aplikovali ptifazenim shodnych kédovych
¢isel odpovidajicim si uzlovym nezndmym (z hlediska periodickych okrajovych podminek).
Tato aplikace neni v metodé FETI vzdy mozna. Uvazujme jednotlivé oblasti QM a Qg jiz
rozdélené na konecné prvky. Je ziejmé, Ze mohou vzniknout oblasti (vétsinou vzniknou
a jsou to prevazné oblasti, jez reprezentuji inkluze, tedy Qg) na jejichz hranici lezi uzel,
kterému jsou predepsany periodické okrajové podminky, ale jemu odpovidajici uzel jiz na
této hranici nelezi. Na takové hranici tedy nelze pritadit shodna kédova ¢isla odpovidaji-
cim si uzlovym nezndmym a tak aplikovat periodické okrajové podminky na pole posuvi.
Na takovych ¢astech hranice Q¢ nahradime kinematické okrajové podminky podminkami
statickymi.
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3.10. STATICKE OKRAJOVE PODMINKY KAPITOLA 3. FETI

3.9.2 Dodateéna kinematicka podminka

Aplikace dodate¢né kinematické podminky odpovida ¢asti (2.6.2), pouze s tim rozdilem,
7e je aplikujeme na jednotlivé oblasti QMa Qg a ne piimo na oblast Q.

3.10 Statické okrajové podminky
K takovym castem hranice, na kterjych neni mozné aplikovat periodické okrajové pod-
minky na pole posuvil z divodu uvedeného v predeslém odstavci, budeme pristupovat

E
podobné jako k hranici ™M, dle ¢asti (3.2.1). Existuji-li odpovidajici si ¢asti hranic T%G
a TYS, které prislusi riiznym oblastem, pak na takové ¢asti hranice I'4S, resp. TG nechme

. FMC FZ/{C .
plsobit plosné zatizeni ¢, **, resp. ¢, **, tak aby platilo

TUcC TUC

;" =", (3.181)

v . . . . , . . , . , . Uuc
coz je v souladu s antiperiodickymi okrajovymi podminkami aijn? — #.
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Kapitola 4

MATICE TUHOSTI A VEKTOR PRAVYCH STRAN NA
JEDNOTLIVYCH ELEMENTECH

4.1 Uvod

Tato kapitola si klade za cil vyjadrit konkrétni podobu matice tuhosti Kfjk a vektoru pra-

vych stran fjek plosného trojthelnikového koneéného prvku, ktery oznacime e. Jednotlivé
slozky UC budeme uvazovat z linedrné elastického izotropniho materidlu, pro ktery plati
zobecnény Hooketv zakon (3, str. 179-189]. Dale uvazujme linearni bazové funkce fluktu-
ujici slozky pole posuvt u, které usporadame do matice ijk. Index e* odlisuje matici
tuhosti, vektor zatiZeni a bazové funkce nad elementem e* od matice tuhosti, vektoru
zatiZeni a bazovych funkci celé U/C. Matici tuhosti K;, resp. vektor pravych stran f; celé
UC ziskame z Kfjk, resp. ffk procedurou, jez byva nazyvana lokalizace (princip lokalizace
je objasnén na ptikladé prutové konstrukce napt. v [13, str. 164-180]).

Obecny tvar matice tuhosti Kfjk, resp. vektoru pravych stran ffk elementu e*, ma dle

(2.25), resp. (2.26) nasledujici tvar

Bk Bk Bk Bk
o _ / | CyBo By o, (4.1)

resp.

fh = / ) Cy;E,BS, Q7 (4.2)

kde symbolem 0" zna¢ime oblast, jez reprezentuje kone¢ny prvek e a v matici Bff jsou
sefazeny prislusné derivace bazovych funkci ijk.

Soustiedime se pouze na rovinnou tlohu, oblast Q“¢ necht je tedy podmnozinou pro-
storu E2. Déle predpokladejme, Ze je oblast Q“C reguldrné rozdélena na trojihelnikové
kone¢né prvky. O tomto déleni oblasti Q¥ budeme mluvit jako o triangulaci oblasti Q“C.

4.2 Plosné trojuhelnikové souradnice

Pro snadné analytické vyjadreni bazovych funkci na jednotlivych trojuhelnikovych ele-
mentech €* je vhodné zavést plogné trojuhelnikové soufadnice. Témito soufadnicemi je
jednozna¢éné popsana poloha bodu y; uvnitf elementu e*.

Méjme trojihelnikovou oblast Q2!'?® s vrcholy v bodech 1 (y}), 2(y?) a 3 (y?). Necht
uvnitt této oblasti lezi bod X (y;), jehoZ polohu chceme jednozna¢né popsat plosnymi
soufadnicemi, které oznac¢ime Li, Lo a Ls. Za timto Gc¢elem uvazujme v oblasti '3
podoblasti Q12X Q%X 4 Q31X Znaceni podoblasti odpovida oznaceni jejich vrcholi, stejné
jako je tomu v piipadé oblasti 223, Nakonec piezna¢me podoblasti vynechanim X v jejich
hornim indexu. P¥iklad oblasti §!?3, ze kterého je zietelné zavedené znaceni, zobrazuje
obrazek 4.1.



4.2. TROJUHELNIKOVE SOURADNICE KAPITOLA 4. MATICE TUHOSTI

3(y3,v3)

QIZ

1(yl,v3) 2(y1,13)
Obrazek 4.1: Plosné trojuhelnikové soutadnice.

Plosné soutadnice Ly, Ly a L3 definujme nasledovné

B |Q23‘
o |Ql23|’

|Q31‘ |le‘
L2 — |Ql23|’ L3 - |Ql23| . (43)

Ly

Je ziejmé, 7Ze soufadnice dle definice (4.3) jednoznac¢né urcuji polohu bodu X (y;) uvnitf
oblasti Q23 jelikoz jsou dany jednozna¢nym pfifazenim trojice naznacenych podoblasti
trojihelnikového tvaru. Nyni vypoéteme plochu oblasti Q22, k ¢emuz vyuzijeme vlastnosti
vektorového souc¢inu!, tedy

03 1 1 Y1 Y2
0% = 3 det | 1 y§ yg (4.4)
L yp v
1
= 3 (y%yg’ + Y13+ Y2y — YaYL — 1Ys — yzy%) (4.5)
1
= 5y (= v2) + o (W — o) + v — viwi] - (4.6)

! Na tomto misté je nutné upozornit na fakt, ze vztahy odvozené v této kapitole jsou zavislé na poradi,
ve kterém uvazujeme ¢islovani vrcholt oblasti Q122 ale i viech zavedenych podoblasti, které musi byt v
nasem ptipads (byva to zvykem) pravotocivy. A to nejen z ditvodu, ze ddle uvazovany vektorovy soucin
bude v takovém pripadé kladny, coz je v souladu s vyznamem plochy, k jejimuz vypoctu vektorovy
soudin mimo jiné pouzivame (coz by Slo vyfeSit pouZitim absolutni hodnoty a tato pozndmka by
nebyla nutna), ale také z diivodu snadné algoritmizace sestaveni matice N;; a B;;, v niz hraji zasadni
roli koeficienty zavedené pomoci vztahu (4.7).
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4.3. LINEARNI BAZOVE FUNKCE KAPITOLA 4. MATICE TUHOSTI

Déle zavedeme pomocné veli¢iny

ay = y% - y§7
bl = yf_y%a (47)

ao= Yivs — Yayis

které ndm pomohou dosdhnout prehledného zapisu a provedeme jejich substituci do vyrazu
(4.6), pak

1
0% = 3 (a1y1 + biy2 + 1) (4.8)

S vyuzitim vztahu (4.8) mizeme vyjadfit plosnou soufadnici Ly, jez je dana prvnim vzta-
hem v (4.3), tedy
aiyr + biya + &1
2‘9123‘
Ostatni plosné soufadnice ziskdme cyklickou zdménou indext. Obecny tvar plosné
soufadnice L; s pfeznacenim Q%3 na Q bude poté nasledujici

L = (4.9)

a;y1 + biya + ¢

L, = , 4.10
kde

a = v, (4.11)

. (4.12)

¢ = ylyb — vyl (4.13)

4.3 Linearni bazové funkce

. . . . , / o k s e
Aproximujeme-li na trojihelnikovém prvku e* pole posuvtt u¢ (horni index e* nazna-
¢uje, e se jedna o aproximaci pouze nad elementem e*) linedrni kombinaci linearnich
bazovych funkci, ziskdme prvky, které jsou v literatufe oznacovany jako CST (Constant
Strain Triangle). Jak jiz ndzev napovida, na téchto prvcich je odpovidajici aproximované
imérnd piislusnym derivacim pole posuvtl, které je na prvku e linearni.

Vsimnéme si nyni téchto vlastnosti plosnych soutadnic

Li(yn) =0, Yyn:yn =19+ (y,’i — yfl) t, tel0,1], (4.14)

L; (yﬁl) = 1. (4.15)

Plosna soutradnice L; je tedy rovna nule na tsecce jk, nabyva hodnoty jedna v bodé ¢ a je
linearni. Toto jsou vlastnosti, které ocekavame od linearnich bazovych funkci na elementu
e*. Budeme-li tedy ve vyrazu (4.10) uvazovat oblast Q jako oblast reprezentujici prvek
¢*, pak linearni bazové funkce nad oblasti Q¢°, jez reprezentuje tento prvek, vyjadiime
nasledovné

It — a;y1 + by + ¢
T 2|Qek| ’

s konstantami a;, b; a ¢; dle (4.13).

(4.16)
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4.4. KONSTITUTIVNI VZTAHY KAPITOLA 4. MATICE TUHOSTI

Matice bazovych funkci

Chceme-li hledanou aproximaci fluktuujici slozky posuvi &fek nad prvkem e* vyjadrit

maticovym zapisem

k
~*e
U,

~ NG e, (4.17)

J

k . v ’ ’ . . ’ ’ . ’ s 7
kde ve vektoru u;” ™ jsou uloZeny neznamé koeficienty linearni kombinace odpovidajici
uzlfim n; elementu e* s nasledujicim uspoifadanim

*er,ny __ e 1 e 1 *e” 2 *e” 2 *e™.3 *e” .3
u; - [ Uq Uy Uq Uoy Uy Uy } ) (4'18)

. k s 2 , / , , / s 2
pak matice Nf; obsahujici bdzové funkce musi mit nasledujici tvar

ek Ek Ek
Nek:[Ll 0 LY 0 L o]‘ (4.19)

i o LY o Ly o L§
Matice prislusnych derivact bazovych funkci

Déle bude potieba aproximovat nad prvkem e* vektor fluktuujici slozky heterogenni de-
wek s , .y xek P c s
formace €7, ziskany ze symetrického tenzoru €;f" pomoci Voigtovy notace (viz ¢ast A),
ktery budeme v roviné y; X ys uvazovat ve tvaru
X €11 Uy
~xeF ~ ok
g, = £929 = uz’% s (420)
= ~ xek ~*e
2€12 Uy + Uy

tedy

ek ek ek oA
L1,1 Ok L2,1 Ok L3,1 Ok xek 2 R
SRET o e e e = _ er, *xer,ng

64 ~~ Ok l;lﬁ Ok l;2£! Ok l;3£! k — lgijlgi ) (4.21)
e e e e e e 22
L1,2 Ll,l L2,2 L2,1 L3,2 L3,1

kde pro linedrni bazové funkce L¢" plati

. 1 ay 0 a9 0 as 0
ij == m 0 bl 0 b2 O b3 . (422)
bl aq bg (45} b3 as

4.4 Konstitutivni vztahy

?
vhodnou matici materidlové tuhosti Cj; (yi). Budeme pfedpokladat takovou triangulaci

oblasti €, na niZ bude matice materidlové tuhosti C;; (yx) nad jednotlivymi prvky e*
konstantni. Symbolem C’ff poté oznac¢ime konstantni matici, pro niz plati

K vyjadfeni matice tuhosti K 4;, resp. vektoru pravych stran ffk elementu e* zbyva pouzit

Cs = Cij (yn), Vyn € Q7. (4.23)
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4.4. KONSTITUTIVNI VZTAHY KAPITOLA 4. MATICE TUHOSTI

Zobecnény Hookeliv zakon pro izotropni material v prostoru E? mé néasledujici tvar

Mo ] 1—v° Ve Ve 0 0 0 o
H e’ 1—v" e 0 0 0 H
022 k k k €22
o pGa Ve v 1—v° 0 0 0 c
33 — ek 33 (4 24)
093 yek 0 0 1_22V 0 0 2823 ’ '
k
013 0 0 0 0 1= 0 2¢13
L 712 ] 0 0 o o =t |l

kde A" znaéi jednu z Lamého konstant na elementu e*, jez je ddna vztahem

ko v B (4.25)
(T4 v) (1 - 20t '

e

Symbol E, resp. V" znadi Youngtiv modul (modul pruznosti v tahu ¢i tlaku), resp.
Poissonovu konstantu materialu, jez tvoii element e*. Vyse uvedené materidlové konstanty
jsou uvazovany na celé oblasti Q" konstantni, coz je v souladu se vztahem (4.23).

Jelikoz se soustiedime na rovinnou tilohu, musime matici tuhosti materialu C’ff danou
vztahem (4.23) redukovat tak, aby bylo mozné vyjadrit zobecnény Hooketv zékon (4.24)
v roviné. Budeme uvazovat rovinu y; X yo a Hookeliv zakon ve tvaru

ek Ek ek
011 11 12 13 €11
I Bk ek Bk
022 = 91 Lo CUog €22 | . (4.26)

k ek ek

e
31 32 33 2¢12

012

4.4.1 Konstitutivni zakon v roviné

Stav napéti, o kterém budeme mluvit jako o rovinné tloze, je zjednodusenim skutecnosti,
které pouzijeme pro prevedeni piivodné trojrozmérné tlohy na tilohu rovinnou. Zminime
se o dvou rovinnych tlohach, kterymi jsou rovinna deformace a rovinna napjatost.

Efektivni vlastnosti

Uvazujme efektivni konstitutivni vztah v roviné y; x ys, ktery lze vyjadfit pomoci Hoo-
keova zakona (4.26). Pak je nutné poukazat na nasledujici

S i oy O 1 5]
Yp | = | C8 Csh O 0|=10s |, (4.27)
Yig st Csh Ot 0 Cst

tedy na fakt, ze vhodnym zatézovanim, o kterém miizeme mluvit jako o jednotkovém
zatézovani, jsme schopni zjistit jednotlivé prvky efektivni matice tuhosti, které budou
odpovidat prislusnému napéti ¥;. Je ziejmé, ze pokud budeme homogenizac¢ni tilohu fesit
ve stavu rovinné deformace, resp. rovinné napjatosti, ziskame tak efektivni matici tuhosti,
ktera bude odpovidat pravé fesené rovinné tloze.
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Rovinna deformace

Budeme piedpokladat kompozitni vzorek z prostoru E?, ktery m4a nezanedbatelny rozmér
ve sméru souradné osy ys (teoreticky az nekoneény, v takovém piipadé by déle uvedené
predpoklady o stavu napéti byly splnény pfesné). Tento vzorek necht je zatiZen pouze v
roviné y; X ys, pak s ohledem na predpokladanou geometrii vzorku toto zatizeni vyvodi
deformaci pouze v roviné y; X s, tedy

€33 — €93 — £13 — 0. (428)

Toto zjednoduseni je vhodné napiiklad tehdy, pokud vysetiujeme napjatost dlouhovlak-
ného kompozitu v roviné kolmé na smeér vlaken, ale nevhodné pokud vysetiujeme efek-
tivni materidlové charakteristiky v této roviné (jelikoz vyjadieni efektivnich materidlovych
konstant z matice tuhosti pii rovinné deformaci, pfi jiném nez izotropnim chovani homo-
genizovaného materialu, je problematické a v mnohych piipadech bez dalsich informaci o
vzorku dokonce nemozné). Obecnéji lze Tici, ze vzorky kompozitnich materiali jsou vétsi-
nou télesa z prostoru E? a nékteré z nich je mozné pro tcely homogenizace zkoumat pouze
v jedné roviné, v niz se napjatost blizi rovinné deformaci. Rovina, ve které je vySetfovana
napjatost, vétsinou reprezentuje pricny rez timto kompozitnim vzorkem.

Z predpokladu (4.28) a Hookeova zdkona v prostoru E? (4.24) rovnou ziskdme hledany
Hooketiv zakon v roviné y; X ys izotropniho télesa, tedy

ek ek
o1 )G 1- v v 0 €11
012 0 0 % (1 — 21/8k> 2e12
déle identitu pro smykova napéti
093 = 013 — 0 (430)

a v neposledni fadé vztah pro normalové napéti kolmé k uvazované roviné y; X ys
o33 = A (€11 + €922, (4.31)

na kterém neni Hooketv zakon (4.29) zavisly a lze ho tedy uvazovat samostatné. Norma-
lové napéti o33 kolmé na rovinu y; X yo, dané vztahem (4.31) lze vyjadiit také v zavislosti
na normalovych napétich v této roviné. K tomuto vyjadieni je nutné secist prvni dva
radky v Hookeové zakoné (4.29), tedy

ek

o+ 022 = o (€11 +€22) (4.32)

a z vySe vzniklého vyrazu substituovat (11 + €92) do vztahu (4.31), tedy

o33 = 1° (011 + 022) . (4.33)

Rovinna napjatost

Predpoklady rovinného napéti nejsou pro ucely vySetfovani napjatosti v roviné y; X ys tak
vhodné, jako predpoklady rovinné deformace, jelikoz neodpovidaji stavu napéti ve vyset-
fovanych kompozitnich vzorcich, které vétsinou nesplnuji predpoklady rovinného napéti
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4.5. ZAVER KAPITOLA 4. MATICE TUHOSTI

(zptisobeno geometrii vzorki). Aby se napjatost v kompozitnich vzorcich blizila pfedpo-
kladiim rovinného napéti, musela by se tloustka téchto vzorku blizit nule a vzorky by
musely mit charakter stény, zatizeni by tedy muselo ptisobit pouze ve stfednicové roviné
vzorku a nesmélo by vyvodit normélové napéti kolmé na rovinu tvorici vzorek. Rovina,
ve které je vySetfovana napjatost, poté reprezentuje primo tenky kompozitni vzorek.

Predpokladat, ze se kompozitni vzorek nachazi ve stavu rovinného napéti je vsSak
vhodné, jak bude objasnéno dale, pokud je nasim cilem urcit efektivni materidlové cha-
rakteristiky tohoto vzorku. I kdyz napjatost ve vzorku urcena na zakladé Hookeova zédkona
pri rovinném napéti neodpovida napéti skutecnému a tudiz neni ani tento konstitutivni
vztah vhodny (snad ani pouzitelny), lze ziskat pfi tomto stavu zatiZeny vhodny tvar
efektivni matice tuhosti?.

Téleso se nachazi ve stavu rovinného napéti, pokud

033 = 093 = 013 = 0. (4.34)

Obdobnym zptisobem jako v ptipadé rovinné deformace vyuZzijeme vztaht (4.34), s tim
rozdilem, Ze je dosadime do inverzniho vztahu Hookeova zékona v prostoru E? (4.24),
tedy vztahu, ve kterém vystupuje matice poddajnosti materiadlu L,;. Bez uvedeni dalsich
podrobnych krokt vypoctu, které je mozné najit v [25, str. 75-80], nebo [3, str.280-286]
a které jsou analogické predchozi Casti, jez se tyka rovinné deformace, ziskdme Hooketv
zakon pfi rovinné napjatosti, ktery ma nasledujici podobu

1 ¢ 0

011 e o €11
o2 - (1 — yek) (1 + yek) g ! 0 k o2 (4.35)
012 0 0 12 (1 — ¢ ) 2e12
identity
€13 — €12 = 0 (436)
a nasledujici vztah pro deformaci e33, jez je kolma k vySetfované rovin€ y; X ys
Vek Ek
€33 = — 5 (011 +02) = ———— (e11 +€22) . (4.37)
FEe 1—ve

4.5 Zaveér

7 vysledkl ziskanych napfti¢ touto kapitolou mutizeme sestavit konkrétni tvar matice tu-
hosti K fjk a vektoru pravych stran fjek plosného CST trojtihelnikového kone¢ného prvku e,
linearné elastického izotropniho materialu pfi rovinné deformaci, resp. rovinné napjatosti,
jejichz obecné vyjadieni ma nasledujici tvar

ek

Bk Bk Bk
e _ / | CyBj, By a0, (4.38)

k

F&=— /Q kC,-jE,-BjZdQEk. (4.39)

2 P¥esnéji feceno, vhodny tvar ma matice inverzni k matici tuhosti, tedy matice poddajnosti, ze které
neni problém urcit efektivni materidlové charakteristiky homogenizovaného materidlu, ktery vykazuje
obecné&jsi chovéni, nez izotropni (vice v kapitole 5).
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V predchozich rovnicich vyuzijeme vztahu (4.23) a konstantnosti jednotlivych matic nad
oblasti Q¢ pak
Ky =0 |Cy By By, fi = =1 |CG BBy, (4.40)

nl —

kde
1 aq 0 (05} 0 as 0

BS =—— | 0 b 0 by 0 by (4.41)

ek
21077 bi a1 by ay b3 as
a (pro rovinnou deformaci)
N 1—v° e’ 0
€ Bk ek
ijk = = v 1—v 0 ) ’ (4.42)
0 o (1-2)

resp. (pro rovinnou napjatost)

E° k
ot — v 1 0 _ 4.43
AT e .
2
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Kapitola 5
EFEKTIVNI VLASTNOSTI KOMPOZITU

5.1 Uvod

V této kapitole si ukazeme, jakym zptsobem lze ziskat efektivni materidlové charakteris-
tiky homogenizovaného materidlu (naptiklad Poissonovo &slo v*f, Youngiiv modul tuhosti
B smykovy modul G¢ nebo pfimo matici materidlové tuhosti C’fjf) a zamyslime se, do
skopické napéti Y;; z makroskopické deformace FE;; pfimo principem homogenizace dle
casti 1.4.3, ktery je znazornén na obrazku 1.2.

Nize uvedené uvahy jiz nelze uplné zobecnit, jelikoz existuji rozmanité kompozitni
materidly, jez vykazuji rozdilny stupen anizotropie, ktery se miize ménit dokonce béhem
historie zatézovani a to vlivem rozpojovani jednotlivych slozek. V této kapitole se sou-
stfedime na dlouhovlakny kompozit, jehoz geometrie je vhodna pro homogenizaci, jez je
zalozena na geometrické periodicité vzorku.

5.2 Zobecnény Hookeuiv zakon

Efektivni matici tuhosti C’fjf homogenizovaného materialu je mozné ziskat pomoci jed-
notkového impulsu vektorem makroskopické deformace £, jak pro pfipad rovinné tulohy
priblizuje odstavec 4.4.1.

Chceme-li ze ziskané efektivni matice tuhosti ijf urcit efektivni materidlové konstanty
homogenizovaného materialu, je navic nutna tvaha, jez se tyka jeho ocekavané odezvy na
zatizeni pusobici v riiznych smérech. Znalost vyse uvedeného chovani materialu, které mi-
zeme urcit z geometrie vzorku, ¢i ziskané matice efektivni tuhosti (popfipadé kombinaci
obou dvou), je nutné pro spravnou volbu soustavy rovnic, jez jsou zaloZeny na analytickém
vyjadieni matice tuhosti pfedpokladaného typu homogenizovaného materialu a jejichz te-
Senim lze efektivni materidlové konstanty tohoto materialu urcit. Materiadlové konstanty
vzorki, jez vykazuji obecnéjsi anizotropni chovani nez ortotropni, mize byt obtizné (né-
kdy pro nedostatek dopliiujicich informaci o vzorku dokonce nemozné) z matice efektivni
tuhosti C%f vyjadrit.

V jednotlivych bodech této ¢asti ukazeme, jakym zptisobem se muze chovat vzorek
dlouhovldkného kompozitu a jaky analyticky tvar ma prislusna efektivni matice tuhosti
ijf ¢i poddajnosti ijf» , vystupujici v zobecnéném Hookeove zakoné. Podrobnéjsi informace
o Hookeové zakoné pro anizotropni télesa lze ziskat napiiklad v [16, str.8-20]

5.2.1 Ortotropnt chovani homogenizovaného materialu

Predstavime-li si vzorek kompozitu, ktery chceme matematicky modelovat, jako dlouha
rovnobéznd vlakna periodicky rozmisténé a dokonale spojend s matrici, dojdeme k zavéru,
ze jde o téleso se tfemi navzajem kolmymi rovinami symetrie elastickych vlastnosti. O
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takovém télese mluvime jako o ortogonalné anizotropnim ¢i zkracené o ortotropnim. Jeden
hlavni smér anizotropie je rovnobéznym s podélnym smérem vlaken a dalsi dva (vzéjemné
ortogondalni) lezi v roviné kolmé k podélném sméru. Hooketiv zdkon mé v prostoru E? pro
tento material devét nezavislych materialovych konstant.

P1i koincidenci os sourfadnicového systému s hlavnimi sméry anizotropie bude mit
zobecnény Hooketiv zakon nésledujici tvar

€1l VEy  —vey/Ee —vsn/Es 0 0 0 on
€22 —vazy/En) 1/E ) —vs2)/ E@m) 0 0 0 022
ess | _ | —vas/Ew —ves/Ee) 1/Es) 0 0 0 033
£93 0 0 0 1/G(23) 0 0 0923
€13 0 0 0 0 1/G(13) 0 013
L €12 ] | 0 0 0 0 0 1/G(12) 1L 012 i
(5.1)
Ze symetrie matice poddajnosti L;;, jez vystupuje v pfedchozim vztahu (5.1) vyplyva, ze
Yoy _ Va2 Yy _ Mas)  Vs2) _ V@) (5.2)
Eo  Eg' Em En' By B
a dale
Va2)V(23)V(31) = V(21)V(32)V(13)- (5'3)

5.2.2 Transverzalné izotropnt chovani homogenizovaného materialu

V nékteré literatufe, napf. [16, str.17], byva o tomto modelovaném vzorku (obecné s
ndhodnym rozmisténim vlédken) uvazovano dokonce jako o transverzalné izotropnim, s
hlavnim smérem anizotropie rovnobéznym s podélnym smérem vlaken. V takovém pripadé
by mél Hooketiv zdkon pét nezavislych materidlovych konstant. Orientujeme-li osu z; s
hlavnim smérem anizotropie, pak bude Hooketv zadkon vypadat nasledovné

€11 1/E(1) —V(21)/E(2) —V(21)/E(2) 0 0 0 011
€22 —vazy/En) 1/E ) —v23)/ E2) 0 0 0 022
ess | _ | —van/Ea —ves/Ee) 1/E) 0 0 0 033
93 0 0 0 1/G(23) 0 0 0923
€13 0 0 0 0 1/G(12) 0 013
L €12 ] | 0 0 0 0 0 1/G(12) 1L 012 i
(5.4)
k
i )
G(23) = (5-5)

5.2.3 Pseudoizotropni chovant homogenizovaného materialu

Nutno poznamenat, Ze v nékterém piipadé periodického rozmisténi slozek mizeme dospét
k zavéru, ze v roviné kolmé k podélnému sméru vlaken jsou materidlové konstanty ve dvou
vzajemné kolmych smérech shodné. I tak neni mozné povazovat takovou rovinu za izot-
ropni a material jako celek tedy transverzalné izotropni, jelikoz tyto shodné materidlové
konstanty jsou vzajemné nezavislé, jedna se o piipad tzv. pseudoizotropie v roviné.
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5.2.4 Monoklinické a anizotropni chovani homogenizovaného materialu

Jakmile uvazujeme o moznosti rozpojovani jednotlivych slozek, muze se i téleso ptivodné
transverzalné izotropni chovat v nékterych mddech zatézovani ortotropné, jelikoz trhliny
mohou v roviné izotropie zpusobit tento pfipad anizotropniho chovani (pouze specialni,
spise teoreticky zpiisob symetrického a periodického poruseni). Zpusobenéd anizotropie
bude spis tak obecna, Ze se porusi i ortotropni chovani télesa a téleso se bude chovat
az monoklinicky (zstane pouze jedna rovina symetrickych vlastnosti, tfindct nezavislych
materidlovych konstant), ¢i dokonce obecné anizotropné (jednadvacet nezéavislych mate-
ridlovych konstant).

5.3 Efektivni matice tuhosti

Samotna efektivni matice tuhosti C«%f bez znalosti doplniujicich informaci, jez se tykaji tra-
jektorie zatizeni ¢i geometrie kompozitniho vzorku, nema zasadni vypovidajici hodnotu,
jelikoz mtze popisovat homogenizovany material v celém oboru uvazovaného zatizeni
(dokonalé spojeni fazi s nepfekonanou pocateéni pevnosti pfi maximalnim uvazovaném
zatiZeni), jeho ¢asti nebo pouze v jednom bodé. Déale zminime nékteré zakladni pfipady,
ze kterych je zfejma nutnost individudlniho pfistupu k ziskanym maticim tuhosti na za-
kladé dodatecnych informaci o vzorku a jeho zatizeni v ¢ase. Budeme se zabyvat pouze
rovinnou ulohou a uvazované efektivni matice tuhosti C’fjf budou odpovidat stavu rovinné
deformace ¢i rovinného napéti.

5.3.1 Dokonalé spojent slozZek

Uvazujeme-li v celém oboru zatizeni dokonalé spojeni jednotlivych slozek, pak je zaru-
Cena linearni odezva na zatiZeni (samoziejmé pouze za zavedeného predpokladu linedrné
pruznych slozek v oboru malych deformaci) a ziskané efektivni matice tuhosti C’%f nebude
zavisla na historii, ani trajektorii zatizeni. V ptipadé, ze je nasim cilem analyzovat napéti
v homogenizovaném vzorku, postaci vyuzivat ziskanou efektivni matici tuhosti C’Z-jf, pouze
s ohledem na spravnou volbu rovinné tlohy, kterou byva pro vétsinu kompozitnich vzorkt
rovinnd deformace.

Je-li v8ak nasim cilem urcit efektivni materidlové konstanty takového vzorku, musime
urcit stupen jeho anizotropie. Na tomto misté ukazeme, jakym zptsobem lze urcit efektivni
materidlové konstanty ortotropniho materialu. Jak jiz bylo feceno v ¢asti 4.4.1, je vhodné
k tomuto ucelu uvazovat homogenizovany vzorek ve stavu rovinné napjatosti (z divodu
vhodného tvaru matice poddajnosti), i v ptipadé, ze se vzorek ve skutecnosti v takovém
stavu napjatosti nachazet nemuze.

Z matice poddajnosti L;;, jez odpovida ortotropnimu materialu v prostoru E? a je dana
vztahem (5.1), vyjadiime matici poddajnosti homogenizovaného materialu, tedy efektivni
matici poddajnosti L} ve stavu rovinné napjatosti (vice viz ¢ast 4.4.1, [25, str. 75-80] nebo
[1, str.17-21])

f 1{ Efy) f ~Viary/ ng) 0
L= | v, B 1/ES 0 , (5.6)
0 0 1/Gek,

z jejiz diagonalnich ¢lenti rovnou uréime efektivni moduly tuhosti Eflf), E&f) a smykovy
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modul G?iz) , tedy
1 1 1

ef
E(l) - F’ E(2) = F’ G(12) = F (5.7)
Poté jiz neni problém urcit efektivni Poissonova ¢isla 1/ 12) a 1/(21 tedy
vy = —Eg Ly, vy = —Eq) L (5.8)

Pokud nastane v uvazované roviné zvlastni pfipad ortotropie, tzv. pseudoizotropie,
pak bude mit efektivni matice poddajnosti ijf- materialu ve stavu rovinné napjatosti
nasledujici tvar

1 / Eef _Vef / Eef 0
L= | —v*/E BT 0 |, (5.9)
0 0 1/G*

z jejiz diagondlnich ¢lenti opét uréime efektivni modul tuhosti £ a smykovy modul G
(které jsou nezéavislé), tedy

1 1 1
Ef= — = G = 5.10
o I g (510
a efektivni Poissonovo ¢islo v¢f
= —E“L, = —E“L§). (5.11)

Jelikoz z numerickych vypocti neziskdme dokonale symetrickou efektivni matici poddaj-
nosti ijf-, je vhodné uvazovat primérnou hodnotu efektivniho Youngova modulu tuhosti

E*f nasledovnd [ L g
1 1 1 &+ LS
Ff= | — 4 — | =2 =2 5.12
2 (Lﬁfl i Lgfz) 2L L5, (512
a Poissonova ¢isla v*f takto

1 Eef

et — 5 (—EefLig _ Eengfl) 2 (L12 + Lgfl) . (513)

5.3.2 Trhlina na ¢asti puvodniho rozhrant sloZek

Pokud uvazujeme o moznosti rozpojeni slozek, které je zptusobené jiz z divodu jejich
nedokonalého spojeni a nebo prekonanim pocateéni pevnosti na jejich rozhrani, pak ne-
bude odezva takového materidlu obecné linedrné zavisla na zatizeni, jak tomu bylo pfi
dokonalém spojeni slozek.

V takové piipadé jiz bude zalezet na historii zatizeni (k jaké geometrii trhlin na roz-
hrani slozek jiz doslo), jeho intenzité, ale tfeba i na tom, zda se jedné o tlakové ¢i ta-
hové namahani vzorku. V tomto pripad€ jsou jiz materidlové charakteristiky uvazovaného
vzorku natolik proménné, Ze neni vyhodné se zabyvat jejich zjisfovanim. D4 se ici, Ze méa
prakticky vyznam pouze zkoumani jeho odezvy (makroskopické napéti 3;;) na zatizeni
(makroskopickd deformace E;;) a to principem homogenizace.
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Kapitola 6
GENERATOR SITE

6.1 Uvod

Pouzity generator, ktery je implementovan v programu MATLAB, produkuje nestrukturo-
vanou regularni trojihelnikovou sit v prostoru E2. Topologie takové sité je zfejmé zavisla
na vzajemné poloze jednotlivych uzld, kterd je v tomto generatoru upravovana pomoci
fyzikalni analogie s prihradovou konstrukei a topologie nasledné hledana pomoci Delauna-
yova algoritmu, o némz je mozné ziskat vice informaci napiiklad v [6, str. 31-35].

V nasledujicim vyc¢tu jsou uvedeny divody, proc¢ je v implementaci pouzit pravé tento
generator sité.

e Numericky model, na kterém jsou provadény experimenty, je implementovan v
MATLABuU a je tedy prirozené pouzit také generator sité implementovany v tomto
programu. Implementace ve stejném jazyce ma jisté vyhodu snadné integrace jed-
notlivych problémil a ptisobi ucelenym dojmem.

e Jelikoz je algoritmus, ktery hleda polohu jednotlivych uzli zaloZzen na fyzikalni ana-
logii s pfihradovou konstrukci, je takovy pohled na problém jisté blizky stavebnimu
inZzenyrstvi.

e Vétsina generatori sité plisobi jako ,black box* a byva obtizné je prizptsobit, byt
jen nepatrné, ucelim ke kterym je chceme vyuzit. Prevzaty algoritmus, ktery slouzi
jako jadro uvedeného generatoru sité, je lehce pochopitelny a tim i dobie modifiko-
vatelny.

e V neposledni fadé méla vliv na vybér generatoru i kvalita generovanych siti a snadna
definice geometrie diskretizované oblasti.

6.2 Puvodni jadro algoritmu

Tato ¢ast popisuje algoritmus, ktery je pfevzat z ¢lanku [15]. Autofi tohoto ¢lanku povazuji
tento algoritmus za jakési jadro, které si mohou uzivatelé prizptisobit a vlozit do vlastniho
generatoru sité, jehoz cilem je vytvofit sit v prostoru E? ¢i E3, dale jen E". Aby byla mozna
modifikace tohoto jadra, je nutné jeho algoritmus pochopit a pravé z toho divodu je zde
zatfazen jeho popis. Slovo popis vystihuje charakter této ¢asti, jelikoz nebudeme zachazet
do detailt algoritmu, ale pouze pfedvedeme jeho podstatu (detaily lze najit v [15]).

6.2.1 Funkce vzdalenosti a popis geometrie oblasti

Uvazujme v prostoru E™ oblast {2 a jeji hranici I'. UkédZeme si, jakym zptisobem budeme
rozhodovat o tom, zda libovolny bod dany polohovym vektorem y; z prostoru E™ nélezi
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d“ d ()

Obrazek 6.1: Piiklad funkce vzdalenosti d** (y;), jez odpovida oblasti € v prostoru E2. Pro
vétsi nazornost je funkce d® (y;) zobrazena pouze v roviné y; x d** (y;).

této oblasti, tedy zda

Pro tento tcel sestavime funkci, kterou oznacime d* (y;), jejiz gradient df} (y;) bude mit
konstantni velikost rovnu jedné, tedy

> diw) =1 (6.2)

a bude mit navic néasledujici vlastnosti

dt(y){ =0, Vy, €l . (6.3)
< 0, Yy, € Q)

O takové funkci budeme mluvit jako o funkci vzdalenosti, nebo pfesnéji znaménkové funkci
vzdalenostil. Dle vlastnosti (6.3) znaménko funkce vzdalenosti d® (y;) rozhoduje o tom,
jakou polohu mé bod y; z prostoru E" vzhledem k oblasti €2 a pozadavek na gradient (6.2)
zaruci, ze absolutni hodnota této funkce v daném bodé y;, odpovida jeho nejmensi kolmé
vzdalenosti od hranice I'. Rez typickou funkei vzdalenosti d* (y;) jez odpovida oblasti 2
v prostoru [E? zobrazuje obrazek 6.1.

Oblast tvaru koule nebo kruhu

Uvazujme oblast Q v prostoru E?, resp. E?, tvaru koule, resp. kruhu o poloméru r, se
stiedem v bod& y¢. Funkce vzdalenosti d® (y;) bude mit poté tvar

(6.4)

kde n = 3, resp. n = 2.

1 7 anglického distance function, resp. signed distance function
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yi

Obrézek 6.2: Ptiklad oblasti 2 v prostoru E2. Z toho obrazku by mélo byt zietelné, jakym
zptisobem byl sestaven ptedpis (6.5) pro funkci vzdalenosti d* (y;), jez odpovid4 oblasti
Q) tvaru pravouhlého ¢tyfuhelnika.

Oblast tvaru pravoihlého kvadru nebo pravotuhlého étyrihelnika

Uvazujme oblast € v prostoru E?, resp. E?, tvaru kvadru, resp. pravouhlého ¢tyitihelnika
s hranami o rozmeérech a;, kde ©+ = 1,2, 3, resp. © = 1,2, jejiz hrany jsou rovnobézné se
soufadnicovymi osami. Funkce vzdalenosti d® (y;) bude mit poté v prostoru E" tvar

Q . n Ay B
d? (yi) = —min |min (y; —y;") ,min (7 — ;) |, (6.5)
kde n = 3, resp. n = 2. Zavedené znaceni je ziejmé z obrazku 6.2, ktery zobrazuje ptiklad
oblasti 2 v prostoru E2.
Pro lepsi predstavu o funkci vzdalenosti d* (y;) v prostoru 2, ktera piislusi oblasti
tvaru kruhu, resp. pravothlého ¢tyrihelnika si uvédomme, ze tato funkce tvori nad oblasti
Q) kuzel, resp. jehlan s podstavou, jez odpovida pravé oblasti 2.

Prinitk a rozdil oblasti

Nyni si ukdZeme, jakym zpiisobem lze pomoci funkce vzdalenosti d* (y;) definovat oblast,
kterd vznikne priinikem ¢i rozdilem dvou oblasti. UvaZujme tedy oblast Q! resp. Q2,
je7 je definované funkei vzdalenosti d' (y;), resp. d° (y;). Pak oblast ©, kterad vznikne
priinikem, resp. rozdilem oblasti Q! a 02, tedy

Q=0'NnQ% (6.6)
resp.
Q=0'-0% (6.7)
je dana funkci vzdalenosti v tomto tvaru
d® (y;) = max (dQl (i), d” (yi)> , (6.8)
resp.
d® (y;) = max (dQl (y:) —d” (yl)> . (6.9)
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dﬂl max(dfﬂ? dQ2) (dQ (yl) dQZ

9%

Obrazek 6.3: Piiklad funkce vzdalenosti d® (y;), jez odpovid4 oblasti 2 v prostoru E?,
ktera vznikla priinikem oblasti Q! a Q2. Pro vét$i nazornost je funkce d*® (y;) zobrazena
pouze v roviné y; x d** (y;).

n

-d¥
Obrazek 6.4: Piiklad funkce vzdalenosti d® (y;), jez odpovid4 oblasti v prostoru E?,
ktera vznikla rozdilem oblasti Q' a Q2. Pro vétsi nazornost je funkce d* (y;) zobrazena
pouze v roviné y; X d (y;).

Piiklad funkce vzdalenosti d* (y;), takto vzniklé oblasti Q v prostoru E? zobrazuje obra-
zek 6.3, resp. 6.4.

Pomoci funkce vzdalenosti d*? (y;) lze definovat oblasti v prostoru E? a E? téméf libo-
volného tvaru. Neni problém vytvofit sjednoceni vice oblasti ¢i jejich rotace a posunuti,
viz. [15]. JelikoZ je nasim cilem rozdélit na koneéné prvky oblast Q“C z prostoru E2, kterou
predpoklddéme tvaru pravoihlého ¢tyftihelnika s inkluzemi tvaru kruhu (nebo jeho ¢asti),
pak nasim tc¢eltim postaci, pokud dokaZeme v prostoru E? definovat oblasti, jez vzniknou
prinikem ¢i rozdilem oblasti tvaru kruhu a pravouhlého ¢tyithelnika. Z tohoto divodu,
se v dalsi ¢asti kapitoly budeme pohybovat pouze v prostoru E2.

6.2.2 Fyzikalni analogie

Predstavme si, ze pozadujeme rozdélit oblast €2 na konecné trojuhelnikové prvky tvaru
rovnostranného trojuhelnika, jejichz plochy budou pfiblizné shodné. Vhodnou polohu uzlt
budeme hledat na zakladé myslenky, jez je zaloZena na nasledujicich tvahach, které maji
fyzikalni podstatu.

Uvazujme fyzikalni model, ktery je tvoren vodorovnou deskou, jez predstavuje oblast
2, na které jsou nahodné rozmistény a fixovany kulicky, reprezentujici uzly sité, které po-
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zadujeme, dle vyse uvedeného pozadavku na vzniklou sif, vhodné rozmistit po desce. Za
timto ucelem pouzijeme stejné dlouhé a tuhé pruziny, kterymi (pomoci Delaunayova algo-
ritmu [6, str. 31-35]) spojime jednotlivé kulicky. Kulicky budou poté plnit funkci sty¢éniki
a my o nich v této souvislosti také jako o sty¢nicich budeme mluvit.

Je ziejmé, ze pokud naraz zrusime fixaci vSech sty¢nikii, budou silami v pruzinach nu-
vzniklou konstrukei z pruzin a sty¢nikt, vyhodnéjsi. Pro tplnost by musel byt fyzikalni
model doplnén o mantinel ohranic¢ujici vySe zminénou desku, ktery by reprezentoval hra-
nici [' a zabranil by, aby kulicky vlivem sil v pruzinach opustily desku. Nechdme tedy
na nefixované kulicky urcity cas pusobit soustavu pruzin a kulicky opét fixujeme, pokud
se poloha kulicek za tento Cas vyrazné zmeéni, pokusime se najit lepsi moznost propojeni
kulicek pruzinami a opét zrusime fixaci kulicek. Tento postup budeme opakovat dokud
mezi jednotlivymi ¢asovymi kroky budou malé diference v poloze kulicek.

6.2.3 Funkce relativni velikosti — geometricka adaptivita

Pomoci funkce, o které budeme mluvit jako o funkci relativni velikosti a kterou oznacime
s (y;), 1ze dosdhnout geometrické adaptivity sité na oblasti Q2. Tato funkce neudava ab-
solutni velikost jednotlivych hran elementi, resp. pruzin, jak plyne z jejiho nazvu, nybrz
jeji hodnota ve stfedech jednotlivych hran, resp. pruzin, fidi jejich relativni velikost vici
ostatnim hranam, resp. pruzindm v oblasti 2.

Pokud se tedy funkce relativni velikosti s% (y;) rovna jedné, tedy

s (y;) = 1, (6.10)

pak budou jednotlivé hrany, resp. pruziny ptiblizné stejné dlouhé.

6.2.4 Konstitutivni zakon

Jelikoz budeme vysSe uvedenou fyzikalni analogii modelovat pomoci matematického mo-
delu, je treba zavést vhodny konstitutivni zékon na jednotlivych pruzinach. Abychom se
vyhnuli potizim pfi algoritmizaci, které by byly zpiisobeny rozdilem mezi tlakem a tahem
v pruzin€, konstitutivni zdkon zavedeme tak, aby jednotlivé pruziny kladly odpor pouze
pii tlakovém namahéni. Uvazujme pivodni délku pruziny (tedy délku v jejim nezatize-
ném stavu), kterou oznac¢ime [° a délku zatiZené pruZiny, jez oznacime [. Silu v zatiZené
pruziné oznacme F a jeji zavislost na deformaci predepiseme nasledujicim konstitutivnim

vztahem (lo ) o
0 o (& - ) <
F(l al) - { 0’ [ > S (6'11)

kde ¢ znaci tuhost pruziny. V nasem modelu budeme predpoklddat pouze pruziny stejné
tuhosti a pro nase ticely neni ani velikost této tuhosti rozhodujici a proto ji zvolime rovnu
jedné, tedy

c=1 (6.12)

Pomoci této konstanty zaruc¢ime spravné uziti fyzikalnich jednotek a konstitutivni vztah
budeme uvazovat v nasledujici podobé

=1, 1<t
F(1°1) :{ 0. ISP (6.13)
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P1i této volbé konstitutivniho vztahu je nutné zabranit tahovému namahéani pruzin
v rovnovazném stavu, jelikoz v takovém pripadé by byly pruziny nekonecné poddajné a
nalezena rovnovazna poloha by neodpovidala redlnym pruzinam. Z toho divodu budeme
v kazdém kroku zvétSovat ptivodni délku pruzin a tim docilime tlakového namahani vsech
(nebo alespori téméf vSech) pruzin v rovnovazném stavu.

6.2.5 Reseni rovnovihy — Eulerova metoda

Fyzikalni analogii, jez je slovné popsadna v ¢asti 6.2.2, nyni popiSeme pro naSe tucely
vhodnym matematickym modelem. Je nutné poznamenat, Zze v matematickém modelu
budeme uvazovat celou uvedenou soustavu pruzin a sty¢niki nehmotnou, abychom za-
branili rozkmitu jednotlivych slozek. Toto zjednoduseni je pfijatelné, jelikoz neni nasim
cilem fyzikalné spravné popsat priubéh posuvi, kterym se soustava dostava do rovnovahy,
ale pouze poloha v rovnovazném stavu.

Uvazujme pro jistou polohu sty¢nikt, urcitou volbu soustavy pruzin. Po zruseni fixace,
jednotlivym sty¢niktim predepiseme rychlost pohybu shodnou se smérem a velikosti na
né pusobici nevyrovnané sily. Nevyrovnanou silu, jez ptisobi na sty¢nik dany polohovym
vektorem y;, oznacime F!° (y;). Takto pfedepsany pohyb jednotlivych styénikd neni v
souladu s fyzikalnim hlediskem, ale soustava by se po uréitém case ustélila v rovnovazné
poloze a pouze tato poloha, jak jiz bylo uvedeno vyse, je pfedmétem naseho zkoumani.

Diferencialni rovnice, jez popisuje vyse uvedenou predstavu o pohybu stycnikd, ma
nasledujici tvar 1

L= F (). (6.14)
Tuto rovnici budeme fesit numericky pomoci Eulerovy metody. Provedeme tedy caso-
vou diskretizaci a hodnotu derivace uré¢ime z aktualniho a nésledujiciho kroku. Po takto
provedené diskretizaci bude mit rovnice (6.14) nasledujici podobu

yj(k+1) — yj(k)

U R E () (6.15)

Dospé€jeme tedy k nasledujicimu iteracnimu vztahu, pomoci néhoz se budeme priblizovat
k rovnovazné poloze soustavy pruzin a styc¢niki, tedy

y 5D~ ALFE (y;) 4 4B, (6.16)

Na tomto misté je vhodné pripomenout, ze v kazdém kroku iterace se podle vhodné
zvoleného kritéria posuzuje, zda doslo k velké zméné polohy uzli a pokud ano, pokusime
se nalézt pomoci Delaunayova algoritmu [6, str. 31-35] vhodnéjsi topologii soustavy pru-
zin. Naopak, pokud diference polohy mezi jednotlivymi kroky jiz bude dostateéné mala,
rozhodneme se tuto polohu povazovat za polohu rovnovaznou.

6.2.6 Okrajova podminka

Pokud se sty¢nik vlivem nevyrovnanych sil £/ (y;) dostane mimo oblast €, pak ho proti
sméru gradientu funkce vzdalenosti d‘} (y;) vratime na hranici I'. Z vlastnosti funkce vzdé-
lenosti (6.2) a (6.3) vyplyvd, Ze tento smér odpovidd sméru normély nf’. Tento zptisob
okrajovych podminek je analogicky kinematickym okrajovym podminkam, které fixuji

69



6.2. PUVODNI ALGORITMUS KAPITOLA 6. GENERATOR SITE
\f (ys)

Yy

> Y1

Obréazek 6.5: Newtonova metoda pro obecnou konvexni funkci f (y;) dvou proménnych.

posuvy v normalovém sméru ven z oblasti {2 a povoluji pohyb ve sméru tecném k hranici
r.

Stycéniku, ktery se vlivem nevyrovnanych sil F/° (y;) dostal mimo oblast €2, do polohy
uréené polohovym vektorem y¢**, tedy upravime polohu nasledovné
dﬂ( Qut)

Yi =Y, _W7

;0 \Ji

(6.17)

coz odpovida jednomu kroku Newtonovy metody, jelikoz hleddme bod v opa¢ném sméru
gradientu dff (vi), pro ktery plati
d (y;) = 0. (6.18)

Uvézime-li navic vlastnost (6.2), tedy
> dt () =1, (6.19)
i=1

lze vztah (6.17) vyjadfit nasledovné
yi =y = d () d5 () (6.20)

a v obou pripadech, tedy pomoci vztahu (6.17) i (6.20) ziskdme hledany vysledek v jednom
kroku, neni tedy tieba iterovat jako v obecném pripadé Newtonovy metody. Tento rozdil
se snazi priblizit obrazky 6.5 a 6.6.
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Obrézek 6.6: Newtonova metoda pro funkci vzdalenosti d*? (y;) dvou proménnych. Pro

vétsi nédzornost je zvolena takova funkce, pro niz plati d (y7**)=1 a d%} (y¢"*)=0.

out

V pripadé ze bod y** mé takovou polohu, pro kterou je alespon jedna ze slozek
out

gradientu d (y¢**) rovna nule, tedy

s (o) =0, (6.21)

)

pak je vztah (6.17) nepouzitelny a pravé z toho divodu byl zaveden vztah (6.20).

6.3 Generator sité

V této casti ukazeme, jaké modifikace jsou v jadre algoritmu zapotifebi, pokud méa ge-
nerator sité fungovat spravné z hlediska FEM ¢i FETI. Také predvedeme dalsi rozsitent,
které jsou zapotiebi, pokud ma byt generator pro nase ucely efektivni. Tato rozsifeni a
modifikace se tykaji definice geometrie QYC, navaznosti siti jednotlivych oblasti v QYC,
periodicity sité na hranici a pravotocivosti jednotlivych elementi.

6.3.1 Efektivni definice geometrie jednotkové burky

Generéator sité je prizptisoben nagim téelfim, tedy k rozdéleni oblasti QY€ v prostoru E2,
jez je tvaru pravouhlého ¢tyituhelnika a je disjunktné slozena z oblasti Qg , které maji tvar
kruhu (nebo jeho ¢4sti) a oblasti QM kterd tvoii zbytek oblasti QYC.

Nejprve se definuje umisténi a geometrie oblasti ¥, jejiz hrany jsou predpokladany
rovnobézné se souradnymi osami. Tato definice se provede pomoci soutadnic levého dol-
nitho bodu, ktery oznac¢ime y* a soufadnic pravého horniho bodu, ktery oznacime y”
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(oznaceni souhlasi s obrazkem 6.2). Funkce vzdalenosti d®“ (y;) bude mit poté dle (6.5)
nasledujici tvar

d* (y;) = — min mjl{l (i — v m:zl? (W —w)|, (6.22)

Ozna¢me symbolem 27 oblast, jez ma tvar kruhu (vzdy celého), pro niz plati
T _ ouc
Q=" N (6.23)

a pomoci poloméru r? a soutfadnic stfedu y! definuje umisténi a geometrii této oblasti.
Jednotlivé funkce vzdalenosti d** (y;) budou mit poté dle (6.4) nasledujici tvar

— 7. (6.24)

Algoritmus, z vySe zadanych informacich o oblastech QY€ a Q4, sdm vytvoii dle (6.8)
a (6.9) odpovidajici funkce vzdélenosti d% (y;) a d2™ (y;), nasledovné

d% (y;) = max (dguc (), d (y,)) (6.25)
) = e (), - e ™ () ). (6:26)

Nez pristoupime k dalsim modifikacim, je vhodné vyjmenovat zakladni kroky, které
nasleduji po definici geometrie Q“C a kterymi generéator sité rozdéli oblast QYC na koneéné
prvky.

e Vytvofeni primarni sité na oblastech Qg .

e Vytvoreni priméarni sité na oblasti QM.

FZ/{C

e Uprava vzniklé primarni sité a to polohy uzli na hranici , z divodu snadné

aplikace periodickych okrajovych podminek.
e Vytvoreni findlni sité na oblasti Q“C.

6.3.2 Vytvoreni primarni sit€ na oblastech Qg

K vytvoreni primarnich siti na oblastech Qg neni tieba zadné modifikace jadra algoritmu,
pouze stadi zajistit, aby algoritmus automaticky tyto sité vytvoril. Kdyz je sit na oblasti
QF vytvofena, je nutné zjistit, které uzly n; lezi na hranici I'}, resp. TZ"M. Tuto mnozinu
uzltt oznacime NT7, resp. NT7 . Ziejmé plati, 7e

ZnM

NTe ™ C NTa (6.27)
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6.3.3 Vytvoreni primdrni sité na oblasti O™

Prvni zasah pfimo do jadra algoritmu je nutny ve chvili, kdy chceme vytvofit priméarni
sit na oblasti QM a to k zajisténi navaznosti jednotlivych siti na rozhrani slozek, tedy
na hranici I'7™. Z toho divodu musime pii tvorbé priméarni sité na oblasti QM zajistit,
aby na hranici IZ™™ Jezely pravé vSechny uzly z mnoziny N TEM A 74dné jiné. Z toho
ditvodu budeme pii tvorbé sité na oblasti QM uvazovat uzly z mnoziny AT jako fixni
(coz umoziuje ptivodni algoritmus vynulovanim p¥islusnych nevyrovnanych sil F'°, ¢imz
se zamezi pohybu téchto bodti) a vSechny nové uzly, které se posunou na hranici 2"
smazeme (tato podminka jiz musi byt do ptivodniho jadra algoritmu doplnéna). Kdyz je
takova primarni sif vytvoiena, je opét nutné zjistit, které uzly n; lezi na hranici I'™, resp.
I'Z"M Tuto mnozinu uzlt oznacime N, resp. NT7™". Ziejmé opét plati, Ze

N T (6.28)

a zaroven

NI = T (6.29)

6.3.4 Periodicita

Aby bylo mozné efektivné aplikovat periodické okrajové podminky, je potieba zajistit,
aby na paralelnich ¢astech hranice I'4C lezely odpovidajici si uzly (viz ¢ast 2.6.1) a je tedy
nutné polohu uzlt primérni sité na hranici IT“C opravit. Poloha uzli se opravi pouze na
casti F% tak, aby odpovidala poloze uzli z ¢asti Flﬁ, jejichz poloha se ponecha. Mnozinu

vSech uzld s opravenou polohou dle tohoto odstavce, ktelrf(é7 lezi ngchranici '€ oznacime
NT“ Tato mnozina se sklada z disjunktnich mnozin NT#1 a NT#2, tedy
NTH = N9 U VTS, (6.30)

6.3.5 Findlni sit

Finalni topologie sité pokryvajici oblast Q“C je hleddna pro celou tuto oblast najednou, s
pocatecni polohou uzli, jez odpovida primarnim sitim jednotlivych podoblasti Qg a QM.
Pouze uzly z podmnoziny NT°" a AT jsou pii hledani findlni polohy uzli a topologie
sité na oblasti Q“C povazovany za fixni. Z toho vyplyva, Ze se jedna pouze o drobnou
korekci primérni sité, ktera je zptsobena zménou polohy téch uzli, jez patii do mnoziny

Nl“l/{c

6.3.6 Pravotocivost

Primarnim vystupem generatoru sité je matice soutadnic, jejiz n-ty fadek je tvoren sou-
fadnicemi n-tého uzlu (v i-tém sloupci je uloZena soutadnice y]') a matice elementi, jejiz
m-ty fadek je tvoren ¢isly uzld, které tvori vrcholy m-tého elementu e™. Pro spravnou
funkci implementace FEM, resp. FETI je nutné, aby byla ¢isla vrcholt v fadcich ma-
tice elementli sefazena v pravotocivém poradi, z divodu, ktery objasnuje poznamka 1 na
strané 53. Ke kontrole, zda je tato podminka splnéna, 1ze s vihodou pouzit pravé vekto-
rovy soucin a na zakladé jeho znaménka se rozhodnout, zda je zapotiebi prohodit dvé cisla
vrcholll v fadce matice elementi, ¢imz se v pfipadé nedodrzeni podminky pravotocivosti
jiz tato podminka zajisti.
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6.4 Kvalita sité

Kvalita celé sité z hlediska FEM je zavisla na kvalité jednotlivych elementt. Idealnim
trojthelnikovym prvkem v roviné je rovnostranny trojthelnik. Cim vice se bude troju-
helnikovy prvek blizit idealu, tedy trojuhelniku rovnostrannému, tim vétsi bude pomeér
poloméru kruznice jemu vepsané r;,, ku poloméru kruznice opsané r,,;. Tento pomér je
pro trojuhelnik rovnostranny nejvétsi. Naopak trojuhelnikovy prvek je tim méné vhodny,
¢im mensi vnitini thel obsahuje, v takovém ptipadé vyse uvedeny pomér klesa v porovnani
s trojuhelnikem rovnostrannym. Ve shodé€ s vysSe uvedenymi tivahami je pii rozhodovani o
kvalité jednotlivych elementii pouzito kritérium, které porovnava pomeér kruznice vepsané
Tin @ OPSANE Toyy.
Pouzijeme-li vyraz
Tin

(6.31)

q=2

Tout
zjistime, Ze pro trojihelnik rovnostranny je jeho hodnota ¢ = 1. Pro ostatni trojuhelnikové
prvky klesa imérné zmensujicimu se vnitinimu tuhlu, teoreticky az k nule, tedy

q € (0,1). (6.32)
Je tedy zfejmé, ze ¢im vhodnéjsi bude trojihelnikovy prvek, tim vétsi hodnotu ¢ z in-

tervalu (6.32) mu vyraz (6.31) pfifadi, tudiz mizeme pomoci (6.31) rozhodovat o kvalité
prvku.
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Kapitola 7
NUMERICKE EXPERIMENTY

7.1 Uvod

Na tomto misté predstavime vybrané vysledky, ziskané implementaci predchozi teoretické
¢asti do programu MATLAB 7.1. S elementarnimi znalostmi o programovani v jazyce
C (napf. na tarovni publikace [10]), 1ze vyuzit MATLAB k rychlé implementaci daného
problému a to pouze se zakladnimi znalostmi o ném, ziskanymi naptiklad v pfiruckach
[23] a [22]. Pfedevsim z vyse uvedeného divodu byl pro numerické experimenty zvolen
pravé MATLAB. Navic nelze opomenout efektivni praci s maticemi, kterou tento program
umoznuje a pro kterou byl vyvinut.

Nejprve jsou predstaveny takové experimenty, které byly provedeny predevsim k ove-
feni spravné implementace metody FEM a FETI do programu MATLAB. V prvnim pfi-
padeé se jedna o urceni efektivnich materialovych konstant kompozitu, jehoz inkluze jsou
usporadany do ¢tvercové miizky a to za predpokladu dokonalého spojeni fazi (vysledky
porovnany s ¢lankem [7]). Ve druhém pripadé jde znovu o urceni materidlovych charakte-
ristik, ale kompozitu s hexagonalnim usporadanim inkluzi, které nejsou dokonale spojeny
s matrici (vysledky porovnany s ¢lankem [26]).

V dal$im experimentu je ménén konstitutivni vztah na rozhrani slozek. Experiment by
mél na pracovnim diagramu vzorku ukéazat, jaky vliv ma zména uvedenych parametrii na
chovani homogenizovaného vzorku. UC je v tomto experimentu namahana pouze tahovou
makrodeformaci.

Posledni experiment ukazuje celkovou deformaci UC, ktera je zatizena obecnou makro-
skopickou deformaci, kterda je v prvnim pfipadé kombinaci tlaku a tahu a ve druhém
pripadé kombinaci tlaku, tahu a smyku.

7.2 Dokonalé spojeni slozek

Jak bylo feceno jiz v ivodu této kapitoly, je cilem tohoto numerického experimentu, tedy
experimentu na UC kompozitu s dokonalym spojenim slozek, predevsim ovéfeni spravné
implementace metody FEM a FETI, a to za uvedenych pfedpokladi o rozhrani slozek.
K témto ucelim vyborné poslouzi ¢lanek [7], ktery ndm umozni porovnat ndmi ziskané
vysledky s takovymi hodnotami, u nichz je zarucena presnost na deset desetinnych mist.

Na tomto misté nam tedy pujde o reprodukci nékterych vysledkil prezentovanych v
¢lanku [7], které odpovidaji kompozitnimu vzorku s kruhovymi inkluzemi, jez jsou roz-
misténymi do ¢tvercové miizky a dokonale spojeny s matrici a to vSe za predpokladu
rovinného napéti. Takovy kompozit je v naSem experimentu reprezentovan UC!, jez je
déana ¢tvercovou oblasti QYC a obsahuje kruhovou oblast QF. Jak ukazuje obrazek 7.1,
povazujeme oblast Q“C a QF za soustiedné, coz ale neni v souladu s pozndmkou 1 nutné.

1 Volba UC neni jednoznaénd, ale vysledky ziskané na riiznych UC, jejichz periodickym opakovanim
ziskame shodnou mikrostrukturu, budou totozné.
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FL(C

a

Obrazek 7.1: Geometrie UC, tedy oblasti Q“C, s dokonalym spojenim slozek.

Vysledky z ¢lanku [7] jsou uvedeny v [7, tabulkal, str.1452] pro riznd objemova
zastoupeni inkluzi, kterd jsou dana pomeérem
|7
=_—. 7.1
V pripadé nami zvolené UC se jedna o pomér plochy jedné kruhové inkluze o poloméru,
ktery oznacime r, k plose celé UC tvaru c¢tverce o strané a. Konkrétni podoba tohoto
poméru pro zavedené predpoklady o geometrii Q¢ (viz obrazek 7.1), bude ziejmé nésle-
dujici

w2

Abychom byli schopni vytvoiit oblast Q“¢ o predepsaném poméru p, a tak reprodukovat
alespon jeden fadek tabulky, zvolime vnéjsi rozmér oblasti QY¢ a déle uréime polomér r
nasledovné

pa’

Vi (7.3)

Jelikoz jsou ve zminéné tabulce uvadény materialové konstanty, které nejsou v bézné
praxi standardné pouzivany, je v dodatku C naznaceno, jakym zptisobem je lze z efek-
tivni matice materidlové tuhosti C’ff ziskat. Chovani homogenizovaného materialu je v
uvazované roviné pseudoizotropni, coz je zpusobené usporddanim kruhovych inkluzi do
¢tvercové mrizky.

Pro porovnani vysledkt ziskanych na numerickém modelu metodou FEM i FETI,
jsme zvolili geometrii QY danou pomérem p = 0.5 a hranu a = 2j,2 s materidlovymi

2 Symbol j znaéi v této kapitole stale shodnou délkovu jednotku, a je hrana étvercové oblasti Q€.
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Obrazek 7.2: Relativni odchylka metodou FEM aproximovanych materidlovych konstant
X od hodnot X uvedenych v ¢lanku [7], u nichZ je zarucena presnost na deset desetinnych

mist, uréend vztahem A = % <103 [%eo], v zéavislosti na po¢tu uzlii obsazenych v oblasti
Que,

konstantami matrice

M = 3LGPa EM = 20 -3077GPa
3 3
Giy — 1GPa M = 53 (7.4)
a inkluze
kL = 225GPa o ET = 337.5GPa (75)
GZ, = 135GPa VI = 025 ’ '

kde x znaci objemovy modul tuhosti (vice viz dodatek C).

7.2.1 Konvergence FEM

V tabulce 7.1 jsou shrnuty vysledky parametrické studie s jednim primarnim paramet-
rem, kterym je hrana koneéného prvku s oznacenim hg.3 Pro vétsi nazornost jsou ziskané
vysledky uvedeny také na obrazku 7.2.

Z uvedenych vysledkii lze usuzovat o spravné implementaci metody FEM a to v pripadé
dokonalého spojeni jednotlivych slozek v UC. Déale uvedené vysledky naznacuji pribéh
konvergence metody FEM, presnéji feceno materidlovych charakteristik ziskanych pomoci
metody FEM, v zavislosti na jemnosti sité.

3 Velikost hg je pouze orientacni, samoziejmé Ze hrany sité maji velikost riiznou, ale da se ¥ici, Ze v
praméru maji prvky velikost priblizné hyg.
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ho 0.1000 0.0900 0.0800 0.0700 0.0600 0.0500 0.0400 0.0300 0.0200
107 | 1.9949 1.9956 1.9965 1.9969 1.9979 1.9986 1.9991 1.9995 1.9998
IOM| | 2.0051 2.0044 2.0035 2.0031 2.0021 2.0014 2.0009 2.0005 2.0002
||| 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000
D 0.4987 0.4989 0.4991 0.4992 0.4995 0.4996 0.4998 0.4999 0.4999
min (¢) | 0.6290 0.6279 0.6102 0.6264 0.6349 0.6521 0.6011 0.6315 0.6741
mean (q) | 0.9675 0.9733 0.9739 0.9781 0.9842 0.9855 0.9877 0.9906 0.9944
med (q) | 0.9903 0.9927 0.9932 0.9951 0.9970 0.9979 0.9988 0.9994 0.9998
max (¢) | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
£ 405 511 652 876 1206 1736 2765 4972 11289
e 479 543 678 864 1230 1850 2815 4930 11441
P 884 1054 1330 1740 2436 3586 5580 9902 22730
IV 178 229 296 406 564 820 1322 2405 5521
IV 258 288 362 460 644 962 1454 2526 5812
IV 487 572 720 932 1288 1880 2899 5095 11582
e 7.5876 7.5877 7.5881 7.5871 7.5831 7.5839 7.5897 7.5900 7.5903
Gef | 3.8253 3.8228 3.8213 3.8165 3.8108 3.8068 3.8041 3.8017 3.7997
G¢, | 21867 2.1861 2.1842 21813 2.1793 2.1772 2.1764 2.1754 21748
ArT [ -0.0030 -0.0029 -0.0025 -0.0035 -0.0025 -0.0017 -0.0009 -0.0006 -0.0003
AGE | 0.0269 0.0244 0.0228 0.0180 0.0124 0.0083 0.0057 0.0033 0.0013
AGH, | 0.0124 0.0118 0.0098 0.0069 0.0049 0.0028 0.0021 0.0011 0.0005
t ~ 41 49 55 84 106 209 450 1674

Tabulka 7.1: Porovnani numerickych vysledki ziskanych metodou FEM s [7, ta-
bulka 1, str. 1452]. Hodnoty AX jsou vypocteny ode¢tenim hodnoty X se zarucenou pres-
nosti na deset desetinnjch mist, od hodnoty X ziskané z numerického modelu metodou
FEM, tedy AX = X — X. V tabulce jsou navic uvedeny informace o siti, na které byly
vysledky ziskany, proménnda ¢ vypovida o kvalité sité dle ¢asti 6.4. Hodnoty materialo-
vych konstant jsou uvedeny v GPa, délky a plochy v j. Symbol ¢ znac¢i vypocetni ¢as v
sekundach.
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Obrézek 7.3: Informace o kvalité siti, které aproximuji oblast QY¢ v nasledujicich experi-
mentech. Z grafu je mimo jiné patrna zavislost kvality sité ¢ (viz 6.4), na jeji hustoté.

7.2.2 FETI v zavislosti na ukoncovacim kritériu MCG

Na oblastech Q€ aproximovanych dle Sestého az posledniho sloupce tabulky 7.1, tedy
oblastech s poc¢atecni velikosti hrany kone¢ného prvku hy = 0.05j az hy = 0.02j, byla pro-
vedena parametricka studie, jejimz parametrem bylo ukoncovaci kritérium iterace MCG,
presnéji feceno velikost nevyrovnaného gradientu ~;, méfend Euklidovskou normou s ozna-
cim [l

Z grafu na obrazku 7.3 si lze udélat predstavu o kvalité siti, pomoci nichz byla apro-
ximovana oblast QY v jednotlivych, dale porovnavanych numerickych modelech, ale také
o samotném generatoru sité, predstaveném v kapitole 6.

Na tomto misté je nutné poznamenat, ze v grafech na obrazcich 7.3 az 7.7, jsou vy-
sledky z jednotlivych numerickych modeli zobrazeny shodnou barvou. V nékterych ob-
razcich je navic uvedena legenda, ktera by méla mit pro dany graf nejvyssi vypovidajici
hodnotu, ale ktera je platnd pro vSechny uvedené grafy z obrazkia 7.3 az 7.7.

Porovnani vysledki této parametrické studie s vysledky ziskanymi jiz ovérenou meto-
dou FEM (obrazek 7.7) navic prokazuje spravnost implementace metody FETI pii doko-
nalém spojeni slozek.

V obrazku 7.4 je pouzita funkce size (X;), kterou definujeme nasledovné

size (X;) = max (7) . (7.6)

Funkei size (X;) 1ze rozsifit i na tenzory vyssi valence. Napiiklad pro tenzor tfetiho fadu
takto
size (Xj;) = [max (i), max (j) , max (k)] (7.7)
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pocet iteraci
w Ey (42 (2] ~ o ©o
o o o o o o o

N
=]

[N
o

Obrézek 7.4: Zavislost poc¢tu iteraci na presnosti, se kterou jsou vypocteny multiplikatory
. Jednotlivé zavislosti konci v bodé, ve kterém doslo k posledni konvergenci MCG. V
legende obrazku je poprvé vyuzito funkce size s definici dle vztahu (7.6).

S 0.16 b

10° 10
[l

Obrazek 7.5: Obdoba obrazku 7.4. Pocet iteraci je v tomto pfipadé vztazen k jedné ne-

zZnameé e tedy vydélen prislusnym poctem neznamych size 1 )-
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Obrazek 7.6: Pocet iteraci v zavislosti na po¢tu neznamych ;> Pro ukoncovaci kritérium
-5
17l < 107,
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[yl

Obrazek 7.7: Zavislost relativni odchylky AC}; na presnosti, se kterou jsou vypocteny mul-

tiplikatory g ., presnéji feCeno na velikosti nevyrovnaného gradientu ;. Relativni odchylka
1,5 y

. . CFETI_CFEM , R o

e urcend vztahem AC); = “L—mmil—. Z obrazku je zfejma nizka citlivost materialovych

J T je 7iej y

charakteristik na pfesnosti, se kterou jsou urceny silové podminky na rozhrani slozek.
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FZ/{C

S

Obrézek 7.8: Geometrie UC, tedy oblasti Q“C, s piedepsanym dokonalym rozpojenim
slozek. Sedymi odstiny je zobrazena UC, pouZita v ¢lanku [26], ktera je navic uvazovana s
jednotkovou vyskou. Déle je naznacen thel rozpojeni o, pomoci néhoz je fizeno dokonalé
rozpojeni slozek.

7.3 Predepsané dokonalé rozpojeni sloZzek

Druhy experiment je znovu uveden predevsim pro kontrolu implementace, nyni vSak pro
ptipad piedepsaného dokonalého rozpojeni slozek?. Kontrola implementace je opét pro-
vedena porovnanim ziskanych vysledki, nyni vak s ¢lankem [26].

Ve zminéném clanku jsou uvedeny vypoctené efektivni materialové konstanty a prvky
homogenizované matice tuhosti C’%f dlouhovldkného kompozitu s hexagonalnim usporada-
nim kruhovych inkluzi. JelikoZ je tento vzorek v élanku [26] matematicky modelovan jako
trojrozmérné téleso, je v nasem experimentu pouzito jak predpokladii rovinné deformace
(vhodné k uréeni homogenizované matice tuhosti, povazujeme-li kompozit ve sméru vla-
ken nekonecné dlouhy), tak predpokladi rovinné napjatosti (vhodné v piipadé zjistovani
efektivnich materidlovych konstant, ale také k urceni efektivni matice tuhosti kompozit-
niho vzorku, jehoz délka se blizi nule). V obou pfipadech je uvaZovana rovina kolmé na
smér vlaken.

Geometrii UC, kterd byla pouzita v nasem experimentu, jehoz vysledky budou dale
uvedeny, je naznaCena na obrazku 7.8. Vysledky uvedené v ¢lanku [26] jsou ziskédny na
trojrozmérné UC, o jednotkové vysce. Geometrie UC, pouzité ve zminéném clanku, v nami
vysSetfované roviné odpovida ¢asti UC z obrazku 7.8 a to té, ktera je zobrazena v odstinech
Sedi.

Konkrétni podoba UC pouzité v experimentu je dana pomérem p = 0.4 a materialo-

4 Kdy# mluvime o piedepsaném dokonalém rozpojeni slozek, mame na mysli rozpojeni s pfedem urde-

I
nou hranici TZ7M | na které uvazujeme nulovou tuhost rozhrani. Je tedy pfedepséno, kde méa dojit k
dokonalému rozpojeni.
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|V €]  min(q) mean(q) med (q)
QF | 614 1132
QI | 614 1131
QI | 598 1095
QF | 600 1102 0.5617  0.9917  0.9995
QI | 2375 4586
QM | 7193 13834
QUC | 11660 22880

Tabulka 7.2: Informace o aproximované oblasti Que,

vymi konstantami matrice

EM = 88GPa

vMo = 0.299 (7-8)
a inkluze . a
E* = 200GPa
v = 0.299 (7.9)

Na tomto misté je nutné upozornit na fakt, ze vSechny nize uvedené vysledky byly
ziskany krokovym zvySovanim thlu rozpojeni o po 10°. V tabulkach jsou uvadény vy-
sledky pouze pro thel « zvétsujici se po 30°, jelikoz v ¢lanku [26] jsou pravé tyto hodnoty
uvadény. Data, které odpovidaji jemnéjsimu déléni thlu rozpojeni «, byly ziskany osobné
od autora ¢lanku doc. Michala Sejnohy®.

Toto upozornéni je zde uvedeno ze dvou divodi a to predevsim proto, aby ¢tenaf tuto
poznamku vedl v patrnosti, az bude analyzovat grafické zobrazeni nasledujicich vysledki.
Ve zminénych visledcich jsou totiz na kiivkach patrné ,lomy“®, které ale nejsou primarné
zpusobeny diskretizaci ithlu rozpojeni «, jelikoz kiivky maji mezi témito ,lomy“ pomeérné
yhladky* pribéh. Samoziejmé presnou polohu a pribéh popsané zmény prislusejicich
funkci jiz nelze s pouzitou diskretizaci thlu a popsat a zkouméni (pfedevsim piiciny)
tohoto jevu je bohuzel za hranicemi rozsahu této prace.

Za druhé je tfeba poznamka o topologii konec¢néprvkové sité, pomoci niz je diskreti-
zovéna oblast QYC. Aby bylo mozné vytvorit co nejlepsi aproximace (¢ pro jednotlivé
I
FIOM

thly rozpojeni a, tedy aproximace oblasti “¢ s proménnou hranici , je nutné pouzit

I
takovou sit, ktera obsahuje v krajnich bodech jednotlivych hranic IZ™M ugzly.

7.3.1 Informace o aproximované oblasti Q€

Vsechny vysledky v této ¢asti, ziskané metodou FEM i FETI, byly vypocteny na oblasti
QY€ jejiz charakteristiky jsou uvedeny v tabulce 7.2.

5Doc. Ing. Michal Sejnoha, Ph.D., Ceské vysoké uceni technické, Fakulta stavebni, Katedra mechaniky,
Praha
6 P¥esnéji fedeno nespojitost prvnich derivaci piislusejici funkce.

84



7.3. DOKONALE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

Cij [GPa]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

a [deg]

Obrazek 7.9: Zavislost jednotlivych prvk® matice tuhosti C’Z-ejf na thlu rozpojeni a.. Carko-
vanou, resp. ¢erchovanou ¢arou jsou zobrazeny prvky efektivni matice tuhosti vypoctené
za predpokladu rovinné deformace (RD), resp. rovinného napéti (RN). Plna ¢ara repre-
zentuje piislusejici prvky matice tuhosti, dle ¢lanku [26], tedy urcené na trojrozmérném
modelu.

7.3.2 Efektivni matice tuhosti

Jak jiz bylo feceno, v ¢lanku [26] je vzorek kompozitu modelovan jako trojrozmérné téleso,
s konecnou délkou kolmou na nadmi vysetfovanou rovinu o velikosti jedna. Ptislusné prvky
efektivnich matic tuhosti C«%f ziskané na takovém modelu jsou v tabulce 7.3 porovnany
s maticemi tuhosti, ziskanymi implementaci metody FEM a to za predpokladt rovinné
deformace (RD) i rovinné napjatosti (RN). Grafické zobrazeni vysledku z tabulky 7.3 je
mozné nalézt na obrazku 7.9.

Na zakladé tohoto experimentu lze rozhodnout o spravnosti implementace metody
FEM, jelikoz lze pfedpokladat, ze homogenizovand matice tuhosti C«%f urcena za predpo-
kladu rovinné deformace (nekonecné dalka télesa ve sméru kolmém na uvazovanou rovinu),
resp. rovinného napéti (nulova dalka télesa ve sméru kolmém na uvazovanou rovinu), bude
pro prvky matice tuhosti, jez prislusi normalovym smérim namahani, vypoctené na troj-
rozmérném modelu s kone¢nou délkou kolmou na uvazovanou rovinu, pisobit jako horni,
resp. dolni mez.

7.3.3 Efektivni materialové konstanty

K porovnani efektivnich materidlovych konstant je vhodné vychazet z homogenizované
matice tuhosti Ciejf, vypoctené za predpokladi rovinného napéti a ortotropniho chovani
materidlu (viz ¢ast 5.3.1). Homogenizované materialové konstanty urcené timto zpisobem
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o} 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
Cy1 RD | 149.686 127.948 93.734 61.224 43.959 38.671 36.156
3D | 140.990 124.981 88.630 56.129  41.508 35.144 32.830
RN | 127.569 109.805 81.321  53.504 38.361 33.730 31.765
Cy RD | 149.689 145.935 139.449 130.437 111.232 88.683 36.169
3D | 140.938 138.641 132.427 123.462 108.196 82.672 32.842
RN | 127.573 125.626 121.855 115.125 98.216 78.272 31.777
Css RD | 46.359 43.141 37.051 29.554  20.859 14.937 10.821
3D | 47.031 44944 38.450 30.042 22,571 15.111 10.564
RN | 46.127 42822 36.544 28.829 20.038 14.174 10.143
Ci2 RD | 56.970 48.091 34.646 24.248 20.834 19.211 14.514
3D | 46.000 40.322 27.008 17.364 15.129 14.308 11.671
RN | 35.317 29.633 21.046 14.891 13.886 13.562 11.479
Cis RD | -0.001 -0.021 0.006  -0.002  -0.002 0.001 -0.007
3D 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000  0.000  0.000
RN | -0.001 -0.018 0.007 0.001  -0.001 0.001 -0.007
Cys RD 0.001  -0.016 0.003  -0.000 -0.063 -0.013 -0.002
3D 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000  0.000  0.000
RN 0.001  -0.014 0.002  -0.000  -0.060 -0.014 -0.001

Tabulka 7.3: Zavislost jednotlivych prvkt matice tuhosti ijf na thlu rozpojeni o. Radky
oznacené RD, resp. RN odpovidaji predpokladiim rovinné deformace, resp. rovinného
napéti a fadky oznacené 3D odpovidaji vysledkim z ¢lanku [26], tedy trojrozmérnému
modelu. Jednotlivé hodnoty jsou uvedeny v GPa.
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7.3. DOKONALE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY
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Obrazek 7.10: Zavislost homogenizovanych materidlovych konstant na tthlu rozpojeni a.
Plnou ¢arou jsou zobrazeny materialové konstanty urcené z efektivni matice tuhosti vzorku
ve stavu rovinného napéti, ¢arkovanou Carou zas materialové konstanty dle ¢lanku [26].

jsou porovnany s hodnotami z ¢lanku [26] a to jak v tabulce 7.4, tak na obrazku 7.10.

7.3.4 Aplikace kontaktni ilohy

Jednotlivé, vyse uvedené vysledky numerickych experimentt, jez se tykaji dokonalého
rozpojeni slozek, odpovidaji tahovému namahani UC. Jelikoz pii takovém namahani ne-
dochazi ke kontaktu oddélenych slozek, jsou ziskané vysledky korektni, tedy az na smykovy
mod zatizeni, pti kterém se nelze kontaktni tloze vyhnout. Kompozit lze charakterizo-
vat pomoci efektivnich materialovych charakteristik, s vyjimkou parametrii ziskanjch pro
smykové namahani. Na obrazku 7.11 jsou zobrazeny tii zatézovaci mody, pomoci nichz
byla v predchozich odstavcich zjisfovana efektivni matice tuhosti. Uvedeny obrazek po-
tvrzuje predchozi slova a je z néj tedy patrné, Ze kontaktni tlohu je nutné fesit pouze v
pripadé smykového zatizeni.
Pravé pro pripad smykového naméhani UC, tedy

Ei=1|0], (7.10)

byl proveden experiment, jehoz vysledek ukazuje rozdil v napjatosti UC s a bez uvazeni
kontaktni tlohy (tedy s a bez moznosti pruniku jednotlivych slozek), aplikované metodou
FETT dle ¢asti 3.7. Zminéné vysledky jsou zobrazeny v tabulce a na obrazku 7.12. Dale
obrazek 7.13, resp. 7.14 ukazuje rozdil v periodické, resp. celkové deformaci UC.
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E; =1[0.2,0,0]"

E; =10,0.2,0]"

E; =1[0,0,0.2]"

Obrazek 7.11: Médy zatiZeni, pomoci nichz byly zjistovany efektivni vlastnosti v tahu bez
uvazeni kontaktni tlohy.



7.3. DOKONALE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

o} 0° 30° 60 ° 90° 120°  150° 180°
Eqy RN | 117.792 102.816  77.686  51.578 36.397 31.380 27.618
3D | 118.499 107.284  80.027  52.509 38.820 32.298 28.380

E RN | 117.796 117.629 116.408 110.981 93.190 72.819 27.629
3D | 118.454 118.232 116.985 111.575 97.736 74.105 28.391

Gaa) RN | 46.127 42.822  36.544  28.829 20.038 14.174 10.143
3D | 47.031 44944 38.450 30.042 22.571 15.111 10.564

Tabulka 7.4: Zavislost homogenizovanych materidlovych konstant na thlu rozpojeni a.
Radky oznacené RN vychézeji z efektivni matice tuhosti vzorku ve stavu rovinného napéti
a Fadky oznacené 3D odpovidaji vysledktim z ¢lanku [26], tedy trojrozmérnému modelu.
Jednotlivé hodnoty jsou uvedeny v GPa.
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Obrazek 7.12: Rozdil v makroskopickém napéti, které odpovida makroskopické deformaci
E; =10,0, l]T s a bez uvazeni kontaktni ilohy. Carkovanou, resp. plnou ¢arou jsou zobra-
zeny vysledky bez resp. s uvazenim kontaktni tilohy. Z téchto vysledki je ziejmé poruseni
ortotropni odezvy materidlu na smykové namahani v disledku zamezeni priniku jednot-
livych slozek.
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7.3. DOKONALE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

s moznosti priniku slozek

bez moznosti pruniku slozek

Obrazek 7.13: Fluktuujici slozka deformace UC odpovidajici makroskopické deformaci
E; =10,0,0.2]".
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7.3. DOKONALE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

s moznosti priniku slozek

bez moznosti pruniku slozek

Obrazek 7.14: Celkova deformace UC odpovidajici makroskopické deformaci F; =
0,0,0.2]".
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7.4. NERIZENE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

7.4 Nerizené rozpojeni slozek

Na obrazcich v této casti jsou uvedeny pracovni diagramy homogenizovanych kompozitti
ve stavu rovinného napéti, namahanych tahovou makrodeformaci. Ve vSech diagramech je
plnou ¢arou zobrazeno makroskopické normalové napéti 3; (ve sméru zatiZeni) a teckované
makroskopické napéti 3y (kolmé na smér zatizeni). Materidlové charakteristiky slozek a
rozhrani (pfedevsim rozhrani) neodpovidaji redlnym materialtim, ale jsou zvoleny tak, aby
ve vysledném pracovnim diagramu bylo obsaZeno co nejvice informaci a aby UC odolavala
i velkym makrodeformacim, coz umozni také vizualni hodnoceni vysledkt. Materidlové
konstanty matrice jsou tedy uvazovany nasledovné

EM = 100GPa

M — 04 (7.11)

a inkluze takto
ET = 500GPa

vt = 0.2.

Konstitutivni zakon na rozhrani slozek je predepsan dle ¢asti 3.7.3. Ve vSech pripadech
jde tedy o rozhrani s pocatecni pevnosti a naslednou predepsanou konstantni poddajnosti.
Dalsi specifikace o pfedepsaném fyzikalnim vztahu rozhrani jsou uvedeny pted jednotli-
vymi experimenty.

Numericky experiment je dale provadén na UC, ktera byla pouzita jiz v prvnim experi-
mentu a jejiz geometrie je patrna z obrazku 7.1. Je pouzit i shodny pomér slozek p = 0.5 a
hrana a = 2j. Aproximace O je provedena siti trojthelnikovych prvkd, jejiz parametry
jsou uvedeny v predposlednim sloupci tabulky 7.1.

Cilem tohoto experimentu je ukazat, jak dand implementace reaguje na zménu vyse
uvedenych vstupnich parametrii, neni vsak jeho cilem hledat zavislost homogenizovanych
vlastnosti na fyzikalnim vztahu, ktery je pfedepsan na rozhrani slozek.

Pracovni diagramy uvedené v této ¢asti maji vSechny, vyjma posledniho, podobny cha-
rakter. Nejprve je patrna linearni odezva materialu, ktera odpovida dokonalému spojeni
slozek. V porovnani se zbylou ¢asti pracovniho diagramu lze tuto ¢ast charakterizovat vel-
kou tuhosti. Pti ur¢itém stavu zatizeni dojde k prekonani pocatecni pevnosti a k prudkému
poklesu napéti, které je zptisobené rychlym rozvojem trhliny. Tuhost homogenizovaného
materialu po prekonani pocatecni pevnosti také poklesne.

Diky periodickym okrajovym podminkam, charakteru zatizeni a symetri¢nosti UC je
nutné predpokladat jeji symetrickou deformaci a tedy symetricky rozvoj trhlin. Jelikoz
se jedna o numericky experiment, ktery je navic zatiZzen chybou, jez je do vypoctu vne-
sena nesymetrickou aproximaci oblasti Q“C, je nutné k ziskani symetrického feSeni, jez
odpovidd homogenizacnim predpokladtm, pritizit UC po prekonani pocatec¢ni pevnosti
dostatecné velkym krokem, ktery zaruci symetrickou odezvu na zatiZeni. Jinymi slovy, na
symetrické UC je znama mnozina bodi, ve kterych by méla byt prekonana pocatecni pev-
nost ve shodném zatézovacim kroku, pokud je vSak tento krok zvolen tak, ze k prekonani
pocatecni pevnosti nedojde v celé mnoziné predpokladanych uzli, pak prudky narist na-
péti v poc¢atku a konci trhliny zptisobi redistribuci pole napéti v A4C a tim padem nemusi
byt zarucena symetricka deformace UC.

V této ¢asti je poprvé zavedeno oznadeni R™ a R, resp. L™ a L!, které znadi spojitou
normalovou a te¢nou pocatecni pevnost, resp. spojitou normalovou a te¢nou poddajnost
rozhrani.

(7.12)
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7.4. NERIZENE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY
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Obrazek 7.15: Pracovni diagram homogenizovanych materialti s rozdilnou normaélovou
a shodnou tangencidlni poc¢atecni pevnosti R' = 30 GN/j na rozhrani. Plnou ¢arou je
zobrazeno makroskopické normalové napéti ¥, a teckované makroskopické napéti Y, coz
plati i pro dalsi pracovni diagramy uvedené v této casti.

7.4.1 Normalova a tangencialnt pocateéni pevnost a nasledné dokonalé roz-
pojeni

7 tohoto experimentu by méla byt patrna zména odezvy materialu, zptisobena zménou
pocatecni normalové a tangencialni pevnosti. Konstitutivni zakon je uvazovan dle ¢asti
3.7.3, tedy s predepsanou konstantni poddajnosti, v tomto piipadé rovnou nule. Pracovni
diagramy, které odpovidaji uvedenym predpokladiim o rozhrani slozek, jsou uvedeny na
obrazku 7.15, 7.16 a 7.17.

V priibéhu nékterych uvedenych pracovnich diagramt se vyskytuji zmény, jejichz pti-
¢ina nemusi byt ¢tenafi zfejméa. Prvnim pripadem je rychly pokles napéti kolmého na smeér
zatizeni, tedy napéti Xy. Tento pokles je zptisoben nesymetrickym odtrzenim inkluze od
matrice, jak uvadi obrazek 7.18. Nesymetrické odtrzeni matrice neni v souladu s homo-
genizacnim predpokladem, ale tento pokles napéti by nastal i v pripadé symetrického
odtrzeni.

Druha poznamka se tyka znacné nelinearniho pribéhu norméalového napéti od oka-
mziku prekonani pocatecni pevnosti, coz je patrné naptiklad na pracovnim diagramu,
ktery je uveden na obrézku 7.17 a odpovidd pocateénim pevnostem R" = 15GN/j a
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Obrazek 7.16: Pracovni diagram homogenizovanych material s rozdilnou normalovou a
nekoneénou tangencidlni poéateéni pevnosti R = oo na rozhrani.
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Obrazek 7.17: Pracovni diagram homogenizovanych materialt s rozdilnou tangencialni a
shodnou normalovou pocéateéni pevnosti R" = 15 GN/j na rozhrani.
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7.4. NERIZENE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

Obrazek 7.18: Odtrzeni inkluze od matrice ve sméru kolmém na zatizeni.

R' = 30 GN/j. Tato nelinearita je zptsobend rychlosti rozvoje trhliny a je vyrazna pre-
dev§im pfi vhodném pomeéru pocatecnich pevnosti. Deformaci UC s rozdilnou rychlosti
rozvoje trhliny ukazuje obrazek 7.19.

7.4.2 Normalova a tangencialni tuhost rozhrani

7 tohoto experimentu by meéla byt patrna odezva materialu v zavislosti na zméné nor-
malové a tangencialni tuhosti. Konstitutivni zdkon je uvazovan dle c¢asti 3.7.3, tedy s
predepsanou konstantni poddajnosti po prekonani pocatecni pevnosti, kde se na defor-
maci poddajného rozhrani podili cela ptisobici sila. I kdyz to neni nutné, je déle pro
prehlednost zvolena shodné normélova a tangencidlni tuhost rozhrani. Priklady pracov-
nich diagrami, jez respektuji uvedeny fyzikalni vztah na rozhrani slozek, jsou uvedeny na
obrazku 7.20 a 7.21.

7.4.3 Normalova a tangencialnt tuhost rozhrani bez skoku v napéti

Konstitutivni zakon na rozhrani je v tomto pripadé uvazovan dle c¢asti 3.7.3, tedy s pre-
depsanou konstantni poddajnosti po prekonani pocatecni pevnosti, kde se na deformaci
poddajného rozhrani podili pouze prirtistek ptisobici sily nad mez pocatecni pevnosti.
Tento priklad pracovniho diagramu je zobrazen na obrazku 7.22.
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7.4. NERIZENE ROZPOJENI SLOZEK KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

=15GN/j, R" = 30 GN/j = 15GN/j, Rt = 15 GN/j

Obrazek 7.19: Rozdil v rychlosti rozvoje trhliny, zptisobeny rtiznym pomérem pocatec¢nich
pevnosti. Leva a prava strana odpovida stejnému stupni zatiZzeni a to ihned po prekonani
pocatecni pevnosti. Obrazek zobrazuje pouze levé spodni rohy UC.
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Obrazek 7.20: Pracovni diagram homogenizovanych materili s rozdilnou poddajnosti na
rozhrani, kde R™ = 15 GN/j, R* = 30 GN/j a duktilita rozhrani neni omezena.
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KAPITOLA 7. EXPERIMENTY
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Obrazek 7.21: Pracovni diagram homogenizovanych materiald s rozdilnou schopnosti duk-

tility na rozhrani, kde L™ = L' = 50 GN/j.
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Obrazek 7.22: Pracovni diagram homogenizovanych materiali s rozdilnou poddajnosti na
rozhrani, kde R™ = 15 GN/j, R* = 30 GN/j a duktilita rozhrani neni omezena.
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7.5. DALSI PRIKLADY KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

7.5 Dalsi piiklady

Sada obréazki, jez je obsaZena v této Casti, je ziskdna na shodném matematickém mo-
delu, na kterém byly provadény numerické experimenty v ¢asti predchozi. Konstitutivni
zakon na rozhrani je uvazovan dle casti 3.7.3, tedy s predepsanou konstantni poddajnosti
po prekonani pocatecni pevnosti, kde se na deformaci poddajného rozhrani podili cela

plsobici sila.
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E; = £[0.2,-0.2,0]"

E = $£[0.2,-0.2,0]" E; = 5[0.2,-0.2,0]"

) ()

E; = 13[0.2,-0.2,0]" E; = 12[0.2,-0.2,0]"

12

)|(

Obrazek 7.23: Postupné pritézovani UUC makroskopickou deformaci az do FE; =
[0.2,-0.2,0]".
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7.5. DALSI PRIKLADY KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

E; =[0.2,-0.2,0]*, R" = 30 GN/j

E; =[0.2,-0.2,0]T, R' = 0o

Obrazek 7.24: Rozdil v celkové deformaci UC, jez je zatizena makroskopickou deformaci
E; =[0.2,-0.2,0]", ktery je zptisoben odlignou pocatecni pevnosti v te¢ném sméru R'.
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7.5. DALSI PRIKLADY KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

E; =[0.2,-0.2,0]7, R' = 30 GN/j E; =1[0.2,-0.2,0]", R' = 0

Obrazek 7.25: Detail rozhrani UC, jez je zatizena makroskopickou deformaci FE; =
[0.2,—0.2,0]*. Rozdil je zptisoben odlisnou poc¢atecni pevnosti v tecném sméru R'. Jedna
se o spodni levy roh UC, ktery je otocen o devadesat stupnt pravotocive.
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E; = 2[0.2,-0.2,0.2]" E; = £[0.2,-0.2,0.2]T

E = £[0.2,-0.2,0.2]" E; = $5[0.2,-0.2,0.2)"

2

b = 02 —0.2,0.2]T Ei—12[02 —0.2,0.2]*

Obrazek 7.26: Postupné pritézovani UC makroskopickou deformaci az do E; =
[0.2,-0.2,0.2]T.
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7.5. DALSI PRIKLADY KAPITOLA 7. EXPERIMENTY

E; =[0.2,-0.2,02]", R* = 30 GN/j

E; =[0.2,-0.2,0.2]T, Rt =

Obrazek 7.27: Rozdil v celkové deformaci UC, jez je zatizena makroskopickou deformaci
E; =[0.2,-0.2,0.2]T, ktery je zptisoben odlignou pocatecni pevnosti v te¢ném sméru R
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E; =1[0.2,-0.2,0.2]7, R = 30 GN/j E; =1[0.2,-0.2,0.2]", Rt = o0

Obrazek 7.28: Detail rozhrani UC, jez je zatizena makroskopickou deformaci FE; =
[0.2,—-0.2,0.2]T. Rozdil je zpiisoben odlignou poc¢ateéni pevnosti v tecném sméru R’. Jedna
se o spodni levy roh UC, ktery je otocen o devadesat stupnt pravotocive.
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Kapitola 8
SHRNUTI

V predlozené praci se s ohledem na zvoleny cil, tedy matematické modelovani rozhrani
slozek, podatilo v omezeném rozsahu predvést klasickou homogenizac¢ni teorii periodickych
mikrostruktur s dokonalym i nedokonalym spojenim slozek. Bylo predvedeno numerické
feSeni homogenizac¢ni teorie kompoziti s dokonalym rozpojenim, resp. spojenim slozek
metodou kone¢nych prvki i metodou FETI a to bez uvazeni kontaktni tlohy. Spravnost
zminéného matematického modelu byla ovérena jeho implementaci do programu MATLAB
a nasledovnym porovnanim vysledki s ¢lankem [7] a [26]. Déle byla soustfedéna pozor-
nost na modelovani obecnéjsiho konstitutivniho vztahu na rozhrani slozek diskretizova-
ného problému, nyni uz jen metodou FETI. Za nejobecnéjsi rozhrani, které se podarilo
predvést, lze povazovat rozhrani s pocatecni pevnosti, naslednou konstantni poddajnosti
a omezenou duktilitou (po jejim prekonéni jiz dojde k dokonalému odtrzeni vldken). Ro-
zumné a intuitivni chovani matematického modelu s uvedenym rozhranim, podlozené
fadou numerickych experimentii, vypovida o spravnosti tohoto modelu.

Dalsi vylepseni a rozsiteni pfedvedeného matematického modelu, jez vedou k vystiz-
néjsimu a efektivnéjsimu modelovani kompozitnich materialti, ale sahaji za hranice této
prace, se daji rozdélit na dvé skupiny — fyzikalni a numerické.
rozhrani slozek se zaméfenim na jeho sestupnou vétev v pracovnim diagramu (zmékéeni)
a tfeni v tecném smeéru pii tlakovém namahani. Rozsah pouziti modelu by zfejmeé rozsi-
fila také moznost uvazit obecnéjsi fyzikalni zakon, ktery charakterizuje slozky kompozitu
(zatim uvazovany pouze izotropni, linedrné pruzné slozky). S ohledem na charakter defor-
maci UC (predevsim pii nedokonalém spojeni slozek), o kterém si lze udélat predstavu z
numerickych experimenti uvedenych v druhé ¢asti, by bylo vhodné porovnat pouzivanou
teorii malych deformaci s teorii konec¢nych deformaci.

Z numerického hlediska se nabizi moznost pfedpodminéni modifikované metody sdru-
zenych gradientii [11, str. 113-114] a ortonormalizace dualniho problému [5]. Obé uvedené
moznosti znacneé snizi pocet iteraci MCG a tak urychli vypocetni algoritmus. V neposledni
fadé by bylo vhodné pouzit pii diskretizaci primarni proménné (posuvii) polynomické ba-
zové funkce minimalné druhého stupné.



Dodatek A
VOIGTOVA NOTACE

A.1 Voigtova notace

Pomoci Voigtovy notace lze snizit fad symetrickych tenzori, ¢ehoz lze v nasem ptipadé
vyuzit napiiklad k prehlednému zapisu zobecnéného Hookeova zakona. Pouziti Voigtovy
notace osvétlime pravé na zobecnéném Hookeové zékoné (napfiklad na mikrodrovni)

Oi5 = Cz‘jkzé?kl- (A'l)

Zacnéme tedy u symetrického tenzoru ¢étvrtého radu C}?Q3X3X3}, o kterém mluvime,
diky jeho fyzikalni podstaté, jako o tenzoru materidlové tuhosti. V prostoru E3 m4 tento
tenzor v piipadé obecné anizotropie 21 nezavislych prvku (viz [3, str.179-181)), které lze

usporadat do symetrické matice CEI’,X?’]. Dale pouzijeme k této redukci nasledujici systém

e prvky tenzoru Cjji; na pozici ij ¢i ji (tenzor Cyjy je v téchto indexech symetricky)
dosadime v matici Cy, na pozici a,

e podobné prvky tenzoru Cjj; na pozici kl ¢ lk (tenzor Cy i je opét v téchto indexech
symetricky) dosadime v matici C,, na pozici b,

e presné umisténi prvki z tenzoru Cjj; v matici Cy, bude nésledujici

— je-lii =7, resp. k=1 pak a =1, resp. b =F,

— je-lii # j, resp. k # [ pak a, resp. b je rovno zbyvajicimu ¢islu z posloupnosti
1,2, 3 zvétsenému o 3.

Tenzor materidlové tuhosti Cj;; dle uprav popsanych v predchozim odstavci preve-
deme na matici Cy,, o které mluvime jako o matici materidlové tuhosti, s nasledujicim
usporadanim prvka

Cllll C’1122 C’1133 C’1123 C’1113 C’1112
C’2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212

Cab _ 03311 03322 03333 03323 03313 03312 ) (A2)

02311 02322 02333 02323 02313 02312
01311 01322 01333 01323 01313 01312

C’1211 C1222 C’1233 C1223 C’1213 C’1212

Dale redukujme tad symetrického tenzoru druhého fadu, tedy tenzor mikroskopického
napéti o;;, resp. mikroskopické deformace ¢;; tak, aby nam vznikl vektor o,, resp. &,.
Je zfejmé, ze po redukci tenzoru materidlové tuhosti Cj;; dle (A.2), jiz nelze systém
usporadani ve vektorech o, a ¢, volit libovolné, nybrz bude zavisly pravé na vzniklé
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matici Cgp,. Po redukci fadt tenzort je totiz nasim primarnim cilem ziskat shodnych Sest
linedrnich konstitutivnich vztahtt Hookeova zékona (A.1), tedy Sest linearnich rovnic, které
maji s uvazenim symetrie pouzitych tenzort nasledujici podobu

o1 = Cunen + Crizecan + Crissess + 2C 193693 + 2C1113613 + 2C1112612,  (A.3)
099 = Coo11611 + Cagacan + Coazsess + 2C903693 + 20013613 + 2C9219612, (A.4)
o33 = Ci311611 + Cs320692 + Csaz3ess + 205303693 + 2C3313613 + 2C5310612,  (ALD)
093 = Caz11611 + Casoncan + Cogssess + 2Ca30393 + 2Ca313613 + 2Co319612,  (A.6)
o135 = Ciznen + Cizaeean + Ciassess + 201303693 + 2C1313613 + 2C1312612, (A7)
12 = Cianen + Craxean + Ciaszess + 2C1203623 + 2C1213613 + 2C1212612. (A8)
Snadno se presvédc¢ime, ze vektory o, a €, s usporadanim
011 €11 €11
022 €22 €22
o € €
— 33 a o= 33 | _ 83| (A.9)
023 2e93 Y23
O13 2e13 Y13
| 012 | | 2e12 | | Y12 |
vyhovuji nasemu cili, jelikoz ziskame vztahy
o1 Ciiir Crizz Chss Chizs Ciiis Chine €11
022 Co1 Cazoa Caazs Cazaz Caog Caoro €22
o33 | | Cssir Cszoe Cigzg Cszas Csziz Cszin €33 (A.10)
— , ]
0923 Casi1 Cazaa Caszs Cazaz Caziz Casio 2€93
013 Cisi1 Cizzz Cliszs Chises Cizis Clsiz 2e13
| 012 | Cio11 Chioza Chazz Cizez Cioiz Chroe | | 2612 |

které odpovidaji pivodnimu tenzorovému zapisu Hookeova zékona (A.1). O dvojnésobcich
smisenych deformaci, které jsou oznaceny <;; mluvime jako o inZenyrskych smykovych
deformacich.

Nevyhodou Voigtovy notace je tvar vektoru napéti o, a vektoru deformace &, ktery
vyplynul ze zavedené matice materiadlové tuhosti C,,. Budeme-li totiz uvazovat inverzni
vztah k (A.10), vyskytnou se v matici materidlové poddajnosti Ly, prvky, které ptimo ne-
odpovidaji prvkim ptivodniho tenzoru materidlové poddajnosti L;;x;, nybrz jejich riznym
nasobktim, jak je vidét z nasledujiciho

[ e ] [ Liiin Liuoe  Luss 2Liios 2Ly 2Laie | | onn |
€22 Log1r Lagozs Loz 2La233 2L9913 2Lg212 022
€33 | _ | Lssu  Lssza  Lssss 2Lss3 2Ls313 2Lssie 033 (A.11)
2¢e93 2L9311 2L2322 2Lo333 4Lospz 4Laziz 4Lozin o3 | ‘
2e13 201311 2L1322 2L1333 4L13p3 4Li313 4Li3in 013

| 2e12 | | 2L1911 2L1290 2L1933 4L1203 4L1213 4L1212 | | 012 |

Navic je nutné pro vektor napéti o, a vektor deformace &, resp. matici tuhosti C, a
matici poddajnosti L., pouzivat rizné transformacni vztahy.
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A.2 DMandelova notace

Uvedenou nevyhodu fesi Mandelova notace [21], pfi jejimZ pouziti lze Hooketiv zakon
napsat ve tvaru

It Cun Chiz Cizs  V2Cnas V2Ciz V2Cime | [ en ]
092 Chon Cha22 Coozs  V2Ca203 V20913 V2Co019 €92
033 _ Cs311 U322 Cazzz  V2C3303 V203313 V2Cs319 €33

V2023 | | V205311 V2Ca30 V20333 2Ch33 205313 2Ch31s V2e3

V2013 V2Ci311 V2Ci322 V2Ci333  2Ci323  2Cim3  2Ci31 V2e13
| V201 | i V2Ci211 V2Cia2 V2Ci233  2Ci03  2C1a13 2Ci212 ] L V2e1y |
(A.12)

a vztah inverzni takto

[ e ]| Ly L1122 Lizs V2Lunes V2Lius V2L | [ on ]
€92 Loon Logoo Lasss  V2Losss V2Looiz V2Laoio 022
€33 _ L331q L3392 L3333 \/§L3323 \/§L3313 \/§L3312 033

V293 | | V2Lasn V2Lasps V2Lasss  2Lasss  2Loms 2Las1s V20733

V2e13 V2Liz11 V2Lis2s V2Lizss  2Lizes 2Limz 2Lasie V2013
| V2e1, | i V2Lis11 V2Li22s V2Liass  2L1ses 2Lims 2Lions L V2015 |
(A.13)

Ihned je vidét konzistence mezi obéma posledné uvedenymi vztahy a navic je zfejmé, ze
i pro transformaci si vysta¢ime s jednou skupinou transformacnich vztahi pro vektory a
jednou pro matice.
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Dodatek B
VYPOCET PSEUDOINVERZE

Vynechame-li v singularni matici tuhosti K;; linedrné zavislé sloupce a fadky, ziskdme
regularni submatici, kterou ozna¢ime Kj}}. Substituujeme-li do piivodni matice prvky in-
verzniho bloku KM ™' na mista prvkt bloku ptivodniho K1 a linearné zavislé sloupce,
resp. fadky ptivodni matice K;; nahradime nulovymi sloupcovymi, resp. fadkovymi vek-
tory piislusné velikosti, bude mit takto vznikld matice vlastnosti pseudoinverzni matice
K;;. Diikaz tohoto tvrzeni lze nalézt napiiklad v [11, str. 108].

Je potfeba zminit, ze pfimy vypocet pseudoinverzni matice KijT, napriklad dle pred-
choziho odstavce, neni pro nase tucely nutny, jelikoz ndm postaci znat pouze soucin této
matice KijT s matici transponovanou k matici £;;, tedy s vektory jez tvoii jeji fadky L.;
a vektorem pravych stran f; (to vSe ve vyjadifeni partikuldrniho feseni fluktuujici slozky
posuvit v}, dle vztahu (3.53)). Partikuldrni sou¢in matice K;;' s obecnym vektorem a;
oznacime b;, tedy

bi = KijTCLj (Bl)

a ziskdme ho fesenim soustavy rovnic
Kijbj = a;, (B2)

jejiz fesitelnost je dle vlastnosti pseudoinverze (tedy jeji existence ke kazdé matici) zaru-
¢ena. Tento pristup je oproti pfimému vyjadieni pseudoinverze vyhodny zejména u vétsich
problému, ve kterych je obtizné urcit inverzi k regularnimu bloku matice tuhosti K. K
efektivnimu feSeni soustavy (B.2) je vhodné pouzit numerické iteracni metody linedrni
algebry, jakou je napfiklad metoda CG a to nejlépe s predpodminénim (vice viz [19, kapi-
tola 30], nebo [2, str. 181-203]). Je zfejmé, ze pokud je cely vektor a; nulovy, pak je nulovy
i vektor b;, cehoz lze vyuzit k efektivnimu vypoctu soucinu K;;Ly;, kde tento pripad casto
nastava.



Dodatek C
OBJEMOVY MODUL TUHOSTI

Cilem tohoto dodatku je ukazat, jakym zptisobem lze z matice materidlové tuhosti Cj;
pseudoizotropniho vzorku ve stavu rovinného napéti urcit objemovy modul tuhosti, ktery
oznacime k. Jelikoz je tento dodatek motivovan numerickym experimentem z ¢asti 7.2,
ukaZzeme navic, jak ziskat z uvedené matice tuhosti Cj; i dalsi materidlové konstanty
pouzité ve zminéné casti. V celém dodatku budeme uvazovat rovinu y; X ys.

Nejprve zavedeme objemovou deformaci, kterou oznac¢ime w, jez je v souladu s intui-
tivni predstavou o deformaci uvazovana nasledovné

V+dV -V AV oy dye + dyye + dyndye dyr dys
w= =— = =—+—, (C]
4 4 Y1y2 21 Y2

jelikoz se pohybujeme v oboru malych deformaci (viz napi. [3, str.149-162], nebo [24,
str. 10-11]), zanedbali jsme nelinearni diferencialni ¢leny a navic dale pouzijeme vztah

Yi

pak tedy
W = €11 + €99. (03)

S vyuzitim objemové deformace v roviné y; X ys, lze vypocitat primérné normalové

napéti v této roviné. K tomu vyuzijeme konstitutivni zakon ve tvaru

011 + 0922

5 = KWw. (C.4)

Jelikoz se budeme zaobirat specidlnim pfipadem ortotropniho materidlu (viz kapitola 5)
ve stavu rovinného napéti, vyjdeme z Hookeova zakona ve tvaru

€11 1/Eqy  —vey/Ep 0 o1l
€929 = —I/(lg) /E(l) 1/E(2) 0 099 . (C5)
2512 0 0 1/G(12) 019

Konstitutivni zédkon (C.4) ortotropniho materidlu ve stavu rovinného napéti, jez svazuje
objemovou deformaci w s primérnym normalovym napétim v této roviné, ziskame souctem
normélovych deformaci ve fyzikalnich rovnicich (C.5), tedy

1 V(21) V(12) 1
_ _ _ 42 - C.6
€11 + €22 Eq) 011 Eq 0922 Eq) o1+ Ea 092 (C.6)
1—v 1—vp
= (12) 011 1) 0929 (C?)
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V ortotropnim materialu jsou splnény nasledujici identity

Va2 _ Vey o8
Eqy  Eg’ (©8)

navic budeme uvazovat specialni piipad ortotropie, o kterém mluvime jako o pseudoizot-
ropii, pak tedy
Eqw=FEgq=E AN vag =va) =" (C.9)

S poznatky ziskanymi z posledniho uvedeného vztahu, mizeme konstitutivni zakon
(C.7) uvést ve tvaru
2(1 — I/) o011 +O’22

= -1
w 7 5 (C.10)

a porovnanim s obecnym vztahem (C.4) ziskdme vztah pro objemovy modul pruznosti
pseudoizotropniho materidlu ve stavu rovinného napéti

E

H—2(1_V). (C.11)

Pokud se material v roviné y; X yo chova pseudoizotropné, pak existuji v této roviné

tTi linedrné nezavislé materialové konstanty. Mohli bychom vybrat rtizné konstanty, které
1ze pouzit (pfehledna tabulka, ve které jsou uvedeny i vztahy mezi témito konstantami je
uvedena napi. v [3, str.192]), ale jak jiz bylo uvedeno vyse, je tento dodatek motivovan
numerickym experimentem z ¢asti 7.2, kterda ma za cil zreprodukovat tabulku z ¢lanku
[7], proto zavedeme materidlovou konstantu, jez ma vyznam smykového modulu a ktera

je predepsana vztahem
E

G=—"—. C.12
2(1+v) ( )
Posledni uvaZzovanou nezavislou materidlovou konstantou bude smykovy modul G ;2).
Se zavedenymi materidlovymi konstantami lze pomoci nasledujicich vztaht, ve kterych
jsou rozepsany jednotlivé prvky matice tuhosti C;; ptivodné ortotropniho materialu ve
stavu rovinného napéti a upraveny pro stav pseudoizotropniho chovani materialu v roviné

Y1 X Yo, tedy

Eu E E E
O = — — + =r+G, C.13
1 1 —vagyvey 1—-1v2 2(1—-v) 2(01+v) ( )
FE
Cpp = ——&  — k4G, (C.14)
L = vy ay
V(Ql)E(l) vE FE E
12 1— vy 1-12 2(1—v) 2(1+v) (C.15)
E
Oy = 2@ _ g, (C.16)
1-— Va2)V(21)
Css = Gy, (C.17)

! Diky napjatostnim piedpokladiim postacuje, pokud se material chova pseudoizotropné pouze v roviné
y1 X y2. Navic je uvedeny vztah pro objemovy modul pruznosti x platny i v pfipadé izotropniho chovani
materialu.
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vyjadiit matici tuhosti C;; tohoto materidlu ve stavu rovinného napéti a to v zavislosti
na nové zavedenych konstantach, tedy

k+G k—G 0
Cij = k—G kK + G 0 . (018)
0 0 Guy

Z vyse uvedené matice tuhosti C;; je mozné vyjadrit objemovy modul pruznosti x a
to nasledovné

o Ch ;— Ca _ Ci ‘;‘ Cn _ Ca ;— Chz _ Ca —; 021, (C.19)

Pokud je matice tuhosti C;; ziskdna numericky, pomoci FEM ¢i FETI, je vhodné uvazovat
prameér z jednotlivych hodnot vypoctenych dle predchoziho vztahu, tedy

1 (Ci1+Cra Ciu+Cy  Cyu+Ch  Cp+Cy
_ 1 2
K 1 < I e ) ) (C.20)
1
= 7 (Ci1 4+ Cia 4+ Cyn + Cy) . (C.21)
Obdobneé lze postupovat v urceni materidlové konstanty G, tedy
O —Cn Cu—0Cy Cp—C0Ca Cpn—0Cy
2222 (C.22)
jejiz pramérnou hodnotu ziskdme takto
1 [(Cn—Cia Cip—Cy  Cyp—Chp  Cp—Cy
_ 1 2
¢ =1 ( G G Cn- G Cn ) (C.23)
1
= Z (CH — 012 — 021 —+ CQQ) . (024)
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