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Jednorozmérné ustalené vedeni tepla
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Motivace
« Ptiklady fyzikalnich problémd:

| Fyzikalni jev | Charakteristickd prom&nnd
Statika Posuny (prihyby), pooto&eni
Smykova deplanace priifezu | Deplanaéni funkce
Prihyb membrany Prihyb
Elektrostatika El. potencial
Difaze Koncentrace
Ustdlené proudéni Hydraulickd vyska
Transport vlhkosti Relativni vlhkost
P¥enos Tepla Teplota

 Analyza transportnich jevi
- Transport tepla a vlhkosti

Transport tepla
- hledand funkce je rozloZeni teploty T'(x) [K]
- postup Fesent:

Diferencialni rovnice| + |okrajové podminky

— |slabé FeSeni| — |diskretizace, MKP
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
Zakladni pojmy a veli¢iny:

e Teplo Q(z) (tepelnad energie) je &ast vnitfni energie, kterou téleso pfijme nebo
odevzda pfi tepelné vymén& druhému télesu (vyjadfuje zménu stavu) [J].

e Teplota T'(z) vyjad¥uje stav télesa [K].

e VVyména tepelné energie zavisi na teplotnim rozdilu, ne na vlastni teploté!

o Gradient teploty:

. T+ Az) -T(x dT
VT(x) = gradT (z) = AI}BIEO ( A; (=) =4

() (1)

e Tepelny tok g, () je mnoZstvi tepla, které projde jednotkovou plochou A [1m?]
s normalou n za jednotku &asu ¢ [s]:

0,@) = 2n(e), Wi )

pozn.: pfi ustdleném stavu tepelny tok nezdvisi na ¢ase
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Diferencialni rovnice vedeni tepla

Transportni rovnice:

e Fourierliv zdkon: tepelny tok v bodé télesa x € ()

q(r) = —A(z) gradT (z), (3)

kde A\(x) je soudinitel tepelné vodivosti [Wm—1K~1].
Bilan¢ni rovnice:

e Bilance energie v objemovém elementu télesa (2

div (—=A(z) gradT'(z)) = 0. (4)
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
Odvozeni bilance energie:

e PYi prenosu tepla “protékd” tepelny tok objemovym elementem. Bilance energie
vyzaduje, aby zména tepelné energie, ktera je generovdna uvnitf kontrolniho objemu
byla rovna tepelné energii odevzdané, protoze teplota a tedy i energie musi byt
konstantni v kontrolnim objemu pro ustéleny stav.

ate) “ a(z + Ac)
— —
N
A
Ax
o Uvnitf télesa (x € ) plati:
¢ (2)A(z) + Q(x) (:Jc + %) AzA <x + %) = ¢ (z + Az)A(z + Ax), (5)

kde Q(x) oznaluje zdroj tepla [Jm—3s7!] (kladny, pokud je teplo generovéno,
zaporny, pokud je teplo odebirano).
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Diferencialni rovnice vedeni tepla

Odvozeni rovnice vedeni tepla:

o Upravou a limitnim pfechodem pro Az — 0:

d —

— 3 (%(2)) Al2) + Q(z)A(z) = 0. (6)

e S uvaZenim konstatni plochy A(x) se rovnice zjednodussi na
d _
—qp (@) + Q@) =0 pro zeQ. (7)

o Dosazenim Fourierova zdkona z rovnice (3) dostavame diferencidlni rovnici pro
ustalené vedeni tepla

& ((@Z2) +q6 -0 @)

Pozn.: soudinitel tepelné vodivosti A(x) je uvaZovan konstantni, ale obecné& miize
byt funkci hledané neznamé (teploty 1), tedy A\(T', x).
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
Okrajové podminky:

e Dirichletova okrajovd podminka - predepsana teplota na hranici:

T(x)=T(z) pro x€Tly. (9)
e Neumannova okrajova podminka - predepsany tok na hranici:

q.(r) =q,(x) pro x €Dy (10)

o Cauchyho (n&kdy téZ Newtonova nebo smiena) okrajova podminka - p¥estup tepla
na hranici:
q,(r) = a(z) (T(z) = Too(z))  pro x €Iy, (11)

a(x) je soutinitel prestupu tepla [Wm~2K™!] a T\, () je teplota okolniho prost¥edi.

e Nelinearni podminka (n&kdy také Newtonova) - radiace (za¥eni tepla) povrchem
télesa:
q,(z) =¢e(z)o(z) (T4(x) — Tfo(x)) pro x €[y, (12)

kde e(x) je mira povrchového za¥eni vtaZeného k &ernému télesu (0 <e < 1) a
o(x) = 5,67-1078 Wm~2K~* je Stefan-Boltzmannova konstanta a T}, (z) je teplota
okolniho prost¥edi (zafice).
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Reseni diferenciani rovnice vedeni tepla

Galerkinova metoda:

o Hledame ¥edeni (dostatetn& hladké) takové aby pro x €

% ()\(a:) dﬂfj’)) +0(z) =0, (13)
e prox € I'y:
T(z) = T(a), (14)
e prow €1y
0.) = A0 () =7, (0), (15)
kde:

— pro z € I'yp: g(x) je dano
—proz € Lyt (o) = a(z) (T(x) — Too(x))

—prox€l,: q e(z)o(z) (T*(z) — T (z)) (p¥i odvozeni zanedbame)

O
||
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla
Galerkinova metoda:

e Pro libovolnou vahovou funkci 7" takovou, aby 07'(z) =0 pro x € I'r:

/Q {6T(x) <% (A(x)di(px)> + @(a:)) } dQ =0, z €N (16)

pozn.: pro 1D Q) = z.

o Integraci per-partes (Gaussova nebo Greenova véta) dostaneme vztah

[ { (m@% (x(:c)%”) +@<x>> } 10—

n(r)r - [ dégﬁx(;@)dﬁf)d9+ [or@R@ae,  a7)

dT'(z)
= [ 0T (x)\
JaT@A@ =
kde integrdl na hranici lze rozdélit na nékolik &3sti:
=0

/ (ST(x)A(x)dﬂ(;)n(a:)dF: / (5T(x))\(x)dﬂ($)n(x)df+ 5T () A(z)

N T r, dx

n(x)dl' (18)
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla

dale:
/ 8T (x)q, ()dT = /

q qu

0T (x)q,(x)dl + /F ) 0T (z)a(x) (T(x) — Too(x)) dI. (19)

Slabé Fedeni:

e Po drobnych matematickych dpravach dostdvame tzv. slabé feseni

/Q dégx(x))\(x> dzgp) dQ + . 5T($)Oé(x)T(x)dF = /qu 6T(x>aa:(x)dr +

+ [ 6T (2)o(z)Tw(z)dT + /Q ST (2)Q(2)dQ, (20)

Tyc

u kterého hledame 7'(z) (dostateéné integrovatelné).
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Diskretizace slabého feSeni
Metoda koneénych prvki:

e Uvazujeme déleni oblasti €2 na n kone&nych prvki 2°
e Na kazdém prvku e zavedeme tzv. lokalni aproximaci:
T(xz) =~ N¢(x)r®, gradT(z) ~ B°(x)r®, 0T°x)~ N x)w®, graddT(z)~ B(x)w°. (21)

e dosazenim do slabého YeSeni - pro vSechna takovd w¢, Ze w® = 0 na I'y ziskdme
vztah:

K K+

n

> wt B (2)\(2)B(2)dQr + | N (z)a’(x)N(x)dl ¢ + (22)

e=1 Qe Le

Jr. -Ir, i
— [ NT@)a“@N@T5d0 + [ NT@N@)gdl - /Q NT(@)N@)Q R p =0

Fe
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Diskretizace slabého feSeni
Metoda koneénych prvki:

e Globalni veli¢iny = lokalizace
w’ (Z K'r—Y f) = 0. (23)
e=1 e=1
e Konelna podoba soustavy rovnic:
Kr=f. (24)

e Vylouceni predepsanych stupnii volnosti, Dirichletovych okr. podminek d:

Krr Koy ro|_ Ifr
[KdT Kdd][dl_[fdlj (25)
kde
Krrr = fr— Krad (26)

a nasledny vypocet nezndmého toku v misté predepsané teploty

Jfo=Karr + Kgd. (27)



