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P¥ednaska ¢. 3

Dvojrozmérné ustalené vedeni tepla
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
Zakladni pojmy a veli¢iny:

e Postup je stejny jako pro 1D tlohy jen je ve dvou dimenzich

Diferencialni rovnice| + |okrajové podminky

— |slabé ¥edeni| — |diskretizace, MKP

e Gradient teploty v bodg (z,y):

VT(z,y) = gradT'(z,y) = dT(f’ y), dT(Z’ v) (1)

e Tepelny tok g, je mnoZstvi tepla, které projde jednotkovou plochou A [1m?]
s normalou n za jednotku Zasu ¢ [s].
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
e Tepelny tok uvnif télesa (z,y € ) Ize rozdélit do dvou sméri:
= [g:(2,9), q(z,9)]" . (2)

Transportni rovnice:

e Fourierlv zdkon: tepelny tok v bodé télesa z,y € 2

kde X(z,y) je matice soutinitelii tepelné vodivosti [Wm~1K~1].

Bilan&ni rovnice:

e Bilance energie v objemovém elementu télesa {2

V' (=A(x) VT(x)) =0, (4)

kde = (z,y)
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Diferencialni rovnice vedeni tepla
Odvozeni bilance energie:

o Uvnitf télesa (x € ) plati:
4 (2, Y) Ay — ¢ (x + Az, y) Ay (— )
+qy(z,y) Az — qy(7,y + Ay)Ax (Ty) (5)
_ A A
+Q <:13 4 ;,y+ 2y> AzAy = 0.

e Vydélenim AxAy a limitnim pfechodem Az — 0 a Ay — 0 vyjde

G aQy e .
%(l’ay) a—y(x7y)+Q(x7y) =, (6)
e COZ miZeme zapsat maticové
T 33, )
[ £1] 400 ]2 -0 "

jinak:
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Diferencialni rovnice vedeni tepla

Odvozeni rovnice vedeni tepla:

e Dosazenim Fourierova zdkona z rovnice (3) dostavame diferencidlni rovnici pro
ustalené vedeni tepla

VY Ax)VT(x)) + Q(x) = 0. (9)

A(x) je matice soulinitell tepelé vodivosti:

_ Aez(T,Y), )‘xy(x7y)
Mz) = [ )‘yar(x7y)7 )‘yy(xvy) ] . (10)

Matice je symetricka (\;, = Ay;) a pozitivn& definitni. Pro izotropni materidl je

)\(a:):[)\(m)’ 0 ] (1)



Numericka analyza transportnich procesii - NTP2 - 2D stacionarni vedeni tepla

Diferencialni rovnice vedeni tepla
Okrajové podminky:
e Dirichletova okrajovd podminka - predepsana teplota na hranici:

T(x)=T(x) pro =€l (12)

e Neumannova okrajova podminka - predepsany tok na hranici:

gn(x) = Gn(x) pro x €Iy, (13)
kde
— QI(w) _ T
(@) = [ n@n(a) || £ | —nTie)ale), (1)
e Cauchyho - pt¥estup tepla na hranici:
gn(x) = a(z) (T(x) — T (x)) pro x €@, (15)

o Radiace:
qn(x) = e(x)o(x) (T4(az) — Tfo(a:)) pro x€ly,, (16)
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla

Galerkinova metoda:

o Hledame ¥edeni (dostatetn& hladké) takové aby pro x €

VI (A(x)VT(x)) + Q(x) =0, (17)
® pPro T € I'r: B
T(x) =T(z), (18)
e prox €'y
—n' () A(x) VT (z) = Gp(), (19)
kde:

- pro x € I'yy: Gp(x) je dano
- pro @ € Uye: gp(x) = a(z) (T(z) — Teo(z))
- pro @ € Iyt Gp(x) = e(z)o(x) (T*(x) — T (x)) (p¥i odvozeni zanedbime)
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla

Galerkinova metoda:

e Pro libovolnou vahovou funkci 07" takovou, aby 67 (x) = 0 pro € ['y:
/Q (6T(@) VT (A(@)VT(z)) + Q(x)) d2 =0, =@cQ (20)
e Integrace “per-partes” ve dvou dimezich (divergen&ni theorém):
Ofs 0
[o@ @z = [ gtem@)f@is — [ P a)f.le)

/Q g(a:)aa—J;y(a:)da: - /F g(@)n, (@) f,(z)ds — Qg—z(az) f,(x)dz (21)
L@V i@z = [g@n@f@ds- [ (Vo@)" f@)de,

kde

Ve =[24 ]| 20 | - @+ P )
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla

Galerkinova metoda:

o Aplikujeme divergen¢ni theorém pro 07T =g a f = A(x)VT(x):

| (7@)V" A@)VT(@)) + Qe)) 2 =

— /F T (z)n” () A(z) VT (z)dl — /Q (VoT(2))" A(z) VT (z)(z)dQ + /Q 0T (2)Q(x)dQ, (23)

kde integral na hranici |ze rozdélit na nékolik ¢asti:

=0

/F 0T (2)n" (x)A(z) VT (2)dl = /F 0T () n" ()M (@) VT (2)dl + [ 6T(z)n" (z)A(z)VT(z)dT

T Fq

=—an,

(24)
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ReSeni diferenciani rovnice vedeni tepla

dale:
0T (x)gn (x)dl’ = / 0T (x)Gp (x)dl" + 0T (x)a(x) (T(x) — Too(x)) dI. (25)

q FQP Fqc

Slabé Fedeni:

e Po drobnych matematickych Gpravach dostavame tzv. slabé reseni

/Q VIST(x)A (@) VT(2)dQ + [ 0T (z)a(zx)T(z)dl = / 5T ()G, (2)dT +

1—‘qc FQP

+ [ 6T(®)a(@) T (x)dl + /Q ST(2)Q(x)d,  (26)

Lge

u kterého hledame 7T'(x) (dostatetné integrovatelné).
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Diskretizace slabého feSeni
Metoda koneénych prvki:

e Uvazujeme déleni oblasti €2 na n kone&nych prvki 2°
e Na kazdém prvku e zavedeme tzv. lokalni aproximaci:
T(x) =~ N¢x)r°, VT z)~ B(x)r®, 0T°(x)~ N (x)w’, VT (x)~ B°(x)w. (27)

e dosazenim do slabého YeSeni - pro vSechna takovd w¢, Ze w® = 0 na I'y ziskdme
vztah:

K K

n

3wt /Q B(2)A (@) B (x)dQr° + /F N(@)a(@)N*(@)dl v + (28)

e=1
Ir. = Jo
—/ N (z)a(z) N*(z )T@dr+/ NT(2)N*(2)gedl — /QENBT(:I:)Ne(a:)QedQ —0
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Diskretizace slabého feSeni
Metoda koneénych prvki:
o Globalni veli¢iny = lokalizace, p¥i které je zavedena pro kazdy prvek distribu&i funkce
L° takova Ze plati ¢ = Lr

w' Y (LTKGL + LKEL)r — L ff — LU f — L7 F5) =0, (29)

e=1

zapsané formalné
w’ (Z K'r— > fe> = 0. (30)
e=1 e=1
e Konelna podoba soustavy rovnic:
Kr=f. (31)

e Rozepsana pro nezndmé teploty a teploty predepsané (stupné volnosti - Dirichletovy
okr. podminky d):

[ En] T2 ]=] %) &



