Prednaska . 4
Aproximacni funkce a Numericka integrace
pro jednorozmérné ulohy



Volba aproximace

Pro konvergenci' MKP je nezbytné, aby aproximaéni funkce
splnovaly

» Podminku kontinuity

» Podminku Uplnosti
Kontinuita zaji$tuje, Ze aproximaéni a vahové funkce jsou
dostate¢né hladké. Pozadavky na spojitost vyplyvaji z fadu
derivaci, které se objevuji ve slabé formé.
Uplnosti rozumime schopnost aproximace popsat danou
funkci.
Pro konvergenci MKP je dostate¢né, aby aproximacni a vahové
funkce (a jejich derivace az do fadu, ktery se objevuje ve slabém
feSeni) mohly nabyvat konstantnich hodnot. Napf. pro pruznost pole
posunuti a jeho prvni derivace musi byt schopny reprezentovat
konstantni funkci, takze jsou schopny reprezentovat pfesné posunuti
télesa jako tuhého celku a stav konstantni deformace.

'Konvergenci rozumime fakt, Ze s klesajici velikosti prvk( aproximaéni
feSeni konverguje k feSeni pfesnému



Notace

» Aproximovanou funkci budeme znacit ¢(x), pro jeji MKP
aproximaci pouzijeme oznacéeni ¢'(x), jeji ¢ast (restrikce)
na prvku pak ¢°(x).

» Pro hodnoty v uzlech index oznacuje ¢islo uzlu. Pokud je
hodnota vazana k prvku, ozna¢ime to hornim indexem s
Cislem prvku, napf. x7 znaci x-ovou soufadnici prvniho
uzlu prvku e.

Na kazdém prvku budeme predpokladat aproximaci fesSeni
polynomem

$° = a +aSx +aSx® + ...,
kde koeficienty af je nutno volit tak, aby byla zajiSténa potfebna
spojitost aproximace (spoijitost ¢ musi byt zajisténa nejen na
prvku ale i mezi prvky).



Linearni aproximace
UvaZujme aproximaci ve tvaru: ¢8(x) = af + a§x

Tato aproximace splfiuje podminku Uplnosti:

» Clen of dovoluje reprezentovat libovolnou konstantni
funkci,

» Clen a$x pak libovolnou funkci s konstantni derivaci.
Abychom zajistili C° spoijitost, vyjadiime koeficienty
prostfednictvim hodnot v uzlech. Pro aproximaci ¢¢ mizeme
psat
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Pro hodnoty ¢¢ v uzlech plati
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kde d°® je vektor uzlovych hodnot aproximované funkce ¢.
Hledané koeficienty a® mizeme snadno spocitat z pfedchozi
rovnice:

af = (Me)—1 de

a miZeme aproximaci ¢¢ vyjadfit ve tvaru
¢ = N°(x)d®, kde N°(x) = p(x)(M®)~’

Z vyrazu pro matici M® plyne
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Odtud jiz dostavame vyjadreni pro matici N°
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Aproximaci ¢° tedy zapisujeme ve tvaru ¢® = N°®(x)d®, kde N°
je tzv. matice interpolacnich funkci elementu.

e e X
Xy Xy

Pfedchozi vyjadieni aproximace Ize interpretovat jako linearni
kombinaci bazovych funkci Nf: ¢¢ = N°(x)d® = >"; N°d?



Vlastnosti interpola¢nich funkci
» Kronecker delta property: N,-e(xje) = 0jj
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Pro aproximaci konstantni funkce ¢(x) = ¢, z pfedchozi
vlastnosti plyne ¢; = ¢, Vi a tedy mame
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Lagrangeovské interpolacni funkce
Vyuziva Kronecker delta vlastnosti, proto i-ta bazova funkce

X, X, X

(X = X1) (X — Xi—1)(X = Xiz1)..(X - Xn)
(Xi — X1). (X5 — Xi—1)(Xi — Xip1).-.(Xi — Xn)

1

Citatel zajistuje Kronecker delta, Ze i-t4 bazova funkce musi byt
rovna nula ve v§ech uzlech vyjma j-tého, jmenovatel pak
normuje Citatel tak, aby hodnota bazove funkce v i-tém uzlu
byla rovna jedné.



Linearni Kvadratické

Ne — (x —x5) NE — (x = x5)(x — x5) ’
(xF — x2) T = X9 — xE)
o (X=x0) o = x0)(x = %)

270 %) 2708 x0)0g — xg)
NE — (x = x7)(x — x5)

P0G X008 %)

Souradnice vnitfnich uzlt obyCejné volime rovnomérné uvnitt
prvku. Pro kvadratické interpolacni funkce pak napf. plati:
e 2

N = e - X)X = x§), —2(x = x1) (x = x§), (x = x)(x — x5)]



Prirozené souradnice

Casto byva vhodné vyjadtit interpolaéni funkce v tzv.
prirozenych soufadnicich £,7 e< —1,1 >. V naSem pfipadé
jejich vyjadfeni obrdzime snadno, pokud polozime

Xy =-1, x5 =

Interpolacni funkce pak budou mit nasledujici vyjadreni:

Linearni Kvadratické
1 1 1

NE(E) = 5(1 =€) NE(E) = 5(1-€) = 5(1—€2),
1 e(¢) — (1 —

NE(E) = 5(1+€) N5(€) = (1 - €3,

(1+6)— 51 -€2)

N =

N3 (&) =



Globalni aproximace

Gloalni aproximace hledané funkce je souctem prispévku od
jednotlivych prvku
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Srovnani klasické Ritzovy metody a MKP

» V klasické Ritzové metodé jsou bazové funkce voleny na
celé feSené oblasti a jejich volba je pomérné obtizna (tvar
oblasti, respektovani okrajovych podminek)

» MKP voli bazové funkce velice jednoduse, jsou nenulové
jen v besprostiednim okoli daného uzlu (pfesné feCeno jen
na prvcich sdilejicich dany uzel)

» V Ritzové metodé je zpfesnéni dosazeno pridanim dalSich
linearné nezavislych bazovych funkci. V MKP postupujeme
podobné, oblast rozdélime na vétsi pocet prvku a tim na
oblasti vznikne vice bazovych funkci (vice "kopeckl”)



Numericka integrace

Slabé feSeni vyzaduje vypocCet integrald, jen vyjimecné Ize
provést integraci analyticky, proto se pouziva integrace
numericka. Existuje cela rada metod numerické integrace,
zvlasté vhodna pro polynomy je Gaussova integrace.

Princip Gaussovy integrace
Uvazujme nasleduijici integral:

1
I = /_ )

Hodnotu integralu budeme aproximovat jako

1= wif(&)
i—



Idea spociva v tom, ze se snazime stanovit hodnoty vah w; a
soufadnic integrac¢nich bodu ¢&; tak, abychom integrovali presné
polynom co nejvyssiho fadu. Mame tedy celkem 2n parametrd,
které mizeme zvolit.

Duasledkem toho je, ze mame-li n integracnich bodu, pak
muzeme presné integrovat polygon radu p < 2n— 1.
Nutny pocet integrac¢nich bodU pro pfesnou integraci polynomu

fadu p je tedy n > %



Tabulka Gaussovych integraénich bodl a vah

§i

Wi

0.0

2.0

WN =5

+1/V3

1.0

+ 0.7745966692
0.0

0.555 555 5556
0.888 888 8889

+ 0.8611363116
+ 0.3399810436

0.347 854 8451
0.652 145 1549

+ 0.9061798459
+ 0.5384693101
0.0

0.236 926 8851
0.478 628 6705
0.568 888 8889

+ 0.9324695142
+ 0.6612093865
+ 0.2386191861

0.171 324 4924
0.360 761 5730
0.467 913 9346




Priklad integrace polynomu

n=1:

n=2:

n=3:

Uloha: urgit hodnotu integralu

I= [T (x*+4%x3 —24x2 - 2% x+1)d¢

Pfesné resent:

x> x* x3  _x° 1 16
=|—=+4—-2—-—-2— = — =1.0667
/ 5+44 23 22+x71 15 066
Gaussova integrace: pro presnou integraci potfebujeme
1 5 -
”>%=§=>”23 =321 wif(&)
I =f(0)x2=2 ! w 4

I =f(—1/3/(3)) * 1+ f(1//(3)) * 1

= 0.8889

Iz = f(—0.7745966691) * 0.5555555556
+ £(0) + 0.8888888889

+ £(0.7745966691) * 0.5555555556
=1.0667

0




|zoparametrické prvky

Integrace se provadi v pfirozenych souradnicich £, 7, ... na
intervalu < —1,1 >. Proto je tfeba geomerii prvku do téchto
soufadnic transformovat. Casto se pro aproximaci geometrie
prvku pouzivaji stejné aproximacni funkce jako pro aproximaci
neznamych - izoparametrické prvky.

Napf. pro tyCovy prvek s linearni aproximaci:

1 1
X(6) = NE(EIXE + NE(E)XE = 5(1 = OxF + 5(1 + x5

Integrace na prvku se pak provede v pfirozenych soufadnicich:
Xo 1
| fa= [ (e s ~ 35 x())
X1 — i

° .
ax _ I je Jakobian transformace.
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