f

Numericka analyza transportnich procesii - NTP2

Pfednaska ¢. 5

Koneéné prvky a aproximaénich funkce
(zdroj - maudl programu SIFEL)



Prvky pro 1D ulohy

“Tytovy" prvek s linearnimi aproximaénimi funkcemi
(2 uzly)

Aproximaéni funkce:

1
N = 51-9),

1
N = 51+8),

Parcialni derivace vhledem k &

oNy? 1
o 27
AN

€ 2



“Tytovy" prvek s kvadratickymi aproximanimi funkcemi

(3 uzly)
Aproximaéni funkce:
N N3 Ny
PN

1 3 2
NP = S(e- 1,
Ny = ;(Hf)&,
NY = 1-¢.

Parcialni derivace vhledem k &

Ny L
oE 2

8]\[2(1) _ £+}
o€ 2’

oN;" = —2¢.

23



Prvky pro 2D ulohy

Trojuhelnikovy prvek s linedarnimi aproximaénimi funkcemi

(3 uzly)
Cislovani uzlt a hran prvku:

hrany | uzly

1 1,2

2 2,3

3 3,1

n
2
1
2
g




Trojuhelnikovy prvek s linedarnimi aproximaénimi funkcemi

(3 uzly)
Aproximaéni funkce:
N = ¢,
N =,
N = 1-¢-n.
Parcialni derivace vhledem k &
oNy”
o ’
oNy”
03 ’
Ny’
o '
Parcialni derivace podle n
oNy
on ’
N
o L
AN

on



Trojuhelnikovy prvek s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi

(6 uzld)

Cislovani uzlt a hran prvku:

hrany | uzly

1 1,2, 4

2 2,3,5

3 3,1, 6

n
2

1
2 5 4
g

3 1



Trojuhelnikovy prvek s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi

(6 uzld)

Aproximaéni funkce:

= 2§(£-05),
= 2n(n—0.5),

= 2(1-&§—-n)(05-¢—n).

= 4n,
= 4(1-¢-n),



Trojuhelnikovy prvek s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi

Parcialni derivace vhledem k &

ON®
73
ONS
o¢
AN
73
OND
o¢
oN®
23
NS
o¢

(6 uzld)

= 41,

= 0,

= 4£+4n—-3,
= 47,

= —4n,

— 4—8t—4p.



Trojuhelnikovy prvek s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi

(6 uzld)

Parcialni derivace podle n

ON®

=0,
= 4dn-1,

= 4+4n—-3,
= 4¢,

= 4—4¢£—8n,
= —4£.



CtyFahelnikovy prvek s linearnimi aproximaénimi funkcemi

(4 uzly)
Cislovani uzlt a hran prvku:

hrany | uzly

1 1,2

2 2,3

3 3,4

4 4,1

Ul
2 1 1
g

2 4




CtyFahelnikovy prvek s linearnimi aproximaénimi funkcemi

(4 uzly)
Bi-linearni aproximaéni funkce:

NP = Z0+81+n),
R
NP = Z0-8(1-n),
NP = 20490 -n).

Parcialni derivace podle &

agfg” = i(1+77),
8](;[;(1) = —71+m,
agfg) = —i(l—n),
onn (1-m)

o8 4



CtyFahelnikovy prvek s linearnimi aproximaénimi funkcemi

Parcialni

ONY
on
NV
on
aNgY
on

aN

on

(4 uzly)

derivace podle n

1



Cty¥dhelnikovy prvek s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

(8 uzld)

Cislovani uzlt a hran prvku:

hrany | uzly
1 1,25
2 2,3,6
3 3,4, 7
4 4,1, 8
1"
2 5 1
5 © 8 &
4
3 7 4



Cty¥dhelnikovy prvek s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

(8 uzld)

Bi-kvadratické aproximaéni funkce:

O nETn—1).,

1

J0=O0+m)(=€+n-1),

1= -n)(-E-n-1),

JA+OA-n)E-n-1),

51— €)1+7),

-8,

=g —),
1

S+ =17



Cty¥dhelnikovy prvek s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

ON{?
23
AN
23
ON®
23
OND
23
ON®
23
ONP
23
AN
23
NS
23

(8 uzld)

Parcialni derivace podle &

LU nE - D+ ;0O ).,

_1(1 i n)(_g L n— 1) = 1(1 - 5)(1 + 77) )

4 4

1

4 4
1

{=n)E—n =1+ 70 +61-n),

Lapee—n-n-ta-ga-n),



Cty¥dhelnikovy prvek s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

(8 uzld)

Parcialni derivace podle n

T OE -+ ;04O +).,

di—otrn-nria-oa+n,

1 1
_i(l ) (E—p—1)— i(l — &1 -n),
_i(l FEE—n—1)— i(l +&)(1—n),
“1-8,

(1=&)(=n),

~51-8),

(1+&)(=n) .



Prvky pro 3D iulohy

CtyFstén s linedrnimi aproximaénimi funkcemi
(4 uzly)
Cislovani uzli a ploch prvku:

plocha | uzly
1 3,2, 4
2 1,3 4
3 2,1, 4
4 1,23
3 g
1
5 2
2
3
4 4 n
36 by



Cty¥stén s linedrnimi aproximaénimi funkcemi
(4 uzly)

Aproximaéni funkce:

NP = ¢,
NY = g,
NY = ¢,
NY = 1-¢-n -¢.

Parcialni derivace vhledem k &

oNY
73
AN
73
N
73
N
73




Cty¥stén s linedrnimi aproximaénimi funkcemi
(4 uzly)
Parcialni derivace vhledem k 7

oNY
on
AN
on
N
on
N
on

0,

L,

— I

Parcialni derivace podle ¢

oNY
¢
AN
o¢
N
a¢
N
o¢

0,

0,



Cty¥st&n s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi
(10 uzld)

Cislovani uzld a ploch prvku:

plocha | uzly

1 3,2,4,6,8, 9
2 1,3,4,7,9 10
3 2,1,4,5,10,8
4 1,2,3,56,7




Sestistén s linearnimi aproximaénimi funkcemi

(8 uzld)

Cislovani uzld a ploch prvku:

plocha | uzly

1 1, 4,85
2 2,1,56
3 3,2,6,7
4 4,3,7,8
5 1,2,3, 4
6 5,6,7,8




Sestistén s linedrnimi aproximaénimi funkcemi

(8 uzld)

Cislovani uzld a ploch prvku:




Sestistén s linearnimi aproximaénimi funkcemi

Tri-linedrni aproximaé&ni funkce:

(8 uzld)

SO +MA+0),

- +n(+0)

1= 1-n(1+0),

S+ -M+0),

S+ +M-0),

1

S1-90+m1-0),

1

S1-90-n1-0),

A+ -m1-0).



Sestistén s linearnimi aproximaénimi funkcemi

Parcialni derivace podle &

oN{Y
23
aN
23
NV
23
ONY
23
oNY
23
NV
23
oNY
23
N
23

(8

s+ n)(1+0),

-+,

~0+n)(I-0),

uzl)

M40,

S-n+0),

SA+n-0),

—sl=n(1-0),
= 1m0



Sestistén s linearnimi aproximaénimi funkcemi

(8 uzld)

Parcialni derivace podle n

oNY
on
NV

SO+,

S1-8(1+0),
-5,
—S1+81+0),

S1+901-0),
1

S1-90-0),
—1-90-0),

- lareoa-o.

8

(106)
(107)
(108)
(109)
(110)
(111)
(112)

(113)



Sestistén s linearnimi aproximaénimi funkcemi

(8 uzld)

Parcialni derivace podle ¢

ng” — e+, (19)
M Lo, (115)
M~ La-gu-w, (116)
N Lareu-m. (117)
ME — Larguem, (118)
MZ  La-gaen, (119
M~ La-on-m. (120)
WD laren-n. (121)

ac 8



Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi
(20 uzld)

vV

Cislovani uzli a ploch prvku:

plocha | uzl

, 12, 16, 20, 13

, 9,13, 17, 14
, 10, 14, 18, 15
, 11, 15, 19, 16
, 9, 10, 11, 12
, 17, 18, 19, 20

OB W N
OO-POO\I@U‘I




Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi
(20 uzld)

1,/ /5
14

16 13 2

7777777777777777777

20 5



Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

(20 uzld)

Tri-kvadratické aproximaéni funkce:

é(1+g)(1+n)(1+C)(§+n+C—2>’

1

g1 =80+ +(=E+n+¢-2),

1

L= 61— +(~E—n+(-2),

S+ - +OE—n+C-2),

O MA-OE+n—¢-2),

2(1 A +nA-O(=§+n—-¢—2),

-0 -~ O(E—n—C~2),
1

S1+O1-n)(1-QE—n-¢-2),

L= +n+0),
11-O1 -1 +0),
1

J1-&)1=n)(1+¢),

(122)
(123)
(124)
(125)
(126)
(127)
(128)
(129)
(130)
(131)

(132)



Ny
N
N
N
NP
N
N
Ny

N

1

1A+ OA=n)(1+0),

{+OU -,

{1-OW+nA-),

1

L= ==,

1

L0+ -n(1-¢),

=) +n-0),

{1001 -0),
1

J1-&)1-n1-0,

L O0 -7 —0)

(133)
(134)
(135)
(136)
(137)
(138)
(139)
(140)

(141)



Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

N
73
ONP
7
NP
73
ONP
73
N
73
ONS”
03
N
o€
N
03

(20 uzld)
Parcialni derivace podle &

;(1+n)(1+g)(g+n+g—2)+;(1+£)(1+'fz)(1+é),
M O(E 42— S1 - MA+O)

_;u A+ O(=§—n+¢-2)— ;(1 -1 -n)(1+¢),

;(1—n)(1+()(§—n+§—2)+;(1+§)(1—n)(1+4),

(1= QE+7 == 2) + A +OA+n)(1 =),

(= (€4 —C~2) ~ - +n)(1—C).

1 1

1= =O(=E-n-(-2) - (1= -n1 -0,

= - -OE-7- ¢~ + A +HA-MA-Q),

8

(142)
(143)
(144)
(145)
(146)
(147)
(148)

(149)



NP
)3
OND
dE
ONB
)3
ONG
dE
N
0t
ONZ
23
OND
o3
OND
73
ONZ
o3
ONG
)3

—SELHMA+0)
- +0),
—SE1=n)(1+0),

T=A(1+0),

HIET RO

0+ -¢),
1

— (== ¢,

{1-n1-¢),

—SEH M- Q).

- la-pa-o,

4

(150)
(151)
(152)
(153)
(154)
(155)
(156)
(157)
(158)

(159)



ONyy
0/
ONY)
o3

5= -0),

= -0

(160)

(161)



Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

OND

(20 uzld)
Parcialni derivace podle n

;<1+§)(1+g)(g+n+(—2)+;(1+£)(1+'f?)(1+<),

1

1=+~ +n+C =D+ (1= +)(A+0)

La-gu+oE—ntc-2-ta-aa-na+0,

8 8

_;(1+5)(1+O(£—n+c—2) — ;(Hf)(l —n)(1+¢),

S O1=E+n-C=2)+ A+ +n)(1-0),

1

=61 = (=E+7-C~2)+ 31O +MA-0),

1 1
8

— _1(1+5)(1—g)(§—n—<—2)—;(1+€)(1—77)(1—C),

8

—g(1 =890 == -n=-¢=-2) - (1= =-n)(1-¢),

(162)
(163)
(164)
(165)
(166)
(167)
(168)

(169)



11+61-¢,
11-90-¢),
~1-60-¢),
~1+80 -,
10-80-0,
=m0,

(170)
(171)
(172)
(173)
(174)
(175)
(176)
(177)
(178)

(179)



(2)
8N19 . _l<1 . §2)(1 . C) , (180)

AN 1
5 = —gTon-0). (181)




Sestistén s kvadratickymi aproxima&nimi funkcemi

ONP
a¢
N
a¢
ONP
a¢
OND
¢
ON;
a¢
ON
¢
N
a¢
N
¢

(20 uzld)
Parcialni derivace podle ¢

é(1+§)(1+n)(§+n+§—2)+;(1+§)(1+ﬁ)(1+f)7

é(1 — A +n)(—E+n+¢—-2)+ ;(1 =~ +n)(1+¢),

1

1= (1= (=€~ +C~2)+ 1= O1L-MA+0),

SO+~ + 30O (A +0)

O ME T2~ LA+ HA+MA Q)

_;(1 —OA+n)(=E+n—-¢-2) - 1(1 -1 +n)1 -7,

8
1 1

—(1 =00 =m(=E=n-¢-2) =21 -1 -1 -(),

= O ME (2~ 1+ OA -,

8

(182)
(183)
(184)
(185)
(186)
(187)
(188)

(189)



)
NS
o¢
)
ONE
ag)
2
ONC
ag)
2
NG
o¢
@)
N
o¢
@)
ONE
ac)
2
ON{:
¢
@)
ONC
¢
)
ONE
ac)
2
ONG
o¢

(1-€)1+n),

1 .
~(1-&)(1-n

4 »
La-e)—y
1

1

la+oa-n?),

S+ O+
_i1®u+nx,
- -n)X.
1+ (1)
la-ea+n,

),
—&§)(1—n
_1(1

(190)
(191)
(192)
(193)
(194)
(195)
(196)
(197)
(198)

(199)



N
¢

)
¢

1- &1 —7),
_Z(

2>.
-1+HA -7

4

(200)

(201)



Klin s linedrnimi aproximaénimi funkcemi

(6 uzld)




Klin s linedrnimi aproximaénimi funkcemi
(6 uzld)

Aproximaéni funkce:

N = ZE1+0), (202)
Ny = ;n(lﬂ), (203)
NP = Za-g-m+0), (204)
NP = Ze1-0), (205)
N = Za-0), (206)

N = a-g-m-0), (207)



Klin s linedrnimi aproximaénimi funkcemi
(6 uzld)

Parcialni derivace podle &

oNy 1
o = 51+, (208)
(1)
agfg = 0, (209)
onNg’ _ 1 1 210
o T —51+0), (210)
N 1
ag = 5(1=0), (211)
(1)
agg — o, (212)
AN 1
= —501-¢), (213)

€ 2



Klin s linearnimi

Parcialni

oNY

aproximaénimi funkcemi
(6 uzld)

derivace podle n

(214)
(215)
(216)
(217)
(218)

(219)



Klin s linedrnimi aproximaénimi funkcemi

(6 uzld)

Parcialni derivace podle ¢

oNY
a¢
NV
a¢
NV
a¢
N
a¢
N
a¢
AN
a¢

¢
27
n
27
;(1—5—77),
¢
27
_n
27
1

(220)
(221)
(222)
(223)
(224)

(225)



Klin s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi
(15 uzld)




Klin s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi

= {(§-0.5)
= n(n—05
= 1-¢&-
= £(£-0.5)
= n(n—0.5)(
= (1-¢6—-n)
= 2§n(1+¢),

= 21 —=&—-n)(A+Q),
= 2(1-€¢-n)(1+7),
= ¢((1-¢%,

= n(1-¢%),

= 1-¢(-n)(1-¢,
= 26n(1-C),

= 2(1-&§-n)(1-(),

(15 uzld)
Aproximaéni funkce:

)¢

)

(0.5 - £ n)(1+¢)¢ .
¢—=1)¢
¢ — )
(0.5

(1+
)(1+
)
(

26(1 =6 =n)(1=0),

5 n (¢ —1)¢.

~~ Y~ /N
S O e O O e N L S S R S S e NSl S e \" A\
B W W W W W W W W W W N DN DNDN
SO © 00 N o o1 B W N B O VW 00 N O
— Y Y N Y N N N N N Y N Y~ —



Klin s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi
(15 uzld)
Parcialni derivace podle &

@gg” — (26-05)(1+0), (41)
agfé” — 0, (242)
MZ — - B (243)
m;f) — (26— 05)(C— 1), (244)
az;);;?) — 0, (245)
M” _ agvan- e (246)
M~ i), (247)
8]55) _ _on(140), (248)
MN" (o se— om0, (249)

73



ANy
85)
ONC
85)
ONG
ag)
N
85)
N
o
NG
dE

2n(1-¢),

2n(¢ 1),

).
46 —2n)(1 - ¢
= (2-

(250)
(251)
(252)
(253)
(254)

(255)



Klin s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi
(15 uzld)
Parcialni derivace podle 7

aN?

o = O (256)

ONS?

gy — 2= 08)(1+¢, (257)

Ny 3

o = GET2—5)1+0C, (258)

aNy®

5 = 0 (259)

N

o = (20-05)(C-1)C, (260)

NS 3

gy = F+m-)(C-1C. (261)

aN?

5 = X1+, (262)

Ny

oy~ G- %-m(+Q), (263)
)

Mo _ e+, (264)




0,
1-¢%,
-1,
26(1-¢),

(2-26—-4n)(1-¢),

= 2(¢C-1),

(265)
(266)
(267)
(268)
(269)

(270)



Klin s kvadratickymi aproximaénimi funkcemi
(15 uzld)
Parcialni derivace podle ¢

ON?

]avé = - 05)(1+20) . (271)

AN

82 = n(n—0.5)(1+2¢), (272)

NP

e = (l—€-mOs-£—n1+2). (273)

ONS®

L = ee-o9) -1, (274

ON?

B = = 05)(2—1). (275)
(2)

G = Q-E-mOs-—E-mE -1, (276)

Ny

ac = 2n, (277)

B (2)

e = €=, (278)
(2)

M~ s-e-m), (219)

¢



OND
aC |
2
ONC
¢
®)
ONG
aC |
2
ONC
¢
)
ONy;
¢
k)
ONG
¢

_2§C )
_277< )

— ) ,
—20(1—=&—=1
_257] )

_ )7
—2n(1—-&§—n

— )7
—26(1-¢—n

(280)
(281)
(282)
(283)
(284)

(285)



Transformace derivaci
Transformace derivaci ve 2D

Necht” je funkce f funkci dvou proménnc¢h x a y. Proménné miZeme
aproximovat:

M=

z(&n) = ) Ni(&nzi (286)

1

<.
Il

NE

y(&,n) = Ni(&,m)y: (287)

1

Zavislost funkce f Ize vyjadfit f(z, y) f(@(&,n),y(&n)) = f(&n). Prvni

derivace funkce f podle proménnych £ a n maji nasledUJ|C| tvar

of  O0fox  Of 0y
96 = os0¢ Tayoc (288)

% _ Ofox  Ofoy
on 8x8n+8y8n (289)

.
I

P¥episeme pfedchozi rovnice:

dz Oy af 0 f
(377 an dy a77



kde FfeSeni soustavy ma tvar:

v ().
J znadi jakobian derivace:
Pokud Ize funkci f is aproximovat m pottem funkei}
f(&m) = 3 Mi(&m)J; (204)

prvni derivace podle proménnych x a y jsou

o - ; > PN (205
ox J \j= 1 (95 f]zzl (977 on T j§1 377 J; zzl 35 0 (295)
4 = 296
dy J \j= 1 877 fj 85 Zl 0& sz 1 (977 . (29)



Transformace derivaci ve 3D

Tentokrat je funkce f funkci tfi proménnch x,y and z. Proménné mizZeme
aproximovat:

2(&,n,¢) = ; Ni(&,m, Oz | (297)
y(&,m,¢) = ; Ni(&,m, Q)i (298)
2&,7m,0) = izv;(f ()7 - (299)

~.
| |

Zavislost funkce f Ize vyjadfit f(x,y, 2) = f(x(&,n,¢),y(&,1,¢), 2(§ 0, C)) =
f(&,m,C). Prvniderivace funkce f podle promé&nnych &, 17 a ¢ maji nasledujici

tvar

of  Ofdx O0fdy Of0z
86  OzOf Oyt | 0208’ (300)
of JOfdx Of0dy Of0z
- 1
on 8x8n+8y8n+8z8n’ (301)




of  Ofdx O0fdy Of0z

G @waC | Gwec  @ael

P¥episeme pfedchozi rovnice:

oxr Oy

0z

¢ 0
i

0
5

on 0
oz Oy

0
07

¢ ¢

kde YeSeni soustavy ma tvar:

a¢

of of
B
AR
oy | | an |
ot | | of
0z oC

Of 0y 0z N Of 0y 0z

af 1 <8f8y82

ox J

DEOndC | 0COEDy | OndCoE
D0

Of 0y 0z 8f8y82>

OCOnOE  DEDCAn  OnOEDC

Of 0xr0z Of0x0z

oy J

of 1 (&f@az@z

onDED. " DEDC I T O I oE

(302)

(303)

(304)
(305)

(306)



Of0xdz Of0xdz Of0x0z 307

a anagag_agagan_aganac)’ (307)
of 1 (O0f0xdy Of0x0dy Of0x0y
BB J(@g@g@f@ﬁg@ﬂ@g@ﬁg‘ (308)

3 8f8m8y_8f8x8y_6f8x8y) (309)
0E0COn OndEdC OConoE)
J znali jakobian derivace:

OJrOy0z O0xdydz Oxdydz Oxdydz Oxrdydz 0Oxdydz

J - — - - .
DE B D¢ | BCOEDy | BndC O OCINOE  BEDC I moede
310
Pokud Ize funkci f aproximovat m po¢tem funkci}
=
prvni derivace podle proménnych X, Yy a z jsou
or ( 0¢ f]z 1 3 yzzz1 (9(’ ; /i z';@fyzz;@nzﬁ




of

of
0z

é aé\gj Ji ; 88]2% § aaNi jgl aagj iy ajx v Zl aazz.

;(jgl az?gjf%ilagl ajz = agjf% 1(29]2 zzl(zjq\fzi
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