
ENumerická analýza transportńıch proces̊u - NTP2

Přednáška č. 6
Nestacionárńı vedeńı tepla



Ř́ıdićı rovnice

Konstitutivńı rovnice

Transportńı rovnice

Fourier̊uv zákon

q = −λ(T )gradT (x, t), (1)

kde q je tok tepla (W.m−2), λ (W.m−1.K−1) je efektivńı tepelná vodivost materiálu
obecně závislá na teplotě a směru, ...

Bilančńı rovnice

Bilance energie

(
ρ(T )C(T )

)∂T
∂t

= −divq, (2)

kde ρC je efektivńı tepelná kapacita materiálu, ρ (kg.m−3) je objemová hmotnost a C
(J.kg−1K−1) je specifické teplo obecně závislé na tepotě ...



Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Uvažujme diferenciálńı rovnici vedeńı tepla s konstantńımi parametry

div(λ gradT (x, t))− ρC ∂T (x, t)

∂t
= 0 x ∈ Ω, (3)

s počátečńı podḿınkou

T (x, t = 0) = T0(x), x ∈ Ω (4)

a s okrajovými podḿınkami:
Dirichletova

T (x, t) = T (x, t), x ∈ ΓT (5)

Neumannova

q(x, t) = q(x, t), x ∈ Γqp, (6)

Cauchyho

q(x, t) = α(T (x, t)− T∞(x, t)), x ∈ Γqc, (7)

kde q(x, t) = −λ(∂T (x, t)/∂~n).



Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla
Galerkinova metoda

Na rovnici vedeńı tepla aplikujeme Galerkinovu metodu∫
Ω
δT
(
divλ gradT − ρC ∂T

∂t

)
dΩ = 0. (8)

Integraćı per-partes∫
Ω

gradδT λ gradTdΩ +
∫

Ω
δT ρC

∂T

∂t
dΩ−

∫
Γ
δT λ

∂T

∂~n
dΓ = 0. (9)

Za p̌redpokladu, že δT = 0 na ΓT je∫
ΓT

δT λ
dT

d~n
dΓ = 0, (10)

je integrál na hranici∫
Γq

δT
(
− λ ∂T

∂~n

)
dΓ =

∫
Γqp

δTqdΓ +
∫

Γqc

δTα(T − T∞)dΓ. (11)

Slabé řešeńı je ∫
Ω

gradδT λ gradTdΩ +
∫

Ω
δT ρC

∂T

∂t
dΩ +

+
∫

Γqp

δT qdΓ +
∫

Γqc

δT αTdΓ−
∫

Γqc

δT αT∞dΓ = 0. (12)



Slabé řešeńı - MKP

Základńı p̌ŕıstupy k formulaci slabého řešeńı

• Diskretizace celé časoprostorové oblasti - časoprostorové prvky

• Oddělená diskretizace prostorová a diskretizace časová (diferenčńı schema,
metoda vážených rezidúı, ...)



Numerické řešeńı MKP
Prostorová diskretizace

Teplotu na prvku aproximujeme:

T e = Ner
e
T , gradT e = Ber

e
T (13)

δT e = New
e, gradδT e = Bew

e (14)

n∑
e=1

weT
( ∫

Ω
BT

e λ BedΩreT +
∫

Ω
NT

e ρC Ne
dreT
dt

dΩ +

+
∫

Γqp

NT
e qdΓ +

∫
Γqc

NT
e αNedΓ−

∫
Γqc

NT
e αT∞dΓ

)
= 0. (15)

Po několika úpravách obdrž́ıme

Kr +C
dr

dt
= f (16)

kde je matice vodivosti:

KΩ =
∫

Ω

(∂NT

∂x
λ
∂N

∂x
+
∂NT

∂y
λ
∂N

∂y
+
∂NT

∂z
λ
∂N

∂z

)
dΩ,

KΩ =
∫

Ω

(
BTλB

)
dΩ, (17)

KΓqc =
∫

Γqc

(
NTαN

)
dΓ, (18)



matice kapacity:

C =
∫

Ω
NTρC NdΩ, (19)

pravá strana (toky):

fΓqp = −
∫

Γqp

NT qdΓ, fΓqc =
∫

Γqc

(
NTαT∞

)
dΓ. (20)



Numerické řešeńı MKP

Řešeńı lineárńıho problému - časová diskretizace (d-forma)

Uvažujeme časový interval ∆t = ti − ti−1 a p̌redpokládáme, že známe řešeńı ri−1 v
čase ti−1.

Linárńı aproximace vektoru uzlových hodnot:

r(t) = τri + (1− τ)ri−1, (21)

kde τ = (t− ti−1)/∆t. Stejnou aproximaci použijeme pro pravou stranu (toky): - vektor
f .

Časová derivace vektoru uzlových hodnot je tedy

dr

dt
=

1

∆t
(ri − ri−1) (22)

Aplikaćı vztahů (21) a (22) v rovnici (16) obdrž́ıme následuj́ıćı systém lineárńıch age-
braických rovnic pro neznámý vektor ri zapsaný v maticové formě

[Kτ +
C

∆t
]ri = f i−1(1− τ) + f iτ + [

C

∆t
−K(1− τ)]ri−1. (23)



Volba τ ovlivňuje stabilitu řešeńı

τ ∈ [0; 1] (24)


