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Uvod do ptesnosti MKP, generace siti
a metod FeSeni soustav linearnich rovnic
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Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki

Sit’ kone¢nych prvkii

o Metoda koneénych prvki je zaloZena na diskretizaci plivodni spojité kon-
strukce soustavou prvki (nebo obecngji na diskretizaci slabé formulace
fidicich rovnic) = vysledkem je p¥iblizné YeZeni

o Pfesnost pfiblizného feSeni zavisi na
- volbé& typu koneénych prvkii
- velikosti jednotlivych prvkii
- na pribéhu slabého feSeni
- u Casové zavislych problémi na typu Casové diskretizace a algoritmu
Feseni

« MKP je siln& ovlivnéna konstrukei sité kone€nych prvki (obecn& bazovych

funkci)



Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki
Kovergence metody konec¢nych prvkii

e Teorie je velmi propracovana pro dlohy mechaniky (linedrni statika) -
poznatky jsou vyuZivany pro YeSeni transportnich procesl (stacionarni
— nestacionarni)

« Pojem kovergence (Cauchyho koncepce): Rekn&me, Ze posloupnost reélnych
Cisel a,, konverguje k limité a, pokud pro libovolné ¢ > 0 mizeme najit
takové ny, Ze pro kazdé n > ny plati |a — a,| < €. Pak piseme:

lim a, = a
n—oo

« PYedchozi definice jinymi slovy tvrdi, Ze dokaZeme posloupnosti a,, aprox-
imovat limitu a s libovolnou p¥esnosti ¢ > (

e« V MKP jde o to, zda lze slabé YeSeni dané ulohy u®™ aproximovat s

libovolnou p¥esnosti kone&n&prvkovym Yedenim u™kP:

mkp
n

Uy P(x) — u™



Uvod do presnosti metody kone¢nych prvkii
Kovergence metody kone¢nych prvki
o V MKP nas zajima konvergence funkci

o P¥iklad: taZeny tlaeny prut
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Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki

Kovergence metody konec¢nych prvkii

o Zavadime tzv. energetickou normu funkce u

@) = [ Ba)at)(G) o

ktera ma fyzikalni vyznam energie konstrukce, udélime-li ji dany posun
u

o Zkoumame, zda plati:

™ (@) — [u™ ()]

o V MKP jednotliva ¥feSeni paramterizujeme rozmérem prvku A misto poétem
prvki n

e V idedlnim p¥ipadé by mélo platit:

lim |Ju ™ ()] — [|u™(z)]
h—0



Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki
Kovergence metody kone¢nych prvku

A “Uv“

mkp mkp
o s !

« Tedy pro zvolenou presnost € > 0 jsme schopni najit takovou velikost
prvku h, Ze plati:

k
lup ™ (2) —u™(@)]| < e

jsme tedy schopni aproximovat slabé ¥eseni s libovolnou pFesnosti v en-
ergetické normé



Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki
Kovergence metody konec¢nych prvki

Bazové funkce musi spliiovat podminky:

o dostate¢né hladkosti: funkce maji derivace ¥adu o jeden vy33i neZ se
objevuje ve slabém FeSeni

e spojitosti: funkce musi byt spojité jak uvnitf prvku, tak na hranici

e Uplnosti: nap¥. pro teorii pruznosti:
- musi popstat konstantni stav deformace
- a musi reprezentovat p¥emisténi prvku jako tuhého télesa bez vzniku
deformaci

e Prvek jehoZ bazové funkce spliiuji jak podminky spojitosti, tak Gplnosti se nazyva
konformni — monotdénni konvergence

e Pokud je splnéna podminka uplnosti, ale neni podminka spojitosti, prvek se nazyva
nekonformni

e U nekonformnich prvki je analyza splnéni podminky uplnosti velmi komplikovana,
proto je pro kontrolu spravnosti ¥eSeni vyuzivan tzv. PATCH TEST



Uvod do presnosti metody kone¢nych prvkii

Kovergence metody konec¢nych prvkii

PATCH TEST
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Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki
Adaptivni techniky v MKP

o Adaptivni techniky v MKP se zabyvaji zjemniovanim siti a zvySovanim
stupné polynomu aproximac&nich funkci, rychlosti konvergence

o Rychlost konvergence lze ovlivnit
- zjemniovanim sité h — 0 - tzv. h konvergence
- zvySovanim stupné polynomické aproximace - tzv. p konvergence
- kombinaci obou pfistuptl - tzv. hp konvergence

o Z vypocletniho hlediska je vyhodné provadét zjemnovani sité resp. zvySovanim
stupné polynomu tam, kde pf¥iblizné ¥eSeni dobfe nevystihuje presné
feSeni — adaptivni varianta MKP.

- napf. v mistech koncentrace napéti, v mistech extrémnich gradineti
teplot a vhlkosti, ...



Uvod do presnosti metody kone¢nych prvkii
Adaptivni techniky v MKP

linear

in|| e

“quadratic

nh
 Pro libovolnou adaptivni techniku je nutné znat chybu pFiblizného Feseni

e(w) = u™P(z) — u™ () (1)
respektive
le(@)]| = [[w™(2) — u™(2)] (2)
o Nazornéjsi veli¢inou je relativni chyba ¥eSeni

el

o



Uvod do pFesnosti metody konecnych prvki
Adaptivni techniky v MKP

o Pfesné YeSeni u™ neni obecné znamé, je nutné se spokojit “pouze” s
odhadem chyby °||e|| nebo relativni chyby "n

o Metody odhadu chyby
- metoda ZZ (navrzend Zienkiewiczem a Zhuem) - vhodna pro h adap-
tivni metodu

O. C. Zienkiewicz and J. Z. Zhu, A simple error estimator and adaptive procedure
for practical engeneering analysis, International Journal for Numerical Methods in
Engineering 24 (1987), 337-357.



Uvod do automatického generovani siti
viz stranky predmétu NTP2
nebo

http://ksm.fsv.cvut.cz/~dr/t3d.html - internetové stranky T3D




Uvod do metod ¥eSeni fidkych soustav
lineadrnich rovnic



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

o Hledame ¥edeni
Ax =0

kde poet rovnic je velky (10°) a matice A je ¥idka



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Ochranna obélka JE
Pocet uzl(: 14970
Pocet prvka: 11764
Pocet rovnic: 43875

Profil: 67 600 240, po
pregislovani 5 866 165
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Uvod do metod feSeni Fidkych soustav
linearnich rovnic

V4

Metody ukladani fidkych matic
e Pasova matice

General, Banded Coefficient Matrix

ji>i+p

a;; =0

i>j+q

Banded Symmetric Matrix

a;; = @ji, [i—j[<b

g = a;=0, [i—j|>b

b is half-bandwidth
p super-diagonals
q sub-diagonals
w = p+g+1 bandwidth



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Metody ukladani fidkych matic
o Skyline

Sparse and Banded Coefficient Matrix
'Skyline’ Systems

=
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 Soufadnicové ukladani - vhodné pro iteralni fesite



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Metody feSeni
P¥imé metody

« Idea: faktorizace (rozklad) matice na soudin matic, které jsou snadngji
invertovatelné (trojihelnikové) s moznou permutaci pro dosaZeni stabil-

ity
o P¥iklad: LU dekompozice A = LU, kde L a U jsou dolni, resp. horni

trojuhelnikové matice. Pokud je rozklad k dispozici, feSeni je pak:

Ax = (LU)x = L(Ux) = b,
Ly=b, Ux=y

« Vyhoda rozkladu spo&iva ve snadném ¥eeni obou podproblémi (dopfedna
a zpétna substituce)



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Metody feSeni
P¥imé metody
« Vyhody:

- garantovany pocet operaci
- schopnost fesit velké 2D a 3D dlohy
- rychlost robustnost

« Nevyhody:
- nutnost sestavit matici soustavy - miZe znamenat znaéné komplikace



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Metody feSeni

lterani metody

« Dva hlavni typy itera&nich algoritmu: relaxani (Jacobi, Gauss-Seidel) a
projekéni (Krylovovy metody: CG, GMRES)

e ldea: generovat posloupnost aprOX|maC| feSeni xg, x1, ... x, tak, aby lim
x, — =¥, kde =¥ je pFesné Feseni

V'V © 4

o Narozdil od pfimych ¥eSi¢li miZeme ¥eSeni pfedéasné ukondit pomoci
vhodného kritéria

e Vyhody:
- nemusi vyzadovat explicitni sestaveni matice soustavy
- velmi nizké pamétové naroky
- efektivni pro velmi ¥idké systémy, zejména ve 3D

« Nevyhody:
- Casto vyzaduji velky pocet iteraci
- ¢asto nutné efektivni predpodminéni



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Metody feSeni
Hybrini metody

o multigridni metody



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic
Paralelni ¥eSeni soustav rovnic
« Velikost feseného problému je na jednom potita&i vzdy omezena (rychlost
CPU, velikost pamé&ti) — paralelni, distribuované vypo&ty na modernich
paralelnich potitalich nebo po&itatovych svazcich (PC clusters)

o Architektury:
- sdilena pamét’
- distrubuovana pamét’
- hybridni systémy

network

& i - &
o i e i — -+

« Programovaci modely:
- vldkna (threads) - sdilend pamét’ (POSIX, OpenMP)
- Message passing interface - distribuované i sdilené systémy (MPI)
- Paralelni datovy model - sdilend pamét’ (F90, HPF)




Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Paralelni ¥eSeni soustav rovnic

e Princip: rozdéleni problému na podproblémy, které mohou byt ¥eSeny
na individualnich uzlech, vzajemna zavislost vynucuje vzajemnou komu-
nikaci

e V MKP se pouZiva tzv. doménova dekompozice = rozdéleni oblasti
na podoblasti - pro efektivni zpracovani je nutny paralelni distribuovany

vV _ V'V

resic

« Pozadavky na dekompozici: rovnomérna distribuce prace (pocet prvki),
minimalni rozhrani mezi subdoménami (komunikace)

o Metody FeSeni:
1. primarni doménova dekompozice - Metoda Schurovych dopliiki
2. dualni doménovd dekompozice - metodat FETI (Finite Element Tear-
ing and Interconnecting method)

« Load Ballancing - distribuce prace mezi uzly (statickd, dynamickd) je
dilezita pro efektivni vypocet



Uvod do metod feSeni fidkych soustav
linearnich rovnic

Priklad dekompozice




Uvod do piresnosti MKP, generace siti
a metod FeSeni soustav linearnich rovnic

Témata prednasky jsou prevztata z predmétu NAK1 Doc. Dr. Ing. Borka Patzdka
a z prednasek Doc. Dr. Ing. Daniela Rypla.



