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Śıt’ konečných prvk̊u

• Metoda konečných prvk̊u je založena na diskretizaci původńı spojité kon-
strukce soustavou prvk̊u (nebo obecněji na diskretizaci slabé formulace
ř́ıdićıch rovnic) ⇒ výsledkem je p̌ribližné řešeńı

• Přesnost p̌ribližného řešeńı záviśı na
- volbě typu konečných prvk̊u
- velikosti jednotlivých prvk̊u
- na pr̊uběhu slabého řešeńı
- u časově závislých problémů na typu časové diskretizace a algoritmu
řešeńı

• MKP je silně ovlivněna konstrukćı śıtě konečných prvk̊u (obecně bázových
funkćı)
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Kovergence metody konečných prvk̊u

• Teorie je velmi propracovaná pro úlohy mechaniky (lineárńı statika) -
poznatky jsou využ́ıvány pro řešeńı transportńıch proces̊u (stacionárńı
→ nestacionárńı)

• Pojem kovergence (Cauchyho koncepce): Řekněme, že posloupnost reálných

č́ısel an konverguje k limitě a, pokud pro libovolné ε > 0 můžeme naj́ıt

takové n0, že pro každé n ≥ n0 plat́ı |a− an| ≤ ε. Pak ṕı̌seme:

lim
n→∞

an = a

• Předchoźı definice jinými slovy tvrd́ı, že dokážeme posloupnost́ı an aprox-
imovat limitu a s libovolnou p̌resnost́ı ε > 0

• V MKP jde o to, zda lze slabé řešeńı dané úlohy uex aproximovat s

libovolnou p̌resnost́ı konečněprvkovým řešeńım umkp
n :

umkp
n (x)→ uex
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Kovergence metody konečných prvk̊u

• V MKP nás zaj́ımá konvergence funkćı

• Př́ıklad: tažený tlačený prut
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Kovergence metody konečných prvk̊u

• Zavád́ıme tzv. energetickou normu funkce u

‖u(x)‖2 =

∫
L

E(x)A(x)
(du

dx

)2

dx,

která má fyzikálńı význam energie konstrukce, uděĺıme-li ji daný posun
u

• Zkoumáme, zda plat́ı:

‖umkp
n (x)‖ → ‖uex(x)‖

• V MKP jednotlivá řešeńı paramterizujeme rozměrem prvku h ḿısto počtem
prvk̊u n

• V ideálńım p̌ŕıpadě by mělo platit:

lim
h→0
‖umkp

h (x)‖ → ‖uex(x)‖
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Kovergence metody konečných prvk̊u

• Tedy pro zvolenou p̌resnost ε > 0 jsme schopni naj́ıt takovou velikost

prvku h, že plat́ı:

‖umkp
h (x)− uex(x)‖ < ε

jsme tedy schopni aproximovat slabé řešeńı s libovolnou p̌resnost́ı v en-
ergetické normě
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Kovergence metody konečných prvk̊u

Bázové funkce muśı splňovat podḿınky:

• dostatečné hladkosti: funkce maj́ı derivace řádu o jeden vyš̌śı než se
objevuje ve slabém řešeńı

• spojitosti: funkce muśı být spojité jak uvniťr prvku, tak na hranici

• úplnosti: nap̌r. pro teorii pružnosti:
- muśı popstat konstantńı stav deformace
- a muśı reprezentovat p̌reḿıstěńı prvku jako tuhého tělesa bez vzniku
deformaćı

• Prvek jehož bázové funkce splňuj́ı jak podḿınky spojitosti, tak úplnosti se nazývá
konformńı → monotónńı konvergence

• Pokud je splněna podḿınka úplnosti, ale neńı podḿınka spojitosti, prvek se nazývá
nekonformńı

• U nekonformńıch prvk̊u je analýza splněńı podḿınky úplnosti velmi komplikovaná,
proto je pro kontrolu správnosti řešeńı využ́ıván tzv. PATCH TEST
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Kovergence metody konečných prvk̊u

PATCH TEST



Úvod do p̌resnosti metody konečných prvk̊u

Adaptivńı techniky v MKP

• Adaptivńı techniky v MKP se zabývaj́ı zjemňováńım śıt́ı a zvyšováńım
stupně polynomu aproximačńıch funkćı, rychlost́ı konvergence

• Rychlost konvergence lze ovlivnit
- zjemňováńım śıtě h→ 0 - tzv. h konvergence
- zvyšováńım stupně polynomické aproximace - tzv. p konvergence
- kombinaćı obou p̌ŕıstupů - tzv. hp konvergence

• Z výpočetńıho hlediska je výhodné provádět zjemňováńı śıtě resp. zvyšováńım
stupně polynomu tam, kde p̌ribližné řešeńı dob̌re nevystihuje p̌resné
řešeńı → adaptivńı varianta MKP.
- nap̌r. v ḿıstech koncentrace napět́ı, v ḿıstech extrémńıch gradinet̊u
teplot a vhlkost́ı, ...
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Adaptivńı techniky v MKP

• Pro libovolnou adaptivńı techniku je nutné znát chybu p̌ribližného řešeńı

e(x) = umkp(x)− uex(x) (1)

respektive
‖e(x)‖ = ‖umkp(x)− uex(x)‖ (2)

• Názorněǰśı veličinou je relativńı chyba řešeńı

η =
‖e‖
‖u‖

(3)
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Adaptivńı techniky v MKP

• Přesné řešeńı uex neńı obecně známé, je nutné se spokojit “pouze” s
odhadem chyby 0‖e‖ nebo relativńı chyby 0η

• Metody odhadu chyby
- metoda ZZ (navržená Zienkiewiczem a Zhuem) - vhodná pro h adap-
tivńı metodu

O. C. Zienkiewicz and J. Z. Zhu, A simple error estimator and adaptive procedure
for practical engeneering analysis, International Journal for Numerical Methods in
Engineering 24 (1987), 337-357.



Úvod do automatického generováńı śıt́ı
viz stránky p̌redmětu NTP2

nebo

http://ksm.fsv.cvut.cz/∼dr/t3d.html - internetové stránky T3D
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lineárńıch rovnic

• Hledáme řešeńı

Ax = b (4)

kde počet rovnic je velký (106) a matice A je ř́ıdká
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lineárńıch rovnic
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lineárńıch rovnic

Metody ukládáńı ř́ıdkých matic

• Pásová matice
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Metody ukládáńı ř́ıdkých matic

• Skyline

• Soǔradnicové ukládáńı - vhodné pro iteračńı řešiče
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Metody řešeńı

Př́ımé metody

• Idea: faktorizace (rozklad) matice na součin matic, které jsou snadněji
invertovatelné (trojúhelńıkové) s možnou permutaćı pro dosažeńı stabil-
ity

• Př́ıklad: LU dekompozice A = LU , kde L a U jsou dolńı, resp. horńı

trojúhelńıkové matice. Pokud je rozklad k dispozici, řešeńı je pak:

Ax = (LU )x = L(Ux) = b,

Ly = b, Ux = y

• Výhoda rozkladu spoč́ıvá ve snadném řešeńı obou podproblémů (dop̌redná
a zpětná substituce)
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Metody řešeńı

Př́ımé metody

• Výhody:
- garantovaný počet operaćı
- schopnost řešit velké 2D a 3D úlohy
- rychlost robustnost

• Nevýhody:
- nutnost sestavit matici soustavy - může znamenat značné komplikace
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Metody řešeńı

Iteračńı metody
• Dva hlavńı typy iteračńıch algoritmů: relaxačńı (Jacobi, Gauss-Seidel) a

projekčńı (Krylovovy metody: CG, GMRES)

• Idea: generovat posloupnost aproximaćı řešeńı x0, x1, . . . xn tak, aby lim
xn → x∗, kde x∗ je p̌resné řešeńı

• Narozd́ıl od p̌ŕımých řešič̊u můžeme řešeńı p̌redčasně ukončit pomoćı
vhodného kritéria

• Výhody:
- nemuśı vyžadovat explicitńı sestaveńı matice soustavy
- velmi ńızké pamět’ové nároky
- efektivńı pro velmi ř́ıdké systémy, zejména ve 3D

• Nevýhody:
- často vyžaduj́ı velký počet iteraćı
- často nutné efektivńı p̌redpodḿıněńı
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Metody řešeńı

Hybrińı metody

• multigridńı metody
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Paralelńı řešeńı soustav rovnic
• Velikost řešeného problému je na jednom poč́ıtači vždy omezena (rychlost

CPU, velikost paměti)→ paralelńı, distribuované výpočty na moderńıch
paralelńıch poč́ıtač́ıch nebo poč́ıtačových svazćıch (PC clusters)

• Architektury:
- sd́ılená pamět’
- distrubuovaná pamět’
- hybridńı systémy

• Programovaćı modely:
- vlákna (threads) - sd́ılená pamět’ (POSIX, OpenMP)
- Message passing interface - distribuované i sd́ılené systémy (MPI)
- Paralelńı datový model - sd́ılená pamět’ (F90, HPF)
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Paralelńı řešeńı soustav rovnic

• Princip: rozděleńı problému na podproblémy, které mohou být řešeny
na individuálńıch uzlech, vzájemná závislost vynucuje vzájemnou komu-
nikaci

• V MKP se použ́ıvá tzv. doménová dekompozice = rozděleńı oblasti
na podoblasti - pro efektivńı zpracováńı je nutný paralelńı distribuovaný
řešič

• Požadavky na dekompozici: rovnoměrná distribuce práce (počet prvk̊u),
minimálńı rozhrańı mezi subdoménami (komunikace)

• Metody řešeńı:
1. primárńı doménová dekompozice - Metoda Schurových doplňk̊u
2. duálńı doménová dekompozice - metodat FETI (Finite Element Tear-
ing and Interconnecting method)

• Load Ballancing - distribuce práce mezi uzly (statická, dynamická) je
důležitá pro efektivńı výpočet
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lineárńıch rovnic
Př́ıklad dekompozice
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Témata p̌rednášky jsou p̌revztata z p̌redmětu NAK1 Doc. Dr. Ing. Bǒrka Patzáka
a z p̌rednášek Doc. Dr. Ing. Daniela Rypla.


