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Nepodmı́něná optimalizace

• Uvažujeme (striktně) konvexnı́ funkce f

• Obor hodnotH ⊂ R – jednokriteriálnı́ optimalizace

• Definičnı́ obor O = RN – žádné omezujı́cı́ podmı́nky

• Jedná se o tzv. nepodmı́něnou optimalizaci – základnı́ úloha matematic-
kého programovánı́

• Pro jednoduchost uvažujeme dostatečně hladké funkce

• Základnı́ myšlenka – aproximace kvadratickými funkcemi
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Nepodmı́něná optimalizace v jednom rozměru

• Taylorův rozvoj funkce f v bodě x0

f (x) ≈ f (x0) +
d f
dx

(x0)(x− x0) +
1
2

d2 f
d x2 (x0)(x− x0)2

• V obecném přı́padě by přibyly ještě členy (ξ − x0)3, kde

x0 ≤ ξ ≤ x,

ty ale můžeme pro x blı́zko x0 zanedbat.

• Zvolı́me optimálnı́ řešenı́ xopt jako x0:

f (x) ≈ f (xopt) +
d f
dx

(xopt)(x− xopt) +
1
2

d2 f
d x2 (xopt)(x− xopt)2

> f (xopt)
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• Pro hladkou konvexnı́ funkci je

d2 f
d x2 (xopt) > 0

• Podmı́nka optimality
d f
dx

(xopt) = 0

• Pokud pro x0 nenı́ předchozı́ podmı́nka splněna, provedeme opravu

0 =
d f
dx

(xopt) ≈
d f
dx

(x0) +
d2 f
d x2 (x0)(xopt − x0)

⇒ xopt ≈ x0 − (
d2 f
d x2 (x0))−1 d f

dx
(x0)

• Newtonova metoda pro podmı́nky optimality⇒ velmi rychle konver-
guje k optimálnı́mu řešenı́
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• Jak zkonstruovat algoritmus založený na podmı́nkách optimality?

1. Nastav k = 0 a zvol počátečnı́ bod x0

2. Urči

gk =
d f
dx

(xk)

3. Pokud |gk| < tolerance xk → xopt a ukonči algoritmus

4. Urči

hk =
d2 f
d x2 (xk)

5. Proved’ aktualizaci
xk+1 = xk − h−1

k gk

6. k = k + 1, jdi na krok 2
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Nepodmı́něná optimalizace ve vı́ce rozměrech

• Taylorův rozvoj funkce f v bodě x0

f (x) ≈ f (x0) +∇f(x0)(x− x0) +
1
2

(x− x0)
T∇2f(x0) (x− x0)

• ∇f je gradient funkce f [směr největšı́ho spádu]

∇f(x) =



∂ f
∂ x1
∂ f
∂ x2

...
∂ f

∂ xN


(x)
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• ∇2f označuje Hessián funkce f :

∇2f(x) =



∂ 2 f
∂ x2

1

∂ 2 f
∂ x1∂x2

. . .
∂ 2 f

∂ x1∂xN
∂ 2 f

∂ x2∂x1

∂ 2 f
∂ x2

2
. . .

∂ 2 f
∂ x2∂xN

...
...

. . .
...

∂ 2 f
∂ xN∂x1

∂ 2 f
∂ xN∂x2

. . .
∂ 2 f
∂ x2

N


(x)

• Pro striktně konvexnı́ funkci platı́ aT∇2f(x)a > 0 pro a 6= 0, Hessián
je tedy pozitivně definitnı́ a tudı́ž invertovatelný

• Opět zvolı́me optimálnı́ řešenı́ xopt jako x0:

f (xopt) ≈ f (xopt) +∇fT(xopt)(x− xopt)

+
1
2

(
x− xopt

)T∇2f(xopt) (x− xopt) > f(xopt)
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• Podmı́nka optimality
∇f(xopt) = 0

• Pokud pro x0 nenı́ předchozı́ podmı́nka splněna, provedeme lineárnı́
opravu

xopt ≈ x0 − (∇2f(x0))−1∇f(x0)

• Algoritmus

1. Nastav k = 0 a zvol počátečnı́ bod x0

2. Urči
gk = ∇f(xk)

3. Pokud ||gk|| < tolerance xk → xopt a ukonči algoritmus

4. Urči
Hk = ∇2f(xk)

5. Proved’ aktualizaci
xk+1 = xk −H−1k gk

6. k = k + 1, jdi na krok 2



Nepodmı́něná optimalizace 8

Výhody a nevýhody předchozı́ho algoritmu

• Metoda konverguje velmi rychle

• V každém kroku se řešı́ plná soustava lineárnı́ch rovnic → může být
časově náročné→Navrženy iteračnı́ metody které “rekonstruujı́” Hes-
sián [2] nebo ho vůbec nepotřebujı́ – např. metoda sdružených gradi-
entů [3]

• Silně závisı́ na požadavcı́ch konvexity cı́lové funkce, pro jiné úlohy
může být nestabilnı́

• Globálnı́ varianty těchto algoritmů → zajištěna konvergence v koneč-
ném množstvı́ kroků do lokálnı́ho minima [1, 2]
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