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Metody podmı́něné optimalizace

• Stále se pohybujeme v doméně [striktně] konvexnı́ optimalizace

• Řešı́me tzv. úlohu matematického programovánı́ ve standardnı́m tvaru:

min f (x)

gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , m

• Konvexita⇔ f a gi jsou konvexnı́, hj jsou lineárnı́

• Dostupné “polynomiálnı́” algoritmy pracujı́ s touto formou zadánı́
problému

• Cı́lem je převést úlohu na jednoduššı́, v ideálnı́m přı́padě bez omezu-
jı́cı́ch podmı́nek
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Pouze omezenı́ ve tvaru rovnostı́

• Žádné nerovnosti m = 0

• Přeformulovánı́ úlohy

min f (x)

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , m

m

min L(x, λ) = f (x) +
m

∑
j=1

λjhj(x)

• L je tzv. Lagrangeova funkce a λ jsou Lagrangeovy multiplikátory

• Převedeno na problém nepodmı́něné optimalizace, ale za cenu přidánı́
m proměnných
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Karush-Kuhn-Tuckerovy podmı́nky

• Funkce f , gi a hj opět v okolı́ optima xopt rozvineme do Taylorovy řady

• Cı́lová funkce

f (x) ≈ f (xopt) +∇f(xopt)T(x− xopt) ≥ f (xopt) ⇒
∇f(xopt)T(x− xopt) ≥ 0

• Omezenı́ ve tvaru rovnostı́

hj(x) ≈ hj(xopt) +∇hj(xopt)T(x− xopt) = 0 ⇒

∇hj(xopt)T(x− xopt) = 0

• Omezenı́ ve tvaru nerovnostı́: Uvažujeme pouze aktivnı́ omezenı́, pro
které gi(xopt) = 0

gi(x) ≈ gi(xopt) +∇gi(xopt)T(x− xopt) ≤ 0 ⇒
∇gi(xopt)T(x− xopt) ≤ 0
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• Uvažujme nynı́ lineárnı́ kombinaci předchozı́ch omezenı́ (s µi > 0)(
∑

j
λj∇hj(xopt) + ∑

iakt

µi∇gi(xopt)

)T
(x− xopt),

která je viditelně záporná.

• Najdeme-li multiplikátory

λj,opt a µi,opt ≥ 0

splňujı́cı́

∇f(xopt) = −
(

∑
j

λj,opt∇hj(xopt) + ∑
iakt

µi,opt∇gi(xopt)

)

podařilo se nám splnit všechny podmı́nky optimality.



Podmı́něná optimalizace 5

Shrnutı́ Pokud existujı́

• bod xopt,

• multiplikátory µi,opt ≥ 0 odpovı́dajı́cı́ nerovnostem a

• multiplikátory λi,opt odpovı́dajı́cı́ rovnostem splňujı́cı́ podmı́nku

∇f(xopt) +

(
∑

j
λj,opt∇hj(xopt) + ∑

iakt

µi,opt∇gi(xopt)

)
= 0,

pak je bod xopt hledaným optimem řešené úlohy s omezenı́mi.

• Lagrangeovu funkci lze v tomto přı́padě definovat jako

L(x, λ, µ, ν) = f (x) + ∑
j

λjhj + ∑
iakt

µi(gi + νi)

kde multiplikátory µi > 0 a volné proměnné [slack variables] splňujı́
νi > 0.



Podmı́něná optimalizace 6

• Podmı́nky optimality pro Lagrangeovu funkci

∂ L
∂ x

: ∇f(xopt) +

(
∑

j
λj,opt∇hj(x) + ∑

i
µi∇gi(xopt)

)
= 0,

∂ L
∂ λj

: hj = 0,

∂ L
∂ µi

: gi + νi = 0

∂ L
∂ νi

: giνi = 0

µi ≥ 0

νi ≥ 0

• Zcela ekvivalentnı́ původnı́ formulaci

• „Vybı́rajı́“ aktivnı́ omezenı́ ve tvaru rovnostı́ pomocı́ členu giνi = 0
podmı́nka komplementarity
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Shrnutı́ KKT podmı́nek

• Základ všech metod matematického programovánı́

• Problémem jsou „zbývajı́cı́“ nerovnosti pro µ a ν

• Pro konvexnı́ problém a „rozumná“ omezenı́ určujı́ řešenı́ jednoznačně

• Nekonvexnı́ problémy→ vı́cenásobná řešenı́

• Dalšı́ informace o těchto metodách viz [1]
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