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Metamodeling
• Nejmodern jší oblast optimalizace
• Ur ena zejména pro praktické aplikace s 

velkými výpo etními nároky
• Vychází z myšlenky, že reálné optimaliza ní 

problémy nejsou sice konvexní, ale jsou do 
zna né míry „hladké“

• Cíl: najít aproximaci (meta-model) M problému 
(modelu) P tak aby:
– M bylo mén  výpo etn  náro né než P
– Aby minimum M a P bylo totožné
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Meta-modely v optimalizaci
• Náhrada ú elové funkce

– Minimum v meta-modelu je rovné minimu 
vodního modelu

oblast zájmu

f

x

íklad optimaliza ní úlohy:
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Meta-modely v optimalizaci
• Náhrada omezující funkce

– Hyperplocha rozd lující doménu na oblast 
ípustnou a nep ípustnou je co nejvíce shodná jak 

v p vodním modelu, tak v meta-modelu

Oblast zájmu (k ivka pro 2D)

íklad optimaliza ní úlohy:
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Tvorba meta-modelu
• P vodní model je pot eba vyhodnotit v n kterých 

bodech, tzv. bodech návrhu experimentu (DoE z „Design 
of experiment“)

• Hodnoty odezvy p vodního modelu se proloží k ivkou
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Aproxima ní meta-modely
• Též zvané regresní modely
• Odezva získaná pomocí meta-

modelu a p vodního modelu se 
liší 

• Zástupci:
– Lineární regrese
– Kvadratická, polynomiální 

regrese
– Moving Least Squares 
– Polynomiální chaos
– atd.

vodní model
Meta-model
Body DoE

vodní model:
Typ meta-modelu: Polynomiální chaos 
s Legendrovými polynomy 3. stupn
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Interpola ní meta-modely
• Odezva získaná pomocí 

meta-modelu a p vodního 
modelu je totožná

• Zástupci:
– Radiální báze
– Kriging
– Support vector 

Machines

vodní model
Meta-model
Body DoE

vodní model:
Typ meta-modelu: Radiální báze
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Problém podu ení a p eu ení
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ešení: t i nezávislé sady dat
– Trénovací
– Testovací
– Valida ní

Problém podu ení a p eu ení
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Struktura obecného meta-modelu
DoE Výb r modelu Nastavení modelu P íklad techniky

Faktoriální polynom Regrese minima 
tverc

Metoda plochy 
odezvy

Centrální 
kompozitní

Spliny Váhová regrese 
minima tverc

D-optimální Realizace 
náhodného pole

Nejlepší lineární 
prediktor

Kriging

Pln  náhodné Množina funkcí a 
terminál

Genetický 
algoritmus

Genetické 
programování

Latin 
Hypercube

Sí  neuron Zp tná propagace BP Neuronové 
sít

Ru  
vybrané

Rozhodovací 
strom

Ortogonální 
pole

Funkce s radiální 
bází

Minimalizace 
Entropie

Induktivní u ení
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Návrh experiment

Náhodný 
návrh

LHS 
návrh

Optimální 
návrh

Optimální 
LHS návrh

Faktoriální 
návrh

ídká 
ížka

KPU

ídká 
ížka

GQU

Metody generování:
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DoE – design of experiments
• Faktoriální návrhy

a) Pln  faktoriální
b) áste  faktoriální
c) Kompositní

(Návrh experiment )
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DoE
• Náhodná ísla

– pseudo-náhodná
• matematické posloupnosti
• nap . funkce rand()

– kvazi-náhodná
• náhodná, ale rovnom rn  

rozložená
• matematické posloupnosti 

(Sobolovy sekvence)
• metody založené na kvazi-verzi 

metody Monte Carlo (Latin 
Hypercube Sampling)
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DoE
• Metoda Monte Carlo

– simula ní metoda využívající pseudo-
náhodná ísla

– generuje náhodné vektory s p edepsaným 
náhodným rozd lením

• Metoda kvazi-Monte Carlo
– využívá kvazi-náhodná ísla
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Metoda LHS
• Latin Hypercube Sampling

– simula ní metoda typu (kvazi-)Monte Carlo
– využívá kvazi-náhodná ísla
– vyžaduje ádov  mén  simulací než Monte 

Carlo metoda
– rozd lení defini ního na Nsim stejn  

pravd podobných disjunktních interval
– výb r vzork  ze st ed  interval
– zm na po adí hodnot vzork , nikoliv zm na 

hodnot
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Metoda LHS

3 4 5 6 7 8 9

-4 -3 -2 -1 0 1 2

1 2 3 4 5 6 7
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Optimal Latin Hypercube Sampling

• cíl: optimalizovat „rovnom rnost rozd lení“ 
navržených vektor

• metody:
– maximalizace entropie
– maximalizace minimální vzdálenosti mezi 

body
– kritérium založené na potenciální energii
– minimalizace rozdílu mezi získanou a 

edepsanou korela ní maticí
• optimaliza ní algoritmus: simulované žíhání



Moderní metody optimalizace 17

• Audze – Eglais (AE) [P. Audze, V. Eglais,1977]

- potenciální energie

• Euklidovská maximin vzdálenost (EMM) [M. Johnson,1990]

• Modifikovaná L2 diskrepance (ML2) [T. M. Cioppa, 2007]

• D-optimalita (Dopt) [Kirsten Smith, 1918; M. Hofwing, 2010]

Rovnom rné rozprost ení návrhu
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Optimal Latin Hypercube Sampling –
heuristic procedure plus Simulated 
annealing
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Ortogonalita návrhu
íslo podmín nosti (CN) [T. M. Cioppa, 2007]

• Pearson v korela ní koeficient (PMCC)

• Spearman v koeficient po adové korelace (SRCC)

• Kendall v koeficient po adové korelace (KRCC)
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edepsaná korela ní matice
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• dána p ítomností a podobou omezujících 
podmínek

• návrhová doména – dány pouze meze
–> hyperkrychle

Návrhová doména
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• dána p ítomností a podobou omezujících 
podmínek

• návrh sm si (mixture experiment)
–
–> simplex

x1 + x2 + … + xn = 1; 0  xi  1; i = 1, …, n

Návrhová doména
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• Klasické vzory

Metody tvorby DoE
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• dána p ítomností a podobou omezujících 
podmínek

• další omezující podmínky –> polytop

Podmínka pro návrh sm si:
x1 + x2 + x3 = 1

Limity relativního 
zastoupení ingrediencí:

x2  0.6
x3  0.1
x3  0.7

Návrhová doména
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Distmesh tool
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• dána p ítomností a podobou omezujících 
podmínek

• omezená vzdálenost k danému bodu
–>

hyperkoule

Rx
2

Návrhová doména

27Moderní metody optimalizace
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Poznámka: objem jednotkové 
hyperkrychle vs. jednotkové hyperkoule

Dimenze Krychle Koule
2 1 0.785
3 1 0.524
10 1 0.00249
20 1 2.46*10-8
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Sampling from hypercube

Known methodology
Fast and simple
Enables adaptive
sampling

Omits solutions outside bounds!
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Sampling from prescribed 
distributions



Moderní metody optimalizace 31

Transformation from uniform distribution
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Transformation from uniform distribution
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Transformation from uniform distribution
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Sampling from prescribed 
distributions

Known methodology

Sampling around mean
May miss failure region
Problems with adaptive
sampling
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Hypercube vs. prescribed 
distribution?
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Lineární regrese
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íklad jednoduché lineární regrese

• Ve zkušebn  cht li zjistit, jaká je závislost mezi 
výkonností téhož výrobku za skute ných 
podmínek provozu. Za tímto ú elem bylo 
vybráno 10 výrobk . U každého byla zm ena 
jak výkonnost v testu X, tak výkonnost za 
skute ných podmínek provozu Y. Nam ené 
údaje jsou uvedeny v tabulce. P edpokládejte 
lineární závislost. 

[Slovní zadání p íkladu p evzato ze skript prof. Jaruškové – Pravd podobnost a matematická 
statistika, ísla zm na]

x y
121 140
153 169
132 114
84 90
102 91
111 105
163 152
81 60
151 133
129 125
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íklad jednoduché lineární regrese
x y
121 140
153 169
132 114
84 90
102 91
111 105
163 152
81 60
151 133
129 125

x = [121, 153, 132, 84, 102, 111, 163, 81, 151, 129];
y = [140, 169, 114, 90, 91, 105, 152, 60, 133, 125];
Psi = [ones(1,10) x];  % matice návrhu experiment
Beta_app = (Psi‘* Psi)\(Psi‘*y‘)

Beta_app = -8.99340124551449
1.0341760492707
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Regrese zahrnující interakci 
veli in
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Kvadratická regrese
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íklad jednoduché kvadratické 
regrese
x = [-5, -3, 0, 2, 4];

y = [26.274046,9.0840786,1.5915102,4.2260288,17.378550];

Psi = [ones(1,5) x‘ x‘.^2];  % matice návrhu experiment

Beta_app = (Psi‘*Psi)\(Psi‘*y‘)

Beta_app = 0.679526827730912

0.047343996311551

1.02317162054266

x y
-5 26.274046
-3 9.0840786
0 1.5915102
2 4.2260288
4 17.378550
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Polynomiální regrese pro 1 
vysv tlující vel.
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Polynomiální regrese
• Pascal v trojúhelník pro kompletní polynomy ve 2D 

(pro 2 vysv tlující veli iny)

• Pro více neznámých obdobn , po et bod  DoE roste se 
stupn m polynom  a zárove  s po tem vysv tlujících 
veli in

1 Konstantní Min. 1 bod
x y Lineární Min. 3 body

x2 xy y2 Kvadratický Min. 6 bod

x3 x2y xy2 y3 Kubický Min. 10 bod

x4 x3y x2y2 xy3 y4 Polynom 4. ádu Min. 15 bod

Polynom m. ádu Min. (m+1)!
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Kriging
• (neznámá) funkce:

• aproximace: 

)()()( xZxx fy

normáln  rozd lená náhodná 
chyba s nenulovou kovariancí
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Kriging
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Kriging

• predikované hodnoty jsou p esné ve známých bodech
• predikce chyby jsou velké na hrubé ploše a malé na 

hladké ploše
• predikce chyby rostou se vzdáleností od známých bod
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RBFN (Radial-Basis Function Network)
(Sít  s radiální bází)

Bázové funkce :
 

/2||||)( r
i

ieh xxx

– Funkce je aproximována: 

)()(
1

xx i

N

i
ihy

Váhy i vypo teny z rovnosti 
funk ních hodnot funkce a její 
aproximace v N bodech xi
... vede na soustavu lineárních 
rovnic!

Trénovací body

)(xy

Nn321                  
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Radiální báze
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Radiální báze
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Radiální báze
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Ilustrativní p íklad radiálních 
bází
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Ilustrativní p íklad radiálních 
bází
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Kombinace aproxima ních a 
interpola ních meta-model
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Kombinace aproxima ních a 
interpola ních meta-model
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Problém
• Aproxima ní nástroje obvykle vybrány tak, aby 

byly zna  jednodušší než optimalizovaný 
problém

• Aproximace pouze na základ  výsledk  z DoE 
obvykle nepopisuje problém dostate  =>
nutnost itera ního postupu
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Algoritmus
1. DoE vytvo í nová ešení, ohodnotí je na P
2. P idání nových ešení do M
3. Nastavení (aproximace) M  
4. Optimalizace M – získání nových ešení 
5. Ohodnocení nových ešení na P
6. Pokud ne konvergence, návrat do bodu 2
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Algoritmus
1. Inicializace optimaliza ního algoritmu OA –

obvykle DoE, ohodnocení pomocí P, nastavení M
2. Vytvo ení nových ešení OA
3. M vytvo í „odhad“ hodnot nových ešení
4. OA si podle „odhadu“ M vybere, která ešení 

spo ítá pomocí P
5. ešení ohodnocená P vložena do M, nastavení M
6. Pokud OA iteruje, tak pokra uje bodem 2
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Porovnání a 
• Použití algoritm  závisí na d e v schopnosti 

meta-modelu v rn  popsat tvar problému:
– Algoritmus je založen na úplné d e 

(meta-model ídí optimalizaci)
– Algoritmus je naopak založen na zna né 

ned e (optimalizace pokud chce, tak 
použije meta-model)
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RBFN (Radial-Basis Function Network)
(Sít  s radiální bází)

Bázové funkce :
 

/2||||)( r
i

ieh xxx

– Funkce je aproximována: 

)()(
1

xx i

N

i
ihy Váhy i vypo teny z rovnosti 

funk ních hodnot
funkce a její aproximace 
v N bodech xi

– Na aproximaci nalezeno optimum pomocí GA
– P idání dalších trénovacích bod

• Optimum nalezené GA
• Náhodný bod
• Bod ve sm ru lepšího ze dvou posledních optim získaných GA 

(jednoduchý gradient)
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RBFN
– Jednoduchý testovací 

íklad
xeyxex yx sin10,1

22 1501.01001.0
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RBFN
ešení úlohy ex1 s využitím algoritmu GRADE 

jako optimaliza ní metody
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RBFN
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Adaptive sampling around LSF

[Roos, 2006]
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Surrogate Model
• Appropriate number of sampling points is 

needed
• Adaptive updating procedure 

– Multi-objective optimization problem
•Maximization of the nearest distance of the 

added point from already sampled points 
(like miniMax metric)

•To be as close as possible to the 
approximate limit state surface
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Multi-objective adaptive sampling
2D, 27 points
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Multi-objective adaptive sampling
12D, 65 points
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Implemented Meta-Models

• RBFN from Matlab
– Neural Network based

• CTU implementation of RBFN
– with different polynomial regression parts

• Kriging
– DACE toolbox in Matlab
– with different polynomial regression parts
– with regression part found by Genetic 

Programming
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Adaptive update of meta-model

Contours of the example (left) and starting DoE (right). Note 
that the red contour is for F(x) = 0.
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Pareto front (top), contours of the problem with DoEs (middle) and DoEs’ points (bottom). 
Key: Red – added and computed solutions, Blue – points that were too close to other Pareto front points, 
Green – the remaining points of population and Blue empty points – the original DoE.
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Quality of a metamodel
KrigingRBFN (Matlab)
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Quality of updating procedure
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