Prednaska 01 — PRPE + PPA — Organizace vyuky

Prednasejici: Doc. Ing. Vit Smilauer, Ph.D., B312
Konzultaéni hodiny Ut 8.30-9.45

St 14.00 — 15.45, B286, PRPE (Stav. Inzenyrstvi) + PPA
(Arch. a stavitelstvi) prednaska

St 15.55 — 16.45, B286, priklady na prednasce

Webové stranky predmetu
https://mech.fsv.cvut.cz/student/

Domaci ukoly, prednasky, podminky zapoctu a zkousky

Podminky pro udeleni zapoctu:

10 domacich ukolu, véasné odevzdani cvicicimu a na
webovych strankach, 2 semestralni testy, min. 14 bodu/34
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PRPE + PPA — Organizace vyuky

Zkouska:

Zapoctoveé testy (34) + zkouskovy test (30) + priklady (36)
= 100 bodu

Doplnkové ustni otazky

Statistika uspesnosti PRPE, prof. Jirasek

MJ 2009/2010 Z MJ 2010/2011 Z | VS 2010/2011 L
Zapsanych 182 254
Zapocet udélen 141 1967
Zkouskovych pokusti 287 280 3507
Znamku A-E ziskalo 123 95 13272
Pokusi/uspéch 2.33 3.08 2.6?
A 1
B 11
C 42
D 29
E 8
Seminarky 4
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PRPE + PPA — Organizace vyuky

Sylabus:

« Analyza prutu — tah, tlak, jednoduchy a slozeny ohyb,
jejich kombinace, smyk za ohybu, krouceni, vzper

« Elasticky a elastoplasticky material

« Rovinna napjatost — steny

* Trojrozmerna napjatost — t€lesa

Skripta (teorie a priklady):
Sejnoha J., Bittnarova J.: Pruznost a pevnost, ES CVUT, 2004
Bittnarova J. a kol.: Pruznost a pevnost - pfiklady, ES CVUT, 2007 (dotisk)



Motivace — analyza inzenyrského problému

Idealizace Diskretizace Resdeni

Skutednost 7 Matematicky | A Vypocetni Aer| Vysledek
model model

L Aproximaie_T ¢ l
Validace Verifikace <RozhodnutD

Sig_xx (MPa)
-50.0  0.00 500 100.

-100.

g

Statické rovnice (3) Geometrické rovnice (6)  Fyzikalni rovnice (6)
V'a=0, xeQ e=0"u o=D-¢

on=t, xel



Pruznost

Teorie pruznosti matematicky popisuje mechanické
chovani pruznych teles. Cilem je urcit deformaci pruznych
teles a velikosti vnitrnich sil.

Pruznost (elasticita) je schopnost materialu deformovat se
takovym zpusobem, ze nedochazi k jeho nevratnym
zmenam. Po odtizeni nastava jeho navrat do puvodniho
stavu.



Pracovni diagramy — jednoosa tahova zkouska

F F
L AL
- >l
Fa Fa
Linearné pruzny material Nelinearné pruzny material
Sila je umérna deformaci Sila je funkci deformace
> >
AL AL
Kvazikiehky material s poskozenim
F A F A y P

. , g
Pruznoplasticky material
Vznik tr\/alych deformaci

v .
AL

Snizeni tuhosti po dosazeni mezni sily

AL



Zakladni pojmy

Ve

Pevnost je schopnost materialu prenést urcité zatizeni.

Kontinuum popisuje prostredi spojite vyplnené hmotou na
urcité urovni rozliseni.

Homogenni material ma stejné vlastnosti ve vSech bodech
na urcité urovni rozliseni.
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Zakladni pojmy

Izotropni material ma stejné vlastnosti ve vsech smerech
(ocel, beton, zemina ...). Opakem je anizotropie, specialnim
pripadem ortotropie.

Ortotropni material ma stejné vlastnosti v urcitych
kolmych smerech (dfevo, kompozity).

V inzenyrskych analyzach se Casto zanedbava vliv Casu,
setrvacnych sil, stochastickych vlastnosti materialu a
zatizeni.



Zatizeni
« Vneéjsi silove
- Objemove sily [KN/m?]
- Povrchoveé sily
o Plosné [kN/m?]
o Liniove [KN/m]
o Bodové [kN]
« Vnéjsi nesiloveé
- Teplotni zmeny
- Predepsané premisténi '
podpor VoY

v \ AT

S S S S S



Statické rovnice

Vneéjsi sily zpusobuji obecné vznik vnitrnich sil (napéti).

r 3 | namée sily, které pusobi wivs s
Predepvsar)e | nezname sily, teré pusob Vngjsi sily
z prostredi na teleso. T

Rovnice popisujici rovhovahu na Statigké
jednotlivych castech poddajného telesa. rovnice
Neznamé sily uvnitf poddajného télesa, Vnitrni sily

kterymi na sebe pusobi sousedici Casti. (napéti)
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Geometrické rovnice

_______
________

Premisténi

Geometrické
rovnice

|

Pretvoreni

LI

~ e
~~ —
— —_ _ - —
.... A / //

Zmeéna polohy jednotlivych bodu télesa.

Rovnice, které popisuji vliv posunu bodu
na jeho pretvoreni

Zmena velikosti a tvaru jednotlivych Casti
telesa.
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Materialové (fyzikalni, konstitutivni) rovnice

Pretvoreni

Rovnice popisujici odpor
materialu vuci pretvoreni.
(mekky, poddajny, malo
poddajny, tuhy material).

Materialové

rovnice

Vnitrni sily
(napeti)
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Tontiho diagram

Premisténi Vnejsi sily
‘ Spojitost (kompatibilita) T Rovnovaha
Geometrické Statické
rovnice rovnice

l \

y e Materialové Vnitrni si
Pretvoreni aterialove >~ tm'vs,'ly
rovnice (napeti)

13



Model kontinua

Teleso rozdelime na nekonecne malé objemy, na kterych
pozadujeme splneni statickych, geometrickych a fyzikalnich
rovnic — 3D stav napjatosti.

\ Napéti
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Napeti

Limitnim pfechodem na kontinuu definujeme vekior napéeti
pomoci plosky AA
AF

o= lim —
Aaa-0 AA

6 normalové napeti

T smykové napéti

n|=|t|=1 - o=0o n+tt
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Slozky napéti na elementarnim kvadru

0)
< Z
A A
G
sz/ T
Ay o
’CXZ >’ )
T Tﬂ =
(9) Y
O

Smeér normaly

K plose

X sz
" X

Smer osy, se kterou je
napéti rovnobézné

<A

O

-
T
XZ
—»>
A/t T
Xy

Pole napéti

g =
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Model prutu

Re&eni 3D napjatosti t&les je pro technickou praxi pfilis
slozité. Model prutu predstavuje ucinnou aproximaci.

| Lokalni soustava
= . soufadnic

V x

Prut je prvek, jehoz délka vyrazné pfevysuje ostatni rozmeéry.
Prizmaticky prut je prut stalého prurezu po celé jeho délce.
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Napéti a vnitfni sily na prutu

Tou._)%ﬁfl Pa)

5.00

0.00
-56.00

-10.0

OOFCM.O0PC

Tau_x Pa)
5y

22.5
16.0
7.50
0.00

Vnitfni sily prutu jsou vyslednice napéti
v prufezu. Za urcitych pfedpokladu Ize
pouzit zpétny postup pro vypocet
napéti ze znalosti vnitfnich sil.
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Zakladni namahani prutu
Ohyb Krouceni

OOFCM.O0PC6
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Jednoosy (prosty) tah / tlak

Uvazujme prismaticky prut, ktery je zatizeny pouze na
koncich

F F
4— —=X —
L AL
[
AL ... protazeni (absolutni)
AL « . .
e=— ... pomemne protazeni (relativni)

o=0 :g ... hapéti (normalové)
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Popis premisténi a pretvoreni

Ay Vychozi stav
—> Ax ... plvodni délka segmentu
u(x+Ax)
| X o I x) "
I u(x
g Ax
i A Stav po zatizeni
E*E ¢
Protazeni segmentu A u 5
du( x) du )
Au=Ax+u(x+Ax)—u(x)—Ax~u(x)+ Ax+ —(AX)+...—u(x)
dx ! dx
ZOEXXHO B
Au= dLéI(X> A x ... absolutni protazeni segmentu
X
Au _ du(x) ... relativni protazeni segmentu
A X dx
- _ du(x) ... geometricka rovnice

X dx
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Hookeuv zakon pro 1D napjatost

1660 — ceilinosssttuv, ,,Ut tensio, sic vis®

Pro linearné pruzny material je za jednoosého tahu/tlaku
napeti umérné relativnimu prodlouzeni. Materialova
(fyzikalni, konstitutivni) rovnice

o=FE¢,

E ... Younguv modul pruznosti [Pa]
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Pfiklady pracovnich diagramu materialu

E~210 GPa

Mez kluzu
Mez pruznosti
Mez umérnosti

Velka plasticka oblast

Mez pevnosti

Beton
E~30 GPa

Pevnost v tahu je ~10x
mensi nez pevnost v tlaku.
Kfehkeé poruseni bez
varovani.

Tah

Tlak

Litina
E~100 GPa

Kfehky materiél bez
plastické oblasti

My

Tlak

Drevo
E~10 GPa

Ve sméru vlaken.

Kolmo na vlakna ~0,3 GPa.

My

Tah

Tlak

™Y

Tlak

My



Poissonovo cislo pro izotropni material

Pri jednoosém tahu dochazi ke kontrakci v pricnych
smerech.

Sixi)§ [%I Pa)

70.2
[170.0
69.8
I69.5

&
" " v...Poissonovo ¢gislo [-], 0<v<0,5
E,=—VE,
Material v [-]
Guma ~0.5
Ostatni slozky deformace a napéti jsou nulové. ©¢® 0.3
Beton 0.2
Y=Y = ¥Yxy=0 o,=0,=1,=71,=7,,=0 Korek ~0
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Jednoosy tah — napéti a vnitrni sily
Normalovou silu obecne ziskame integraci normalového
napeti

N(x)=] o,(x,y,z)dydz
A

Pro jednoosou napjatost
N(x)=Ao, (x)=EA¢ (x)

Normalova tuhost prurezu
(tuhost prufezu v tahu/tlaku)
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Rovnice rovnovahy pro segment prutu

/, Vnejsi sily (zatizeni) ... f(x+Ax/2)Ax

4 | = | —>
N(x) N(x+Ax)

Podminka rovnovahy
—N(x)+N(x+Ax)+f (x+Ax/2)Ax=0
dN (x) d’u(x)

—N(x)+N(x)+TAx+ - 5

dN (x)
dx

+f,(x)=0



Zakladni rovnice pro jednoosou napjatost

d B B du(x)
d—X(N(X))——fX(X), N(x)=EA -
d du(x)|

™ EA 7 =—f (x)

Obycejna linearni diferencialni rovnice 2. radu
Na kazdém konci jedna okrajova podminka

Volny konec ... predepsana normalova sila ... staticka o.p.
Podepreny konec ... predepsany posun ... geometricka o.p.
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Okrajové podminky pro libovolny prut

Mozno fesit staticky

u<0):0 neurcité konstrukce (L):O u<0):0
yd RS yd
o =X N 2 = X
/7 RS yd
yd N yd
L L
< ~ <
u'(0)=—F/EA(0) u(L)=0
e N
N
N

Kinematicky neurcité
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Tontiho diagram pro prut

Premisteni u(x)

-

d

dx

du( x)

EA
dx

=—f,(x)

_ du(x)
X7 dx

|

Pretvoreni €(x)

N(x)=EAe¢ (x)

LIV d

Vnejsi sily f(x)

Vnitrni sily N(x)
Napeti orx)
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Priklad — sloup zatizeny silou a vlastni tihou

F=10 kN

u'(0)=—F/EA(0)

= <=

u(L)=0

4

[=8m
b=0,4m
h=0,6m

E =30 GPa
y =25 KN/m?3

EA=Ebh=7,2GN
f.=y A=6KkN/m

Vypocet vnitrnich sil

dN(x)__f
dx '

N(X)Z—GX:LO ,N(0)=—10kN

C,

Vypocet posunutl
du(x) _ i\

EA I =N(x)=—6x—-10
2
_—3X —1OXJr

EA
2

3-8 10-8JFCZ
EA 0

272
EA 30

u(x) C,

u(L)=0=



Priklad — sloup zatizeny silou a vlastni tihou

SO ©  ©

-10 kN -41,67 kPa -1.39e-6 +3.788e-5m

[
[
[
[

©F

L/2 | +2.556e-5 m

= <<

/
/
/
/
/
/

/1777 -58 kN -241,67 kPa -8.06e-6
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Prut o konstantnim napéti o

M), & @

A\\\\\\ AN

SIE

oF (®
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Vliv teplotnich zmeén pro izotropni material na prutu

Pri otepleni se vétSina materialu roztahuije.
Soucinitel delkové teplotni roztaznostsi

1 dL 1
o= . K =X
"L, dT K] L m dr
3 :chAT S —
/ \ TN Material a [10° K7]
Celkova Deformace Deformace
deformace od napeti  od teploty Beton 12
Ocel 11-13
Drevo 3-6
o=E(e—0;AT) Plasty 50-180

N=EA(e—,AT)



Vliv teplotnich zmen pro prizmaticky prut
Pri rovhomérném ohrati prizmatického prutu je napéti a
deformace v celém prutu konstantni. Prut zUustane primy.

AL =Lo; AT ... Protazeni od teplotni zmény
A= AT ... Celkové protazeni s vlivem sily

N = EZ\ (AL—AL,) ... Normalova sila v prutu

Oboustranné pevné upnuty prut AL=0

N=—FAx,AT=—FAg,
=——Ex; AT
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Tontiho diagram pro prut s vlivem teploty

Premisteni u(x)

-

d
dx

EA

du(x)
dx

‘”=—fx(x

N—

_ du(x)
xT dx

|

Pretvoreni €(x)

LIV d

Vnejsi sily fix)

|

dN (x) _

"=, (x)

Vnitrni sily N(x)
Napeti orx)
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Rovnomerné otepleni neprizmatického prutu

M e W

NEERTRRRSS -1.426 MN -1.019 MPa 181e-5
3
E=10 GPa
(% AT=+10°C
i a=12e-6K' (1) 3
X A=1+0.2x m? g
A | f=0KkN/m
10077 1426 MPa  -2.27e-5
dN (x)

=0, N =konst. a neznama

dx
c.(x)= N +&p, O= N
T EA(x) T T A(x)

u=f EX(X)dX:f EA]\EX) +&, dXZ%[S.O In(0.2x+1)|+¢&,x+ &
=0,u(0)=0

u(L)=0,N=—E¢ =
'5.0In(0.2L+1)

u(x)=—7.132e—4In(0.2x+1)+1.2e —4x

=—1.426 MN




UrCete posun stycCniku

“b): —3N, +3-40 cos30°—2-40sin 30°=0
N,=21.308kN
< 40sin30°— N, ——>——=0
V(32+22)
N,=24.037 kN

_N,L, 21.308-3

EA 210e+6-113.097e—6
N,L,  24.037-V(3*+2%)
EA  210e+6-113.097e—6

=2.69mm

=3.65 mm

AL,=

@ 20 mm, w=AL,=2.69mm

tl. 2 mm AL,=w sinx+u cosx
E=210 GPa u=(AL,—wsinx)/cos «
A=113.097 mm? u=-—2.59 mm a

W sin o

u Ccos d
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Staticky neurcity prut s vlastni tihou — urcCeni reakci

. )

OO

40.9 kPa 1.63e-6

1.23e-6 m

NN

€ \\\ 2.894 kN
w5 300 mm
- ¥Q
+ 1198 kN
-
cﬁ'N T [1 400 mm §
-1 ©
Q2 Toto vetknuti —
docasné odstranim.
/7477 pots vyzaduji nulovy -4.834 kN
R, posun.

Pouze vlastni tiha
y=24 KN/m?
E=25 GPa

Staticka podminka
R,+R,—Q,—Q,=0

Q,=y A,L,=2410.15>-1=1.696 kN
Q,=y A,L,=2410.2°.2=6.032kN

-38.5 kPa -1.54e-6

Deformacni (pretvarna) podminka

u(3)=0, u(3)=AL,+AL,=0
ny <Ra_Q2>L1
2E  EA,

yL, R,L

2E EA,

R =4.834kN, R,=2.894kN

AL, =

AL,=
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L=2m

1m

Ny

[aN]

L

Staticky neurcity prut — urceni reakci

™)

N0

6.26e-4 m

I:{b
\\\T\\ R, \\\ 25.3kN 2.53 MPa 3.13¢e-4
¢ xVmo0,1x01m B
%8) l 0,3 MN @ = ® ®
y i = +
< H02x0,2m (D) (D) ()
A g / R-0,3  -274.7 kN -6.87 MPa 6.27¢-4
a Deformacni (pretvarna) podminka
E=10 GF’a1 u(3)=0, u(3)=ALY+ALY+AL"=0
a=36-6 K 2R,  1(R,—0.3)
~+ ~+3e-6-20-3=0
10000-0.1© 10000-0.2
0.0225R,=0.00057, R,=0.02533MN
o,= 0%215233 =2.53MPa, o,= _06227247 =—6.87 MPa
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Posouzeni unosnosti prurezu

« Posudte unosnost plného a oslabeného prurezu
| |

- -
| ]
= - | !
= = 0 21 mm I (P
S S
N 'Y [0 21 mm I d
| |
120 mm 120 mm I |
T I<—

Plny prurez

f,=8MPa
N ,;=0.12-0.2-8000=192 kN

Prurez oslabeny otvory pro svorniky
N,,=(0.12:0.2—2-0.021-0.12)-8000=151.7 kN
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Otazky

Kolik je komponent napéti u obecného 3D telesa?

Které tfi rovnice pouzivame pfi popisu chovani prutu a co popisuji?

Cim se li&i pfemisténi a pretvoreni?

Co je vyslednici normalového napéti po prufezu?

Definujte Poissonovo ¢islo a Younguv modul pruznosti. Jaké jsou jejich

hodnoty pro bézné stavebni materialy?

6. O kolik se zmensi objem prizmatického prutu pfi pusobeni konstantniho
tahového napéti (zname A, N, E, v)?

7. Jakého radu jsou posuny a pretvoreni na prizmatickém prutu zatizeném pouze

na okrajich a pfi zatizeni vlastni tihou?

8. Kolik okrajovych podminek Ize definovat na obecné rovnici pro jednoosou
napjatost?

9. Kolik linearne nezavislych podminek umime definovat na okrajich prutu? Jsou
tyto podminky statické, kinematické, nebo jejich kombinace?
10. Jak se projevi vliv teploty v geometrickych rovnicich?
11. Umime z pole posunu jednoznacné urcit pfetvoreni? A naopak?
12. Jsou geometrické rovnice algebraického Ci diferencialniho tvaru?
Created 02/2011 in OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04 by Vit Smilauer.
Podekovani patfi zejmena M. Jiraskovi za inspiraci jeho prednaskami.
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