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Platnost Bernoulli-Navierovy hypotézy
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Platnost Bernoulli-Navierovy hypotézy
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Platnost Bernoulli-Navierovy hypotéezy

= . , o v .
Tato nosna stena nesplnuje
Bernoulli-Navierovu hypotézu:
Ztrata rovinnosti prufezu

0 MPa Sig_x (MPa) Z,tré'ta kOlmOS,’[i pruFez,u .
I]O.O Neutralni osa neni spojnici tezist
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Dusledky kolmosti prufezu na strednici - ohyb M
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Rovnice rovnovahy pro segment prutu

Vi(x) Vné&jsi sily (zatizen)
My(x+Ax)
N(x) <—€ }bN(HAx) —> | f(x+Ax/2)Ax
MO V| Ax2)Ax
) V(x+Ax)
X Ax Ax
>« _a P
—V, (x)+V (x+Ax)+f (x+Ax/2)Ax=0
dv,(x) . dV,(x), df (x) Ax
- + b2 Ax+—2 L (AX) 2 2t JAXx=0
ViV g A 2!dx2< ) fa(x) Cdx 27 *
¥ :OEZX—>O - :OEZX—’O
dv
: ( X) =— fz (X) 1. Schwedlerova véta
dx
—My(x)+My(x+Ax)—VZ(X)%—VZOH—Ax)%:O
dMy (X> — Vz< X) 2. Schwedlerova véta

dx



Rovnice rovnovahy pro segment prutu
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Tontiho diagram pro ohybany prut

Pfemisténi d’ d’w Vnéjsi sily
x) [ el ed T T )
Wi X dx dx X
Geometrické rovnice Statické rovnice T
2 2
K:—dzw _d ]\gy:fz(x>
dX dx
PFetvoreni Vnitrni sily
M ,=El k —* M ,(x)
K ( X ) Materialové rovnice Ux<x ’ Z>




V4

Diferencialni rovnice ohybové cary

d d’w
dx’ | 7 dx’

« ObycCejna linearni diferencialni rovnice 4. radu
* Na kazdém konci prutu jsou dve okrajové podminky
- Predepsana V, ... staticka o.p.

- Predepsany M ... staticka o.p.

f Umoznuje fesit i staticky
z neurcité prutové konstrukce

- Predepsané natoceni (|)y=-w' ... kinematicka o.p.
- Predepsany pruhyb w ... Kinematicka o.p.

- Pokud je El konstantni a M je jednoznacne urcen (stat.
urcita konstrukce), pouziva se casto tvar diferencialni
rovnice 2. radu, jedna o.p. pro kazdy konec

El,w''=—M

y



Okrajové podminky pro ohybany prut, dif. rov. 4. fadu

« \V kazdém koncovém prufezu se predepisuje

- 1. okrajova podminka
w nebo V, (pro konst. EI ,—»V ,=—E[ w''")

- a zaroven 2. okrajova podminka
®,=—w'nebo M (pro konst. EI - M =—FEI w'")

S~ O w(0)=0 A M ,(0)=0

——=x = X
v
A~ w(0)=0 A w'(0)=0
| = X

Volny konec prutu /\ VZ<O>:0 /\ My<0):()
——=x

‘0 [ — —
Symetricka konstrukce ;_sasyy wW '< O) — O AN Vz (O ) — O

Symetrické zatizeni

! = X
10



Priklad — spojite zatizena konzola

£=10 kN/m'
A y y
yd
5%
= X
3m
El =10 000 kNm’

d’w
Y dx®

d2

EEI

=f,

Prvni dvojnasobna integrace

WX _ ¢ v = 10x+c )
dx for V.= X ! Konstanty C, a
30 %
> G, Ize urcit
dMC;(X):VZ(X), My:—5X2+BOx+C2 primo z reakci
X —
—45 /

EI ,w''=—M ,=5x"—30x +45

y

Druha dvojnasobna integrace

Elyw':§x3—15x2+45x+(:3 w'(0)=0—C,=0
3 s

EIyw:1—52x4—5X3+22.5X2+C4’ w(0)=0—C,=0
Prithyb konce konzoly w(3)=10.125mm
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Priklad — spojite zatizeny oboustanne vetknuty nosnik

p fm kN/T' - Alt. 1 -Teseni primou integraci na stat. neurcitem nosniku
] - Prvni dvojnasobna integrace
— dv,(x) B
=—f,, V,=—10x+C,
|< 3m >| dx
dMy(X)—V (x), M =—5x"+C,x+C
El=10000 kNm? dx =77 T ! ’
El,w''=—M ,=5x’-C,;x—C,
d El d"w =f
dx* | 7 dx’ ’ Druhé dvojnasobna integrace
C
EIyw':%xs—jlxz—sz+C3, w'(0)=0-C,=0
/ w'(3)=0—-0=45-4.5C,—3C,
C C
0=11.25+1.5C, \EI w—ix‘l—?le—?zxz—l—C w(0)=0—-C,=0
C,=15,C,=—7.5
=0—-0=33.75-4.5C,—4.5C,
5

EIywz—x —25x°+3.75x°
12

Prithyb stfedu nosniku w(1.5)=0.21 mm
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M, [kNm]
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Priklad — spojite zatizeny oboustanne vetknuty nosnik

CZ

C j;fm kN/T _Alt. 2 - Teseni pomoct staticky urciteho nosniku
N ~ V,=—10x+C,

C =X M ,=—5x"+C,x+C,

e 3 . EILw'=—M =5x"-C,x—C,
w(0)=w'(0)=0 Dvojnasobna integrace stejné jako v Alt. 1
El=10 000 kN 5 5 C, ,

EIl, w'=-x——x"—C,x+C; w'(0)=0—-C;=0
3 2 !
/ w'(3)=0-0=45-4.5C,—3C,
0=11.25+1.5C, 5 C, 5 G

C =15,C = 75\EI w——x — X —7x—|—C w(0)=0—C,=0
O—>O 33.75—4.5C,—4.5C,

EIyw:1—52x —25x°+3.75x°
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Odvodte vzorce pro pruhyby a koncove sily

Ely=kost.

1 1
lF lF o FL lF o FL
y Z #
A /\ /\ 2 %
» L . » L/2 -l L/2 . < A< L/2 -l L/2 »A M
3 3 — 31—
w(L)=—=. 2L w(L/2)=—1% 2 (L)2)=— L 2
3 EI, 48 EI, 192 EI,
1 2 1 2
; / 5L ; 15 1:L
AR IR s EK NN ;)
Z /\ o’ ~
» L - - - - L fs - >‘sz
L4 L4 2 4
w(n)=1.L: w(L/2)=—.L w(L/2)=— L 2
8 EI, 384 EI, 384 EI,
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Podminky spojitosti na intervalech

* Pri nespojitém (osamelém) zatizeni je mozné integrovat
po ¢astech, plati podminky spojitosti pro w', w

F=12 kN n... intervald
a 1| 1. c 4n ... integracnich konstant
/N p /\ (2n ... integraénich konstant pfi
1m 3m 2 :
zadane funkci M
9 kN Tl>;" ; ‘ 3 kN %

2 intervaly, 4 okraje, integracnich konstant 8-dif.r.4.radu, (4-dif.r.2.radu)

El=10000 KNm? : . -
V II. interval - ponecham proménnou x

I. interval Integrace pomoci Clebschovy metody
M ,=9x M ,=9x—12(x—1)
EI w''=-9x EI ,w''=—9x+12(x—1)

EIyW ':—4.5X2+C1 Spojitost natocéeni v prifezu bVEIyW ':—4.5X2+6<X—1>2+C1
EI,w=—15x"+C;x+C,, w(0)=0 —El w=—15x"+2(x—1)’+C,x
;T)J Spojitost pruhybu‘/v<4):O —>C1:105
1
W=t ~1.5x°+10.5 ] w:il(—1.5x3+2(x—1)3+10.5x)

Y y

17






Clebschova metoda integrace

- Vhodna pouze pro nosniky, kde El = konst.

* Pro libovolny pocet intervalu zredukuje celkovy pocet
integracnich konstant na dve (pro dif. r. 2. radu)

Zasady integrace
1) Systém souradnic volit jednotné pro cely nosnik

2) Po Castech spojité zatizeni je nutné vhodné odeditat. ,Chybéjici” spojité
zatizeni na dalsim intervalu nahradit ,protizatizenim® uzitim principu
superpozice. Celkové zatizeni pak odpovida zatizeni zadanemu.

3) Moment vyjadrit jako soucet momentu z predchoziho intervalu a dalsiho
Clenu

4) Osamely moment nutno integrovat pres d(x-a)

5) Vyrazy tvaru (x-a)" integrovat v uzavifeném tvaru tak, aby na rozhrani
intervalu byly rovny nule (jako pfi substituci r=x-a, dx=dr)

19



Priklad — Clebschova metoda

I. I1.
£=1 kN/m' ‘.\2 kNm F=1 KN/M' gemy@ KNM
y y L y y y % l;
Ely=konst.|§ H |
=% 15kN Ly
Y \J
2 2 5 kN
L
I. interval II. interval
2 2 2
=X _—x" (x=2)
My— > M ,= > + > —5(x—2)-2
2 2 2
X Lox (x=2)
EI ,w = EI w''= 5T +5(x—2)+2
3 3 3 2
X Spojitost natoceni ' X X — 2 X — 2
EI ,w —E—I—C1 > EI ,w'= c _L c ) +5( ) +2(x—2)+C,
4 4 4 3
_X_ Spojitost X (X—2> (X—Z) )
EIyw—24+C1x+C2 — ™ EIyw—24— 2 +5 +(x—2)"+C,x+C,
—70 218 —70
"(0)=——, 0)=——— "(4)= -’
wi(O)=5 g WO)=5 5 wi(4)=0 ~C=7]
— 218
w'(Z):ﬂ,W(Z):ﬂ W<4)=O —C,="—
EI, 3EI, 3 2
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Priklad — Clebschova metoda, integrace zprava

I I1.

Obecné: dx=d(l—t)=—dt
dv (t) dM ,(t)

El,w''=—M

y

f=1 kN/m' k\Z KNm
El =konst. =f,(t), ———==-V,(t),
y y F‘) 18 kKNm dt ; dt
5 kN L K=— ZW, w'sz"dt, w=fwdt
dt
» 2m >l 2m q 7 kN
I. interval
I1. interval Vz (t—2)

M ,=7t—18
EI,w''=—M,=—7t+18

w'(t=0)=0 — C,=0
—7

3

w(t=0)=0 — C,=0

w(t=2)===,w(t=2)=

y

Spojitost natoceni

Elw'=—"( +18t+C, —spoes

Spojitost

El w=—2t"4+9t°+C _ oV (o)
g 6 ’ Wﬂyw:%ﬁwﬁ—(t—zfﬁ(t 62> +<t 2)

80

3EI,

M ,=7t—18+2-5(t-2)-

EI ,w"=-M ==7t+18-2+5(t-2)+

(¢

(t=2)" (¢e=2)°

EIyw':_?7t2+18t—2(t—2)+5 S+

: 70
W (t:4):3?, W(t:4>
y

_ 218
3EI,

+C,

—
=0

+C,

——
=0

22



Tontiho diagram pro ohybany prut s vlivem teploty

PFemisténi 2w ] Vnéjsi sily
; Ely —2-|'KT :fz—>
w ( X ) dx _ dx | fz ( X )
Geometrické rovnice Statickeé rovnice T
_ 4> d°M
o 2W X, AT, AT _ 2y:fz(x>
dX dx
PFetvoreni Vnitrni sily
M, EI (k—k;) —* M ,(x)
K ( X ) Materialové rovnice Ux<x ’ Z>
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Priklad — urCete pruhyb volného konce ¢ od teploty

AT,=-25 K x=1e-5K™"
A L b Il ¢ EI,=10MNm’
A AT=+15K /\ AT =+15K Y
X ! h=0.4m
b 4m 2m,, k,;=0.001m "’
I. interval x€<0,4> II. interval t€<0,2>
V_ =C, M ,=0
M, =Cx+C, EI w''=—FEIl Ky
M (4)=0—-C,=—4C, EIyw = EIyK t+C.
EI ,w''=—C,x+4C,—EI k; w'(t=0)=—-0.001-C.,=—10
2
- t
EI, w'= - X —|—4C1X—EIyKTX+C3 EIywz—EIyKT§+C5H—C6
-0 w(t=0)=0—-C,=0
El,w=—2x>+2C,x*—EI ﬁxz—l—C 20
y L Y 9 _4 w(t=2)=—2k,————=—4mm
0 10000

w(4)=0-C,=3.75, C,=—15
w'(4)=—0.001

Spojitost natoCeni v prafezu b

Na intervalu l. jsou k dispozici 4 o0.p., interval Il. Ize tedy resit ,ex post*
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Priklad — konzola s promenlivym prurezem

F=12 kN Prirez a Prurez b
a b I/ Livrlcvaérnl' gtnéna
P Sirky prurezu
E=10 GPa 03m | — 0.3m
> 3m - 01m 0.4m

V,=—12kN, M =-12xkNm

Ely:wezg'("l(x+1)-0.33:2250<x+1)kNm2
~M
w''= v 12X =x/(187.5x+187.5) = L 187.5 =
EI, 2250 (x+1) 187.5 187.5(187.5x+187.5)
1 1
187.5 187.5 (x+1)
substituce =t
X 1 o _
w'=s— - —=In(x+1)+C, w'(3)=0 — C,=-0.0086064
2
w=X S Din(x+1)+x+1 ooy (3)=0 - C,=0.01006
375 187.5 ’

w(0)=0.01539m |porovnani s konst. $itkou b=0.4— 12mm, b=0.1— 48 mm|
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Otazky

1. Co je izolinie napéti? Pfi jakych typech vypoctu se pouziva?
2. Popiste zavislost mezi krivosti, natoCenim a pruhybem prutu.

3. Odvodte 1. a 2. Schwedlerovu vétu na infinitezimalnim useku prutu.
Existuje nosnik s nulovym momentem a nenulovou posouvajici silou?

4. Jakého radu je diferencialni rovnice ohybové cary? Jak se zmeéni rad
rovnice, pokud zname funkci momentu?

5. Kolik okrajovych podminek potrebujeme predepsat na diferencialni
rovnici ohybové cary 4. radu? Lze rovnici resit staticky neurcité
konstrukce?

6. Jakého fadu je funkce pruhybu pfi rovhomérném spojitém zatizeni?

7. Co jsou podminky spoijitosti na nosniku a za jakych podminek se
pouzivaji? Jaky je pocet podminek ve vztahu k poctu intervalu?

8. Pri integraci diferencialni rovnice 4. radu zprava se pfi nekterych
integracich meni znaménko. Vysvétlete a zduvodnéte proc.

9. Vysvétlete ucCinek teploty na kfivost prutu a jakého stupné polynomu
jsou pruhyby od konstantniho nerovhomeérného zatizeni teplotou.

Created 02/2011 in OpenOffice 3.2, gnuplot 4.2, Ubuntu 10.04 by Vit Smilauer



UrCete natoceni ¢_a pruhyb w_

. 2
EIy—ZO MNm F—60 kN
a I. b 11 C
/\ /\
X —
|j> 5m e 2m .

I. interval xe<0,4>
My=—24x

EI w''=24x
EI,w'=12x"+C,

Spojitost natoCeni

l T “w(x)
A=24 kN B=84 kN

II. interval x&€<5,7>
Integrace pomoci Clebschovy metody
M =-24x+84(x—5)
EI ,w''=24x—84(x—5)
> EI w'=12x"—42(x—5)"+C,

Spojitost prahybu

El,w=4x>+C,x+C,
w(0)=0 — C,=0
w(5)=0 — 0=4-5°+5C, C,=—100

. —100

w '(O) ?:—0005 rad
y

@(0)=—w'(0)=0.005rad

> EI w=4x"—14(x=5)"+C x+C,
4-7°—14-2°-100-7
EI

y

w(x=7)=

560
- ﬁy =0.028 m
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