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Stabilita pfimych prut
« Tlacené stihlé pruty jsou ohrozeny ztratou stability
- Prut zustava primy az do kritické hodnoty zatizeni
- Po prekroceni kritické hodnoty muze prut vybocit
- U viskoelastickych materialt hraje roli ¢as
» Vzper = namahani prutu tlakovou osovou silou
« Vyboceni stihlych prutu patfi mezi casté havarie
konstrukci, zatizeni teplotou na stat. neurc. konstrukcich

[Publikovano se svolenim Hasi¢ského zachranného sboru hl.m.Prahy]
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Prvky nachylné na vzpér
« VybocCeni prutu u staticky urcité konstrukce muze vést ke
kolapsu celé konstrukce

« U vetsiny inzenyrskych konstrukci se snazime vyboceni
prutu zabranit
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Geometricke modely prutu

 |dealni prut
- Dokonale primy, centricky zatizeny
- K vyboceni je treba pricnéeho
impulzu (pficna sila, nerovn. ohrati)
- Vypocet kriticke sily F,

« Geometricky imperfektni prut
- Odchylky o, od primeého tvaru maji
nahodny charakter, obvykle (1/500-
1/1000 /)

- Kombinace tlaku s ohybem pro
vypocet sily F,




Teorie 2. radu — geometricka nelinearita

« Podminky rovnovahy se sestavuji na deformovane
konstrukci

- Na ohybanych prutech posuny u a rotace ¢ zustavaji
malé, pruhyby w jsou velké
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Teorie 2. radu — geometricka nelinearita

Vyjimkovy pfipad dle teorie 1. fadu
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Simulace vzpéru pomoci metody konecnych prvku
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V obou pripadech se uvazoval
Cisté linearné elasticky material.
Problém vzpéru nezavisi ha OOreM.OP6

pevnhosti materialu!




Vyboceni idealné primého prutu

« Eulerova geometricka metoda — publikovana 1759

M, (x)=Fw(x)
M (x)=—EIw'"'(x)

T Al
§ Bl (x)+Fw ()=0
w(0)=0, w(L)=0

w'' (x)+aw(x)=0, = £
v _Z EI
. 2 2

Char. rovnice A"+ «"=0, A, ,=F«i
w(x)=C,sinx x+C,cosx X

w(0)=0 — C,=0

w(L)=0=C,sina L —c =0 .. trividlni Fedent

sin « L =0... netrivialni reseni
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Vyboceni idealné primého prutu

F
¢ SinO(_LZO,O(L:nT(
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v Z Kritické bremeno, n=1: F=F, = El ;T
L> L
TT X

Prvni vlastni tvar vybocCeni: w(x)=C,sin =

El 4T
L2

2. vl. tvar

Kritické bremeno, n=2: F= =4 F,

1. vl. tvar

2TT X

Druhy vlastni tvar vyboceni: w(x)=C,sin

... a dals1 vlastni tvary ...
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VybocCeni prutu s pocatecnim zakrivenim

Tvar pocatecni
imperfeckce prutu
volime jako prvni
vlastni tvar vyboceni.

Predpoklad: w,(x)=6,sin WTX

M =—EI (W = W, ' '> Argumenty (x) u funkci vynechany

Elw''+Fw=EIw,"" Diferencialni rovnice 2. fadu pro vzpér
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L («"—m/L") L

~— e

————"

w

w(0)=0, w(L)=0 — C,=C,=0
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Aproximace teorie 2. radu pomoci teorie 1. radu

« Skutec¢né posuny (dle teorie 2. fadu) lze aproximovat,
pokud zname kritické zatizeni a posuny podle teorie 1.

radu
s 1
6 ,_F

Ey

Pri poloviné kritického
zatizeni jsou skutecna
premisteni dvojnasobna
oproti vysledkum z teorie
1. fadu!
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Priklad - urCete kritickou silu geometrickou metodou
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(%il) assume(a > 0);
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(303) w = - - +

2 2 2
a F sin(a L) 2 a F a F



Priklad - urCete kritickou silu geometrickou metodou
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Stabilita z energetického pohledu

Na pruzné konstrukci definujeme

- Energii pruzne deformace E_

- Potencialni energii zatizeni E_
- Potencialni energii soustavy E |
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Pozn. E  zde vyjadiuje potencialni energii vnéjsich sil
na systému. Posunem hmotnosti m o u dojde k poklesu
potencialni energie hmotného bodu o mgu. U linearné
elastického materialu odpovida rovnovaze stav E =-2E

aE =E =0. 5E€

pot int

V mechanice E_ ¢asto oznacuje také praci vnéjsich sil,
coz je zcela jiny pripad. V tomto pripade se uvazuje

zakon zachovani energie a plati E, = E , vneéjsi sila tedy
vykonala praci Fu¥/2. Z toho plyne vztah F=ku.

E. .= —ku2

2

:Eint_l_E

ext

E, . =—mgu

E, %ku —mgu

dE pot ,
g =ku—mg=0 ... rovnovaha
u
d°E >(0 stabilni rovnhovaha
pot __ . ) ]
du’ =k =0 indiferentni rovnovéha

<0 nestabilni rovnovaha
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Stabilita z energetického pohledu

Stabilni rovnovéha Stav blizky indiferentni Nestabilni rovnhovaha
rovnovaze
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Stabilita z energetického pohledu
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Vyboceni primeho prutu oboustranne vetknutého

M, —

A

M (x)=Fw(x)+M —R, x
M (x)=—EIw"'(x)

EIw''(x)+Fw(x)=R,x—M,

2
w"(x)—l—(xzw(x):%(RLx—ML), (x:\/
R, x—M, .
w(x)= = +C,sinx x+C,cosx x
M,
0)=0 - C,=—=*
W( ) 2T R
_RL
(0)=0 — C,=
W( ) -

w(L)=w'(L)=0

Reseni dale vede na soustavu 2 algebraickych rovnic
s neznamymi R a M.

F

EI
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Vyboceni primeho prutu oboustranne vetknutého
2(1—cosxL)—«x Lsinex L=0

A :: <
7T 77

_smaL R _ 0
M 0

cosxL—1

L cosxL—1

l1—cosxL —asinxL

_ sinx L
1
l1—-cosxL —xsinxL

L

Det =0

Pozn. Ulohu Ize Fesit vyuzitim symetrie.
V diferencialni rovnici se pak vyskytuji 3 neznamé —
C,, C, a moment uprostred rozpeti. | nasobky

momentu M, vyhovuji problému vlastnich tvard.

-aLlesinol [-]

2(1-cos alL)

15.0

10.0 1

5.0

0.0 1

-5.0 1

-10.0 1

-15.0

0 o 2n 3n 4n 5n
Parametr oL [-]

O(L:27T:\/£L
EI
AEITt®  EIT’
Fk: 2 2
L (0.5L)
w(x)=1-—cos L
L

A1r° 2T

LZ

M ,=—EIw"'=—EI

COS— X
L
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Vyboceni primeho prutu s pruznym vetknutim

F
Y w
b
T b .
W
XA/
v < >k Z
A >

Nejhorsi
pripady vzpéru!

M (x)=—F(w,—w)
Elw"'+Fw=F w,

rr 2 2 F
w'txw=a"w,, =4/ =
El

w(x)=w,+C,sin xx+C,cos x x

w(0)=0 — C,=—w,
M (0)=—kp=—EIw''(0)=EIC,x’=—kp'(0)=—kC,

X El x
C\=—EIC,  =w,~
w(L)=w,=C,sine L+C,cosx L+w,=w,
El x

W, sinx L —cosx L |=0, netrivialni reSeni

kL
= L t -
p=o L, Pranf=—r

2
Blop ™ =T
L L P

vz

F,=x’EI=8
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Zakladni Eulerovy pripady vzpéeru

« Vzpérna délka — vzdalenost inflexnich bodu vlastniho
tvaru vybocCeni (mist s nulovymi momenty)

¢F -éi;—' ¢F

A \ A \ 3 E I | A
| g | | | |
| ‘; | | | |
g | | Vq[ | | |
| | - | | |
Y
| | | |
| | | =
Y 9%?.8@.6?99777_ =
~ | _ |
LV = L LVZ ~=0.7L LV =0.5L LVZ\ L LVI:ZL
7 7 \£ Z\
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Priklad — porovnejte kritickou silu u ramu

F F
Y Y
Ly El - «
~ — —
0 0
Y
/\ /\
L
- |
F F
Y Y
Ly £l
~ — —
0 0
Y
/\ /\

k= BOEL
_11L

A N

A A

L =2L
_EIT® 2.467EI
T (2L)? I

Kriticka sila 0 28% nizSi

60EI L 60
11L EI 11

ftan =
f=1.331

L =——1=236L
” 1.331

_ ,EI _1.771EI
Fk_B Lz_ Lz
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Kritické napéti

Vzpérna délka L,
o _EI s
Kriticka sila S
y y . : 1
Polomer setrvacnosti 1 :\/;
Ny 7 ’ v LVZ
Stihlostni pomér A=—
I
o ) - F 2 2 2 2
Kriticke napeti o, =—= Blm _BLm _pTt

A AL L A°

Pro prostorovy vzper se jednotlivé parametry indexuiji,
napr. L,i i, A A



Kriticke napeti o, [MPa]

Eulerova hyperbola

300
E t°/ \°
250 1 Pevnost v tlaku
= ~
N
200 - \
\
\
1504 Meznipruzna
deformace
N Zny vzpe
100 - (neaF:)rFL.J ergstoglearsticita) Prujny Vzpér
Rozhoduje pevnost Rozhoduje stabilita
90 -
0 1 - | ' 1 | 1
0 50 100 150 200 250

Stihlost A [-]

300
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Zkousky ocelovych profilu

Welded box =
| profile
Round bar

Eulerova hyperbola

i | - 51 procentni
0.0 1 1 1 dolni kvantil,
0 0.5 1 1.5 2 imperfekce
. 0.5 t
M =Ly /(i) = (B/oy)™ [] THo00 L.

\J
Pozn. Pomeér o,/ o, se v Eurokodech oznacuje jako souCinitel vzpernosti x. Tim se redukuje

unosnost materialu a problém vzpeéru se prevadi na problem tlaku. Pro masivni pruty plati
X=1 a pro stihlé pruty x<1.

Data prevzaty z knihy Chen,Atsuta: Theory of Beam-Columns, Volume 1: In-Plane Behavior and Design, 2008. 25



Obecna diferencialni rovnice pro ohybany prut

EIw" +Fw''=EIw, +f,

/ \

Geometricka nelinearita Zatizeni v ose prutu
(moment od osové sily) (vlastni tiha atp.)

Pocatecni imperfekce,
moment od pricného zatizeni
nebo koncovych momentu
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UrCete kritické zatizeni prostorového sloupu

4

L=48m

A

S
E=210 GPa

HE 200B

A=7.8le-3 m’, I ,=57e-6 m*, I,=20e-6 m"
i,=85.4 mm, i,=50.4 mm

Vyboceni v roviné xz, ohyb okolo osy y
L,,=2:48=9.6 m

LVZ
A, =—22=1124

y .

ly
_EI,m’
=

vZ,y

F
=1.282 MN, ak:K":164.1 MPa

Vyboceni v roviné xy, ohyb okolo osy z
L,,=0.7-48=3.36 m

Lk z
A, =—K2-66.3

l

zZ

2

EI 1T F,
F,=—2—=3.672 MN, o,=—=470.2 MPa
L’ A

vZ .,z

Prut vyboci v rovine xz. .
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Otazky

Co je idealni prut z pohledu vzpéru a pro¢ tento model pouzivame? Cim
se lisi od skuteCnych prutu?

Jaky je rozdil mezi teorii 1. a 2. radu? Lze priblizne urcCit deformace
z teorie 1. radu na skutecné konstrukci?

Vysvetlete, proC problém vzperu nesouvisi s pevnosti materialu. Zavisi
potencialni energie systému na pevnosti materialu?

UrCete vzpérnou délku u zakladnich Eulerovych pfipadu vzpéru.
Kolikrat klesne kriticka sila, pokud prodlouzime prvek o 20%, 100%?
Co je indiferentni rovnovaha a bifurkace?

Uvedte priklady konstrukci se zatizenim, které vykazuji nestabilni
rovnovahu.

Na Eulerove hyperbole vyznacte oblasti, kde rozhoduje vzper a kde
rozhoduje pevnost. Jaky je vliv rezidualnich napéti v ocelovych
prurezech?

Vypoctete stihlost kruhové tyCe o polomeru r a délce [, pokud je
oboustanné vetknuta.

Vytvofeno 03/2011 v OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04, Vit Smilauer, CVUT.
Podekovani patfi zejmena M. Jiraskovi za inspiraci jeho prednaskami.
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