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Vicerozmerne ulohy pruznosti

e Jednorozmérna uloha (1D) - prut. Prima ¢i zakfivena

vV Vv

deformacni parametry zavisi na pouze souradnici x.
Souradnice y,z vystupuji nezavisle na prurezech.

A

* Trojrozmeérna uloha (3D) - napéti a deformace zaviseji na
souradnicich x,y,z. Obecne 15 neznamych

- 3 nezname posuny u,v,w
- 6 slozek deformacie €, €,y ..V, Y,
- 6 slozek napetio, 0,0, T , T, T,

o K dispozici 15 rovnic: 3 statické rovnice,
6 geometrickych rovnic, 6 fyzikalnich rovnic



Vicerozmerneé ulohy pruznosti

e Dvojrozmeérna uloha (2D) - rovinna nebo zakrivena
stfednicova plocha. Rozmér kolmy na strednicovou
plochu je vyrazne mensi nez jeji rozmery.

- Sténa - rovinny 2D prvek zatizeny pouze ve
stfednicove rovine.

- Deska - rovinny 2D prvek zatizeny pouze kolmo na
stfednicovou rovinu.

- Skorepina - zakrivena strednicova plocha.

Stena Deska Skorepina




Zvlastni pripady 2D ulohy

« Rovinna napjatost — stena
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Sténa

« Rovinna deformace — prehrada, dlouha opérna zed,
zemni kolektor, dlouhé potrubi
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Napéti ve sténé

Zatizeni v roviné xz *

Elementarni dilek stény

N4

Zatizeni

Nenulové slozky napéti Merné vnitrni sily
(sily na jednotku plochy, N/m2=Pa) (sily na jednotku délky N/m = Pa-m)
sz nZ qzx
s 4 . &S
TXZ qXZ
O-x O-z sz: sz nx nZ qzx_ qxz

Normalova napéti Smykova napéti ;



Napéti a vnitfni sily ve sténé

« Uvazujme sténu o konstantni tloustce. Napéti je
rozloZzeno rovhomérné po tloustce stény.
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Rovnovaha elementarniho dilku — smeér x

X

—

T, (Xg2o—AzI2)t-Ax

zV
o, (x,—Ax/2,z,)t-Az

e VAV

L 0, (x,+AX/2,z))t-Az
tAX-Az

Podminka rovnovahy:

T, XgZ2otAZI2)t-Ax

-1 O (Xt AX/2,20)t-Az—0 (X;—AXx[2,2))t-Az+T, (X, 2,+Az[2)t-Ax—
TZX(XO’ZO_AZ/2>'t°AX“")_((Xo,zo)'t'Ax-Az:O

/:(t-Ax-Az)



Rovnovaha elementarniho dilku — smeér x

o (x,+Ax/2,z))—0 (x,—Ax/2,z,)

A x

T (x,z2,+Az12)—T_ (x,z.—Az[2) _
zx< 0,0 )A zx< 0,70 )‘l'X(XO’ZO):O
V4

0o (x,z ‘o, (x,z ’
o (X, tAXI2,2))~0 (X, z,)+ X(,(jxo’ 0>A2X+/j'/<;(02)j/(ﬂ;/—l—
10 x

5 5 B o .
P OTu_ 5_q Cauchyho (staticka) rovnice

_I_

+ , . .
ox 0z rovnovahy pro rovinnou napjatost

Analogické odvozeni ze souctove podminky ve smeru z

00, + 0T +7Z=0
0z OX ;




Rovnovaha elementarniho dilku

 Momentova podminka rovnovahy ke stredu dilku

= T, (x,2,—Az[2)t-Ax
e
7V
TXZ(XO_AX/ZZOH.AZTAZ [xofo] ¢TXZ<X0+AX/2,20)"?'AZ
Ax

. T, (X 2o+ AZ/2)t-AX

o) T, (X0 20—Az/2)t-A X'%‘FTZX(XO,ZO-I—A z[2)-t-A x-%—
A X AX:

TXZ<X0_AX/2’ Zo)'t'AZ.T_sz<X0+AX/Z,Zo)'PAZ.T 0

/. t-Ax-Az
' 2
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Veta o vzajemnosti smykovych napeti

T (Xg 2y = AzI2)+7 (X, 2y + A2/2)—
TXZ<X0_AX/2, ZO)_TXZ<XO+A X/Z, ZO):O

@TZX(X,Z) _AZ aszx(XO,ZO> _ -
T, (Xg 2g—AzZ[2)~T, (X, 2y)+ 820 - > T 21521 2 T

sz<xo,zo>:sz(Xo,Zo)

|7>x T
Véta o vzajemnosti smykovych napéeti  y <

sz o sz T T Az ¢ T
XZ XZ

Analogickym odvozenim plati véta o

vzajemnosti smykovych napéti i pro Ax

dalSi komponenty ve viceosé T >

napjatosti: T =1, T =T,. 7ZX



Transformace slozek napeti

X 03 a O
|7> T Z V S T Z
4

2 -+ 4 sz
02 02 /N
X T szl X L
T N
/
/ /

XZ
—>
N
‘U o, l?&\ /?\O"
NS
z z < ’ X
TXZ
Xt 0.dz— (o, dz+T1 dx)cosx—(o,dx+T ,dz)sinx=0
dz=dz cosx, dx=dz sin«

, 2 . . 2 .
o,=—0,0S X+T,,SINXCOSX +0,SIN X+ T,, SIN X COS X

- 2 . 2 .
0,=0,C0S x+0,sIn"x+T, SN2«
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Transformace slozek napeti

(0
O
Y N X' T ’
-—

47 T,dz+(o,dz+ T ,dx)sinae—(o,dx+71,,dz) cosax=0
dz=dz cosx, dx=dz sin
5 — . . 2 . 2
T,——0,C0SXSINX—T,,SIN X+0O0,SINXCOSX+T,,COS X

o.—0
T, =—— ———sin2x+T,,C0S2
2

Na rovnobezném rezu s osou x' Ize analogicky odvodit

L R— ° 2 —I— 2 . o 2
o,=0, sin"x+0,00s" x—T _sin2«
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Transformace slozek napeti - Mohrova kruznice

2 14+ cos2x .2 1—cos2«
COS (X= > , SIn o= 5

b 2 ° 2 [
0,=0,C0S x+0,sin"x+T1,SIn2x

0;{:0){%(14{0520<)+UZ%(1—C0520<)+szsin2(x

o :%<O'X-|- O'Z)-I—%(O'X—O'Z)COSZOH—TXZ sin 2

Extréemni hodnoty napéti o' se nazyvaji hlavni napeti o, a
odpovidaji uhlim a.,.

do’
dxx:O:—(O'X—O'Z>SiI12(X-|—2TXZCOSZO(
(0,—0 )tan2x=2T,

2T,
al’zziarctang g Lo,
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Mohrova kruznice — normalova a smykova napéti

o, +to, 0,—0, .
g,= + cos2x+T,,SIn2
2 2

, O-X_O-Z . AT
T, =— sin2x+T1,,C082 "
2

o=0"




Mohrova kruznice — extremni normalova napeti

2
O_X_O-Z 2

o.+0o
0, ,=— Zi\/ 7 /<E
s 2 2 AT' Z x ‘\ O-l
0 ~

Hlavni napéti se obvykle seradi
dle velikosti

o,>0,

Vektory hlavnich napéti
jsou na sebe kolmé
(ortogonalni).

_ 2 Ty, 0-2
Xio— = arctan
2 o,— 0,
O-l o O-x
alzarctan
Ty,
O,—O0

2 ,
o, =arctan ~, 7,=0
T

XZ




Mohrova kruznice — extremni smykova napeti

2

x99, T

2

XZ

Tmax, min — i\/
2T,

X, ,=—arctan +45°
2 o,—0,

B o, T0, B o,t0,

o = =
§ 2 2

Ve vsech pripadech plati invariant
o, t0,=0,10,
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(1+€)dz

Slozky deformace

€ ... normalova deformace

(1+€ )dx Ve SMeru x (zména
" objemu)

dx
[

€ ... normalova deformace

Ve smeru z (zmena
objemu)

= Y_... zkoseni Vv rovine xz,
3 smykova deformace,
(zména uhlu, stejny
objem)
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Geometricke rovnice - protazeni

X
=
’ u(x,+Ax/2,z,) -
[xo2]
zV °
Ax
> u(x,—A ></2,ZO)>
< Ax+Au .

 Au .. ulx,+Ax/2,z,)—u(x,—Ax/2,z,)
&, =lim —= lim
Ax—0 AX Ax—0 AX
_ou

T ox

&

Analogicky Ize odvodit

_ow

E_
‘0z



Geometrické rovnice - zkoseni

X
—
- u(x,z,—AzI2) .
d =
zV bro:2o] Av
° B AzlaP
Ax
Au Au
- u(x,z,+Az/2) V>|
u(x,,z,+AzI2)—u(x,,z,—Azl2
tan S = lim MZIim (X072, )~ulX, % ),B<<1,tanﬁwﬁ
Az—0 AZ  Az—0 Az
oul(x,,z owl(Xx,,Z
L= (82 O), analogicky o= (8)2 0), Y =&+p
_ou , Ow

Wi Py + 5 x Celkem mame 3 geometrické rovnice pro rovinnou ulohu.
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Materialové rovnice pro linearni isotropni material

e Jednoosé namahani ve sméru xaz

=X
O _—
< o
—pp X
ZV o ;
o,=F¢ IS la_
X X X—E .
EZ:_VEXZ_ _O-x

* Dvojosé namahani v rovine xz

*E°Y E * E

1 % 1
E=—0, ——0_, =—
* E * E Y E

Oo,—VJo,

O,—VO

Z X

o

1
o,=FE¢,, EZ:E(TZ
E,.=—VE,=— =0,
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Materialové rovnice pro linearni isotropni material

« Smykové namahani

Tw=GYw, G=

2(1+v) 7

modul pruznosti ve smyku

» Maticoveé vyjadreni pro rovinnou napjatost

(

\

D...

\

Ex - 1 1 _1V
Ez — S|~V
E 0

Yo L0
\g

1 (

0
0
2 1+v

/J \

o)

X

O

zZ

XZ

\

(

\

O-x\ 1 v 0 fgx\
_E |v 1 O
O-z>_ 2 _ Ez>
1—v
T, 00 [(¥v,
o=Dc¢

Zobecnény Hookeuv zakon

C ... matice poddajnosti elastického materialu

matice tuhosti elastického materialu
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Priklad - urCete posuny a napéti na okrajich steny

f
IEER'EEEE!
Cly
'
f
!
A Bl
VNIV
O-Z
4+
7
<_foz .TXZ* _>O-x
L e Y
—p
Yo,

AB:

BC:

CD:

DA:

u=w=0, 0,0,T ...obecne

u,w ... obecné

—

x: 0,=0
{z: T ,=f, 0,...obecné

u,w ... obecné

—

x: 7,=0, o,...obecne

\z: o =—f,

u,w ... obecné

—

x: 0,=0
z: T.,=0, o,...obecneé
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Re&eni rovinné napjatosti pomoci metody kone&nych prvk(
« Vypocet stén pomoci MKP publikovan v roce 1960
 Neznamé — pole u,w, které se aproximuji po prvcich

* Nejjednodussi prvek (CST) obsahuje linearni aproximace

Déleni na prvky

u(x,z)~N, (x,z)u,+N,(x,z)u,+N,(x,z)u,
w(x,z)~N,(x,z)w,+N,(x,z)w,+N,(x,z)w,
r:{u1,u2,u3, W1,W2,W3}T

u~N-r

'R. W. Clough, “The Finite Element Method in Plane Stress Analysis.”, Proceedings, American Society of Civil Engineers, Second Conference
on Electronic Computation, Pittsburgh, 1960. 23



Re&eni rovinné napjatosti pomoci metody kone&nych prvk(

3 zau(X’Z)NaNlu —I—%u —I—%
§ 0 X ox = 0x ° 0x
£:8W<X’Z)N8N1w+%w+%w
’ 0z oz ' 0z ° o0z °
:('3u(x,z)_|_8w(x,z)N
¥ 0z O X
ON, ON, ON, ON, ON,
0z Uy 0z =N 0z Us O X Wit 0 X
ON, ON, ON,
(E \ O X 0 X 0 X 0 0 0
L ON, ON, ON,
&7 Y 0 0 0z 0z 0z
\Ye] |6N, ON, 6N, ON, 0N, ON,
0z 0z 0z O X 0 X O X

W,+

... Aproximace deformaci

ON,
0 X Vs

... Maticoveée

E=B'r
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Metoda konecnych prvku — princip virtualnich posunu

SW. =§W .- Princip virtualnich praci (zde Lagrangeuv princip virtualnich posunu),
,obecny princip rovnhovahy*

SW, = fée o 4+0e,0,45y,T,dQ= fae odQ

.. Virtualni prace vnitrnich sil
5W o= fauf +éwf,dI= fﬁu fdr

. Virtualni prace spojiteho zatizeni na
hranici, dalsi zatizeni neuvazovano

u~N-r, Su~N-6r ... Aproximace pole posunu, napéti a deformaci
e~Br, Se~Bor pro skutecny a virtualni stav
o=D-e~=~D-B'r

Metoda vazenych rezidui s Galerkinovou metodou nebo princip minima potencialni energie poskytuji stejné zavery.

sr'B'DBrd O= f srINTfdr Virtudini prace plati pro libovolné
”g virtualni posunuti. Re$eni vede na
BT DB d Qr:f NTfdr soustavu algebraickych rovnic.
0 T K ... matice tuhosti konstrukce
Kr=f f ... vektor zatizeni

25



Metoda konecnych prvku — priklad

. UrcCete velikost prvku matice tuhosti k.

N,=1-0.5x
ON, 0:
£ ox

ON,
oz
e =0&,=-0>5, ¢,=y =0

0

E=9.1 GPa, v=0.3, tloustka 0.1 m [ ) ny
O 9100 1 0.3 0 [|—0.5
¥ T X A | I
o 0 0 0.35 0
féeTO'dQZ(SuTkH | Cxe) : I
0 ‘\/‘ o,=—5000 MPa, o,=—1500 MPa
T,=0

Konstantni € a g, po prvku.

| 6e,0,dQ=1k,
Q

k,=0.1[ —0.5-(—~5000) dA=250 MN/m
A
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10 kN/m, tloustka = 0.1 m

A | |
S|g|_é:(3lgqu)
= 0.20
0.0
E3ec: 1, —
JAN AN |
2m
[ - X
T OOFCM.OP6
V
V4

Tau_xz (MPa)

IO.QO

0.10

0.0

Hlavni napéti
v uzlech site

Deformace zvétseny 3000x, E=30 GPa, v=0.3. 27



Singularni body v napeti — rovinna napjatost

« V singularnich bodech je nekonecné velké napeti podle
teorie elasticity.

« PFi vypoCtu metodou koneénych prvku a pfi pouziti
elastického materialového modelu dochazi k narustu
napeti pri zjemnovani site — napeti diverguje.

« Napeti v singularnim bode nelze primo pouzit pro
dimenzovani. V realném materialu se diky plasticité
napeti ,otupi“ a redistribuuje se po okoli. Napr.

v Zelezobetonu se okoli singularnich bodu vice vyztuzi.

¢ \?j‘/
S~ =
Pa ZaN 77N Y777




2x10 kN

EA
= |
o
—X_ %
£ :
0.6 m %
« > ;
ek
™
=) |
SIS
¢ 1m -

Tloustka 0.1 m,

E=30 GPa, v=0.3

OOFCNM.OP6

Sig_x (MPa
g_ (O )

.4.

2.0

0.0
-2.0
-4.0

Sig_z (MPa
gié(.o )

3.0

0.0
-3.0
-6.0

Singularni
body v napéti

\

Hlavni napéti v uzlech sité
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Za<ladn| rovnlce pro rovinnou napjatost
0| E 8u+ ow L0 E 8u ow L=
0x|1=y*\0x 0z 62 2(14v) 57 ox
0 E | ou ow| 0| E 8u ow|| =
+— ||+ +7=0
0z 12| 9x " 9z || ox|2(1+v) 57 ox
Premisténi , | Vnejsi sily
"W Laméovy rovnice X.Z
Geometricke rovnice Staticke rovnice ?
_Ou _Ow 00, GT —
Ex_a_x’ EZ_E Materialové rovnice aX O 7 +X_O
6u ow __E oo, OT
Y., = O,— Z(EX‘I'VEZ) z XZ ‘|‘Z:O
oz o o 0z Ox
¢ og,= ~(e,+ve,)
Pietvoreni 1_2 Napéti

S
Ex’gz’yxz o 2(1-|—V)yxz O-X’O-Z’sz .




Otazky

1. Popiste rozdil mezi rovinnou napjatosti a rovinnou deformaci. Jaké
slozky napéti a deformace jsou nulovée?

2. Nakreslete Mohrovu kruznici pro pripad tzv. ryziho smyku, kdy o =0 =0
a1 _ = 0. Najdete extrémni hodnoty normalovych a smykovych napeéti a
uhly pri téchto napétich.

3. Na tazeném prutu, ktery je modelovan jako sténa, ukazte vliv
Poissonova Cisla na velikosti pficnych posunu.

4. Z jakych principu vychazi metoda konecnych prvku? Které podminky
musi splhovat virtualni pole posunuti? Kieré neznamé hledame? Jak se
sestavi matice tuhosti prvku? Co znamenaji jeji jednotlivé Cleny?

5. Co jsou singularni body pfi feSeni rovinné napjatosti? Uvedte priklady
pro realné nosné stény.

6. Nakreslete statické a kinematické okrajové podminky na stene. Které
napeti a deformace jsou nulove na volném okraji steny?

7. Definujte nasledujici konstanty/promenné, popiste jejich vyznam,
fyzikalni smysl| a v kterych rovnicich vystupuiji: u, €, y_, v, E, G, X.

Vytvofeno 04/2011 v OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04, Vit Smilauer, CVUT.
Podekovani patfi zejmena M. Jiraskovi za inspiraci jeho prednaskami.
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