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Napeti

« V kazdém bodé kontinua existuje napéti. Jeho 9 slozek

v maticovém tvaru se nazyva tensor napeti:
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* Pro znazornéeni napéeti definujeme normalu k libovolné
plose. Na kazdé normale existuji 3 slozky napéeti, tzv.

vektor napeti:

Vektor napeti pro normalu n, ktera je souhlasna s osou x.

Tensor napéti je tensor 2. fadu, kazda jeho slozka muze
X Xy Xz nabyvat libovolné hodnoty. P¥i rotaci tensoru napéti plati
transformacni vztah, v maticovém zapisu o'=AcA'.
Matice A je ortogonalni, nebot A'=A".
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Slozky napéti na elementarnim kvadru
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Tensor napéti pri zvlastnich pripadech napjatosti
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Priklad — transformace napéti v rovinné napjatosti

oc=Ac A’

o, 0 7, | cosex 0 sinx||o, 0 T,/ |cosex 0 —sinx
O 0 O (= 0 1 O 10 0 01| O 1 0
. 0 o, |[—sinx 0 cosx||t, O o,|[sine 0 cosx
S=SIN X,C =COS X

o, 0 T, | cosx 0 sinx||o,c+T,s 0 —o,s+7,¢C

0O 0 O0|= 0 1 0 0 0 0

v, 0 o, |—sinek 0 cosx||T,c+o,s 0 —T,5+0,cC

o, 0 7,/ | clo,c+t, s)+s(t ct+ao,s) 0 c(-o s+t c)+s(-1,5+0,c)
0 0 O0|= 0 0 0

v 0 o |-slo,ctT,s)+c(t,ctao,s) 0 —s(-o,s+T,c)+c(-T,5+0,c)

DalSi uprava vede na vztahy odvozené v pfednasce o rovinne napjatosti. s



Rovnovaha na elementarnim kvadru — smeér x

A<
Ax
O\ X~ Yo 2o [ Ay-Az
Az ’ : )
Tl Xo Yo 2ot —AX-AY
/ V tézisti pusobi dale
y . z s
o Safavs: A = objemova sila
w!| %0, Yo p 0 , /yxxo,yo 2}’,20 Ax-Az o
. w%’yoy%)ﬂym / X (X0 Y020 Ax-Ay-Az
X /Az
Vi Tl X dolo= = Ax-Ay
Podminka rovnovahy ,:
o, x0+%,yo’z0 Ay-Az—o0, xo—%,yo’z0 "Ay-Az+
Ty xo,yo—|-%,z0 AXAz—T, xO’yO—ﬁ,z0 TAX-Az+ /:(AXAy.AZ)
Az Az - .
T, Xo,Yo,Zo+T Ax-Ay—T1,1X, Yo, 2o~ ‘A x-Ay+X(x0,y0,zo)-Ax-Ay-Az—O
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Tri statické (Cauchyho) rovnice rovnovahy pro 3D

X X A A
O XoT 5 5Y0 20| 70| Xo75 Y0 20| Ty Xo,)’o"'_yazo — Ty Xo,)’o__y’zo
2 2 N 2 2 N
A x Ay
Az Az
sz XO y0,20+7 _sz XO,yO,ZO_T o
A +X(x0,y0’zo)=0
00| X0 Yo Zo) A X 82O'X Xo, Yo, Zg
+ ~ + SR L LA L2
O x| Xo s Yo,20 |0y Xo,Yo,Zo) 5 x 7 /Z/Lﬁ{ 7
8UX+8TyX+8TZX e
ox 0y 0z
aTxy—l-aUy—I—ész—l—Y:O ~
ox 0y 0z

\ Rovnice odvozeny z analogickych soucétovych
O T, OT O o, podminek rovnovahy ve smerech y,z.




Rovnovaha na elementarnim kvadru — moment

 Momentova podminka rovnovahy okolo osy z

>y Ty | X0~ 2 Yos %o Ay-Az
| =
xV
[x0:2,] A
T yx Xo,yo_%’zo Ax-Az T Ax X.Z lTYX Xo’yo—i_Ty’ZO AxAz
Ay
—
T | Xt Yo zo)-Ay Az
{;): Txy X()"‘H:yojzo)'A y'AZ.Q—FTxy XO_Q’yO’ZO).Ay.AZ ﬂ_
Tyx| %o )%"'%»Zo AX'AZ'%_T;/X Xo,)’o_%’zo AX'AZ%:O




Véty o vzajemnosti smykovych napéti

X A X
Txy XO+T’yO’ZO +Txy XO_73yO’ZO)_
A A
Tyx X0y0+ zy’ZO _Tyx XOyO_ Zy’ZO):O
O Tyl X0, Yo Zo) Ax 0T, Xo,)’o,Zo)
Tl Xot 0, Yo Zo |~ Ty [ X0 Vo, 20|+ — o = /y@yz/ =]+

Véty o vzajemnosti smykovych napéti

Txy — T VX
T =T,
yz " zy
. Rovnice odvozeny z analogickych momentovych
_ podminek rovnovahy okolo os x,y.
T — T Ze vzajemnosti smykovych napéti plyne symetrie
XZ ZX tensoru napéti.
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Slozky posunuti ve 3D

 V prostorove napjatosti definujeme tri slozky posunuti
- u(x,y,z) — pOsSuUN ve Smeru osy x
- v(x,y,z) — pOSuUN ve SMeru oSy y
- w(x,y,z) — POSUN V& SMEru 0sY z

[x,3.2]

.\‘L(?{Z) § wxy.z)

Cu(x,y,z) .
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Slozky deformace v rovnine xz

=
1{ Z\r ¢ ... normalova deformace
dx (1+€_)dx Ve Smeru x (zmena

- " objemu)

. = Y. ... zkoseni v rovine xz,

“{ B smykova deformace,
<2 Ny =a+B (zména uhlu, stejny

objem)

V prostoru je deformace elementarniho kvadru popsana
Normalovymi slozkami Smykovymi sloZkami

Ex’gy’gz yyz’ yzx’ yxy

11



Objemova deformace

« PocatecCni objem elementarniho kvadru
dV =dx-dy-dz

* Objem elementarniho kvadru po deformaci
dV =(1+¢ )-(1+ e,)(1+¢,)dxdydz

« Relativni zméena objemu pro malé deformace

_dv —dv
av
EyNETE TE,

gy =(1+¢,)(1+¢,)(1+¢,)—1
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Sest geometrickych rovnic

 Vztah mezi polem posunu a polem deformace
- Odvozeni — viz prednaska o rovinné napjatosti

Normalové slozky Smykové slozky
(protazeni) (zkoseni)
E_QE _8v+8w
“ 0x Yv=3z" 8y
A ow_ du
Y Yo="5x ' 0z
ow ou 8v

Y Y95y T ox



Zobecnény Hookeuv zakon

e Jednoosé namahani

Ve smeru osy x Ve smeru osy y Ve smeru osy z
E _lO' & —ia & —l()'
X_E X y E y z— E z
_ _ Vv _ v Y
E=—VE=——0 E.=——0 E=——0O
y X E X X E y X E
\% \% \%
E=—VE — —O0 E — —O0 E.———O0
Z X E X Z E y y E
Modul poddajnosti ve smyku [1/Pa]
1 [2(1+v)
EX_E O,—VvV0,—V0, Y = I3 T,
1 B ~2(1+v)
E}’_ E (O-y VO_Z VO_X yzx_ E sz
& :l O —VO.,— VO ) —2<1+V)
Z E z X y )/xy— E Txy
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Zavislost deformace na napéti — matice poddajnosti

» Linearne pruzny izotropni materia ve 3D

€x 1 —v —v 0 0 0 Uy
€y -v 1 —v 0 0 0 Uy
g, Fl —-v —v 1 0 0 0 (TZ>
Y| E 0 0 0 2(1+v) 0 0 T,
Y. 0 0 0 0 2(1+v) 0 T
0 0 0 0 0 2(1+v)
yxy b Txy
S L)
e=Co

L» matice poddajnosti elastickeho materialu
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Zavislost napeti na deformaci — matice tuhosti

» Linearne pruzny izotropni material ve 3D

[ ! N

Oy 1-v v v 0 0 0 €x
g, v 1-v v 0 0 0 €y
0, _ E % v 1-v 0 0 0 £,
T, (1+v)(1-2v)| 0 0 0 05-v 0 0 Ve
T 0 0 0 0 0.5—v 0 Y.
0 0 0 0 0 0.5—
LTXyJ L V- &yxy)
E .
o=De& G= 1+y) modul pruznosti ve smyku [Pa]

L» matice tuhosti elastického materialu

Pozn. Eliminaci pfislusnych slozek napéti a deformaci obdrzime Hookeuv zakon pro

jednoosou Ci rovinnou napjatost. 16



Priklad — odvodite soucinitel zemniho tlaku v klidu

» Vztah mezio=0 a o,

= O-Z’EZ
. Predpokladame v | A

T}’Z:sz:TXy:O ZV O'X,E’ >O-X,EX
yyz:yzx:yxy:() v
— g,,¢&,
Ey— 0 z
o,=0,
1 . o :
€,= 0=— ( O,—V0,— V0, Poissonovo = Soucinitel zemniho
E &islo tlaku v Klidu
o.(l1-v)=vo, 0 0.000
0.2 0.250
Y, 0.25 0.333
O,= Uyzl—v o, 0.3 0.429
0.5 1.000
Soucinitel
zemniho

tlaku v klidu
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Priklad — odvodte vztah pro oedometricky modul

e Vztah mezio a ¢ X
‘ ‘ Oedometr y g,,¢&,
. Piedpokladame 7, / A
T, =T =Ty =0 * Ay P S
—_— —_— —_— - mm, N= mm ) )
yyz_yzx_yxy_() 75 , =20 v
EXZE :O © O-Z’EZ
c.=0,
1
EYZOI—((Ty—VUZ—v a,
E Zemni tlak v klidu E.., [MPa]
. I Y,
O'x(l_V)—VO'Z,O'X o 17— g, Jemnozrnné 1-30
v zeminy
1 o,[1—v-—2 )
EZ:E O'Z—ZVO'X — 7 1V v Pisky 5-100
v Stérky 20 — 500
E(1—v)
O-Z: EZ
1—v—2v

= V praxi se ¢asto uvazuje zavislost oedometrického modulu na Urovni napéti. 18



Hlavni napéti

« V Uloze rovinné napjatosti vzdy existuje takové pootoceni
souradnic, pfi kterém vymizi smykové napéti. Zbyla
normalova napeti jsou hlavni napeti.

 Matematicky jsou hlavni napeti o, g,vlastni Cisla matice

O-X TXZ

A=

T o)

zZX Z

Ax=o0x, Ax—oclIx=0, (A—UI)XZO, det(A—(TI):O
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Vypocet hlavnich napéeti pomoci vlastnich Cisel

O,—0 T,,

X

T O,—0

ZX Z

det =0

(0,—0)(0,—0)—7,,=0

2 2
o' —(o,+o0,)c+0,0,—T7,=0

o.+o

_Yx z
0_1’2— 2 i\/

Pro trojosou napjatost vede problém hlavnich napéti na kubickou rovnici.
Resenim jsou tri realna hlavni napeti.

2
O-X_O-Z

2

2
+T,,

o, —0 Ty T,
det T g,—0 T, =0
T T, o,—0



det

E,—E

1
Eyyx

1
E yzx

1
nyy
Ey_E

1
2L

Vypocet hlavnich deformaci

1
nyz
1
Eyyz

£,—€

Koeficienty V2 jsou nezbytné pro zachovani
tenzorového charakteru, tj. nezavislost

—0o Vlastnich Cisel na rotaci souradnic.
Resenim jsou tfi realné hlavni deformace.

Pro rovinnou napjatost jsou hlavni deformace

det

1
0 nyz £ —¢ %yxz
e,—¢ 0 |=0, (¢,—¢)det , =0
_yzx EZ_E
0 ¢,—¢ | 2 .
e —¢ |’ % °
+ X2 2] + sz) ) Ea—&
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Objemova cast napeti a deformace

Normalové deformace

1
&=plo—vo,—vo,
_i( _ _
£, =4 |0,"vo,~V0o,
1
=% 0,~VO,~V0,|

Konstitutivni vztah

(@ E &
"3 (1=-2v) |

Objemovy modul
pruznosti K [Pa]

o.=Ke,

\

Objemove deformace ¢,

1—2v
E
3(1—2v) O'X—I-O'y—l-()'z

VT E 3

Stfedni hydrostatické
napeti o

Ey=&yt&E, T E,= o,+t0,t0,
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Rozklad napéti a deformace

Slozky napéti Hydrostaticka Cast Deviatoricka ¢ast
(zména objemu) (zména tvaru)
[ [ [ _ |
o, g §,=—0,—0 Nebude ve
m zkousce
o, o, S,=0,—0p
O-z> — O-m> + Sz:O-z_O-m
Ty, 0 Tyz
TZX O TZX
0
") L S
Slozky deformace Volumetricka ¢ast Deviatoricka Cast
o (zména objemu) f (zména tvaru) \
£, /3 e =¢c —¢&,/3
£, .13 e,=¢,—&y/3
£, _ ey/3| N e =¢c,—¢&,/3
yyz 0 yyz
Y ox 0 Y
0 y
Y, L) Yy




Priklad — napeti od ohrati vody v ocelove trubce

Soudinitel objemové teplotni roztaznosti vody BHzo:29'4 K™’

-1
Souginitel délkové teplotni roztaznosti oceli &, =12e-6 K

Soucinitel objemové teplotni roztaznosti oceli B, =(1+c, P —1~3 x,=3.6e-5 K '
Objemovy modul pruznosti vody K, ,=2.15GPa

Ohrati vody o +40 K.

Vypocet zanedbava objemovou roztaznost oceli (fadové nizsi) a pruznost ocelové
nadoby (fadové vyssi). Celkova objemova deformace bude proto v uzaviené nadobé
priblizné nulova.
o
— —_— m

H,O

O-m: _KHZO 3HZOA T: —2.15€+3 '2€'4'4O —-— 17.2 MPa

Zmena objemu vody, pokud by mohla volné expandovat

£y =By.0AT=0.008

24



Priklad — napeti od ohrati vody v ocelove trubce

Nyni uvazujte nekonecné dlouhou ocelovou trubku o stfednim poloméru 30 mm a
o tloustce stény t=1 mm. Uvazujte teplotni roztaznost trubky spolu s kapalinou i jeji
poddajnost. Vysledek porovnejte s predeslym fesSenim.

Prodlouzeni obvodu trubky

N-21tr
00= +21tr- o AT
EA !
Zvétseni poloméru trubky
2
S0 O,r —0O, T
Sr=——=""t—tr- o, AT=—"—+r-0; AT
27T Et
Objemova deformace vnitfniho prostoru ocelové trubky Objemova deformace vody
m(r+6r)—mr’ 26r —20,r Ho_ On
E(‘)/celzl. ( )2 ~ — _|_20(TAT Ey ~ K +BHZOAT
Tr r Et H,O
ocel H,O —2r 1
gy =&y , O, — = AT—=20; AT
1% 1% Et KH20 Buzo T
~1
. —2r 1
0 =(Bo AT 20, AT): — ——9.38MPa, 0,=281MPa
Et Ky,

Pozn. Pro a.=0 a E - « dava reSeni predchozi vysledek -17.2 MPa. 25



Zakladni rovnice pro trojosou napjatost

Premisténi
u,v,w

6 Geometrickych rovnic

L
* 0x

ou
0z

|

ow
_|_
0 X

Y xz—

Pretvoreni
Er €&,

yyz 4 yzx ? yxy

o =

X

o | Vné&jsi sily
dameovy rovnice — ™ ~ xXr 7
(3 rovnice) X Y Z
3 Statické rovnice
A\ aO'X+aTyX+8TZX+)_(
ox Oy 0z
15 nezavislych
i 0T oo, OT, _
< omepere P> 2, 9% 0Ty gy
ox 0y 0z
0 0 o _
N7 Ty, 0Ty, 00,
ox 0y 0z
6 Materialovych rovnic
_E[(l—v)eerveervez}
(1+v)(1-2v) Napeti
) - — 0,,0,,0
XZ: yXZ
2(1+
( V) TJ’Z’TZX’TX)’
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Otazky

1. Definujte tensor napéti a nakreslete vektor napéti na normale, ktera je
orientovana souhlasné s osou y.

2. Odvodte statickou podminku rovnovahy ve smeru x. Jak se vysledna
rovnice zredukuje, pokud se pouzije na Ciste tazeny prut?

3. Uvazujte tazeny prut jako 3D kontinuum. Které slozky napéti a
deformace jsou nulové?

4. Dokazte, ze matice tuhosti linearne elastického materialu je inverzi
matice poddajnosti. Pro vypocet inverzni matice vyuzijte rozdeleni
matice na 4 submatice.

5. Odvodte hlavni napéti pro pripad rovinné deformace pomoci
transformace tensoru napeti.

6. ProcC jsou v tenzoru deformace koeficienty Y2 u inzenyrskych deformaci?

7.V jakych rovnicich vystupuje modul pruznosti ve smyku a objemovy
modul pruznosti?

8. Jaky je vztah hydrostatického napéti u kapalin vuci slozkam napéti
0,,0,,0,7 Jsou kapaliny opravdu nestlacitelné?

Vytvofeno 04/2011 v OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04, Vit Smilauer, CVUT.
Podekovani patfi zejmena M. Jiraskovi za inspiraci jeho prednaskami.
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