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Krouceni prutd

1) Krouceni prutu s kruhovym prufezem
2) Volné krouceni prutu s prufezem

a) Masivnim

b) Tenkostennym otevienym

c) Tenkosténnym uzavienym
3) Ohyboveé (vazane) krouceni
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Rovhomerneé krouceni kruhoveé tycCe

Puvodni poloha bodu
Y =TI COS &

Z =1 SINn X

Nova poloha bodu po natoéeni prifezu V-

. 2 COS X
y+v=rcos(x+e,)=rcosx—re, sina—re, Y
: : Sin
z+w=rsin(x+@, )=rsina+r@, cosx—re.° TR
y
S

Posuny bodu, pokud ¢ << 1

v=rcos(x+@ )—rcose~—re sina=—zq

w=rsin(x+@, )—rsinax~rQ cose=y e,



Rovhomerneé krouceni kruhoveé tycCe

Pole posunu Rovnomérné krouceni
V(X,y,Z):—Z(PX<X) (PX<X>:%A(P
w(x,y,z)=y @, (x)

Pole deformaci
ou 6v P, (x) A

X — =——7——=—70
Yo~ oy 5X ‘ dx ? L £
0 — Pomeérné (relativni)
@W ou (PX(X)_ Ap 5 zkrouceni
Ye=ax oz Y Tdax YL Y
8v ow _

_ x )+ x )=(0 Vrovine xy nedochazi ke
(PX( ) (Px( ) smykovym deformacim.

yﬂ:az oy



Rovnomeérné krouceni kruhové tyCe - napéti

v ir T, .—GOR
Pole napeti —
Smykové ary 7 &=
L (x,y,2)=G Yy=—G0z (izolinie napéti) e '
sz(x’y’z>:nyz:G9y y<
T ax— GOR “‘ , /
oc=Ac A’ ™ A ™\ -
0 7, 7| [1 o 0 ||0 7, Toll1 0 0 —
w 0 0 |=|0 cosx sinx||t,, 0 0|0 cosa —sinx|= V,
T 0 0 0 —sinx cosx||rt, 0 0|0 sinx cosx
0 T,,COsx+T, sinx —T, sSinx+cos,,sin«
T,,COSX+T, SinK 0 0
—T,,Sinx+cos,, sinx 0 0
Rotace tenzoru napéti zde funguje y<
stejné jako rotace vektoru napéti. T =" Ty Sin
_ ' T, —T, COSX
sz _sz XZ XS
T, =0




Vztah smykovych napeti a krouticiho momentu

Nenulové slozky napéti
T, (x,y,2)=—G0Oz

T (Xx,y,2)=G0Yy

Yot M= (1,y-7,2)dA
V A
. M. =[(Goy*+Goz’)dA=Go [ (y*+z°)dA
A A
T, dA )(\ Polarni moment setrvacnosti prufezu
~ I=[(y’+2z)dA= [ r’dA=1I,+I,
vszdA A A

M,=G1,0

N\

Tuhost kruhoveého prurezu v krouceni Pomerné (relativni) zkrouceni prutu
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Priklad — overte ekvivalenci smykoveého napéti a M

« Kruhova tyC o polomeru R

T, .—GOR .
MX:f21Tr- GeRr- rodr
0" obvod R rz;{;ljo
napéti
g T R*
MX:f21TG9-r3dt:G9T
0

Vzorec s vyuzitim polarniho moment setrvacnosti prurezu

TR’
2

1TR4_|_7TR4

M,=G1,0=G0 y

=Go




Zakladni rovnice krouceného prutu

Natoceni ¢ (x)

d
dx

-

_do.(x)

0,(x)

B

Zkrouceni 0 (x)

o1 |22 (=0
P dx 5 e T
Vnejsi zatizeni
m (x)
dM (x)
X :O
M, (x)=GI ,0,(x) Moment M (x)

Napeti 7, 7




Priklad - rovhomeérné krouceni kruhové tyce
UrCete prubeh smykového napéti a prubeh natoceni

4
8 kN
= S =1 +1,=2T % = 1571e-4 m*
A _ @02m
| =2 m > (=80 GPa M (x)
0 (x)= =6.37e-4 rad/m

8 kNm GIp
N @
N dp,(x)
h 0,(x)=

dx

6.37e-4 rad/m

D

¢,(0)=0

C

L
cpx(x):fex(x)dx:6.37e—4x-l—
1.27e-3 rad 0 T

W ¢, (L)=Ap=2-6.37e-4=1.27e-3 rad
T =5.09 MPa
y<

T, =GO (x)R=5.09 MPa

[LLL

—_

T =5.09 MPa



Deplanace prurezu

« Pri krouceni obecné ztraceji prufezy rovinnost,
s vyjimkou rotaéné symetrickych prurezu, tj. kruhu a
mezikruzi.

« Deplanace = ztrata rovinnosti prurezu

* Pole posunuti s uvazenim funkce deplanace Y(y,z)
u(y,z)=0(x)w(y,z)

Funkce deplanace pro
obdélnikovy prurez 0,2 x 0,3 m.

Souradnicey [m]  -0.10.15



Volné krouceni obecného prurezu

* Pro deplanacni funkci lze odvodit Laplaceovu rovnici

0’ y(y,z) n 0’ Y(y,z) —0 Regeni rovnice pro obdélnikovy

2 2 rufez a okrajové podminky viz dale.
P y 0z P J P y

« Odvozeni Laplaceovy rovnice: vyjdeme z pole posunu,
uvazujeme nejprve rovnomerné krouceni

ov oOw
Y"=52" oy
d(PX(X> _ow du 6(//
= =0=konst. =575y, (X,y,2)=0| -z

_ou , 0v

Yw=3y " ox

u(x,y,z)=0y(y,z) 0
:> yxz(x’y’z>:9(—qj+y

V(X:y:z>:_Z(Px(X>

w(x,y,z)=y@,(x) Y, (X,y,2)=—@, (x)+@,(x)=0
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Volné krouceni obecného prurezu
« Pole napéti
=Gy, Txy(x,y,z):GQ(a_W_Z)

TXZ = G YXZ

T (x,y,2)=G0

ov
0z Y
e Cauchyho rovnice rovnovahy

0 0

(7/ T S

ZRCIET

coldwly.z) dwly,.z)
0y’ 0z’

OCwly.z), 0 wly,2)_,
0y’ 0z°

=0
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Okrajova podminka Laplaceovy rovnice

« Smykové napéti na okraji prufezu pusobi ve sméru tecny
TL:():nyTxy-l-nZTXZ

_ oY _ oy
Txy—GQ E—Z ,TXZ_GQ(a—Z—I—y

oy Y _
nyay+nzﬁz—nyz—nzy

5_([/ =n,z—n,y Na hranici je pfedepsana normalova derivace
on Y deplanacni funkce (Neumannova podminka)




Volné krouceni obecného prutu

« Pri znamé deplanacni funkci lze vyjadfit slozky napéti

oy oy
=GO|——— =GO
T 3y Z|,T, Py +y
o Kroutici moment
oy oY
M, f T,y —T,Zz)dA= G@f yi+z’ —|—8Zy—ﬂz dA

N e
T~

I
Moment tuhosti prufezu
ve volném krouceni

M, =[GTPp

X

-

Tuhost prufezu ve Pomeérné (relativni) zkrouceni prutu
volném krouceni
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Volné krouceni masivniho prufezu

 Priblizné feseni pro masivni prufez obecnéeho tvaru

A4
I, ~—— 1 __jenutné urCit primo z deplanacni
401
P funkce
« Presné feSeni pro obdelnik z Laplaceovy rovnice
Txy Tmax
0.2 %,
h>b — TXZ —T max ,,,‘é;z%‘\\ e ) -0.15
Ty, = Thnax \ 9 Mx M7 e ‘ . .:"’f”/ e
Tax ™ D : ----.;.5:"'52":-_-..._ o 3
i 2b" h 005 0.1 Souradnice z [m]
Souradnice y [m] -0.10.15
b<h b’h|, 192b <~ 1 (2n+1)mh
n+1)m
I,=—|1——= Z - tanh
3 TT h n=0,1,... (21]"‘1) Zb
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Volné krouceni uzkeho obdélnika
« Ponechame prvni Clen sumy a za predpokladu b<<h

b3h

I~ 3

1—0.632)

h— |=
3 fan h

b h 1_192b T h
 h 2b

« Smykové napeti je ve smeru b rozlozeno priblizne
linearne

T,,~0
M, -
b 4
Tmax I +
k ;
v
0 A
Pozn. Napéti T_a 1_je urCeno z deplanacni funkce. L ——
, , > B , ... L, Xz ' max *
Vysledny moment od smykoveho napeéti T _dava
presne polovinu momentu M . Druhou polovinu \ }
_>
momentu M, tvofi male napéti T_, které ovsem 2

pusobi na velkém rameni. -



Volné krouceni otevieného tenkosténného prurezu

Otevreny tenkosténny prufez Strednice prurezu
i< 200 mm :i l53=54:50

Y -— - - o

- — — —f 2 h =100 Th4=100

5 ‘EoT 3 3

™~ o - Al

M b = i -

X o } } S — |

£ N 5,=50 3,=50
g — T e — | S h =175 h,=175

v *—» —_— — — —> —»? L0 T T

350 mm

»|
|

la
[

Moment tuhosti v krouceni je sou¢tem momentu tuhosti z jednotlivych
vetvi

T 1 Z 53 b M .
k ~ § T — 5max
n

max ~
I

NejvétSi smykové napéti
vznika v nejtlustsi vétvi!
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Priklad — tenkosténny otevreny prurez

Pro tenkostenny prurez z predeslé stranky urcete rozlozeni
napeéti a vzajemné natocCeni koncovych prurezu. Prut je
délky 3m. M _=12.95 kNm, G=80.77 GPa

3
Ikzlz 5 h=292(5.0.17542.0.100+ 0.250)=3.333¢-5 m*
34 3

M, 12.95e-3
T inax — Ik 5max: 3. 333e-5 0.05=19.43 MPa ROZ'O?,GHII n?.pé“, PO
tloustce strednic
A
_ M, _ 12.95 — 48163 m"! \ ATW=19.43 MPa
GI, 80.77e+6-3.333e-5
T =19.43 MPaV *
3 m
A@= | 0dx=3-4.81e-3=1.44e-2 rad =0.83° ;oA
0

17



Priklad — tenkosténny otevreny prurez

Simulace krouceni pomoci metody konecnych prvku (kvadratické
prostorové prvky brick). Diky vetknuti prutu je branéno volné deplanaci.
Vzajemné natoceni krajnich prufezu vychazi o 22% mensi, tj. 0.655°.

Deplanace prufezu ve
2 m od vetknuti.
Deformace zvétseny
500x. Posuny u udany
v metrech.

Konzola délky 3 m.
Deformace zvétSeny 50x.

Smykova napéeti.

Tau_xz (IMPa
- 19.(0 )

Tou_xYQ(OM Pa)

OOFCM.OPEC :



Volné krouceni uzavieného tenkosténného prurezu

« Smykovy tok je konstantni podél stfednice prurezu,
smykové napéti je rozlozeno rovnomeérné po tloustce

Uzavreny tenkosténny prurez Stfednice prufezu 7,5 (5,)dx—,8(s,) =0
t =T,6(s,)=7,0(s,)
TSI (s )
iJ(s)
A
[ Smykovy tok ( Smykové napéti
<_
-
]
MX t tXS t Mx Il TXS A . tXS
X5 XS Txs T s — S
i T (s)
> —>
t

XS

Nejvétsi napéti vznika v nejtencéi ¢asti! 9




Volné krouceni uzavieného tenkosténného prurezu

Prispevek segmentu strednice Cislo n ke krouticimu momentu

T F =t .6 h =t h_
\) fn ann_txshnpn:txsgn
= -
n F, Q ... Dvojnasobna plocha opsana pruvodicem
[ >

Celkovy kroutici moment
Mx:Z ann:txsz Qn

MX:tXS,Q:tXSgﬁ p(g)ds 1. Bredtlv vzorec
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Volné krouceni uzavieného tenkosténného prurezu

(2 =2-plocha Q— 2. plochD

Z deplanacni funkce uzavreného prufezu lze odvodit 2. Bredtuv vzorec

09— MX | Q2 2. Bredtlv vzorec
; GIk ko ¢ ds
5(s)

Moment tuhosti ve volném krouceni

GI, ... Torznituhost prurezu. U uzavrenych prufezu radove prevysuje
torzni tuhost prarezu otevienych (pfi podobnych tvarech prufezu).

21



Odvozeni 2. Bredtova vzorce

ou M ﬁvs_ M

X

0s GQ5 ox GQs

X

S MX S MX
u={ ds—{p9d5+C1=GQJ; 5

GQ6

O

_ou

Ovy, T t M

= +
Yas 0s

vsmp(px)

po

S

ds

ox G Gos GQs
Gvs_ o
8x_p

Integrace po obvodé prifezu musi

M, $95-00, MX45 ds_ ¢y 1=

00Q+C,

QZ

ds
b50s)

vést ke stejnemu posunu u, tj. C.=0.
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Priklad — porovnani prurezu stejnych ploch v krouceni
Porovnejte 1,, 8 A¢, T . Délka prutu2 m, M_= 3 kNm, G=15 GPa.

FY
c S S
2 S & 0.21 m
Y
0.05m
> e kﬁﬂ P 0.29 m -
Uzky obdélnik Masivni prirez Uzavfeny tenkosténny prufez

A=0.04 m’ A=0.04 m’ A=0.04 m’

3 4 2 2

h =2-0.25"=0.

Ik:b—(1—0.639) A 2=2-0.25’=0.125m

3 h 401, § ds _4-025_,.

=32e- 4 o(s 0.04
[,=32e-6 m I =2.-1 0.2*=266.7¢-6 m" (s)
p 12 QZ A
. I, = =625e-6 m
I,=240e-6 m 45 ds
S(s)
MX MX MX
0= =62.5e-4 rad/m 0= =8.33e-4 rad/m 0= =3.2e-4 rad/m
GI, GI, GI,
Ap,=0L=12.5e-3 rad Ap,=0L=1.67e-3 rad Ap,=0L=0.64e-3 rad
M, OM, t M,

Tha™ —>b=4.69 MPa | T,,~——~=1.69 MPa T == =0.60 MPa
Ik 2b h 5min Q 6min




Priklad — porovnejte I, T nasledujicich prufezu

Tmax
Tmax
Ly =
\/ R
/
S
\ SRO=01R 5=0.1R
Kruhova ty¢ Kruhova trubka Rozfiznuta trubka
)
_ TR’ _ w(R*—(09R)" | SR |
b= h=l=m - T -
mR* [,=22mRs*=22m0.1°R*
Ik:IpNO.34 > k™13 —3 .
R4
,=0.00133 =
M, M, M, M, M, M,
max — R=2- 3 Timax— R=5.82- 3 T max — 0= 0.1R
Ip 7TR Ip 7TR Ik Ik
T e = 150 ——
TR
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Ohybové (vazané) krouceni

« K ohybovému krouceni dochazi, pokud prurezy
nemohou volne deplanovat. Vznikaji sekundarni napeti
g, 1, T_. Tyto sekundarni napeti jsou vyzname pro
tenkosténné prurezy, zejména otevrené.

* Mozné priciny omezeni deplanace

A
N
N X
N
\_> H \ﬁ
\ AV4 7
N Osamély
Zmeéna kroutici moment
Vetknuti prufezu

* Ohybové krouceni nastava v inzenyrske praxi velmi
casto, volné krouceni naopak zridka.
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8.
9.

Otazky

Kterych sest slozek napéti a deformace je nulovych pfi volném
krouceni?

Co oznaduje deplanacni funkce? Jakym zpusoben se vypocte na
obecném prurezu?

Které prufezy nikdy nedeplanuiji, u kterych je deplanace naopak
vyznacna?

Jaky je vztah mezi deplanacni funkci a momentem tuhosti ve volném
Krouceni?

Napiste moment tuhosti ve volném krouceni pro masivni prurez, tenky
obdélnik, otevfeny tenkosténny prurez a tenkosténny uzavfeny prurez.
UcCinte totéz pro maximalni smykové napéti.

Ve kterych Castech tenkosténnych otevienych a uzavrenych prufezu
vznika nejvetsi smykové napeti?

Které typy prurezu maji nejmensi moment tuhosti ve volném krouceni?
Co je ohybové (vazané) krouceni a za jakych podminek vznika?

10. Jak neni prut namahan, pokud vnejsi zatizeni prochazi sttedem smyku?

Created 02/2011 in OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04 by Vit Smilauer .y
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