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Poděkováńı
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Abstrakt

Tato práce se zabývá v́ıcekriteriálńı optimalizaćı léčebného plánu protonové terapie.

Nejprve je představen zjednodušený model š́ı̌reńı zářeńı prostorem, tj. je zavedena Bortfeldova

analytická aproximace popisu š́ı̌reńı proton̊u v homogenńım médiu, je zaveden vliv změny prostřed́ı

a nehomogenit. Vliv změny směru zářeńı – mnohonásobný rozptyl – je zaveden Highlandovou aproxi-

maćı.

V následuj́ıćı části práce je ve stručnosti představeno v́ıcekriteriálńı lineárńı programováńı a několik

možných př́ıstup̊u k řešeńı, zejména Benson̊uv algoritmus, resp. jeho paralelńı a neparalelńı verze.

Samotná optimalizace je nejprve definována jako lineárńı program, ve kterém se minimalizuje

množstv́ı vyzářených proton̊u. Z d̊uvodu řešitelnosti je problém upraven na lineárńı program s volnými

ćıli. Finálńı modifikaćı je v́ıcekriteriálńı řešeńı lineárńıho programu s volnými ćıli, které umožńı výběr

nejvhodněǰśıho řešeńı rozhodovatelem.

V závěru práce je vyhodnocena časová náročnost implementace popsané v této práci a jsou shrnuty

jej́ı výhody.
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Abstract

This thesis deals with multi-criteria optimization of proton therapy treatment plan.

In the first chapter an aproximate model describing radiation spread in space is introduced: Bort-

feld’s analytical approximation of Bragg curve in homogenous media, influence of tissues changovers

and heterogeneties. Direction change of proton beam is described by Highland’s approximation of

theory of multiple scattering.

In the second chapter there are shortly introduced some approaches which lead towards the solution

of multiobjective linear programming, especially parallel and nonparallel form of Benson’s algorithm.

The optimization is firstly defined as a linear program minimizing the amount of radiated proton

particles. Because of the uncertainty of feasibility of this program a linear program with free goals is

introduced. Final modification is offered by multiobjective solution of linear programming with free

goals, which permits the decision maker to choose the most appropriate treatment plan suitable for

particular pacient.

In the conclusion time demands of implementation proposed in this thesis are evaluated.
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2.5 Vliv změny prostřed́ı na Braggovu křivku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.6 Závislost úhlu θ, hloubky z a y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Úvod

Onkologická onemocněńı jsou jednou z nejčastěǰśıch1 př́ıčin úmrt́ı nejen na územı́ České republiky2.

K jejich léčbě lze přistupovat r̊uznými zp̊usoby, mezi které se řad́ı také radioterapie. Radioterapie je

založena na ozařováńı zhoubného (maligńıho) nádoru pomoćı ionizuj́ıćıho zářeńı, přičemž je snaha mi-

nimalizovat následky pro okolńı zdravou tkáň. Nejčastěji použ́ıvanými částicemi jsou svazky elektron̊u

nebo foton̊u. V posledńı době se ale zač́ınaj́ı použ́ıvat také svazky hadron̊u – tedy proton̊u a lehkých

iont̊u.

1.1 Radioterapie

Podle polohy zdroje zářeńı lze radioterapii rozdělit na zevńı radioterapii a brachyradioterapii. Bra-

chyradioterapie je založena na postupu, kdy se zářič (tekutina nebo pevný útvar) dostane do bĺızkosti

nádoru, který je ozářen. Je tak dosaženo poměrně malého poškozeńı okolńı tkáně. Při zevńı radiote-

rapii je naopak zdroj zářeńı umı́stěn mimo tělo pacienta. Jelikož se zářeńı š́ı̌ŕı k nádoru skrz k̊uži a

daľśı tkáně, jedná se tedy o méně šetrnou metodu (Hynková, Doleželová, Šlampa).

Aby došlo k destrukci nádoru TAR (z anglického target – ćıl), předepisuj́ı lékaři určitou dávku

zářeńı, kterou muśı částice v mı́stě nádoru odevzdat. Jelikož je tato předepsaná dávka zářeńı poměrně

značná, je pacient ozařován v́ıcekrát dávkou nižš́ı. Stejným zp̊usobem je lékařem předepsána určitá

maximálńı dávka zářeńı pro okolńı kritické orgány OAR (z anglického Organs at Risk), př́ıpadně pro

všechny okolńı tkáně, aby nedošlo k jejich př́ılǐsnému poškozeńı.

Procházej́ıćı proud částic zp̊usobuje ionizaci tkáńı, docháźı k excitaci molekul a ke vzniku volných

radikál̊u, č́ımž se poškozuje část molekul DNA jednotlivých buněk. Po ozářeńı použ́ıvaj́ı buňky re-

paračńı mechanismy, aby DNA opravily. Buňky nádoru maj́ı ale tyto mechanizmy narušené, č́ımž je

v př́ıpadě dostatečné dávky zářeńı zabráněno jejich děleńı, př́ıpadně jsou př́ımo zničeny.

Pro tvorbu léčebného plánu je d̊uležité sestaveńı trojrozměrného modelu tkáně v okoĺı nádoru.

Z toho d̊uvodu se použ́ıvá magnetická rezonance (MR) nebo CT vyšetřeńı (z anglického Computed

Tomography – poč́ıtačová tomografie), kterými se źıskaj́ı dvourozměrné řezy tkáńı v určité vzdálenosti

od sebe, z nichž se následně sestav́ı celý prostorový model tkáně (Schlegel et al., 2006).

1Dle (sta, 2013) je rakovina po selháńı oběhové soustavy druhou nejčastěǰśı př́ıčinou úmrt́ı v České republice.
2Podle statistky Světového fondu pro výzkum rakoviny (WCRF) je v České republice ročně diagnostikováno 293,8

pacient̊u s rakovinou na 100 000 obyvatel, což j́ı zaručuje celkové 14. mı́sto a jeden z nejvyšš́ıch výskyt̊u rakoviny v̊ubec
(Wcrf.org, 2015).
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

Do prostorového modelu nádoru jsou umı́stěny samostatně jednotlivé svazky zářeńı a optimalizuje

se jejich intenzita, resp. fluence. Ćılem je, aby dávka zářeńı mimo nádor byla nižš́ı než v nádoru,

a rozd́ıl obou dávek zářeńı co největš́ı. Také je umožněno ozařováńı nádor̊u složitěǰśıho tvaru. Tomuto

postupu se v př́ıpadě fotonové terapie ř́ıká IMRT (z anglického Intensity Modulated Radiation Therapy

– radioterapie s modulovanou intenzitou), v př́ıpadě protonové terapie IMPT (z anglického Intensity

Modulated Proton Therapy – protonová terapie s modulovanou intenzitou).

Při př́ıpravě léčebného ozařovaćıho plánu pomoćı IMPT nebo IMRT je použito tzv. inverzńı

plánováńı, kdy je lékařem nejprve vybrána oblast nádoru a jsou stanoveny požadované dávky zářeńı,

poté se vyberou kritické orgány. Vše prob́ıhá formou zakresleńı do sńımk̊u z CT vyšetřeńı. Optima-

lizačńı program posléze dopoč́ıtá požadované intenzity (fluence) tak, aby bylo dosaženo požadovaného

zadáńı (Hynková, Doleželová, Šlampa).

1.2 Srovnáńı protonové a fotonové terapie

V př́ıpadech fotonové i protonové terapie jsou částice urychlovány v cyklickém urychlovači částic

(cyklotronu nebo synchrocyklotronu) na požadovanou kinetickou energii (běžně se použ́ıvá 70 – 230

MeV). Dávka zářeńı, která je vyzářena ve směru hloubky z, záviśı i na užitých částićıch. Na obrázku

1.1 je zobrazeno srovnáńı odevzdané dávky zářeńı proton̊u a foton̊u ve vodě.

Protony odevzdávaj́ı většinu dávky zářeńı v krátkém intervalu, tzv. Braggově vrcholu. Pozice

tohoto vrcholu záviśı na energii (rychlosti) proton̊u, lze tak dosáhnout dostatečného zasažeńı nádoru

při současné nižš́ı dávce zářeńı okolńım tkáńım. Fotony oproti tomu odevzdávaj́ı největš́ı hodnotu

dávky zářeńı v malé vzdálenosti od zdroje zářeńı, zpravidla v tkáńıch ještě před nádorem. Hodnota

absorbované dávky zářeńı tkáněmi postupně se vzdálenost́ı klesá. Z d̊uvodu nižš́ıho zasažeńı okolńıch

tkáńı je dražš́ı protonová terapie využ́ıvána zejména pro nádory v bĺızkosti kritických orgán̊u – nádory

mozku, oč́ı, krku, prostaty apod. (viz obrázek 1.2).
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Obrázek 1.1: Porovnáńı odevzdané dávky zářeńı protonového a fotonového paprsku v závislosti na
hloubce. Protonový paprsek má výrazný extrém – Bragg̊uv vrchol. Obrázek byl převzat z (Lang,
Riesterer, 2013).
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Obrázek 1.2: Porovnáńı léčebného plánu IMRT (vlevo) a IMPT (vpravo). Obrázek byl převzat
z (Taheri-Kadkhoda et al., 2008).

1.3 Léčebný plán protonové terapie

K samotnému návrhu léčebného plánu se použ́ıvá velmi přesné pravděpodobnostńı metody Monte

Carlo, jej́ıž nevýhodou je velká časová náročnost. Následná optimalizace mnohdy trvá i v́ıce než p̊ul

dne. Optimálńı léčebné plány se proto připravuj́ı v předstihu, po předchoźı návštěvě pacienta před

ozařováńım. Zároveň ozařováńı prob́ıhá postupně v intervalu několika dn̊u.

Ve vzniklých časových rozestupech může ovšem nádor výrazně změnit tvar a starý pracně vytvořený

léčebný plán nedává smysl. Je třeba v co nejkratš́ı době opět sestavit nový plán, který by dané změny

reflektoval.

Tato práce se postupně zabývá nejprve zjednodušeným popisem š́ı̌reńı protonového zářeńı v pro-

storu a zavád́ı vliv rozd́ılných tkáńı, kterými se paprsek š́ı̌ŕı. Uvažován je prostorový efekt mno-

honásobného rozptylu zářeńı. Dále ve stručnosti představuje v́ıcekriteriálńı lineárńı programováńı

a zavád́ı v́ıcekriteriálńı model, kterým je možné źıskat celou množinu optimálńıch řešeńı daného

problému. Následně je tato metoda aplikována na úlohu optimalizace léčebného plánu protonové

terapie.

Ćılem této práce je sestavit a vyřešit optimalizačńı úlohu v programu MatLab, která umožńı

v dostatečně krátkém čase reflektovat změny v geometrii nádoru nebo jeho okoĺı.



Kapitola 2

Š́ı̌reńı zářeńı prostorem

Léčba rakoviny ozařováńım je založena na odevzdáńı určité dávky zářeńı do určeného mı́sta nádoru.

Pro samotnou léčbu je proto nezbytné určit závislost odevzdané dávky zářeńı (resp. absorbované dávky

zářeńı tkáněmi) na vzdálenosti od zdroje zářeńı. V př́ıpadě protonové terapie se křivka vyjadřuj́ıćı

tuto závislost nazývá Braggova křivka.

2.1 Analytické vyjádřeńı Braggovy křivky

V roce 1997 vyjádřil Thomas Bortfeld analytickou aproximaci tvaru Braggovy křivky pro protonové

zářeńı (Bortfeld, 1997). Samotnou funkci svazk̊u zářeńı proton̊u š́ı̌ŕıćıch se prostorem lze vyjádřit

v závislosti na několika veličinách. Prvńı z nich je počátečńı kinetická energie E0
1, která byla proton̊um

udělena v cyklotronu. V d̊usledku srážek proton̊u s okolńımi částicemi jejich kinetická energie postupně

klesá, až ve vzdálenosti R0 – dosahu – má přesně polovina proton̊u o p̊uvodně stejné počátečńı energii

E0 kinetickou energii nulovou. Veličina R0 je zobrazena na obrázku 2.1.
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Obrázek 2.1: Znázorněńı základńıch parametr̊u Braggovy křivky o počátečńı energii E0 = 158, 6 MeV.

Mezi počátečńı kinetickou energíı a dosahem existuje vzájemná závislost, kterou lze nalézt v ta-

bulkách (Janni, 1982) nebo (Berger et al., 1993). V přibližném analytickém tvaru ji uvád́ı také

1Energie se v kvantové fyzice udává v jednotkách MeV.

4
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Braggovo-Kleemanovo pravidlo:

R0 ≈ αEp
0 , (2.1)

kde faktor úměrnosti α a exponent p jsou materiálové charakteristiky vypočtené z naměřených hodnot.

Jak je patrné z rovnice (2.1), plat́ı, že č́ım větš́ı je počátečńı energie, t́ım větš́ı je i dosah a poloha Brag-

gova vrcholu zmax. Tato závislost je zobrazena také na obrázku 2.2. Z obrázku 2.3 potom vyplývá, že

největš́ı poměr dávky zářeńı v Braggově vrcholu k dávce v zářeńı u zdroje zářeńı nastává u nejmenš́ıch

dosah̊u. Znamená to, že pro co nejmenš́ı zasažeńı okolńı tkáně je nejvýhodněǰśı ozařovat co nejkratš́ı

cestou.
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Obrázek 2.2: Vliv rozd́ılné počátečńı energie E0 na výslednou dávku zářeńı ve vodě.
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Obrázek 2.3: Vliv rozd́ılné počátečńı energie E0 na poměrnou dávku zářeńı ve vodě.

Jak již bylo řečeno, hodnota dosahu R0 je źıskána pro určitou počátečńı energii statisticky a dosah

každého jednotlivého protonu se lǐśı, jelikož srážky s okolńımi částicemi jsou taktéž náhodné. Proto

ani protony se stejnou počátečńı energíı E0 neodevzdávaj́ı ve stejné hloubce z stejnou dávku zářeńı.

Bortfeld (Bortfeld, 1997) z toho d̊uvodu zavád́ı směrodatnou odchylku σ, která zahrnuje hloubkovou
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nejistotu ztráty energie proton̊u a nejistotu přesného dosažeńı hodnoty počátečńı energie při výstupu

částic z urychlovače.

σ =

√(
α′
p3α2/p

3p− 2
R3−2p

0

)2

+ (0.01E0)
2
α2p2E2p−2

0 , (2.2)

Konstanta α′ je materiálová charakteristika závisej́ıćı na elektronové hustotě (Bortfeld, 1997).

Výsledná křivka dávky zářeńı2 D je sumou všech Gaussových rozděleńıch dávek zářeńı po ose z.

Po výsledné úpravě dostal Bortfeld tvar:

D(z, E0) = Φ0
e

−ζ(z,E0)2

4 σ(E0)1/pΓ(1/p)√
2π ρα1/p[1 + β(R0(E0))]

×

×
[

1

σ(E0)
P−1/p(−ζ(z, E0)) +

(
β

p
+ γβ +

ε

R0(E0)

)
P−1/p−1(−ζ(z, E0))

]
.

(2.3)

V rovnici (2.3) se vyskytuje hned několik veličin. Prvńı jsou konstanty závislé na materiálu, kam

kromě již zmı́něných veličin α a p patř́ı také hustota materiálu ρ, pod́ıl primárńı fluence přisṕıvaj́ıćı

k počátečńı části energetického spektra ε, parametr sklonu ve vztahu redukce fluence β a pod́ıl

lokálně absorbované energie uvolněné v neelastických nukleárńıch interakćıch γ. Konkrétńı hodnoty

materiálových konstant platných pro vodu jsou uvedeny v práci T. Bortfelda (Bortfeld, 1997). Dále

se zde vyskytuj́ı veličiny závislé na hodnotě počátečńı energie E0, konkrétně zmı́něná směrodatná

odchylka σ a také ζ, která je definována dle vztahu

ζ(z, E0) =
R0(E0)− z

σ
. (2.4)

Symbol P označuje funkci parabolického válce (Weisstein, 2005). Tvar Braggovy křivky s popisem

základńıch veličin je patrný na obrázku 2.1.

Pro samotnou optimalizaci je nejd̊uležitěǰśı veličinou Φ0, primárńı fluence3. Fluence popisuje počet

kvant zářeńı procházej́ıćıch za 1 s jednotkovou plochou postavenou kolmo v daném mı́stě ke směru

š́ı̌reńı kvant, v tomto př́ıpadě v mı́stě zdroje zářeńı z = 0 cm. Zde je d̊uležité zd̊uraznit, že dávka

zářeńı D(z) je na primárńı fluenci lineárně závislá.

Při sestavováńı léčebného plánu je vhodné umı́stit Braggovy křivky podle polohy vrcholu zmax.

Z toho d̊uvodu jsem sestavil závislost počátečńı energie E0 na poloze vrcholu, jak je vidět na obrá-

zku 2.4. Byly vypočteny Braggovy křivky s přesnost́ı 0, 1 mm v rozmeźı 1 MeV až 300 MeV, což

je větš́ı rozsah, než se běžně už́ıvá v protonové terapii (Paganetti, 2012). Poloha maximálńı hodnoty

dávky zářeńı byla uvažována jako poloha Braggova vrcholu, tzn. hodnota vzdálenosti zmax byla rovněž

stanovena s přesnost́ı 0, 1 mm.

Vyjdeme-li z rovnice (2.1) a zjǐstěného zjednodušeného vztahu, můžeme napsat rovnici

R0 − z = a1E
4
0 + a2E

3
0 + a3E

2
0 + a4E0 + a5, (2.5)

kde a1 až a5 jsou č́ıselné konstanty. Vztah pro zmax lze vyjádřit jako

2Jednotkou dávky zářeńı je Gray (Gy). Jeden Gray odpov́ıdá absorpci energie 1 J v 1 kg látky.
3Jednotkou fluence je (počet částic/s)/m2
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Obrázek 2.4: Závislost R0 − zmax na počátečńı energii E0 pro zářeńı ve vodě.

zmax = αEp
0 − a1E

4
0 − a2E

3
0 − a3E

2
0 − a4E0 − a5. (2.6)

Porovnaj́ı-li se takto spočtené hodnoty polohy Braggova vrcholu zmax s hodnotami výše zjǐstěnými

s přesnost́ı 0, 1 mm, je opět v rozsahu 1 MeV až 300 MeV maximálńı hodnota chyby 0, 065 mm a jej́ı

směrodatná odchylka 0, 029 mm. Výsledky tedy odpov́ıdaj́ı zvolené přesnosti.

2.2 Vliv nehomogenit na tvar Braggovy křivky

Nyńı je již možné rozmı́stit jednodimenzionálńı Braggovy křivky ve vodńım prostřed́ı tak, aby měly

v konkrétńı hloubce z extrém. V této části kapitoly je předešlá formulace upravena tak, aby umožňovala

spoč́ıtat změnu dávky zářeńı při změně materiál̊u označovaných jako nehomogenity.

Fyzici zde využili podobnosti š́ı̌reńı protonového zářeńı ve vodě a v tkáni. Dı́ky tomu je možné

zavést tzv. vodńı ekvivalent WET. Vodńı ekvivalent udává takovou tloušt’ku vodńı vrstvy, ve které je

shodná ztráta energie jako v konkrétńı tloušt’ce určité tkáně, viz obrázek 2.5.

Jak již bylo řečeno dř́ıve, protony ztrácej́ı svoji energii směrem po hloubce z. Proto neńı ani

hodnota vodńıho ekvivalentu konstantńı, ale po hloubce se měńı. Dále záviśı na konkrétńı tkáni (nebo

jiném materiálu) a jeho tloušt’ce.

Vyjde-li se opět z Braggova-Kleemanova pravidla (2.1), lze z něj vyjádřit přibližný vztah pro funkci

kinetické energie jednotlivých proton̊u:

R0 − z = αE(z)p ⇔ E(z) =

(
R0 − z
α

)1/p

. (2.7)

Tento vztah je značně zjednodušený. Zanedbává zejména hloubkovou nejistotu danou dle rovnice

(2.2). Neńı tedy platný v oblasti vrcholu, ale pro většinu hodnot hloubky z je dostatečný. V př́ıpadě

větš́ı požadované přesnosti je možné vypoč́ıtat energii integrováńım př́ımo Bethe-Blochovy rovnice

(Olive et al., 2014):
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Obrázek 2.5: Vliv změny prostřed́ı na Braggovu křivku. Prvńı Braggova křivka má vrchol ve
vzdálenosti 25 cm a popisuje š́ı̌reńı zářeńı ve vodě. Druhá křivka znázorňuje opět vrchol ve vzdálenosti
25 cm, ale mezi 5 a 15 cm je umı́stěna kost. Třet́ı křivka má stejnou počátečńı energii E0 jako křivka
druhá, ale neńı zde vliv změny prostřed́ı. Na pravé i levé straně od šedých oblast́ı jsou druhá a třet́ı
křivka stejné.

−
〈
dE

dz

〉
=

4πNAr
2
emec

2Z

A

1

β(E)2

[
1

2
ln

2mec
2β(E)2γ(E)2Tmax

I2
− β(E)2

]
, (2.8)

kde NA je Avogadrova konstanta – počet částic v jednotkovém látkovém množstv́ı, re je klasický

poloměr elektronu, me je hmotnost elektronu, c je rychlost světla. Veličina A znač́ı nukleonové č́ıslo,

Z znač́ı atomové (protonové) č́ıslo. I označuje excitačńı energii. Maximálńı kinetickou energii Tmax,

kterou může proton předat volnému elektronu při jedné kolizi je možné dopoč́ıtat (Olive et al., 2014)

jako

Tmax =
2mec

2β(E)2γ(E)2

1 + 2γ(E)me/mp + (me/mp)2
, (2.9)

kde mp je hmotnost protonu. Zbylé veličiny závisej́ı na energii, což zp̊usob́ı, že je nutné řešit integraci

iterativně, resp. po částech.

Pomoćı speciálńı teorie relativity lze źıskat hodnotu rychlosti protonu (Evans, 2008):

β(E(z)) =
v

c
=

√√√√1− 1(
1 + E(z)

mpc2

)2 , (2.10)
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a také hodnotu Lorentzova faktoru γ:

γ =

√
1

1− v2

c2

=

√
1

1− β(E)2
. (2.11)

Hodnotu vodńıho ekvivalentu WET je možné vyjádřit úpravou zde uvedené Bethe-Blochovy rov-

nice (2.8) na tvar (Zhang – Newhauser, 2009):

WET (E) ≈ tw = tm

(
ρ
Z

A

[
ln

2mec
2γ(E)2β(E)2

I
− β(E)2

])∣∣∣∣m
w

, (2.12)

kde tw označuje ekvivalentńı tloušt’ku vody, tm reálnou tloušt’ku dané tkáně a ρ hustotu.

Jelikož se ale tkáň neskládá pouze z jednoho chemického prvku, uvažuje se vliv všech atomů směsi

do výpočtu tzv.
”
efektivńıho atomu“ a zavád́ı se efektivńı nukleonové a protonové č́ıslo a efektivńı

excitačńı energie směsi. Efektivńı nukleonové č́ıslo lze určit ze vztahu (Hussein, 2003):

Aeff =

∑n
i=1NiA

2
i∑n

i=1NiAi
, (2.13)

kde n je počet prvk̊u, ze kterých se směs skládá, Ni je počet atomů i-tého prvku a Ai je nukleonové

č́ıslo i-tého prvku. Efektivńı protonové č́ıslo se spoč́ıtá jako (Hussein, 2003):

Zeff = Aeff

n∑
i=1

NiZi

NiAi
, (2.14)

kde Zi je protonové č́ıslo i-tého prvku.

Hodnota excitačńı energie I konkrétńıho prvku je poměrně nejistá, jelikož ji nelze přesně stanovit.

V článku (Zhang – Newhauser, 2009) je uveden vztah:

I = kZ, (2.15)

k =


14, 5, pro Z ≤ 8

13, pro 8 < Z ≤ 13

11, pro Z > 13

, (2.16)

kde Z je protonové č́ıslo daného prvku a k je konstanta závislá na protonovém č́ısle.

Pro směsi je uváděn vztah (Coderre, 2004):

ln Ieff =

∑n
i=1NiZi ln Ii∑n

i=1NiZi
, (2.17)

kde Ii je excitačńı energie i-tého prvku.

Vzhledem k lineárńı závislosti vodńıho ekvivalentu na tloušt’ce materiálu tm v rovnici (2.12)

a předpokladu, že se po hloubce z energie částic měńı, je zřejmé, že Bethe-Blochova rovnice je va-

lidńı pouze pro infinitezimálńı tloušt’ky. Ve zde popsané implementaci bylo větš́ı přesnosti dosaženo

rozděleńım intervalu dle zadané přesnosti. Numerické porovnáńı viz tabulka 2.1.
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Materiál E tm WETexp WETBK Chybaexp−BK WET Chybaexp−WET

[MeV] [mm] [mm] [mm] [%] [mm] [%]
Al 200 19,73 42,30 41,7 -1,42 41,861 -1,038

200 14,90 32,20 31,5 -2,17 31,614 -1,820
200 4,83 10,04 10,2 +1,59 10,249 +2,082
100 14,90 31,50 31,1 -1,27 31,357 -0,454
100 4,83 10,30 10,1 -1,94 10,166 -1,301

Tabulka 2.1: Porovnáńı přesnosti výpočtu vodńıho ekvivalentu. WETexp udává experimentálně
změřenou hodnotu vodńıho ekvivalentu pro zadané materiálové charakteristiky (Zhang et al., 2010),
WETBK je hodnota vypočtená podle (Zhang et al., 2010), hodnota WET je vypočtena podle im-
plementace popsané v této práci. Chybaexp-BK udává rozd́ıl mezi WETexp a WETBK, Chybaexp-WET

udává rozd́ıl mezi WETexp a WET .

2.3 Teorie mnohonásobného rozptylu

V letech 1947 a 1948 napsal Molière teorii, která popisuje vliv srážek s okolńımi částicemi na změnu

směru š́ı̌reńı zářeńı. Jednalo se nejprve o teorii jednoduchého (Molière, 1947) a později mnohonásob-

ného rozptylu (Molière, 1948). Tato teorie vyšla ale pouze německy. V angličtině se posléze problémem

zabýval H. A. Bethe (Bethe, 1953), který v roce 1952 vydal článek Molière’s Theory of Multiple

Scattering, kde zanedbal některá zobecněńı platná pro směsi (Paganetti, 2012). Molièrova teorie je

obecně brána jako nejpřesněǰśı a také nejsložitěǰśı. Nastala proto potřeba ji zjednodušit.

Tohoto kroku se ujal v roce 1975 Virgil L. Highland ve své práci Some practical Remarks on

Multiple Scattering (Highland, 1975), kde zavedl jednoduchou Gaussovskou aproximaci, jej́ıž pomoćı

výpočet značně zjednodušil a zachoval dostatečnou přesnost. Nicméně toto zjednodušeńı platilo pouze

pro malé tloušt’ky, a tak bylo v roce 1993 zobecněno B. Gottschalkem (Gottschalk et al., 1993).

Výsledný tvar je tento:

θ0 = 14.1q

(
1 +

1

9
log10

t

LR

)
×

[∫ t

0

(
1

p(E)v(E)

)2
dt′

LR

]1/2

, (2.18)

kde θ0 je charakteristický úhel mnohonásobného rozptylu. Veličina q označuje náboj částice, v př́ıpadě

proton̊u je to 1 eV, t znač́ı tloušt’ku materiálu a LR radiačńı délku, p je hybnost částice a v jej́ı rychlost.

Rychlost se vypoč́ıtá z kinetické energie podle rovnice (2.10). Hybnost částice se podle speciálńı teorie

relativity spoč́ıtá jako (Evans, 2008):

p(E) = γ(E)mpv(E), (2.19)

kde γ je Lorentz̊uv faktor spočtený dle rovnice (2.11) a mp je hmotnost protonu. Posledńı neznámou

veličinou je radiačńı délka LR. Tu lze podle (Gupta, 2010) vyjádřit takto:

LR =
716, 4

Z(Z + 1) ln 287√
Z

. (2.20)

Pro výpočet radiačńı délky pro deskovou skladbu se použ́ıvá vztah:

t0ρ0

LR
=

n∑
i=1

tiρi
LR,i

, (2.21)
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kde ρi je hustota i-té desky, LR,i je radiačńı délka i-tého prvku, ρ0 je celková hustota výsledné skladby

a t0 celková tloušt’ka skladby. Zároveň plat́ı vztah:

t0ρ0 =

n∑
i=1

tiρi. (2.22)

Pro směsi se udává vztah:

AeffN

LR
=

n∑
i=1

AiNi

LR,i
, (2.23)

kde n je počet prvk̊u, ze kterých se směs skládá a N je molárńı množstv́ı.

Poté je již možné přistoupit k výpočtu integrálu v rovnici (2.18) pomoćı Newtonovy metody 3/8,

viz Př́ıloha B. V literatuře (Gottschalk et al., 1993) se uvád́ı použit́ı Simpsonova pravidla a rozděleńı

tloušt’ky t pravidelně podle dosahu R0. Numerické porovnáńı viz tabulka 2.2.

Ve 2D př́ıpadě je tvar Gaussovského rozděleńı dán vztahem:

f(θ) =
1√

2π θ0

e[− 1
2 ( θθ0

)2] (2.24)

kde θ je úhel mnohonásobného rozptylu dle obrázku 2.6. Integraćı funkce f(θ) v intervalu (−∞;∞)

samozřejmě obdrž́ıme 1. Úpravou vztahu do trojrozměrného prostoru źıskáme vztah

f(θ) =
1

2πθ2
0

e

[
− 1

2

(
θ
θ0

)2
]
. (2.25)

z

y

𝜃

Obrázek 2.6: Závislost úhlu θ, hloubky z a y.

Předpokládejme, že v prostoru se protonový paprsek š́ı̌ŕı tedy kromě směru z také do směr̊u

kolmých, konkrétně ve směrech ortogonálńıch os x a y. Poté můžeme jednoduše vyjádřit geometrickou

závislost mezi oběma směry a úhlem mnohonásobného rozptylu:

tan θ =

√
x2 + y2

z
. (2.26)

Výslednou dávku zářeńı pro libovolné mı́sto v prostoru dopoč́ıtáme jako:

D(x, y, z) = D(z)× 1

2πθ2
0

e

− 1
2

 arctan

√
x2+y2

z
θ0

2
. (2.27)
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Materiál Tloušt’ka4 θM θH ChybaM−H θ0 ChybaM−0

[g/cm
2
] [mrad] [mrad] [%] [mrad] [%]

Al 0,2160 3,701 3,534 -4,512 3,500 -5,431

0,8170 8,051 7,670 -4,732 7,428 -7,738

2,1729 13,880 13,104 -5,591 13,024 -6,167

3,3500 16,920 16,258 -3,913 16,823 -0,573

7,0960 28,357 26,931 -5,029 26,976 -4,870

11,9570 42,065 39,986 -4,942 39,607 -5,843

13,5690 42,422 40,534 -4,451 44,231 +4,271

17,7230 61,129 58,230 -4,742 59,329 -3,092

21,2450 91,129 87,103 -4,418 87,279 -4,225

21,9150 92,504 88,657 -4,159 104,860 +16,600

22,1100 98,021 93,645 -4,464 117,185 +19,551

Tabulka 2.2: Hodnoty mnohonásobného rozptylu. θM je nejpřesněji stanovená hodnota dle Moliérovy
teorie mnohonásobného rozptylu. Hodnota úhlu θH je uváděna v (Gottschalk et al., 1993) jako výsledek
Highlandovy aproximace. Úhel θ0 je poč́ıtaný dle popsané implementace v této práci. ChybaM−H udává
procentuálńı rozd́ıl hodnot θM a θH, ChybaM−0 udává procentuálńı rozd́ıl hodnot θM a θ0.

4Tloušt’ka se v tomto př́ıpadě udává v jednotkách g/cm2, jedná se o hodnotu tloušt’ky vynásobenou hustotou média.



Kapitola 3

Vı́cekriteriálńı programováńı

3.1 Formulace v́ıcekriteriálńıho programováńı

Vı́cekriteriálńı programováńı je úloha matematického programováńı, ve které je předepsáno několik

navzájem si odporuj́ıćıch účelových funkćı. Tyto úlohy jsou ve skutečnosti velmi běžné. Jako př́ıklad lze

uvést nákup osobńıho automobilu – je snaha maximalizovat technický stav a př́ıslušenstv́ı automobilu,

ale zároveň minimalizovat náklady. Pokud by bylo uvažováno jen prvńı kritérium, mohlo by být

výsledkem např́ıklad nové Lamborghini v ceně několika milion̊u. V př́ıpadě pouze minimalizace náklad̊u

by výsledkem mohla být stará nepoj́ızdná Škoda 120. Nicméně ani jedno řešeńı neńı ve skutečnosti

vyhovuj́ıćı. Následuj́ıćı stránky se zabývaj́ı t́ım, jak vybrat řešeńı, které bude co nejvhodněǰśı vzhledem

ke všem účelovým funkćım.

Obecně může být problém formulován jako

min [f1(x), . . . , fq(x)],

x ∈ χ,
(3.1)

kde x jsou návrhové proměnné náležej́ıćı prostoru proměnných χ ⊆ Rn, n je počet návrhových

proměnných; q účelových funkćı tvoř́ı prostor účelových funkćı Υ ⊆ Rq. Tvar prostoru proměnných je

nejčastěji předepsán formou implicitně zadaných omezuj́ıćıch podmı́nek

χ := {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0,

h(x) = 0}.
(3.2)

3.1.1 Dominované a nedominované řešeńı

Řešeńım uvedených omezuj́ıćıch podmı́nek lze źıskat dva druhy řešeńı (Jablonský, 2002). Necht’ existuj́ı

př́ıpustná řešeńı x(0), x(1) ∈ χ.

• Př́ıpustné řešeńı x(1) dominuje př́ıpustnému řešeńı x(0), jestliže pro všechny účelové funkce

fj(x), j ∈ {1, . . . , q} plat́ı fj(x
(1)) ≤ fj(x

(0)) a pro alespoň jednu účelovou funkci fk(x) je

fk(x(1)) < fk(x(0)).

13
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• Pokud neexistuje př́ıpustné x(1) takové, že x(1) dominuje x(0), potom se x(0) nazývá nedomino-

vané nebo Paretovské řešeńı.

Konkrétně to znamená, že neexistuj́ı žádná řešeńı, pro která by byly hodnoty všech účelových

funkćı lepš́ı než pro řešeńı nedominovaná.

3.1.2 Paretova množina a Paret̊uv povrch

Množina všech př́ıpustných nedominovaných řešeńı v prostoru proměnných se nazývá Paretova mno-

žina (Pareto set). Obdobně se zavád́ı termı́n Paret̊uv povrch (Pareto front), což je množina všech

nedominovaných řešeńı v prostoru účelových funkćı.

Dle tvaru rozlǐsujeme Paretovu množinu a Paret̊uv povrch konvexńı nebo nekonvexńı, viz srovnáńı

na obrázku 3.1.

f1(x)

f 2
(x

)

f 2
(x

)

f1(x)

Obrázek 3.1: Tvar Paretova povrchu. Vlevo je konvexńı Paret̊uv povrch; vpravo je Paret̊uv povrch
nekonvexńı. Prostor účelových funkćı Υ je znázorněn šedou barvou. Paretovské řešeńı je vyznačeno
červeně.

3.2 Vı́cekriteriálńı lineárńı programováńı

Pokud jsou všechny omezuj́ıćı podmı́nky, tj. funkce g(x) a h(x) z rovnice (3.2), a zároveň všechny

účelové funkce f(x) z rovnice (3.1) lineárńı, lze tuto úlohu řešit pomoćı v́ıcekriteriálńıho lineárńıho

programováńı (VLP).

Gale, Kuhn, Tucker (1951) uvažovali obecný lineárńı program s lineárńı maticovou účelovou funkćı

a zavedli teorémy existence a duality. Jelikož jsou problémy vektorových nebo skalárńıch účelových

funkćı speciálńım př́ıpadem, je tato teorie považována za základ lineárńıho programováńı (Luptácik,

2009).

Úlohu VLP lze zapsat v následuj́ıćım tvaru:

minCx : Ax ≤ b,

lb ≤ x ≤ ub.
(3.3)
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Matice C je matice účelových funkćı o rozměrech n×q, každý jej́ı řádek představuje jednu účelovou

funkci. Omezuj́ıćı podmı́nky jsou určeny matićı A o rozměrech m×n a sloupcovým vektorem b o délce

m. Hodnota m určuje počet omezuj́ıćıch podmı́nek. Návrhové proměnné x mohou být omezeny dolńı

meźı lb nebo horńı meźı ub.

Ćılem řešeńı úlohy VLP je zpravidla źıskáńı určitého kompromisńıho nedominovaného řešeńı

(př́ıpadně celé Paretovy množiny), jelikož běžně nenastává situace, kdy jsou v jednom bodě zároveň

minimalizovány (nebo maximalizovány) všechny účelové funkce. K řešeńı VLP lze využ́ıt několik

r̊uzných př́ıstup̊u. Některé z nich zde uvád́ım.

3.2.1 Metoda agregace účelových funkćı

Metoda agregace účelových funkćı je založena na ohodnoceńı jednotlivých účelových funkćı váhami w

a následném sestaveńı agregované účelové funkce. Jednotlivé váhy muśı být nezáporné a obvykle je

též připojována podmı́nka, že je jejich součet roven 1 (Jablonský, 2002).

Aby bylo možné jednotlivé účelové funkce mezi sebou agregovat (seč́ıst), je třeba sjednotit jednotky

na všech účelových funkćıch – normalizovat je.

Př́ıklad

K úloze v rovnici (3.3) jsou dány následuj́ıćı matice:

C =

(
1 0

0 1

)
, A =

(
−3 −3

)
, b =

(
−5
)
, lb = 0, ub = 3. (3.4)

Úlohu rozděĺıme na dvě úlohy podle účelových funkćı:

min z1 = x1 min z2 = x2

−3x1 − 3x2 ≤ −5 − 3x1 − 3x2 ≤ −5

0 ≤ x1 ≤ 3 0 ≤ x1 ≤ 3

0 ≤ x2 ≤ 3 0 ≤ x2 ≤ 3

(3.5)

Řešeńım prvńıho problému dostaneme bod [0; 5
3 ]T , řešeńım druhého bod [ 5

3 ; 0]T . Dle tohoto řešeńı je

možné určit, že obor hodnot Paretovských řešeńı obou účelových funkćı je shodně 〈0; 5
3 〉. Normalizaci

účelových funkćı proto provedeme tak, že každou účelovou funkci vyděĺıme délkou intervalu oboru

hodnot Paretovských řešeńı dané účelové funkce. V tomto př́ıpadě pak maj́ı účelové funkce podobu:

z1 =
x1
5
3

=
3

5
x1 z2 =

x2
5
3

=
3

5
x2 (3.6)

Pokud bychom neměli o úloze předem žádné informace, je volba vah w1 a w2 čistě náhodná. Zde

zvoĺıme w1 = 0, 3 a w2 = 0, 7. Je tedy zachována podmı́nka, že je součet vah roven 1. Následně

sestav́ıme agregovanou účelovou funkci:

Cagg = w1 × (
3

5
x1 + 0x2) + w2 × (0x1 +

3

5
x2) = 0, 18x1 + 0, 42x2 (3.7)

Řešeńım této úlohy s uvažováńım agregované účelové funkce Cagg je bod [ 5
3 ; 0]T .
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S přihlédnut́ım k tvaru polytopu, viz obrázek 3.2, bychom snadno mohli určit, že pro w1 ∈ 〈0; 0, 5)

a w2 ∈ (0, 5; 1〉 je optimálńım řešeńım vždy vypočtený bod [ 5
3 ; 0]T . V opačném př́ıpadě, tj. w1 ∈ (0, 5; 1〉

a w2 ∈ 〈0; 0, 5), je řešeńım bod [0; 5
3 ]T . Pokud je w1 = w2 = 0, 5, je řešeńım celá hrana mezi výše

uvedenými body. Nicméně ve většině př́ıpad̊u, v závislosti na použitém algoritmu, je i přesto źıskána

hodnota některého vrcholu polytopu1.

Výhodou tohoto př́ıstupu je hlavně jeho jednoduchost. V př́ıpadě, že je nutné źıskat větš́ı počet

nedominovaných řešeńı, je již tato metoda méně vhodná, jelikož je obt́ıžné určit relevantńı hodnoty

vah w tak, aby byla źıskana vzájemně r̊uzná nedominovaná řešeńı. To hraje roli hlavně ve složitěǰśıch

př́ıpadech.

f1(x)
0 1 2 3 4

f 2
(x

)

0

1

2

3

4

Obrázek 3.2: Tvar Paretova povrchu. Prostor účelových funkćı (zde zároveň i prostor návrhových
proměnných) je znázorněn šedě. Paretovská nedominovaná řešeńı jsou vyznačena červeně.

3.2.2 Kompromisńı řešeńı podle maximálńı komponenty

Při kompromisńım řešeńı podle maximálńı komponenty δ se hledá takové kompromisńı řešeńı, které mi-

nimalizuje maximálńı, tj. nejhorš́ı hodnotu, ze všech ćılových funkćı. V př́ıpadě maximalizace účelových

funkćı se maximalizuje minimálńı hodnota účelových funkćı (Jablonský, 2002).

Př́ıklad

Budeme opět uvažovat stejný př́ıklad, dle rovnice (3.4). Normalizovaná matice účelových funkćı je:

Cnorm =

(
3
5 0

0 3
5

)
. (3.8)

Úlohu přeformulujeme a zavedeme maximálńı komponentu δ:

1Při řešeńı lineárńıho programu simplexovou nebo duálně-simplexovou metodou je optimálńım řešeńım vždy vrchol
polytopu. V př́ıpadě řešeńı zadané úlohy metodou vnitřńıho bodu může výsledné řešeńı ležet i na hraně, př́ıpadně stěně
polytopu.
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min δ : {Cnormx ≤ δ,

Ax ≤ b,

x ≥ 0,

δ ≥ 0}.

(3.9)

Řešeńım této úlohy při vahách w1 = 0, 5 a w2 = 0, 5 můžeme dostat maximálńı komponentu

δ = 5
6 a bod [ 5

6 ; 5
6 ]T , na obrázku 3.3 vyznačeného modrým čtvercovým symbolem. Maximálńı odchylka

hodnot normalizovaných účelových funkćı je

(1− δ)× 100 = 16, 7%. (3.10)

Při změně vah docháźı k natočeńı polytopu zobrazeného na pravé části obrázku 3.3 podle proměnné,

j́ıž byla zvýšena hodnota váhy. Stejně jako v předchoźım př́ıpadě je dosaženo při vahách w1 ∈ (0; 0, 5)

a w2 ∈ (0, 5; 1) bodu [0; 5
3 ]T ; při vahách w1 ∈ (0, 5; 1) a w2 ∈ (0; 0, 5) bodu [ 5

3 ; 0]T . Při w1 = w2 = 0, 5 je

řešeńım opět celá hrana. Ovšem při extrémńıch hodnotách, kdy je jedna váha rovna 1 a druhá nulová,

může být dosaženo řešeńı, které neńı součást́ı Paretova povrchu p̊uvodńı úlohy, viz obrázek 3.4.

x1

0 1 2 3 4

x
2

0
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2
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f1(x)
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2
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f2(x)

0

4

3

2

1

4

/

Obrázek 3.3: Kompromisńı řešeńı podle maximálńı komponenty. Paretovská řešeńı jsou vyznačena
tlustou červenou čarou.
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Obrázek 3.4: Kompromisńı řešeńı podle maximálńı komponenty – nedominované řešeńı.
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3.2.3 Minimalizace vzdálenosti od ideálńıch hodnot

Při použit́ı metody minimalizace vzdálenosti od ideálńıch hodnot se hledá takové kompromisńı řešeńı,

které minimalizuje vážený součet odchylek od ideálńıch hodnot účelových funkćı.

Ideálńı hodnoty účelových funkćı zopt
1 , zopt

2 , . . . , zopt
q jsou řešeńım úlohy VLP, viz rovnice (3.3), pro

každou účelovou funkci zvlášt’ (Jablonský, 2002).

Př́ıklad

Uvažujme opět lineárńı program zadaného rovnićı (3.4). Váhy jednotlivých účelových funkćı jsou

w1 = 0, 6 a w2 = 0, 4.

Řešeńım pro samostatné účelové funkce źıskáme postupně body zopt
1 = [0; 5

3 ]T a zopt
2 = [ 5

3 ; 0]T .

Řešeńı je stejné v prostoru návrhových proměnných i účelových funkćı.

Nejprve uprav́ıme účelovou funkci za použit́ı normalizace a vah:

Ckom =

q∑
i=1

wi(cix− zopt
i ) = 0, 6× (

x1
5
3

− 0
5
3

) + 0, 4× (
x2
5
3

− 0
5
3

) = 0, 36x1 + 0, 24x2 (3.11)

Poté řeš́ıme lineárńı program:

minCkom : {Ax ≤ b,

x1, x2 ≥ 0},
(3.12)

jehož řešeńım je bod [0; 5
3 ]T se shodnými hodnotami účelových funkćı; na obrázku 3.5 je zobrazen

čtvercovým symbolem.

Výhodou této metody je źıskáńı vyváženěǰśıch řešeńı v př́ıpadech, kdy je Paret̊uv povrch členitěǰśı,

ovšem pro źıskáńı v́ıce řešeńı stále z̊ustává závislost na vhodně zvolených vahách. Daľśı nevýhodou je,

že z d̊uvodu zachováńı lineárńıch vztah̊u je minimalizován jen vážený součet jednotlivých směrových

složek vzdálenost́ı a ne skutečná vzdálenost.

f1(x)
0 1 2 3 4

f 2
(x

)

0

1

2

3

4

Obrázek 3.5: Tvar prostoru účelových funkćı př́ıkladu minimalizace vzdálenosti od ideálńıch hodnot.
Červeně jsou vyznačena Paretovská řešeńı.
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3.2.4 Ćılové programováńı

V ćılovém programováńı je kompromisńı řešeńı źıskáno na základě předem definovaných ćıl̊u. Dle

(Jablonský, 2002) je lze rozdělit do následuj́ıćıch druh̊u:

• Pevné ćıle vyjadřuj́ı omezeńı, která muśı být nutně splněna. V př́ıpadě nemožnosti jejich splněńı

je lineárńı program neřešitelný. Pevné ćıle maj́ı podobu omezuj́ıćıch podmı́nek:

Ax ≤ b. (3.13)

• Volné ćıle jsou omezeńı, která umožňuj́ı určité bilančńı změny mezi levou a pravou stranou

omezuj́ıćıch (ne)rovnic. Jsou proto zavedeny kladné odchylkové proměnné δ+ a δ−. Proměnná

δ+ uvád́ı mı́ru překročeńı hodnoty pravé strany rovnice, proměnná δ− uvád́ı mı́ru nedosažeńı

hodnoty pravé strany rovnice. Potom je možné napsat:

Ax = b+ δ+ − δ− (3.14)

V ćılovém programováńı se jako účelová funkce už́ıvá většinou minimalizace odchylkových proměn-

ných, konkrétně minimalizace maximálńı odchylkové proměnné nebo minimalizace váženého součtu

všech odchylkových proměnných.

Odchylkové proměnné mohou být také seřazeny podle d̊uležitosti, kterou lze vyjádřit např. pomoćı

vah.

Př́ıklad

Uvažujme úlohu v́ıcekriteriálńıho lineárńıho programu ve tvaru:

maxCx : Ax ≤ 0. (3.15)

C =

(
1 0

0 1

)
, A =

(
1 3

2 1

)
, b =

(
4

5

)
, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. (3.16)

Za ideálńı, tj. ćılové, hodnoty bude uvažována optimálńı hodnota jednotlivých účelových funkćı.

Pro prvńı účelovou funkci je optimálńım řešeńım bod [2, 5; 0]T . V př́ıpadě druhé účelové funkce je j́ım

bod [0; 4
3 ]T . Nedosažitelné ideálńı řešeńı je proto bod [2, 5; 4

3 ]T .

Následně zavedeme odchylkové proměnné a uprav́ıme úlohu lineárńıho programu:

min (δ−1 + δ−2 ) : {Ax ≤ b,

x1 = 2, 5− δ−1 ,

x2 =
4

3
− δ−2 }.

(3.17)

Řešeńım uvedeného lineárńıho programu źıskáme kompromisńı řešeńı v bodě [2, 2; 0, 6]T ; hodnoty

odchylkových proměnných jsou δ−1 = 0, 3 a δ−2 = 0, 733, viz obrázek 3.6.
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x1
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x
2
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2

Obrázek 3.6: Tvar prostoru návrhových proměnných a prostoru odchylkových proměnných ćılového
programováńı. Červeně jsou vyznačena Paretovská řešeńı.

3.2.5 Benson̊uv algoritmus

Benson̊uv algoritmus vycháźı z předpokladu, že je počet ćılových funkćı výrazně nižš́ı než počet

návrhových proměnných, tj. q = dim(Υ) � n = dim(χ). V takovém př́ıpadě lze očekávat, že se

v́ıce r̊uzných bod̊u na Paretově množině χE promı́tne do jednoho bodu na Paretově povrchu ΥE.

Z toho d̊uvodu Benson předpokládal, že je źıskáńı celého Paretova povrchu výrazně méně výpočetně

náročné než źıskáńı celé Paretovy množiny (Benson, 1998).

Zároveň se lze domńıvat, že výběr konkrétńıho kompromisńıho Paretovského řešeńı bude prob́ıhat

v závislosti právě na hodnotách účelových funkćı, neńı proto d̊uležité źıskat všechna řešeńı Paretovy

množiny. Z těchto d̊uvod̊u navrhl Benson zp̊usob řešeńı v́ıcekriteriálńıho lineárńıho programováńı

v prostoru účelových funkćı.

Uvažujme, že je dána množina všech nedominovaných řešeńı účelových funkćı ΥE a množina všech

př́ıpustných řešeńı účelových funkćı Υ ⊆ Rq. Potom lze vhodně zvolit Υ′ tak, aby ΥE ⊆ Υ′ ⊂ Rq.

Polytop Υ′ muśı být omezený2.

Dále zadáme vnitřńı bod p, př́ıpustné řešeńı v prostoru účelových funkćı, a bod yAI, tzv. antiideálńı

bod, pro který plat́ı:

yAI = min{y : y ∈ Υ′} (3.18)

Antiideálńı bod neńı součást́ı množiny řešeńı účelových funkćı, má nižš́ı hodnotu než všechna

př́ıpustná řešeńı: yAI < y ∈ Υ. Dále sestroj́ıme vektor −−→pyAI a nalezneme minimálńı skalár ρ ∈ 〈0, 1〉,

aby platila podmı́nka

p+ ρ×−−→pyAI ≥ Cx (3.19)

Vzhledem k tomu, že je Paret̊uv povrch v úlohách lineárńıho programováńı vždy konvexńı3, źıskáme

řešeńım této rovnice jediné a zároveň nedominované řešeńı p̊uvodńı úlohy. Výjimku tvoř́ı př́ıpad, kdy

některá z účelových funkćı nabývá pro všechna řešeńı konstantńı hodnoty.

Základem k daľśımu kroku je dvojice duálńıch lineárnách programů:

2Pokud neńı prostor účelových funkćı omezený, je nutné toto omezeńı vytvořit uměle tak, aby neovlivnilo výsledek
optimalizace.

3Vzhledem k lineárńım omezuj́ıćım podmı́nkám jsou tvořeny množiny př́ıpustných řešeńı v prostoru návrhových
proměnných i v prostoru účelových funkćı tvořeny vždy konvexńım polytopem.
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P (y) = min (z) : Ax ≤ b, Cx− z ≤ y, (3.20)

D(y) = min (bTu+ yTw) : ATu+ CTw ≤ 0,
∑

w ≥ 1, u ≥ 0, w ≥ 0. (3.21)

Źıskáńım duálńıch proměnných k primárńımu programu (3.20) nebo př́ımo řešeńım duálńıho pro-

gramu (3.21) dostaneme hodnoty duálńıch proměnných u a w, které slouž́ı k sestrojeńı (nad)roviny:

H(u,w) = {y ∈ Rq : 〈w, y〉 = 〈b, u〉} (3.22)

Následně je možné
”
oř́ıznout“ polytop Υ′ (nad)rovinou H o oblast, která neńı součást́ı př́ıpustného

řešeńı Υ. Polytop Υ′ je vhodné zachovávat ve formě lineárńıch nerovnic. Při uvažováńı počátečńıho

tvaru Υ′ zadaného nerovnicemi A′y ≤ b′ je
”
oř́ıznutý“ prostor dán podmı́nkami ve tvaru:

[
A′

−w

]
y ≤

[
b′

bTu

]
. (3.23)

U takto zadaného polytopu je nutné určit všechny jeho vrcholové body s, které je možné źıskat

např. podle postupu uvedeného v (Chen et al., 1991). Pro tuto konkrétńı implementaci v MatLabu

byla použita volně dostupná funkce con2vert od Michaela Kledera (Kleder, 2005).

Źıskané vrcholy s se rozděĺı do dvou skupin: na ty, které jsou součást́ı množiny řešeńı Υ, tj.

zároveň nedominovaná řešeńı lež́ıćı v ΥE, a na zbylé, které slouž́ı jako opětovný vstup pro (3.19)

mı́sto antiideálńıho bodu yAI. Takto se postupuje až do té doby, než všechny vrcholy polytopu s lež́ı

v Υ. Řešeńım je źıskáńı celého Paretova povrchu.

Lze dokázat, že počet iteraćı Bensonova algoritmu je konečný. Dle práce (Shao et al., 2008) je

možné zavést řešeńı dle zadané přesnosti – Paret̊uv povrch je poté źıskán pouze přibližně, ale úloha

je vyřešena i v několikanásobně kratš́ım čase. Tuto úpravu zde nezavád́ım.

Paralelńı verze Bensonova algoritmu

Vzhledem k velké rozš́ı̌renosti v́ıcejádrových procesor̊u, je možné jejich využit́ı pro paralelizaci výpočt̊u.

Lze t́ım dosáhnout výrazné úspory času potřebného k výpočtu.

V Bensonově algoritmu se nacháźı několik cykl̊u. Hlavńım je while cyklus, který je spuštěn na

začátku algoritmu a jeho obsah se opakuje každou iteraci. Uvnitř while cyklu se nacháźı dva for

cykly:

• Cyklus 1: Źıskáńı kompromisńıch řešeńı ve směrech vektor̊u −→sp, viz rovnice (3.19), a nalezeńı

(nad)rovin definuj́ıćıch ořez polytopu, viz rovnice (3.20) nebo (3.21).

• Cyklus 2: Ověřeńı, zda vypočtené vrcholy polytopu s lež́ı v Υ.

Důležitým předpokladem pro paralelizaci algoritmu je nezávislost jednotlivých operaćı, které maj́ı

být paralelizovány, mezi sebou. Jelikož je u výše uvedených cykl̊u tato podmı́nka splněna a zároveň je

předem známý počet a velikost výsledných veličin, jedná se o ideálńı část algoritmu pro paralelizaci.

V prostřed́ı MatLab byla paralelńı verze algoritmu implementována cyklem parfor.
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Př́ıklad

Je dána úloha se dvěma účelovými funkcemi ve tvaru rovnice (3.3):

C =

(
1 0

0 1

)
, A =

−2 −1

−1 −3

−3 −3

 , b =

−2

−2

−4

 , x1, x2 ≥ 0. (3.24)

Jako antiideálńı bod v prostoru účelových funkćı je možné zvolit bod yAI
0 = (−1;−1)T , jelikož jistě

nemůže být součást́ı řešeńı, viz podmı́nka nezápornosti návrhových proměnných. Jako vnitřńı bod

př́ıpustných řešeńı v prostoru účelových funkćı může posloužit bod p = (2; 2)T .

V tomto konkrétńım př́ıpadě také plat́ı, že prostor účelových funkćı neńı shora omezený, tj. f1(x) ∈

〈0;∞) a f2(x) ∈ 〈0;∞). Jelikož je vyžadováno, aby byl polytop Υ′ omezený, je nezbytné přidat takovou

omezuj́ıćı podmı́nku, která neovlivńı tvar Paretova povrchu, ale prostor účelových funkćı shora omeźı.

Zde zvoĺıme:

∀f(x) ≤ 1000. (3.25)

Následně se sestav́ı polytop Υ′, jehož součást́ı je též nedominované řešeńı ΥE:

Υ′ :

{ 0 ≤ f1(x) ≤ 1000,

0 ≤ f2(x) ≤ 1000

}
(3.26)

V prvńı iteraci dojde k nalezeńı skaláru ρ = 0, 444, který splňuje podmı́nku uvedenou v rovnici

(3.19). Dále je dopoč́ıtán bod y1 = ( 2
3 ; 2

3 )T :

y1 = s1 + ρ−→s1p, (3.27)

kde s1 = yAI
0 . Podle rovnice (3.21) źıskáme duálńı proměnné u = ( 1

3 ; 0; 0; 0; 0)T a w = ( 2
3 ; 1

3 )T a dle

rovnice (3.23) aktualizujeme omezuj́ıćı podmı́nky popisuj́ıćı tvar polytopu Υ′:

Υ′ :

{ ∀f(x) : 0 ≤ f(x) ≤ 1000

−2

3
f1(x)− 1

3
f2(x) ≤ −2

3
.

}
(3.28)

Aktualizovaný tvar polytopu je vidět na obrázku 3.7 ve 2. iteraci. Poté se z uvedených omezuj́ıćıch

podmı́nek dopoč́ıtaj́ı vrcholy polytopu s a odstrańı ty, které byly přidány z d̊uvodu omezeńı prostoru

účelových funkćı. Pro zbylé vrcholy se ověř́ı, zda jsou součást́ı množiny př́ıpustných řešeńı účelových

funkćı Υ, což lze ověřit jednoduchým lineárńım programem:

min[0; 0] : {Ax ≤ b, C = s}. (3.29)

Pokud řešeńı programu existuje, potom bod lež́ı na Paretově povrchu (zde konkrétně bod [0; 2]T ).

V opačném př́ıpadě, kdy řešeńı neexistuje, se tento vrchol ulož́ı do proměnné s a je opět poč́ıtán skalár

ρ atd.

Daľśım řešeńım postupně dojdeme k těmto vrchol̊um, které tvoř́ı Paret̊uv povrch: [0; 2]T , [1; 1
3 ]T ,

[ 2
3 ; 2

3 ]T a [2; 0]T .



KAPITOLA 3. VÍCEKRITERIÁLNÍ PROGRAMOVÁNÍ 23

Algoritmus je ukončen v př́ıpadě, kdy všechny vrcholy lež́ı v prostoru účelových funkćı Υ, a je t́ım

źıskán celý tvar Paretova povrchu (viz stav po 3. iteraci na obrázku 3.7).
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Obrázek 3.7: Schéma iteračńıho postupu Bensonova algoritmu na jednoduchém př́ıkladu.

3.2.6 Nedominovaná řešeńı rovnoměrně rozmı́stěná na Paretově povrchu

Z d̊uvodu správného rozhodnut́ı by měl mı́t rozhodovatel př́ıstup k takovým nedominovaným řešeńım,

která jsou na daném Paretově povrchu co nejrovnoměrněji rozmı́stěna. Z tohoto předpokladu vycháźı

následuj́ıćı algoritmus, který právě tento požadavek zohledňuje.

Vyjdeme-li z Bensonova algoritmu, viz sekce 3.2.5, lze pomoćı rovnice (3.19) źıskat nedominované

řešeńı lež́ıćı na Paretově povrchu ve směru určeného vektorem −−→pyAI. Pro r̊uzné směry jsou vypočtena

rozd́ılná nedominovaná řešeńı. Tato řešeńı se nacházej́ı jak na hranách, tak i na stěnách polytopu, což

může být výhodou, jelikož tak lze dosahnout vyvážených řešeńı.

V prvńım kroku algoritmu je d̊uležité źıskat extrémńı (tzn. maximálńı v př́ıpadě minimalizace

účelových funkćı) hodnoty všech účelových funkćı, tj. hraničńı body Paretova povrchu. Těmito body

se následně prolož́ı nadrovina4, která je charakterizována svým normálovým vektorem. Tato nadrovina

4Ve 2D př́ıpadě se jedná o př́ımku, ve 3D o rovinu.
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je poté omezena konvexńım obalem okolo extrémńıch hodnot účelových funkćı.

Na vzniklém facetu jsou pomoćı generátoru náhodných bod̊u, viz (Devroye, 1986) a (Myšáková,

2013), náhodně rozmı́stěny body. Poloha bod̊u je následně upravena pomoćı vhodného nástroje pro

návrh experiment̊u; v této práci je použita modifikovaná verze algoritmu distmesh (Tyburec, 2014a),

viz Př́ıloha A. T́ım je dosaženo rovnoměrného návrhu.

V daľśım kroku jsou sestaveny směrové vektory určené spojeńım antiideálńıho bodu a rozmı́stěných

bod̊u. Jejich pomoćı jsou dle rovnice (3.19) źıskány přibližně rovnoměrně rozmı́stěné body na Paretově

povrchu.

Př́ıklad

Je dána úloha lineárńıho programováńı o třech proměnných ve tvaru rovnice (3.3). Omezuj́ıćı podmı́n-

ky jsou zadané maticemi:

C =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A =


−3 −2 −5

−2 −1 −1

−1 −1 −3

−5 −2 −4

 , b =


−55

−26

−30

−57

 , ∀x ≥ 0. (3.30)

Vyřešeńım zadané úlohy pro účelové funkce C1 = (10−6; 1; 1)T , C2 = (1; 10−6; 1)T a C3 =

(1; 1; 10−6) dostaneme maximálńı hodnoty nedominovaných návrhových proměnných (v tomto př́ıpadě

se jedná zároveň o účelové funkce): [30; 0; 0]T , [0; 30; 0]T a [0; 0; 26]T . V Kroku 1 na obrázku 3.8 jsou

tyto body zobrazeny černě.

Těmito body se prolož́ı rovina (viz Krok 1 obrázku 3.8) a źıská se jej́ı analytický předpis:

x+ y +
15

13
z − 30 = 0. (3.31)

Na této rovině se za aktivńıch omezuj́ıćıch podmı́nek ∀x ≥ 0 náhodně vygeneruj́ı body (Krok 2

obrázku 3.8). Rozmı́stěńı těchto bod̊u se uprav́ı některým z algoritmů pro návrh experiment̊u (zde

byla použita již zmı́něná modifikovaná verze algoritmu distmesh) a vytvoř́ı se směrové vektory. Jako

antiideálńı bod byl použit yAI = (0; 0; 0)T , viz Krok 3 na obrázku 3.8.

Závěrem je pro každý směrový vektor vyřešena rovnice (3.19) a nalezen bod na Paretově povrchu

(Krok 4 na obrázku 3.8).
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Obrázek 3.8: Postup řešeńı pro źıskáńı rovnoměrně rozmı́stěných nedominovaných řešeńı.



Kapitola 4

Optimalizace léčebného plánu

Léčebný plán protonové terapie je jistý předpis, který určuje, v jakém směru a jakou intenzitou bude

konkrétńı pacient ozařován. Pro jeho sestaveńı je nutné źıskat 3D model tkáně v okoĺı nádoru, zpravidla

pomoćı poč́ıtačové tomografie nebo magnetické rezonance.

Do každého řezu prostorového modelu jsou radiačńım onkologem vyznačeny významné struktury

– kritické orgány (OAR) a nádor (TAR). Ćılem ozařováńı je zasáhnout oblast nádoru takovou dávkou

zářeńı DTAR,min, aby byl zničen, př́ıpadně bylo znemožněno daľśımu děleńı nádorových buněk (Hyn-

ková, Doleželová, Šlampa). Při ozařováńı nádoru se nelze vyhnout zasažeńı okolńıch běžných tkáńı1.

Aby pro ně nebylo nutné zapisovat velké množstv́ı omezuj́ıćıch podmı́nek, zavád́ı se obvykle maximálńı

dávka zářeńı v nádoru DTAR,max (Petit, Seco, Kooy, 2013).

V př́ıpadě, že se v bĺızkosti nádoru nacháźı nějaká anatomická kriticky d̊uležitá struktura OAR,

jej́ıž ozářeńı by mělo nevratné d̊usledky, je zde stanovena určitá maximálńı dávka zářeńı DOAR,max

tak, aby jim bylo zabráněno.

4.1 Formulace problému

Dávku zářeńı lze ve směru š́ı̌reńı, hloubce z, charakterizovat rovnićı (2.3), z ńıž vyplývá, že je dávka

zářeńı D lineárně závislá na primárńı fluenci Φ0. Úlohu lze poté pomoćı omezuj́ıćıch podmı́nek za-

danými omezeńımi DTAR,min, DTAR,max a DOAR,max formulovat jako lineárńı program, kde se mini-

malizuje celkové množstv́ı vyzařovaných proton̊u:

min

n∑
i=1

Φ0,i :

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≤ DOAR,max,

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≥ DTAR,min,

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≤ DTAR,max,

∀Φ0,i ≥ 0,

(4.1)

1Jedná se např. o k̊uži, kosti a obecně o tkáň, skrz kterou muśı zářeńı proj́ıt.

26
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kde index n označuje počet Braggových křivek. Ověřuje se splněńı všech relevantńıch omezuj́ıćıch

podmı́nek v každém voxelu j zvlášt’.

V př́ıpadě, že je množina řešeńı takto formulované úlohy neprázdná, je výsledkem lineárńıho pro-

gramu jedno globálně optimálńı řešeńı, které je ale zpravidla extrémńı – některého z požadovaných

omezeńı je dosaženo přesně a v př́ıpadě jakékoliv nepřesnosti při ozařováńı již neńı předepsané dávky

zářeńı dosaženo.

Aby se bylo možné vyhnout př́ıpadu, kdy u programu (4.1) neexistuje řešeńı, je úloha přeformulo-

vána na úlohu ćılového lineárńıho programu s jednostrannými volnými ćıli, viz kapitola 3.2.4. Pro

oblast nádoru je zavedena odchylková proměnná δTAR,min, která udává, kolik Graẙu zbývá k dosažeńı

předepsané minimálńı dávky zářeńı v nádoru DTAR,min, a odchylková proměnná δTAR,max, uváděj́ıćı

mı́ru překročeńı dávky zářeńı přes hodnotu DTAR,max. Pro oblast kritického orgánu OAR je zavedena

odchylková proměnná δOAR,max, udávaj́ıćı množstv́ı dávky zářeńı, o kterou byla překročena hodnota

DOAR,max. Význam jednotlivých veličin je zobrazen také na obrázku 4.1. Minimalizuje se
”
penalizačńı

funkce“ odchylkových proměnných. Uvedený lineárńı program má poté tvar:

min
∑

δ :

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≤ DOAR,max + δOAR,max,

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≥ DTAR,min − δTAR,min,

n∑
i=1

Dij(Φ0,i) ≤ DTAR,max + δTAR,max,

∀Φ0,i ≥ 0,

∀δ ≥ 0.

(4.2)
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Obrázek 4.1: Volné ćıle v úloze optimalizace léčebného plánu protonové terapie. Světle šedou barvou
je vyznačen OAR, tmavě šedou oblast nádoru TAR.

Řešeńım uvedeného lineárńıho programu je možné źıskat opět jedno konkrétńı extrémńı řešeńı.
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Nicméně úloha je již vždy řešitelná.

4.2 Volba vhodného řešeńı

Pro źıskáńı v́ıce kompromisńıch řešeńı, která by umožnila rozhodovateli volbu, lze použ́ıt v́ıcekriteriálńı

lineárńı programováńı (VLP). Teoreticky je možné aplikovat jakoukoliv metodu z kapitoly 3.2.

Źıskaná kompromisńı řešeńı lineárńıho programu je možné rozdělit na:

• Vrchol polytopu. Tato řešeńı jsou při některé nulové odchylkové proměnné extrémńı – v někte-

rých př́ıpadech se může jednat i o všechny vrcholy.

• Bod na hraně polytopu. Řešeńı jsou extrémńı pouze tehdy, pokud hrana polytopu spojuje

dva vrcholy polytopu a oba tvoř́ı extrémńı řešeńı se stejnou nulovou odchylkovou proměnnou.

• Bod na stěně polytopu. Řešeńı neńı extrémńı, pokud zároveň nelež́ı na hraně polytopu.

Vyjdeme-li z výše uvedeného děleńı kompromisńıch řešeńı, je patrné, že nejvýhodněǰśı je źıskat

taková řešeńı, která lež́ı na stěnách polytopu a jsou na nich rovnoměrně rozmı́stěná, což zaruč́ı rozho-

dovateli dostatečnou možnost volby. K tomu bylo užito postupu uvedeného v kapitole 3.2.6. V př́ıpadě,

že je požadovaný počet řešeńı př́ılǐs vysoký, je úloha časově náročná2. Poté se již může vyplatit źıskat

všechny body3 lež́ıćı na Paretově povrchu využit́ım Bensonova algoritmu, který byl pro tuto práci

také implementován, viz kapitola 3.2.5.

4.3 Př́ıklady optimalizace

V této části jsou prezentovány některé optimalizačńı úlohy, které reprezentuj́ı výše popsanou teo-

rii. Postupně je nejprve uvažována formulace dle lineárńıho programu (4.1), dle lineárńıho ćılového

programu (4.2) a v posledńı části je uvažováno v́ıcekriteriálńı řešeńı.

4.3.1 Minimalizace primárńıch fluenćı

U následuj́ıćıch dvou př́ıklad̊u optimalizace 1D léčebného plánu je uvažován lineárńı program (4.1).

Úlohy jsou řešitelné jen d́ıky vhodnému zadáńı. Lze si též povšimnout, že limitńıch dávek je v některých

hloubkách dosaženo přesně.

1D př́ıpad s ozařováńım z jedné strany

Jako nejjednodušš́ı př́ıklad optimalizace poslouž́ı úloha o dvou proměnných Φ1 a Φ2, viz obrázek 4.3.

Umist’uj́ı se pouze dvě Braggovy křivky s vrcholy ve vzdálenostech 24 a 28 cm. Ve vzdálenosti 10-15 cm

je OAR s maximálńı dávkou zářeńı DOAR,max = 5 Gy. Nádor se nacháźı mezi 20 a 28 cm. Omezeńı

jsou zadaná jako DTAR,max = 10 Gy a DTAR,min = 5 Gy. Ověřovat splněńı podmı́nek budeme po

1 cm.

2Pro źıskáńı každého jednotlivého kompromisńıho řešeńı je nutné vyřešit jeden lineárńı program.
3Výstupem Bensonova algoritmu jsou vrcholy polytopu a omezuj́ıćı podmı́nky definuj́ıćı jejich propojeńı facetami.
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Nejprve se źıskaj́ı hodnoty dávek zářeńı jednotlivých Braggových křivek v bodech, kde se ověřuje

splněńı podmı́nek:

Křivka OAR(15) T(20) T(21) T(22) T(23) T(24) T(25) T(26) T(27) T(28)

1 1,089 1,330 1,447 1,623 2,073 2,940 0,798 0,007 0,000 0,000

2 0,978 1,066 1,098 1,139 1,195 1,271 1,383 1,568 1,978 2,657

Tabulka 4.1: 1D př́ıpad s ozařováńım z jedné strany. Vypočtené dávky zářeńı Braggových křivek
v bodech, kde se ověřuj́ı podmı́nky.

Poté se sestav́ı jednotlivé omezuj́ıćı podmı́nky:

OAR: 1) 1, 089Φ1 + 0, 978Φ2 ≤ 5

TAR: 2) 1, 330Φ1 + 1, 066Φ2 ≥ 5 11) 1, 330Φ1 + 1, 066Φ2 ≤ 10

3) 1, 447Φ1 + 1, 098Φ2 ≥ 5 12) 1, 447Φ1 + 1, 098Φ2 ≤ 10

4) 1, 623Φ1 + 1, 139Φ2 ≥ 5 13) 1, 623Φ1 + 1, 139Φ2 ≤ 10

5) 2, 073Φ1 + 1, 195Φ2 ≥ 5 14) 2, 073Φ1 + 1, 195Φ2 ≤ 10

6) 2, 940Φ1 + 1, 271Φ2 ≥ 5 15) 2, 940Φ1 + 1, 271Φ2 ≤ 10

7) 0, 798Φ1 + 1, 383Φ2 ≥ 5 16) 0, 798Φ1 + 1, 383Φ2 ≤ 10

8) 0, 007Φ1 + 1, 568Φ2 ≥ 5 17) 0, 007Φ1 + 1, 568Φ2 ≤ 10

9) 0, 000Φ1 + 1, 978Φ2 ≥ 5 18) 0, 000Φ1 + 1, 978Φ2 ≤ 10

10) 0, 000Φ1 + 2, 657Φ2 ≥ 5 19) 0, 000Φ1 + 2, 657Φ2 ≤ 10

Nezápornost fluenćı: 1, 000Φ1 + 0, 000Φ2 ≥ 0

0, 000Φ1 + 1, 000Φ2 ≥ 0. (4.3)

Účelová funkce je:

f = min (Φ1 + Φ2). (4.4)

Takto jednoduchou úlohu je možné vyřešit graficky. Prostor návrhových proměnných vytvář́ı rovinu

v R2. Tato rovina je následně ořezána plněńım omezuj́ıćıch podmı́nek.
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Obrázek 4.2: Znázorněńı omezuj́ıćıch podmı́nek. Šedou barvou je vyznačena oblast, která tvoř́ı řešeńı
dané soustavy nerovnic.
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Jak je vidět z obrázku 4.2, je v tomto př́ıpadě polytop ohraničen čtyřmi aktivńımi omezuj́ıćımi

podmı́nkami (1, 10, 11 a 17), jejichž pr̊useč́ıky tvoř́ı čtyři hraničńı body uvedené v tabulce 4.2:

Bod Φ1 Φ2 f = Φ1 + Φ2

A1 0,744 3,764 4,508

A2 1,210 3,183 4,393

A3 1,212 3,764 4,976

A4 1,735 3,181 4,916

Tabulka 4.2: Vrcholy polytopu a jejich hodnota účelové funkce.

Dle hodnot účelové funkce ve vypočtených bodech je zřejmé, že se globálńı optimum nacháźı

v bodě A2 s hodnotou účelové funkce 4, 393. Znamená to tedy, že globálně optimálńım řešeńım, které

splňuje všechny omezuj́ıćı podmı́nky, je Φ1-násobek Braggovy křivky s vrcholem ve 24 cm a Φ2-

násobek Braggovy křivky s vrcholem v 28 cm. Výsledek optimalizace je zobrazen na obrázku 4.3. Na

obrázku 4.4 je zobrazen histogram DVH4 znázorňuj́ıćı, v jakém procentuálńım množstv́ı nádoru bylo

dosaženo alespoň určité dávky zářeńı.
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Obrázek 4.3: Optimalizovaný jednoduchý 1D léčebný plán.
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Obrázek 4.4: Optimalizovaný jednoduchý 1D léčebný plán – DVH.

4Z anglického Dose-Volume Histogram.
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1D př́ıpad s ozařováńım ze dvou směr̊u a vlivem nehomogenit

Druhý př́ıklad je znázorněn na obrázku 4.5. Jedná se o úlohu s uvažováńım vlivu nehomogenit, kdy se

ve vzdálenostech 10-15 cm a 35-40 cm nacháźı kost. Nádor mezi hloubkami 20-30 cm je ozařován z obou

stran z hloubek z1 = 0 cm a z2 = 50 cm. Limitńı dávky zářeńı pro oblast nádoru jsou předepsány jako

DTAR,max = 10 Gy a DTAR,min = 5 Gy. Kritický orgán se nacháźı v hloubce 10-15 cm a maximálńı

dávka zářeńı je DOAR,max = 1 Gy.
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Obrázek 4.5: Optimalizovaný 1D léčebný plán s vlivem nehomogenit a ozařováńım z obou stran.

4.3.2 Lineárńı ćılové programováńı

V této části je uveden př́ıpad, který již neńı pomoćı lineárńıho programu (4.1) řešitelný. Plat́ı zde ale

stále extrémńı dosažeńı limitńıch podmı́nek.

1D př́ıklad s ozařováńım ze dvou směr̊u

Uvažujme zdroje zářeńı v hloubkách z1 = 0 cm a z2 = 50 cm a nádor v rozmeźı 20-28 cm. Limitńı

dávky zářeńı v oblasti nádoru jsou DTAR,min = 5 Gy a DTAR,max = 10 Gy. Kritické orgány jsou

dva – v hloubce 10-15 cm a 35-40 cm a oba maj́ı předepsanou stejnou maximálńı dávku zářeńı

DOAR,max,1 = DOAR,max,2 = 1 Gy.

Řešeńım dle lineárńıho programu (4.2) źıskáme výsledek zobrazený na obrázku 4.6. Z obrázku

vyplývá, že úloha dle formulace (4.1) nemá řešeńı – vždy je bud’ překročena maximálńı dávka zářeńı
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Obrázek 4.6: Optimalizovaný 1D léčebný plán vyřešený pomoćı ćılového lineárńıho programováńı.
Ozařováńı z obou stran.

v některém kritickém orgánu nebo neńı dosaženo požadované minimálńı dávky zářeńı v nádoru.

Konkrétńı výsledek źıskaný pomoćı ćılového lineárńıho programováńı překračuje maximálńı povo-

lenou dávku zářeńı v obou kritických orgánech, ale zároveň zachovává požadovanou dávku zářeńı

v nádoru.

4.3.3 Vı́cekriteriálńı lineárńı ćılové programováńı

U v́ıcekriteriálńıho lineárńıho programováńı je umožněna rozhodovateli volba výběru optimálńıho

z možných kompromisńıch řešeńı.

Jelikož výstupem programu může být značné množstv́ı kompromisńıch řešeńı, bylo implemen-

továno také jednoduché uživatelské rozhrańı v prostřed́ı GUIDE programu MatLab. Volba řešeńı je

umožněna na základě hodnot odchylkových proměnných, tzn. mı́̌re překročeńı nebo nedosažeńı za-

daných limitńıch meźı. T́ım je dána rozhodovateli jasná představa, jaké změny při vybráńı jiného

řešeńı doćıĺı. V 1D př́ıpadě je pro porovnáńı umožněno zobrazit několik řešeńı současně.

Zároveň jsou v uživatelském prostřed́ı zobrazeny DVH histogramy pro kritické orgány a nádor,

které zobrazuj́ı rovnoměrnost pokryt́ı dávky zářeńı a rovněž mohou ovlivnit výběr konkrétńıho léčebné-

ho plánu.

V př́ıpadě, že se jedná o úlohu se dvěma nebo třemi účelovými funkcemi, je možné v programu

zobrazit kompletńı Paret̊uv povrch. V opačném př́ıpadě lze, jelikož větš́ı počet dimenźı neńı možné

efektivně zobrazit, alespoň zobrazit body na Paretově povrchu ve všech kombinaćıch dvoudimen-

zionálńıch a trojdimenzionálńıch prostor̊u, které tvoř́ı prostor účelových funkćı.

1D př́ıpad s ozařováńım ze dvou směr̊u

Budeme uvažovat již uvedený př́ıpad z předchoźı části, pouze je zde vypuštěno omezeńı DTAR,max,

jelikož v tomto př́ıpadě nemělo význam (hodnota účelové funkce byla vždy nulová). Celkově jsou tedy

vyhodnocovány 3 účelové funkce: δTAR,min, δOAR,max,1 a δOAR,max,2.

Výstup vytvořeného programu je zobrazen na obrázku 4.7, konkrétně jsou zde zobrazena 4 řešeńı:

plnou čarou je vyznačeno řešeńı, kdy jsou nulové hodnoty proměnných δTAR,min a δOAR,max,1. Tečko-
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Obrázek 4.7: Implementace zobrazeńı výsledk̊u řešeného 1D v́ıcekriteriálńıho lineárńıho ćılového pro-
gramu.
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vaně je zobrazeno řešeńı, kdy jsou nulové hodnoty proměnných δOAR,max,1 a δOAR,max,2. Přerušovanou

čarou je zobrazeno řešeńı, kdy jsou nulové hodnoty δTAR,min a δOAR,max,2. Jako posledńı řešeńı bylo

vybráno to, kdy hodnota žádné účelové funkce neńı nulová. Toto řešeńı je zobrazeno čerchovaně.

Daľśım výstupem programu je zobrazeńı Paretova povrchu, viz obrázek 4.8. Z obrázku lze vyč́ıst

několik informaćı: Všechny vrcholy polytopu (na obrázku 177 černých bod̊u) se v tomto př́ıpadě

nacháźı na hranici Paretova povrchu. Dále hrany Paretova povrchu lež́ıćı v rovinách δOAR,max,1 = 0

a δOAR,max,2 = 0 jsou př́ımé, jedinou nepř́ımou hranou je hrana v rovině δTAR,min = 0.

Pro snazš́ı možnost výběru jsou také červeně zobrazeny body, které byly na Paretově povrchu

vygenerovány rovnoměrným rozmı́stěńım modifikovanou metodou distmesh.
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Obrázek 4.8: Implementace zobrazeńı řešeńı v́ıcekriteriálńıho lineárńıho ćılového programu – Paret̊uv
povrch.

3D př́ıpad s ozařováńım z jednoho směru

V př́ıpadě 3D ozařováńı je nádor ozařován z roviny zadané obecnou rovnićı roviny ax+by+cz+d = 0

a směrovým vektorem ~u = (x, y, z). Geometrie prostřed́ı a významných anatomických struktur (TAR

a OAR) jsou popsány pomoćı lineárńıch omezuj́ıćıch podmı́nek. V př́ıpadě, že jsou tvary nekonvexńı,

je nutné je rozdělit na v́ıce konvexńıch část́ı.

Zde budeme uvažovat jednoduchou úlohu se zadanými limitńımi hodnotami DTAR,min = 20 Gy,

DTAR,max = 40 Gy a DOAR,max = 5 Gy a popsané geometrii v okoĺı nádoru:
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Obrázek 4.9: Implementace zobrazeńı výsledk̊u řešeného 3D v́ıcekriteriálńıho lineárńıho ćılového pro-
gramu. Zobrazen řez rovinou x = 9, 75 cm. Červeně je zobrazena oblast OAR a zeleně TAR.
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TAR : z ≥ 8 ∧ z ≤ 10

x ≥ 8 ∧ x ≤ 10

y ≥ 5 ∧ y ≤ 7

OAR : z ≥ 6 ∧ z ≤ 8

x ≥ 8 ∧ x ≤ 10

y ≥ 5 ∧ y ≤ 7

Cyklotron : ~u = (0; 0; 1)

x+ y + 0z − 8 = 0

Výsledný optimalizovaný léčebný plán je zobrazen na obrázku 4.9. Jelikož neńı opět nikdy hodnota

DTAR,max překročena, redukuje se úloha pouze na 2 účelové funkce – δTAR,min a δOAR,max. Tvar

Paretova povrchu je zobrazen na obrázku 4.10.
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Obrázek 4.10: Implementace zobrazeńı řešeńı v́ıcekriteriálńıho lineárńıho programu s volnými ćıli –
2D Paret̊uv povrch.

3D př́ıpad s ozařováńım ze dvou směr̊u

Jako posledńı př́ıpad je zde uvedena optimalizace 3D léčebného plánu protonové terapie při ozařováńı

ze dvou směr̊u. Oblast nádoru a kritického orgánu je definována stejně jako v předchoźım př́ıpadě, lǐśı

se pouze umı́stěńı cyklotronu:

Cyklotron : ~u1 = (0;−0, 2; 0, 7)

~u2 = (0; 0, 3; 0, 7)

0x+ 1y + 4z − 10 = 0

Výsledek optimalizace při uvažováńı účelových funkćı δTAR,min a δOAR,max je opět podobný jako

v předchoźım př́ıpadě – jedná se o lineárńı kombinaci dvou extrémńıch řešeńı. Obě jsou zobrazena na
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obrázćıch 4.11 a 4.12. Řez je proveden rovinou x = 9, 75 cm.
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Obrázek 4.11: 3D léčebný plán s ozařováńım ze dvou směr̊u. Zde je dosaženo požadované dávky zářeńı
DTAR,min.
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Obrázek 4.12: 3D léčebný plán s ozařováńım ze dvou směr̊u. Zde je dosaženo požadované maximálńı
dávky zářeńı DOAR,max.
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4.4 Časová náročnost výpočtu léčebného plánu

Výpočet časové náročnosti implementace popsané v této práci byl proveden na poč́ıtači s běžnými

parametry5. Pro samotnou v́ıcekriteriálńı optimalizaci byl použit pouze Besnon̊uv algoritmus, resp.

jeho paralelńı i neparalelńı verze. Naměřené hodnoty jsou zaznamenány v tabulce 4.3.

Z tabulky je patrné, že časová, resp. výpočetńı, náročnost uvedeného postupu optimalizace topt

je závislá na počtu omezuj́ıćıch podmı́nek Nconstr. – tj. konkrétně na velikosti nádoru VTAR, velikosti

kritického orgánu VOAR a na vzdálenosti bod̊u, ve kterých docháźı k ověřováńı platnosti omezuj́ıćıch

podmı́nek. Na optimalizaci má rovněž vliv nar̊ustaj́ıćı počet návrhových proměnných Nx (např. při

ozařováńı z v́ıce směr̊u) a počet účelových funkćı Nf(x).

Zásadńı vliv na rychlost výpočtu má členitost tvaru Paretova povrchu, která udává počet li-

nerárńıch programů, které muśı být vyřešeny. Jejich počet neńı předem znám.

Vtot VTAR VOAR Nconstr. Nx Nf(x) Nvert tgen [s] topt,non [s] topt,par [s]6

43.560 216 252 686 218 2 2 2,613 0,655 16,632

66.424 392 448 2.019 787 3 57 8,143 51,993 47,237

25.872 180 330 873 363 3 455 2,775 118,950 90,645

76.800 512 512 2.563 1.027 3 201 11,337 285,529 222,354

88.200 648 576 3.176 1.299 3 182 16,102 457,189 334,597

Tabulka 4.3: Časová náročnost výpočtu léčebného plánu. Vtot je celkový počet voxel̊u, VTAR je
počet voxel̊u v nádoru, VOAR je počet voxel̊u v kritickém orgánu. Nconstr. značńı počet omezuj́ıćıch
podmı́nek, Nx počet návrhových proměnných, Nf(x) počet účelových funkćı a Nvert počet vrchol̊u de-
finuj́ıćı Paret̊uv povrch. tgen uvád́ı čas potřebný k dopoč́ıtáńı prostorového š́ı̌reńı zářeńı, topt,non je čas
potřebný pro optimalizaci VLP neparalelńı verźı Bensonova algoritmu. Doba výpočtu paralelńı verźı
Bensonova algoritmu je topt,par. ttot je celkový čas výpočtu léčebného plánu.

Dle práce (Shao et al., 2008) je možné počet vrchol̊u Paretova povrchu sńıžit zavedeńım modelu,

kdy neńı Paret̊uv povrch źıskán přesně, ale pouze přibližně se zadanou přesnost́ı. Výpočet lze zároveň

urychlit použit́ım paralelńı verze Bensonova algoritmu.

5Pro optimalizaci byl využit MatLab R2014b na poč́ıtači Acer Aspire V15 s procesore i5-4210H o frekvenci 2,90 GHz
a RAM 8 GB DDR3L SDRAM. Použitý operačńı systém byl Ubuntu 14.04 64bit.

6Z toho otevřeńı a zavřeńı paralelńıho poolu v MatLabu trvá 11,5 s. Byla použita 2 výpočetńı jádra.
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Závěr

V rámci této práce byl implementován zjednodušený model š́ı̌reńı protonového zářeńı prostorem.

Postupně byla zavedena analytická aproximace Braggovy křivky, vliv změn prostřed́ı, ve kterém se

zářeńı š́ı̌ŕı, a teorie mnohonásobného rozptylu pomoćı Highlandovy aproximace. Dle porovnávaných

hodnot bylo dosaženo dostatečně přesných výsledk̊u.

Následně byla zavedena stěžejńı část této práce – optimalizace léčebného plánu protonové terapie.

Nejprve byl představen lineárńı program, který minimalizoval množstv́ı vyzářených částic (proton̊u).

Slabinou tohoto př́ıstupu je ale to, že neńı garantována řešitelnost lineárńıho programu. V př́ıpadě

řešitelnosti úlohy je výsledkem globálně optimálńı řešeńı, které dosahuje některých omezuj́ıćıch hodnot

dávek zářeńı přesně.

Poté byl představen lineárńı program s volnými ćıli, který zaručuje řešitelnost úlohy. Výstupem

programu je jedno řešeńı, které nabývá opět mezńıch hodnot a neńı proto pro samotný léčebný plán

př́ılǐs vhodné.

Finálńı úpravou lineárńıho programu bylo proto jeho převedeńı na v́ıcekriteriálńı model, kdy je

pomoćı Bensonova algoritmu źıskán celý Paret̊uv povrch, tzn. celá oblast nedominovaných (kom-

promisńıch) řešeńı v prostoru účelových funkćı. T́ım je zaručena maximálńı možnost volby výběru

řešeńı rozhodovatelem. Pro zrychleńı výpočt̊u byla také implementována paralelńı verze Bensonova

algoritmu.

Jelikož je bod̊u lež́ıćıch na Paretově povrchu nekonečně mnoho, bylo přistoupeno ke generováńı

reprezentativńıch vzork̊u řešeńı ve směrech danými rovnoměrně rozmı́stěnými body modifikovanou

verźı algoritmu distmesh. V př́ıpadě, že je počet potřebných kompromisńıch řešeńı malý, je tento

zp̊usob zpravidla rychleǰśı než Benson̊uv algoritmus.
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Modifikovaný algoritmus distmesh

Algoritmus distmesh (Persson, Strang, 2004) byl napsán v programu MatLab jako jednoduchý nástroj

pro generováńı śıt́ı a funguje na principu dynamické relaxace. Zde je použit pro návrh experiment̊u

(DoEs – Design of Experiments). Oproti rychleǰśım algoritmům jako shlukovánı́ je výhodou tohoto

algoritmu hlavně výsledná kvalita návrhu, viz (Myšáková, 2013).

Do algoritmu vstupuje sada návrhových bod̊u P , které lež́ı uvnitř návrhového prostoru N . Jeho

tvar je popsán pomoćı distančńı funkce d(x1, ..., xn), která je definována jako:

d(x1, ..., xn) ≤ 0 pro x ∈ N

d(x1, ..., xn) > 0 pro x /∈ N,
(A.1)

kde n je počet dimenźı návrhového prostoru.

Dále jsou využit́ım Delaunayovy triangulace jednotlivé body P navzájem propojeny trojúhelńı-

kovou śıt́ı. Vzniká t́ım analogická úloha k př́ıhradové konstrukci, kdy jednotlivé body představuj́ı uzly

konstrukce a vzniklá propojeńı mezi nimi pruty.

Jak u př́ıhradové konstrukce, tak i zde muśı být zachována podmı́nka silové rovnováhy. Je vypočte-

na optimálńı vzdálenost mezi pruty L0 a skutečná délka prut̊u L. Z jejich rozd́ılu je určena velikost

p̊usob́ıćı śıly F :

F = L0 − L (A.2)

Výsledná śıla je rozložena do všech směr̊u (dimenźı). Důsledkem p̊usob́ıćıch sil jsou posuny. V závi-

slosti na zvoleném časovém kroku ∆t lze proto provést samotné posunut́ı jednotlivých bod̊u o vzdá-

lenost ∆P :

P = P + ∆P = P + ∆tF (A.3)

Pokud se některý z bod̊u posune mimo předepsaný návrhový prostor N , je generováno takové

vněǰśı silové zat́ıžeńı, aby k posunu nedošlo. Toto vněǰśı silové zat́ıžeńı p̊usob́ı ve směru gradientu

distančńı funkce.

V př́ıpadě, že se uzly posunou v́ıce, než je předepsaná tolerance, jsou aktualizované souřadnice vstu-
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PŘÍLOHA A. MODIFIKOVANÝ ALGORITMUS DISTMESH 41

pem pro opětovné vytvořeńı Delaunayovy triangulačńı śıtě. V opačném př́ıpadě źıskáváme optimálńı

rozmı́stěńı uzl̊u. Cyklus je ukončen také při překročeńı předepsaného množstv́ı iteraćı.

V práci (Tyburec, 2014a) byl algoritmus upraven tak, že časově a výpočetně nejnáročněǰśı krok

této metody, Dalaunayova triangulace, byla nahrazena propojeńım s sousedńıch bod̊u, tzn. každý bod

vytvářel s vazeb a byl součást́ı alespoň s prut̊u konstrukce. K samotnému nalezeńı sousedńıch bod̊u

byla použita v softwaru MatLab funkce knnsearch.

Př́ıklad takto řešené dvoudimenzionálńı úlohy je znázorněn na obrázku A.1.
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Obrázek A.1: Př́ıklad řešené 2D úlohy upraveným algoritmem distmesh. Na levém obrázku je zobra-
zeno 30 vstupńıch bod̊u P . Pro každý bod bylo uvažováno 5 nejbližš́ıch sousedńıch bod̊u. Na pravém
obrázku je stav po 100 iteračńıch cyklech. Návrhovou oblast́ı je kruh o poloměru 1.

Dle naměřených hodnot bylo zjǐstěno, že použitá úprava algoritmu distmesh úlohu značně zrychlila

a umožnila výpočet úloh o v́ıce dimenźıch než v př́ıpadě p̊uvodńıho algoritmu. Kvalitativně bylo

dosaženo obdobných výsledk̊u.



Př́ıloha B

Numerické řešeńı určitých integrál̊u

V př́ıpadech, kdy se nedá řešeńı určitého integrálu vyjádřit symbolickým zápisem, je možné př́ıslušnou

hodnotu spoč́ıtat numericky. Jediné, co je třeba znát, jsou funkčńı hodnoty požadované funkce v urče-

ných bodech. Potom, dle požadované přesnosti, se tyto body prolož́ı polynomiálńı funkćı, jej́ıž integrál

se spoč́ıtá snadno.

Obecně se, dle požadované přesnosti, rozděĺı interval na několik část́ı. V každé části intervalu se

spoč́ıtá n funkčńıch hodnot, kde n znač́ı stupeň polynomu, kterým se funkce aproximuje. Běžně se

použ́ıvaj́ı polynomy do 4. stupně, výpočet s n ≥ 8 je už ale problematický, jelikož koeficienty c nabývaj́ı

záporných hodnot (Kress, 1998).

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

[c1f(x0) + ...+ cnf(xn)]. (B.1)

n Název pravidla Koeficienty c

0 Obdélńıkové 1

1 Lichoběžńıkové 1
2

1
2

2 Simpsonovo 1
3

4
3

1
3

3 Newtonovo 3/8
3
8

9
8

9
8

3
8

4 Milneovo 14
45

64
45

24
45

64
45

14
45
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dentské konference a Rektorysovy soutěže. 2014a.
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