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Abstrakt

Tato prace se zabyva vicekriteridlni optimalizaci 1é¢ebného planu protonové terapie.

Nejprve je predstaven zjednoduSeny model Sifeni zafeni prostorem, tj. je zavedena Bortfeldova
analytickd aproximace popisu §ifeni protonu v homogennim médiu, je zaveden vliv zmény prostiedi
a nehomogenit. VIiv zmény sméru zafeni — mnohonasobny rozptyl — je zaveden Highlandovou aproxi-
maci.

V nasledujici ¢dsti prace je ve struénosti predstaveno vicekriteridlni linearni programovani a nékolik
moznych piistupu k feSeni, zejména Bensonuv algoritmus, resp. jeho paralelni a neparalelni verze.

Samotna optimalizace je nejprve definovana jako linedrni program, ve kterém se minimalizuje
mnozstvi vyzafenych protonu. Z divodu resitelnosti je problém upraven na linedrni program s volnymi
cili. Findlni modifikaci je vicekriteridlni feseni linedrniho programu s volnymi cili, které umozni vybér
nejvhodnéjsiho feseni rozhodovatelem.

V zavéru prace je vyhodnocena ¢asova narocnost implementace popsané v této praci a jsou shrnuty

jejil vyhody.
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Abstract

This thesis deals with multi-criteria optimization of proton therapy treatment plan.

In the first chapter an aproximate model describing radiation spread in space is introduced: Bort-
feld’s analytical approximation of Bragg curve in homogenous media, influence of tissues changovers
and heterogeneties. Direction change of proton beam is described by Highland’s approximation of
theory of multiple scattering.

In the second chapter there are shortly introduced some approaches which lead towards the solution
of multiobjective linear programming, especially parallel and nonparallel form of Benson’s algorithm.

The optimization is firstly defined as a linear program minimizing the amount of radiated proton
particles. Because of the uncertainty of feasibility of this program a linear program with free goals is
introduced. Final modification is offered by multiobjective solution of linear programming with free
goals, which permits the decision maker to choose the most appropriate treatment plan suitable for
particular pacient.

In the conclusion time demands of implementation proposed in this thesis are evaluated.
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Kapitola 1
Uvod

Onkologickd onemocnéni jsou jednou z nejéastéj§1’c pii¢in dmrti nejen na tzemi Ceské republik
K jejich 1é¢hé lze pristupovat ruznymi zpusoby, mezi které se fadi také radioterapie. Radioterapie je
zaloZena na ozafovéni zhoubného (maligniho) nddoru pomoci ionizujiciho zafeni, pficemz je snaha mi-
nimalizovat nésledky pro okolni zdravou tkan. Nejéastéji pouzivanymi ¢asticemi jsou svazky elektronu
nebo fotonu. V posledni dobé se ale za¢inaji pouzivat také svazky hadronu — tedy protonu a lehkych

iontu.

1.1 Radioterapie

Podle polohy zdroje zafeni lze radioterapii rozdélit na zevni radioterapii a brachyradioterapii. Bra-
chyradioterapie je zaloZena na postupu, kdy se zafi¢ (tekutina nebo pevny ttvar) dostane do blizkosti
nadoru, ktery je ozafen. Je tak dosazeno pomérné malého poskozeni okolni tkédné. Pfi zevni radiote-
rapii je naopak zdroj zafeni umistén mimo télo pacienta. Jelikoz se zatreni $iii k nddoru skrz kuzi a
dalsi tkdné, jednd se tedy o méné Setrnou metodu (Hynkova, Dolezelové, Slampa).

Aby doslo k destrukei nddoru TAR (z anglického target — cil), piedepisuji 1ékaii urcitou dévku
zareni, kterou musi ¢astice v misté nadoru odevzdat. Jelikoz je tato predepsand davka zareni pomérné
znalnd, je pacient ozaiovan vicekrat ddvkou nizsi. Stejnym zpusobem je 1ékafem predepsdna urcitd
maximalni ddvka zafeni pro okolni kritické orgdny OAR (z anglického Organs at Risk), pfipadné pro
vSechny okolni tkané, aby nedoslo k jejich ptilisnému poskozeni.

Prochézejici proud ¢dstic zpusobuje ionizaci tkani, dochazi k excitaci molekul a ke vzniku volnych
radikala, ¢imz se poSkozuje ¢dast molekul DNA jednotlivych bunék. Po ozafeni pouzivaji buiiky re-
paracni mechanismy, aby DNA opravily. Bunky nddoru maji ale tyto mechanizmy narusené, ¢imz je
v pripadé dostatetné davky zareni zabranéno jejich déleni, piipadné jsou piimo zniceny.

Pro tvorbu 1ééebného planu je dulezité sestaveni trojrozmérného modelu tkéné v okoli nddoru.
Z toho davodu se pouziva magnetickd rezonance (MR) nebo CT vysetfeni (z anglického Computed
Tomography — pocitacova tomografie), kterymi se ziskaji dvourozmérné fezy tkdni v uréité vzdalenosti

od sebe, z nichz se nasledné sestavi cely prostorovy model tkané (Schlegel et al., [2006).

IDle (stajl 2013) je rakovina po selhdni ob&hové soustavy druhou nejéastéjsi pricinou imrt{ v Ceské republice.

2Podle statistky Svétového fondu pro vyzkum rakoviny (WCRF) je v Ceské republice roéné diagnostikovéno 293,8
pacientu s rakovinou na 100 000 obyvatel, coz ji zarucuje celkové 14. misto a jeden z nejvyssich vyskytu rakoviny viubec
(Werf.orgl [2015).
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Do prostorového modelu nadoru jsou umistény samostatné jednotlivé svazky zareni a optimalizuje
se jejich intenzita, resp. fluence. Cilem je, aby davka zareni mimo nador byla niz$i nez v nadoru,
postupu se v piipadé fotonové terapie tikd IMRT (z anglického Intensity Modulated Radiation Therapy
— radioterapie s modulovanou intenzitou), v ptipadé protonové terapie IMPT (z anglického Intensity
Modulated Proton Therapy — protonova terapie s modulovanou intenzitou).

Pii ptipravé lécebného ozatovaciho planu pomoci IMPT nebo IMRT je pouzito tzv. inverzni
planovani, kdy je lékafem nejprve vybrana oblast nddoru a jsou stanoveny pozadované davky zareni,
poté se vyberou kritické organy. Vse probiha formou zakresleni do snimku z CT vySetifeni. Optima-
lizaéni program posléze dopocita pozadované intenzity (fluence) tak, aby bylo dosazeno pozadovaného

zadéani (Hynkova, Dolezelova, Slampal).

1.2 Srovnani protonové a fotonové terapie

V piipadech fotonové i protonové terapie jsou &astice urychlovany v cyklickém urychlovadi ¢éstic
(cyklotronu nebo synchrocyklotronu) na pozadovanou kinetickou energii (bézné se pouzivd 70 — 230
MeV). Dévka zdfeni, kterd je vyzdrena ve sméru hloubky z, zdvis{ i na uzitych ¢dsticich. Na obrdzku
[[7] je zobrazeno srovnan{ odevzdané davky zaren{ protonu a fotonu ve vodé.

Protony odevzdavaji vétsinu davky zareni v kratkém intervalu, tzv. Braggové vrcholu. Pozice
tohoto vrcholu zdvisi na energii (rychlosti) protonu, lze tak dosdhnout dostatecného zasazeni nddoru
pri soucasné nizsi davce zareni okolnim tkdnim. Fotony oproti tomu odevzdavaji nejvétsi hodnotu
davky zareni v malé vzdélenosti od zdroje zareni, zpravidla v tkénich jesté pred nddorem. Hodnota
absorbované davky zafeni tkdanémi postupné se vzdalenosti klesd. Z duvodu nizsiho zasazeni okolnich
tkéani je drazsi protonova terapie vyuzivana zejména pro nadory v blizkosti kritickych organu — nddory

mozku, o¢i, krku, prostaty apod. (viz obrazek [1.2]).

100t
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D/ D max | %]
S
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Obréazek 1.1: Porovnani odevzdané davky zafeni protonového a fotonového paprsku v zavislosti na
hloubce. Protonovy paprsek mé vyrazny extrém — Bragguv vrchol. Obrazek byl pfevzat z (Lang,
Riesterer], 2013)).
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Obrazek 1.2: Porovnani lééebného plinu IMRT (vlevo) a IMPT (vpravo). Obrizek byl pfevzat
z (Taheri-Kadkhoda et al., 2008).

1.3 Lécebny plan protonové terapie

K samotnému navrhu lééebného planu se pouzivd velmi pfesné pravdépodobnostni metody Monte
Carlo, jejiz nevyhodou je velka casova naro¢nost. Naslednd optimalizace mnohdy trva i vice nez pul
dne. Optimalni 1é¢ebné plany se proto pfipravuji v predstihu, po pfedchozi navstévé pacienta pred
ozafovanim. Zaroven ozafovani probiha postupné v intervalu nékolika dnu.

Ve vzniklych ¢asovych rozestupech muze ovsem nador vyrazné zmeénit tvar a stary pracné vytvoreny
lécebny plan nedava smysl. Je tfeba v co nejkratsi dobé opét sestavit novy plan, ktery by dané zmény
reflektoval.

Tato prace se postupné zabyva nejprve zjednoduSenym popisem §iteni protonového zaieni v pro-
storu a zavadi vliv rozdilnych tkani, kterymi se paprsek sifi. Uvazovan je prostorovy efekt mno-
honasobného rozptylu zareni. Dale ve strucnosti pfedstavuje vicekriteridlni linedrni programovéani
a zavadi vicekriteridlni model, kterym je mozné ziskat celou mnozinu optimélnich feseni daného
problému. Nasledné je tato metoda aplikovdna na tlohu optimalizace 1ééebného planu protonové
terapie.

Cilem této prace je sestavit a vyfesit optimaliza¢ni tlohu v programu MatLab, kterd umozni

v dostatecné kratkém case reflektovat zmény v geometrii nadoru nebo jeho okoli.



Kapitola 2
Sireni zareni prostorem

Lécba rakoviny ozafovanim je zalozena na odevzdani urcité davky zafeni do uréeného mista nadoru.
Pro samotnou 1é6¢bu je proto nezbytné uréit zavislost odevzdané ddvky zdfen{ (resp. absorbované davky
zéfeni tkdnémi) na vzdélenosti od zdroje zafeni. V piipadé protonové terapie se kiivka vyjadiujici

tuto zavislost nazyva Braggova kfivka.

2.1 Analytické vyjadreni Braggovy krivky

V roce 1997 vyjadiil Thomas Bortfeld analytickou aproximaci tvaru Braggovy kfivky pro protonové
zafeni (Bortfeld, 1997). Samotnou funkci svazk zafeni protonu Sificich se prostorem lze vyjadfit
v zavislosti na nékolika veli¢inach. Prvni z nich je poc¢atecni kineticka energie EOE], kterd byla protonum
udélena v cyklotronu. V dusledku srazek protonu s okolnimi ¢asticemi jejich kineticka energie postupné
klesd, az ve vzdalenosti Ry — dosahu — mé ptesné polovina protonu o puvodné stejné pocatecni energii

Ey kinetickou energii nulovou. Veli¢ina Ry je zobrazena na obrézku
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Obrézek 2.1: Znazornéni zakladnich parametru Braggovy kiivky o pocatecni energii Ey = 158,6 MeV.

Mezi pocatecni kinetickou energii a dosahem existuje vzdjemnd zavislost, kterou lze nalézt v ta-

bulkdch (Janni, 1982) nebo (Berger et al. [1993). V pfiblizném analytickém tvaru ji uvadi také

IEnergie se v kvantové fyzice udava v jednotkich MeV.
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Braggovo-Kleemanovo pravidlo:

R() ~ OéEg, (21)

kde faktor imérnosti o a exponent p jsou materidlové charakteristiky vypoctené z naméfenych hodnot.
Jak je patrné z rovnice (2.1)), plati, Zze ¢im vétsi je pocateéni energie, tim vétsi je i dosah a poloha Brag-
gova vrcholu zyax. Tato zavislost je zobrazena také na obrazku 7 obrazku potom vyplyva, ze
nejveétsi pomér davky zareni v Braggové vrcholu k ddvce v zafeni u zdroje zafeni nastava u nejmensich

dosahti. Znamen4 to, Ze pro co nejmensi zasazeni okolni tkdné je nejvyhodnéjsi ozatovat co nejkratsi

cestou.
-9
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Obrézek 2.2: Vliv rozdilné pocédtecni energie Fy na vyslednou davku zafeni ve vodé.
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Obrazek 2.3: Vliv rozdilné pocatecni energie Ey na pomérnou davku zafeni ve vodeé.

Jak jiz bylo fe¢eno, hodnota dosahu Ry je ziskdna pro urc¢itou pocateéni energii statisticky a dosah
kazdého jednotlivého protonu se lisi, jelikoz srazky s okolnimi ¢asticemi jsou taktéz ndhodné. Proto
ani protony se stejnou pocatec¢ni energii Ey neodevzdéavaji ve stejné hloubce z stejnou davku zéareni.

Bortfeld (Bortfeld, [1997) z toho duvodu zavadi smérodatnou odchylku o, kterd zahrnuje hloubkovou
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nejistotu ztraty energie protontu a nejistotu presného dosazeni hodnoty pocateéni energie pii vystupu

¢astic z urychlovace.

1
2/p 2
o= \/< ‘Zpa_ 233 2”) + (0.01Ey)? a2p? B3P 72 | (2.2)

Konstanta o’ je materidlovéa charakteristika zdvisejici na elektronové hustoté (Bortfeld, [1997)).
Vyslednd kiivka davky Zéfenﬂ D je sumou vSech Gaussovych rozdélenich davek zareni po ose z.

Po vysledné tupraveé dostal Bortfeld tvar:

e o (Bg) T ()
\/ﬁpoﬂ“’[l + B(Ro(Eo))] (2.3)
Py (2, o)) + (ﬁ B+ ) Pt jpr(~C (s Eo))

D(Z, Eo)

€
a(Eo) Ro(Eo)

V rovnici se vyskytuje hned nékolik veli¢in. Prvni jsou konstanty zavislé na materidlu, kam
kromé jiz zminénych veli¢in « a p patii také hustota materialu p, podil primarni fluence ptispivajici
k pocéatecéni casti energetického spektra e, parametr sklonu ve vztahu redukce fluence 8 a podil
lokélné absorbované energie uvolnéné v neelastickych nukledrnich interakcich . Konkrétni hodnoty
materidlovych konstant platnych pro vodu jsou uvedeny v praci T. Bortfelda (Bortfeld, 1997)). Déle
se zde vyskytuji veli¢iny zdvislé na hodnoté pocatecni energie Ej, konkrétné zminéna smérodatna

odchylka o a také (, kterd je definovana dle vztahu

Ro(Eo) -z

C(zaEO) = =

(2.4)

Symbol P oznacuje funkei parabolického vélce (Weissteinl [2005). Tvar Braggovy kiivky s popisem
zdkladnich veli¢in je patrny na, obrazku
kvant zareni prochazejicich za 1 s jednotkovou plochou postavenou kolmo v daném misté ke sméru
iteni kvant, v tomto pfipadé v misté zdroje zaieni z = 0 cm. Zde je dulezité zduraznit, ze davka
zéfeni D(z) je na primdrn{ fluenci linedrné z&visla.

Pii sestavovani 1écebného planu je vhodné umistit Braggovy kfivky podle polohy vrcholu zpyax.
Z toho duvodu jsem sestavil zavislost pocatecni energie Ey na poloze vrcholu, jak je vidét na obré-
zku Byly vypoéteny Braggovy kiivky s presnosti 0,1 mm v rozmezi 1 MeV az 300 MeV, coz
je veétsi rozsah, nez se bézné uziva v protonové terapii (Paganetti, [2012). Poloha maximalni hodnoty
davky zéreni byla uvazovana jako poloha Braggova vrcholu, tzn. hodnota vzdalenosti 2y, byla rovnéz
stanovena s presnosti 0, 1 mm.

Vyjdeme-li z rovnice (2.1)) a zjisténého zjednoduseného vztahu, muzeme napsat rovnici

RO — 2 = alEé + GQES) + agEg + a4E0 + as, (25)

kde a1 az as jsou ¢iselné konstanty. Vztah pro zpma.x 1ze vyjadiit jako

2 Jednotkou dévky zéfeni je Gray (Gy). Jeden Gray odpovid4 absorpci energie 1 J v 1 kg ltky.
3 Jednotkou fluence je (pocet ¢astic/s)/m?
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Obrazek 2.4: Zavislost Ry — zmax na pocateéni energii Fy pro zafeni ve vodeé.

Zmax = OB} — a1 Ey — asEs — a3E3 — ayEy — as. (2.6)

Porovnaji-li se takto spoctené hodnoty polohy Braggova vrcholu zy,.x s hodnotami vyse zjisténymi
s presnosti 0,1 mm, je opét v rozsahu 1 MeV az 300 MeV maximalni hodnota chyby 0,065 mm a jeji
smérodatna odchylka 0,029 mm. Vysledky tedy odpovidaji zvolené ptresnosti.

2.2 VIiv nehomogenit na tvar Braggovy krivky

Nyni je jiz mozné rozmistit jednodimenziondlni Braggovy kiivky ve vodnim prostiedi tak, aby meély
v konkrétni hloubce z extrém. V této ¢asti kapitoly je predesla formulace upravena tak, aby umozinovala
spocitat zménu davky zafeni pfi zméné materidli oznacovanych jako nehomogenity.

Fyzici zde vyuzili podobnosti sifeni protonového zafeni ve vodé a v tkéni. Diky tomu je mozné
zavést tzv. vodni ekvivalent WET. Vodni ekvivalent udava takovou tloustku vodni vrstvy, ve které je
shodn4 ztrata energie jako v konkrétni tloustce uréité tkane, viz obrazek

Jak jiz bylo feceno dfive, protony ztraceji svoji energii smérem po hloubce z. Proto neni ani
hodnota vodniho ekvivalentu konstantni, ale po hloubce se méni. Déle zdvisi na konkrétn{ tkdni (nebo
jiném materialu) a jeho tloustce.

Vyjde-li se opét z Braggova-Kleemanova pravidla 7 Ize z néj vyjadrit priblizny vztah pro funkci

kinetické energie jednotlivych protoni:

(2.7)

RQ—Z 1/p
o .

Ry—z=aE(z)? < E(z):(

Tento vztah je znaéné zjednoduseny. Zanedbavé zejména hloubkovou nejistotu danou dle rovnice
(2.2). Nenf tedy platny v oblasti vrcholu, ale pro vétsinu hodnot hloubky z je dostateény. V pripadé
vetsi pozadované presnosti je mozné vypocitat energii integrovanim piimo Bethe-Blochovy rovnice

(Olive et al., 2014):
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Obréazek 2.5: Vliv zmény prostiedi na Braggovu kifivku. Prvni Braggova kiivka méa vrchol ve
vzdalenosti 25 cm a popisuje sifeni zafeni ve vodé. Druha kifivka znazornuje opét vrchol ve vzdalenosti
25 cm, ale mezi 5 a 15 cm je umisténa kost. Treti kiivka ma stejnou pocatecni energii Fy jako kiivka
druh4, ale neni zde vliv zmény prostiedi. Na pravé i levé strané od Sedych oblasti jsou druha a treti
kiivka stejné.

dE\ 4rNar?mec®Z 1 1. 2mec®B(E)*v(E)?Tiax 9

kde Na je Avogadrova konstanta — pocet Castic v jednotkovém latkovém mmnozZstvi, r. je klasicky
polomér elektronu, m. je hmotnost elektronu, ¢ je rychlost svétla. Velicina A znaé¢i nukleonové ¢islo,

Z znaci atomové (protonové) ¢islo. I oznacuje excitacéni energii. Maximdln{ kinetickou energii Tiyax,

kterou muze proton piedat volnému elektronu pfi jedné kolizi je mozné dopocitat (Olive et al., 2014)

jako

2mec?B(E)*y(E)*?

= T1 21 (B)mefmp + (mofmp)? 29)

Tm ax

kde mp, je hmotnost protonu. Zbylé veliciny zaviseji na energii, coz zpusobi, Ze je nutné Fesit integraci
iterativné, resp. po ¢astech.

Pomoci specialni teorie relativity lze ziskat hodnotu rychlosti protonu 2008|):

B(E(z) = P 1- m ) (2.10)
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a také hodnotu Lorentzova faktoru ~:

V= 123 :\/17;(]5‘)2' (2.11)

Hodnotu vodniho ekvivalentu WET je mozné vyjadrit upravou zde uvedené Bethe-Blochovy rov-

nice (2.8) na tvar (Zhang — Newhauser, [2009):

WET(E) ~ ty = tm <pi {m 2mec2v(?)2B(E)2 - 5(E)2D

m

, (2.12)

w

kde t,, ozna¢uje ekvivalentni tloustku vody, ¢, redlnou tloustku dané tkané a p hustotu.
Jelikoz se ale tkan nesklddd pouze z jednoho chemického prvku, uvazuje se vliv vSech atomu smési
do vypoctu tzv. ,efektivniho atomu“ a zavadi se efektivni nukleonové a protonové ¢islo a efektivni

excitacni energie smési. Efektivni nukleonové ¢islo lze urcit ze vztahu (Hussein, [2003)):

Z?:l NiA;®

kde n je pocet prvku, ze kterych se smés skldda, N; je pocet atomu i-tého prvku a A; je nukleonové

At (2.13)

¢islo i-tého prvku. Efektivni protonové ¢islo se spocitd jako (Hussein) 2003)):

Zet = At Y 7o (2.14)
= Nids

kde Z; je protonové ¢islo i-tého prvku.
Hodnota excitacni energie I konkrétniho prvku je pomérné nejista, jelikoz ji nelze pfesné stanovit.

V élanku (Zhang — Newhauser} 2009)) je uveden vztah:

I=kZ, (2.15)

14,5, pro Z <8
k=413, pro 8 < Z <13, (2.16)
11, pro Z > 13

kde Z je protonové ¢islo daného prvku a k je konstanta zavisla na protonovém cisle.

Pro smeési je uvddén vztah (Coderre) 2004):

Z;L:l szz In Ii

1 Ie = ) P
Peft > ic1 NiZ;

(2.17)

kde I; je excitac¢ni energie i-tého prvku.

Vzhledem k linedrni zavislosti vodniho ekvivalentu na tloustce materidlu ¢, v rovnici
a predpokladu, ze se po hloubce z energie ¢astic méni, je zfejmé, ze Bethe-Blochova rovnice je va-
lidn{ pouze pro infinitezimaln{ tloustky. Ve zde popsané implementaci bylo vétsi presnosti dosaZeno

rozdélenim intervalu dle zadané piesnosti. Numerické porovnani viz tabulka
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Material E tm WETwp, | WETgk | Chybacy—Bx | WET | Chyback,—wrT
MeV] | fromn] | fromn] | from) % | o) %)

Al 200 | 19,73 42,30 41,7 -1,42 | 41,861 -1,038

200 | 14,90 32,20 31,5 -2,17 | 31,614 -1,820

200 4,83 10,04 10,2 +1,59 | 10,249 +2,082

100 | 14,90 31,50 31,1 -1,27 | 31,357 -0,454

100 4,83 10,30 10,1 -1,94 | 10,166 -1,301

Tabulka 2.1: Porovnéni pfesnosti vypoc¢tu vodniho ekvivalentu. WET.., uddva experimentilné
zmétenou hodnotu vodniho ekvivalentu pro zadané materidlové charakteristiky (Zhang et al., |2010]),
W ETgk je hodnota vypoétend podle (Zhang et all 2010), hodnota WET je vypoétena podle im-
plementace popsané v této praci. Chybaexp sk udava rozdil mezi W ETy, a W ETgk, Chybacxp-wrT
udava rozdil mezi WET o, a WET.

2.3 Teorie mnohonasobného rozptylu

V letech 1947 a 1948 napsal Moliere teorii, kterd popisuje vliv srazek s okolnimi ¢asticemi na zménu
smeéru Sifeni zafeni. Jednalo se nejprve o teorii jednoduchého (Molierel [1947)) a pozdéji mnohonasob-
ného rozptylu (Moliere, [1948]). Tato teorie vysla ale pouze némecky. V angli¢tiné se posléze problémem
zabyval H. A. Bethe (Bethel [1953), ktery v roce 1952 vydal ¢lanek Moliére’s Theory of Multiple
Scattering, kde zanedbal nékterd zobecnéni platnd pro smesi (Paganetti, 2012)). Molierova teorie je
obecné brana jako nejpfesnéjsi a také nejslozitéjsi. Nastala proto potieba ji zjednodusit.

Tohoto kroku se ujal v roce 1975 Virgil L. Highland ve své praci Some practical Remarks on
Multiple Scattering (Highland) [1975)), kde zavedl jednoduchou Gaussovskou aproximaci, jejiz pomoc{
vypocet zna¢né zjednodusil a zachoval dostateénou presnost. Nicméné toto zjednoduseni platilo pouze
pro malé tloustky, a tak bylo v roce 1993 zobecnéno B. Gottschalkem (Gottschalk et all [1993).
Vysledny tvar je tento:

1 t t 1 2401

kde 6y je charakteristicky tthel mnohonasobného rozptylu. Veli¢ina g oznacuje naboj ¢éstice, v pripadé
protonti je to 1 eV, t znaéf tloustku materidlu a Ly radiaéni délku, p je hybnost ¢astice a v jeji rychlost.
Rychlost se vypocita z kinetické energie podle rovnice . Hybnost ¢astice se podle specidlni teorie
relativity spocité jako (Evans| [2008):

p(E) = ~(E)myu(E), (2.19)

kde v je Lorentzuv faktor spocteny dle rovnice (2.11]) a mp je hmotnost protonu. Posledni nezndmou
veli¢inou je radia¢ni délka Ly. Tu lze podle (Guptal [2010) vyjadiit takto:

716,4

R= 55— 55 (2.20)
Pro vypocet radiacni délky pro deskovou skladbu se pouziva vztah:
topo "~ tipi
= 2.21
Ly Z Lg,;’ (221)

i=1
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kde p; je hustota i-té desky, Lr ; je radiacni délka i-tého prvku, pg je celkovéd hustota vysledné skladby

a tg celkova tloustka skladby. Zaroven plati vztah:

i=1

Pro smési se udava vztah:

(2.23)

kde n je pocet prvki, ze kterych se smés sklddé a N je molarni mnozstvi.

Poté je jiz mozné piistoupit k vypoctu integralu v rovnici pomoci Newtonovy metody 3 /s,
viz Ptiloha Bl V literatuie (Gottschalk et al., [1993)) se uvadi pouziti Simpsonova pravidla a rozdélenf
tloustky ¢ pravidelné podle dosahu Ry. Numerické porovnani viz tabulka

Ve 2D piipadé je tvar Gaussovského rozdéleni dan vztahem:

106 y2
10) = —s=p-e 2(35)7] (2.24)
0

kde 6 je tihel mnohonésobného rozptylu dle obrazku Integraci funkce f(0) v intervalu (—oo;00)

samoziejmé obdrzime 1. Upravou vztahu do trojrozmérného prostoru ziskame vztah

f6) = %1936[_%(9%)2]- (2.25)

Y

N
AN

Obrazek 2.6: Zavislost hlu 6, hloubky z a y.

Predpokladejme, ze v prostoru se protonovy paprsek §ifi tedy kromé sméru z také do sméru
kolmych, konkrétné ve smérech ortogondlnich os x a y. Poté muzeme jednoduse vyjddiit geometrickou

zavislost mezi obéma sméry a tthlem mnohonésobného rozptylu:

VTEAY (2.26)

z

tanf =

Vyslednou davku zafeni pro libovolné misto v prostoru dopocitame jako:

(=)
e : (2.27)

1
D =D
(@:9,2) = D) o
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Materidl | Tloustkef!] | 6y fu | Chybay_u | 6o | Chybam_o
[g/cm®] | [mrad] | [mrad] (%] [mrad] [%]

Al 0,2160 | 3,701 | 3,534 4512 | 3,500 5,431
0,8170 | 8,051 | 7,670 4732 | 7428 7,738

2,1729 | 13,880 | 13,104 5,591 | 13,024 6,167

3,3500 | 16,920 | 16,258 3,913 | 16,823 0,573

7,0960 | 28,357 | 26,931 5,029 | 26,976 ~4,870

11,9570 | 42,065 | 39,986 4,942 | 39,607 5,843

13,5690 | 42,422 | 40,534 4,451 | 44,231 4,271

17,7230 | 61,129 | 58,230 4,742 | 59,329 -3,002

21,2450 | 91,129 | 87,103 4,418 | 87,279 4,225

21,9150 | 92,504 | 88,657 4,159 | 104,860 |  +16,600

22,1100 | 98,021 | 93,645 4,464 | 117,185 |  +19,551

12

Tabulka 2.2: Hodnoty mnohonasobného rozptylu. 6y je nejpresnéji stanovena hodnota dle Moliérovy
teorie mnohondsobného rozptylu. Hodnota 1thlu 6y je uvddéna v (Gottschalk et al.,[1993) jako vysledek
Highlandovy aproximace. Uhel 6, je pocitany dle popsané implementace v této praci. Chybay g udéva
procentudlni rozdil hodnot 0y a 0y, Chybay_¢ udava procentudlni rozdil hodnot 6y a 6.

4Tloustka se v tomto pifpadé udava v jednotkich g/cm?2, jednd se o hodnotu tloustky vyndsobenou hustotou média.



Kapitola 3

Vicekriterialni programovani

3.1 Formulace vicekriteridlniho programovani

Vicekriteridlni programovani je tloha matematického programovani, ve které je predepsano nékolik
navzdjem si odporujicich tcelovych funkei. Tyto 1lohy jsou ve skutecnosti velmi bézné. Jako ptiklad lze
uvést nakup osobniho automobilu — je snaha maximalizovat technicky stav a piislusenstvi automobilu,
ale zaroven minimalizovat naklady. Pokud by bylo uvazovano jen prvni kritérium, mohlo by byt
vysledkem napiiklad nové Lamborghini v cené nékolika milionu. V pfipadé pouze minimalizace nakladu
by vysledkem mohla byt stard nepojizdna Skoda 120. Nicméné ani jedno Feseni neni ve skuteénosti
vyhovujici. Nésledujici stranky se zabyvaji tim, jak vybrat reseni, které bude co nejvhodnéjsi vzhledem
ke v8em tucelovym funkcim.

Obecné muze byt problém formulovan jako

min [f1(z), ..., fy(z)],

x e X,

(3.1)

kde x jsou navrhové proménné nalezejici prostoru proménnych x C R”™, n je pocet navrhovych
proménnych; g ucelovych funkci tvori prostor uc¢elovych funkei T C R4. Tvar prostoru proménnych je

nejcastéji predepsan formou implicitné zadanych omezujicich podminek

x:={z eR":g(x) <0,
(3.2)
h(z) = 0}.

3.1.1 Dominované a nedominované reSeni

Resenim uvedenych omezujicich podminek lze ziskat dva druhy feseni (Jablonsky, 2002). Necht existuji

pifpustna feseni (9, z(M) € y.

e Pifpustné feseni z(!) dominuje piipustnému feseni (9, jestlize pro viechny ucelové funkce
fi(z), j € {1,...,q} plati fj(x(l)) < fj(x(o)) a pro alespon jednu ucelovou funkei fi(z) je
Tr(@M) < fr(z©).

13
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e Pokud neexistuje pripustné z() takové, ze (1) dominuje (9, potom se () nazjva nedomino-

vané nebo Paretovské reSeni.

Konkrétné to znamena, ze neexistuji zadna feseni, pro kterda by byly hodnoty vSech tucelovych

funkeci lepsi nez pro feseni nedominovand.

3.1.2 Paretova mnozina a Paretiv povrch

Mnozina v8ech piipustnych nedominovanych feSeni v prostoru proménnych se nazyva Paretova mno-
zina (Pareto set). Obdobné se zavad{ termin Parettiiv povrch (Pareto front), coz je mnozina vsech
nedominovanych feseni v prostoru tcelovych funkei.

Dle tvaru rozliSujeme Paretovu mnozinu a Paretuv povrch konvexni nebo nekonvexni, viz srovnani

na obrazku B.1]

fo(z)
fo(z)

fi(x) fi(x)

Obrézek 3.1: Tvar Paretova povrchu. Vlevo je konvexni Paretiv povrch; vpravo je Paretuv povrch
nekonvexni. Prostor tcelovych funkci YT je znazornén Sedou barvou. Paretovské feSeni je vyznaceno
Cervene.

3.2 Vicekriterialni linearni programovani

Pokud jsou vsechny omezujici podminky, tj. funkce g(x) a h(x) z rovnice (3.2), a zdroveii viechny
ucelové funkce f(x) z rovnice linearni, lze tuto 1lohu fesit pomoci vicekriteridlniho linedrniho
programovani (VLP).

Gale, Kuhn, Tucker| (1951)) uvazovali obecny linedrni program s linedrni maticovou ti¢elovou funkef
a zavedli teorémy existence a duality. Jelikoz jsou problémy vektorovych nebo skalarnich ucelovych
funkci specidlnim pfipadem, je tato teorie povazovana za zdklad linedrniho programovani (Luptacik)
2009)).

Ulohu VLP lze zapsat v nasledujicim tvaru:

min Cx : Ax <b,
(3.3)
lb S X S Up.
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Matice C je matice ucelovych funkei o rozmérech n x ¢, kazdy jeji fadek piedstavuje jednu uc¢elovou
funkci. Omezujici podminky jsou uréeny matici A o rozmérech m x n a sloupcovym vektorem b o délce
m. Hodnota m urcuje pocet omezujicich podminek. Navrhové proménné x mohou byt omezeny dolni
mezi [, nebo horni mezi wuy,.

Cilem feSeni ulohy VLP je zpravidla ziskani ur¢itého kompromisniho nedominovaného feseni
(pifpadné celé Paretovy mnoziny), jelikoz bézné nenastdvé situace, kdy jsou v jednom bodé zdroven
minimalizovdny (nebo maximalizovény) vSechny tcelové funkce. K feseni VLP lze vyuzit nékolik

ruznych piistupu. Nékteré z nich zde uvadim.

3.2.1 Metoda agregace ucelovych funkci

Metoda agregace ucelovych funkeci je zalozena na ohodnoceni jednotlivych tcelovych funkei vahami w
a nasledném sestaveni agregované tcelové funkce. Jednotlivé vahy musi byt nezédporné a obvykle je
té7 piipojovana podminka, Ze je jejich soucet roven 1 (Jablonsky] 2002).

Aby bylo mozné jednotlivé ticelové funkce mezi sebou agregovat (secist), je tfeba sjednotit jednotky

na vsech ucelovych funkcich — normalizovat je.

Priklad

K dloze v rovnici (3.3)) jsou ddny nésledujici matice:

C((l) ?) A:(f?, 73), b:(—5>, =0  wup=3 (3.4)

Ulohu rozdélime na dvé tdlohy podle téelovych funkef:

minz; = x1 min zo = xo

—3$1 —3562 S -5 —31‘1 —31‘2 S -5
(3.5)

O§x1§3 O§x1§3

OS.’EQSS OS.’EQSS

Resenfm prvnfho problému dostaneme bod [0; %]T, fesenim druhého bod [%, 0]7. Dle tohoto fesen{ je
mozné urcit, ze obor hodnot Paretovskych feseni obou tcelovych funkef je shodné (0; §> Normalizaci
ucelovych funkei proto provedeme tak, ze kazdou tucelovou funkci vydélime délkou intervalu oboru
hodnot Paretovskych feseni dané icelové funkce. V tomto ptipadé pak maji acelové funkce podobu:

3 L
- L

3

Zl = = 51‘2 (36)

wlo ‘ —
w\m‘ w&i

Pokud bychom neméli o tloze predem zadné informace, je volba vah w; a wsy ¢isté ndhodna. Zde
zvolime wy; = 0,3 a wy = 0,7. Je tedy zachovana podminka, ze je soucet vah roven 1. Nésledné

sestavime agregovanou ucelovou funkci:

3 3
Oagg = w1 X (g:vl + OCEQ) —+ wo X (0£E1 + gxg) =0,18x; + 0,42z, (37)

ReSenim této tlohy s uvazovanim agregované tcelové funkce Cygg je bod [%, 0]7.
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S prihlédnutim k tvaru polytopu, viz obrézek bychom snadno mohli uréit, ze pro wy € (0;0,5)
aws € (0,5;1) je optimalnim fesenim vzdy vypocteny bod [2;0]. V opaéném piipadg, tj. wy € (0,5;1)
a wy € (0;0,5), je feSenim bod [0; %]T Pokud je w; = ws = 0,5, je feSenim celd hrana mezi vyse
uvedenymi body. Nicméné ve vétsiné piipadu, v zavislosti na pouzitém algoritmu, je i pfesto ziskdna
hodnota nékterého vrcholu polytopLﬂ

Vyhodou tohoto ptistupu je hlavné jeho jednoduchost. V piipadé, ze je nutné ziskat vétsi pocet
nedominovanych feseni, je jiz tato metoda méné vhodna, jelikoz je obtizné urcit relevantni hodnoty

vvvvvv

ptipadech.

0 1 2 3 4

fi(z)

Obrézek 3.2: Tvar Paretova povrchu. Prostor ucelovych funkei (zde zéroven i prostor ndvrhovych
proménnych) je zndzornén Sedé. Paretovskd nedominovand feseni jsou vyznacena ¢ervené.

3.2.2 Kompromisni feSeni podle maximalni komponenty

Pii kompromisnim feSeni podle maximalni komponenty d se hleda takové kompromisni feSeni, které mi-
nimalizuje maximélni, tj. nejhorsi hodnotu, ze vech cilovych funkci. V pfipadé maximalizace ti¢elovych

funkei se maximalizuje minimélni hodnota celovych funkei (Jablonskyl 2002]).

Priklad

Budeme opét uvazovat stejny piiklad, dle rovnice (3.4). Normalizovand matice téelovych funkef je:

(0 Y)
Crromm = . (3.8)
0 2

Ulohu pieformulujeme a zavedeme maximalni komponentu 4:

1P§i feSeni linedrniho programu simplexovou nebo dudlné-simplexovou metodou je optimalnim fesenim vzdy vrchol
polytopu. V ptipadé feseni zadané tlohy metodou vnitiniho bodu muze vysledné feseni lezet i na hrané, pfipadné sténé
polytopu.
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mind : {Cporm < 4,
Az < b,
z >0,

5> 0}

17

(3.9)

Resenim této dlohy pii vahéch w; = 0,5 a ws = 0,5 muzeme dostat maximalni komponentu

= % a bod [%; %]T, na obrézkuvyznaéeného modrym &tvercovym symbolem. Maximélni odchylka

hodnot normalizovanych tucelovych funkci je

(1—6) x 100 = 16, 7%.

(3.10)

P#i zméné vah dochézi k natoceni polytopu zobrazeného na pravé ¢asti obrazku|3.3|podle proménné,

jiz byla zvysena hodnota véhy. Stejné jako v predchozim piipadé je dosazeno pii vahach w;y € (0;0,5)

aws € (0,5;1) bodu [0; 3]7; pii vahdch wy € (0,5;1) aws € (0;0,5) bodu [3;0]7. Pfi wy = wy = 0,5 je

feSenim opét celd hrana. Ovsem pii extrémnich hodnotach, kdy je jedna véha rovna 1 a druhd nulova,

muze byt dosazeno feseni, které neni soucasti Paretova povrchu puvodni tdlohy, viz obrazek

4

H)
[\

0 1 2 3 4

€1

fi(z)

Obréazek 3.3: Kompromisni feSeni podle maximélni komponenty. Paretovska feSeni jsou vyznacena
tlustou Cervenou ¢arou.

)
[\

Obrazek 3.4: Kompromisni feSeni podle maximalni komponenty — nedominované feseni.

1 2 3 4
T
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3.2.3 Minimalizace vzdalenosti od idedlnich hodnot

Pti pouziti metody minimalizace vzdéalenosti od idedlnich hodnot se hleda takové kompromisni fesent,
které minimalizuje vazeny soucet odchylek od idedlnich hodnot ucelovych funkci.
Idedlni hodnoty tcelovych funkef 297, 25P°, .. ., ZoP* jsou fesenfm tlohy VLP, viz rovnice (3.3), pro

kazdou ti¢elovou funkci zvlast (Jablonsky), [2002).
Priklad

Uvazujme opét linedrni program zadaného rovnici (3.4). Vahy jednotlivych tcelovych funkei jsou
w; =0,6 a wy =0,4.

Resenfm pro samostatné ticelové funkce ziskdme postupné body 20" = [0; 217 a 257" = [2;0]7.
Resen{ je stejné v prostoru navrhovych proménnych i tcelovych funkei.

Nejprve upravime ucelovou funkci za pouziti normalizace a vah:

q
0 0
Crom = > wilciw — 27) = 0,6 x (% — 5) + 0,4 x (%2 — 5) = 0,362, + 0,24z (3.11)
i=1 3 3 3 3
Poté fesime linearni program:
min Cyom : {Az < b,
(3.12)

Z1,T2 Z 0}7

jehoz fesenim je bod [0; g]T se shodnymi hodnotami ucelovych funkei; na obrazku je zobrazen
¢tvercovym symbolem.

Vyhodou této metody je ziskani vyvazenéjsich feseni v piipadech, kdy je Paretuv povrch ¢lenitéjsi,
ovS8em pro ziskani vice FeSeni stale zustava zavislost na vhodné zvolenych vahach. Dalsi nevyhodou je,
ze 7z divodu zachovéni linedrnich vztahu je minimalizovan jen vazeny soucet jednotlivych smérovych

slozek vzdalenosti a ne skutec¢na vzdélenost.

0 1 2 3 4

fi(z)

Obrézek 3.5: Tvar prostoru tucelovych funkci piikladu minimalizace vzdélenosti od idedlnich hodnot.
Cervené jsou vyznacena Paretovska feseni.
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3.2.4 Cilové programovani

V cilovém programovéni je kompromisni feseni ziskdno na zdkladé predem definovanych cila. Dle

(Jablonsky|, 12002) je 1ze rozdélit do nasledujicich druht:

e Pevné cile vyjadiuji omezeni, kterd musi byt nutné splnéna. V piipadé nemoznosti jejich splnéni

je linedrni program nefesitelny. Pevné cile maji podobu omezujicich podminek:

Az <b. (3.13)

e Volné cile jsou omezeni, ktera umoznuji urcité bilan¢ni zmény mezi levou a pravou stranou
omezujicich (ne)rovnic. Jsou proto zavedeny kladné odchylkové proménné % a 6. Proménnd
5T uvadi miru pfekroceni hodnoty pravé strany rovnice, proménns 6~ uvad{ miru nedosaZeni

hodnoty pravé strany rovnice. Potom je mozné napsat:

Az =b+0" -0~ (3.14)

V cilovém programovani se jako tcelova funkce uziva vétsinou minimalizace odchylkovych promén-
nych, konkrétné minimalizace maximalni odchylkové proménné nebo minimalizace vazeného souctu
v8ech odchylkovych proménnych.

Odchylkové proménné mohou byt také setazeny podle dulezitosti, kterou lze vyjadiit napf. pomoci

vah.

Priklad

Uvazujme tlohu vicekriterialniho linedrniho programu ve tvaru:

maxCzx: Az <0. (3.15)

1 0 1 3 4
CZ( )7 AZ( >7 bz(), x>0, xo > 0. (3.16)
0 1 2 1 5

Za idealni, tj. cilové, hodnoty bude uvazovana optimélni hodnota jednotlivych ucelovych funkeci.

Pro prvn{ ti¢elovou funkci je optimdlnim fesenim bod [2,5;0]7. V ptipadé druhé icelové funkee je jim
bod [0; 3]7. Nedosazitelné idedIn{ fesenf je proto bod [2,5; 5]7

Nésledné zavedeme odchylkové proménné a upravime tlohu linedrniho programu:

min (6; + 05 ) : {Ax < b,
v =25 07, (3.17)
4

Resenfm uvedeného linearntho programu ziskdme kompromisn{ feseni v bodé [2,2;0,6]7; hodnoty

odchylkovych proménnych jsou d; = 0,3 a §, = 0,733, viz obrazek
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2 . 2
1.5 1.5¢
a1 S 1
0.5 0.5}
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
X1 51

Obréazek 3.6: Tvar prostoru navrhovych proménnych a prostoru odchylkovych proménnych cilového
programovani. Cervené jsou vyznacCena Paretovska feseni.

3.2.5 Bensonuv algoritmus

Bensonuv algoritmus vychézi z predpokladu, Ze je pocet cilovych funkei vyrazné nizsi nez pocet
ndvrhovych proménnych, tj. ¢ = dim(Y) <« n = dim(y). V takovém piipadé lze ocekdvat, Ze se
vice ruznych bodu na Paretové mnoziné xg promitne do jednoho bodu na Paretové povrchu Yg.
7 toho duvodu Benson predpokladal, ze je ziskani celého Paretova povrchu vyrazné méné vypocetné
narotné nez ziskani celé Paretovy mnoziny (Benson, [1998).

Zaroven se lze domnivat, ze vybér konkrétniho kompromisniho Paretovského feseni bude probihat
v zavislosti pravé na hodnotach ucelovych funkei, neni proto dulezité ziskat vSechna feseni Paretovy
mnoziny. Z téchto duvodu navrhl Benson zptsob feSeni vicekriteridlniho linedrniho programovéni
v prostoru ucelovych funkei.

Uvazujme, Ze je ddna mnozina vSech nedominovanych teseni ic¢elovych funkei Tg a mnozina vSech
piipustnych FeSeni tcelovych funkei T C RY. Potom lze vhodné zvolit T’ tak, aby T C T/ C RY.
Polytop Y’ musi byt omezeny{’]

Dale zadame vnitini bod p, pripustné feSeni v prostoru icelovych funkci, a bod yar, tzv. antiidealni

bod, pro ktery plati:

yar = min{y : y € Y’} (3.18)

Antiidedlni bod neni souc¢dsti mnoziny reSeni ucelovych funkci, mé nizsi hodnotu nez vSechna

pifpustnd feseni: ya1 < y € Y. Déle sestrojime vektor pyai a nalezneme minimdln{ skalar p € (0, 1),
aby platila podminka

p+pxpyal = Cx (3.19)

Vzhledem k tomu, Ze je Paretuv povrch v tlohach linedrniho programovéani vzdy konvexnﬂ ziskame
feSenim této rovnice jediné a zaroven nedominované reseni puvodni ulohy. Vyjimku tvoii piipad, kdy
néktera z ucelovych funkei nabyva pro vsechna feseni konstantni hodnoty.

Zakladem k dalsimu kroku je dvojice dudlnich linedarndch programu:

2Pokud nenf prostor ti¢elovych funkci omezeny, je nutné toto omezeni vytvofit uméle tak, aby neovlivnilo vysledek
optimalizace.

3Vzhledem k linedrnfm omezujicim podminkdm jsou tvofeny mnoziny pifpustnych Feseni v prostoru ndvrhovych
proménnych i v prostoru ucelovych funkci tvofeny vzdy konvexnim polytopem.
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P(y) =min(z): Az <b, Czx—z<y, (3.20)
D(y) =min(b"u+y"w): ATu+CTw<0, Y w>1, w>0, w>0.  (321)

Ziskdnim dudlnich proménnych k primdrnimu programu ({3.20) nebo pi{mo feSenim dudlniho pro-
gramu ([3.21]) dostaneme hodnoty duédlnich proménnych u a w, které slouzi k sestrojeni (nad)roviny:

H(u,w) ={y € RY: (w,y) = (b,u)} (3.22)

Nésledné je mozné ,offznout* polytop Y’ (nad)rovinou H o oblast, kterd nenf soucdsti piipustného
feseni Y. Polytop Y’ je vhodné zachovavat ve formé linedrnich nerovnic. Pfi uvazovani poc¢atecniho

tvaru Y’ zadaného nerovnicemi A’y < ¥’ je ,offznuty“ prostor ddn podminkami ve tvaru:

A/

—w

Y=< lbgul . (3.23)

U takto zadaného polytopu je nutné urcit vSechny jeho vrcholové body s, které je mozné ziskat
napi. podle postupu uvedeného v (Chen et al., [1991). Pro tuto konkrétni implementaci v MatLabu
byla pouzita volné dostupnd funkce con2vert od Michaela Kledera (Kleder, [2005).

Ziskané vrcholy s se rozdéli do dvou skupin: na ty, které jsou soucCasti mnoziny teseni T, tj.
zaroven nedominovand feSeni lezici v Tg, a na zbylé, které slouzi jako opétovny vstup pro
misto antiidedlniho bodu ya1. Takto se postupuje az do té doby, nez vSechny vrcholy polytopu s lezi
v Y. Resenim je ziskan{ celého Paretova povrchu.

Lze dokéazat, ze pocet iteraci Bensonova algoritmu je kone¢ny. Dle prace (Shao et all 2008) je
mozné zavést feSeni dle zadané presnosti — Paretuv povrch je poté ziskdn pouze piiblizné, ale tloha

je vyfeSena i v nékolikandsobné kratsim case. Tuto ipravu zde nezavadim.

Paralelni verze Bensonova algoritmu

Vzhledem k velké rozsitenosti vicejadrovych procesoru, je mozné jejich vyuziti pro paralelizaci vypoctu.
Lze tim dosdhnout vyrazné uspory casu potiebného k vypoctu.

V Bensonové algoritmu se nachazi nékolik cyklu. Hlavnim je while cyklus, ktery je spuStén na
zacatku algoritmu a jeho obsah se opakuje kazdou iteraci. Uvniti while cyklu se nachdzi dva for

cykly:

e Cyklus 1: Ziskéni kompromisnich FeSeni ve smérech vektori 5p, viz rovnice (3.19), a nalezent

(nad)rovin definujicich ofez polytopu, viz rovnice (3.20]) nebo ([3.21)).

e Cyklus 2: Ovéreni, zda vypoctené vrcholy polytopu s lezi v T.

Dulezitym predpokladem pro paralelizaci algoritmu je nezavislost jednotlivych operaci, které maji
byt paralelizovany, mezi sebou. Jelikoz je u vyse uvedenych cykli tato podminka splnéna a zdrover je
predem znamy pocet a velikost vyslednych veli¢in, jedna se o idedlni ¢ast algoritmu pro paralelizaci.

V prostiedi MatLab byla paralelni verze algoritmu implementovana cyklem parfor.
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Priklad

Je dana tloha se dvéma tcelovymi funkcemi ve tvaru rovnice (3.3)):

L0 -2 -1 -2
C= (O 1), A=|-1 -3/, b=|-21, 1,29 > 0. (3.24)
-3 -3 —4

Jako antiidedlni bod v prostoru ti¢elovych funkef je mozné zvolit bod 5! = (—1; —1)7, jelikoz jisté
nemuze byt soucasti feSeni, viz podminka nezdpornosti navrhovych proménnych. Jako vnitini bod
pifpustnych feseni v prostoru icelovych funkef mize poslouzit bod p = (2;2)7.

V tomto konkrétnim piipadé také plati, ze prostor ticelovych funkei nenf shora omezeny, tj. f1(z) €
(0;00) a fa(x) € (0;00). Jelikoz je vyzadovdno, aby byl polytop T/ omezeny, je nezbytné pfidat takovou
omezujici podminku, ktera neovlivni tvar Paretova povrchu, ale prostor tic¢elovych funkci shora omezi.

Zde zvolime:

Vf(x) < 1000. (3.25)

Nisledneé se sestavi polytop Y/, jehoz soucast{ je téz nedominované feseni YTg:

- {0 < fi(z) < 1000,} 520

0 < fa(z) <1000
V prvni iteraci dojde k nalezeni skaldru p = 0,444, ktery spliiuje podminku uvedenou v rovnici

(3-19). Déle je dopocitén bod y; = (2; 2)T:

Y1 = s1+ psib, (3.27)
kde s; = y¢'!. Podle rovnice (3.21)) ziskdme dudlni proménné u = (3;0;0;0;0)" a w = (2; 3)7 a dle
rovnice (3.23)) aktualizujeme omezujici podminky popisujici tvar polytopu Y':

Vf(z):0< f(z) <1000
T { ) ! 5 } (3.28)
2 h@ - shE <2

3

Aktualizovany tvar polytopu je vidét na obrazku[3.7) ve 2. iteraci. Poté se z uvedenych omezujicich
podminek dopocitaji vrcholy polytopu s a odstrani ty, které byly pfiddany z divodu omezeni prostoru
ucelovych funkci. Pro zbylé vrcholy se ovéri, zda jsou sou¢dsti mnoziny piripustnych feseni ucelovych

funkei T, coz lze ovétit jednoduchym linedrnim programem:

min[0;0] : {Az < b,C = s}. (3.29)

Pokud fesen{ programu existuje, potom bod lezi na Paretové povrchu (zde konkrétné bod [0;2]7).
V opacném piipadé, kdy fesSeni neexistuje, se tento vrchol ulozi do proménné s a je opét pocitan skalar
p atd.

l]T

Dalsfm feSenim postupné dojdeme k témto vrcholtim, které tvoif Parettv povrch: [0;2]7, [1; 3

[2;2]" a [2;0]T.

?
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Algoritmus je ukoncen v piipadé, kdy v8echny vrcholy lezi v prostoru téelovych funkei T, a je tim

ziskan cely tvar Paretova povrchu (viz stav po 3. iteraci na obrazku |3.7).

Iterace 1 Iterace 2

fi(z)

Po 3. iteraci

Obréazek 3.7: Schéma iteracniho postupu Bensonova algoritmu na jednoduchém piikladu.

3.2.6 Nedominovana reSeni rovnomeérné rozmisténa na Paretové povrchu

7 duvodu spravného rozhodnuti by mél mit rozhodovatel pristup k takovym nedominovanym reSenim,
ktera jsou na daném Paretové povrchu co nejrovnomérnéji rozmisténa. Z tohoto predpokladu vychazi
nasledujici algoritmus, ktery pravé tento pozadavek zohlednuje.

Vyjdeme-li z Bensonova algoritmu, viz sekce lze pomoci rovnice ziskat nedominované
feSeni lezici na Paretové povrchu ve sméru uréeného vektorem m . Pro ruzné sméry jsou vypoctena
rozdilnd nedominovand fesSeni. Tato feSeni se nachazeji jak na hranéch, tak i na sténdch polytopu, coz
muze byt vyhodou, jelikoz tak lze dosahnout vyvézenych feseni.

V prvonim kroku algoritmu je dulezité ziskat extrémni (tzn. maximdalni v pifipadé minimalizace
ucelovych funkei) hodnoty vsech tcelovych funkei, tj. hraniéni body Paretova povrchu. Témito body

se nasledné prolozi nadrovinaEl, ktera je charakterizovdna svym normélovym vektorem. Tato nadrovina

4Ve 2D piipadé se jedné o piimku, ve 3D o rovinu.
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je poté omezena konvexnim obalem okolo extrémnich hodnot ti¢elovych funkei.

Na vzniklém facetu jsou pomoci generdtoru ndhodnych bodu, viz (Devroyel [1986) a (Mysdkoval
2013), ndhodné rozmistény body. Poloha bodu je nésledné upravena pomoci vhodného nastroje pro
navrh experimentu; v této préci je pouzita modifikovand verze algoritmu distmesh (Tyburec, 2014a),
viz Pifloha [A] Tim je dosazeno rovnomérného navrhu.

V dalsim kroku jsou sestaveny smérové vektory urcené spojenim antiidedlniho bodu a rozmisténych
bodu. Jejich pomoci jsou dle rovnice ziskany ptiblizné rovnomérné rozmisténé body na Paretové

povrchu.

Priklad

Je déna tloha linedrniho programovéni o tfech proménnych ve tvaru rovnice (3.3)). Omezujici podmin-

ky jsou zadané maticemi:

3 -2 -5 -55
Lo 2 -1 -1 26
c=1o01 0|, 4= . b= . Vz>0. (3.30)
~1 -1 -3 —30
00 1
5 —2 —4 —57

Vyiesenfm zadané tlohy pro tcelové funkce C; = (107%1;1)T, Cy = (1;107%1)T a C3 =
(1;1;107%) dostaneme maximaln{ hodnoty nedominovanych ndvrhovych proménnych (v tomto p¥ipadé
se jednd zaroven o tcelové funkee): [30;0;0]7, [0;30;0]7 a [0;0;26]7. V Kroku 1 na obrézku [3.8 jsou
tyto body zobrazeny cerné.

Témito body se prolozi rovina (viz Krok 1 obrézku a ziskd se jeji analyticky predpis:

15
Tyt 57— 30=0. (3.31)

Na této roviné se za aktivnich omezujicich podminek Vz > 0 ndhodné vygeneruji body (Krok 2
obrazku . Rozmisténi téchto bodu se upravi nékterym z algoritmi pro ndvrh experimentu (zde
byla pouzita jiz zminénd modifikovand verze algoritmu distmesh) a vytvoif se smérové vektory. Jako
antiidedlni bod byl pouzit ya1 = (0;0;0)7, viz Krok 3 na obrazku

Zavérem je pro kazdy smeérovy vektor vyfesena rovnice (3.19)) a nalezen bod na Paretové povrchu

(Krok 4 na obrédzku .
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Krok 1 Krok 2

Obrazek 3.8: Postup feseni pro ziskani rovnomérné rozmisténych nedominovanych feseni.
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Kapitola 4
Optimalizace 1écebného planu

Lécebny plan protonové terapie je jisty predpis, ktery urcuje, v jakém sméru a jakou intenzitou bude
konkrétni pacient ozarovan. Pro jeho sestaveni je nutné ziskat 3D model tkané v okoli nadoru, zpravidla
pomoci pocitacové tomografie nebo magnetické rezonance.

Do kazdého tfezu prostorového modelu jsou radia¢nim onkologem vyznaceny vyznamné struktury
— kritické orgdny (OAR) a nddor (TAR). Cilem ozafovéni je zasdhnout oblast nddoru takovou ddvkou
zéfeni DyaR min, aby byl znicen, pfipadné bylo znemoznéno dalsimu déleni naddorovych bunék (Hyn-
kova, Dolezelové, Slampa)). PFi ozafovani nddoru se nelze vyhnout zasazeni okolnich béznych tk&in
Aby pro né nebylo nutné zapisovat velké mnozstvi omezujicich podminek, zavadi se obvykle maxim&lni
dévka zafeni v nddoru Drar max (Petit, Seco, Kooy, 2013).

V pripadé, ze se v blizkosti nddoru nachézi néjaka anatomicka kriticky dulezitd struktura OAR,
jejiz ozéfeni by mélo nevratné disledky, je zde stanovena ur¢itd maximalni davka zafeni DoaR, max

tak, aby jim bylo zabranéno.

4.1 Formulace problému

Dévku zéreni lze ve sméru §ifeni, hloubce z, charakterizovat rovnici (2.3), z niz vyplyva, ze je ddvka
zateni D linedrné zavisld na primérni fluenci ®(. Ulohu lze poté pomoci omezujicich podminek za-
danymi omezenimi DraAR min, DTAR,max @ DOAR,max formulovat jako linedrni program, kde se mini-

malizuje celkové mnozstvi vyzafovanych protoni:

min Z(I)O,i : ZD”((I)OZ) < DOAR,maxa
i=1

=1

Z D;;j(®0,5) > Drar,min;
i=1 (4.1)

n

Z D;;(®0) < D1aR,max;

i=1

v®O,i > 07

1Jedn4 se napi. o kiizi, kosti a obecné o tkan, skrz kterou musi zafeni projit.

26
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kde index n oznacuje pocet Braggovych kiivek. Ovéfuje se splnéni vSech relevantnich omezujicich
podminek v kazdém voxelu j zv1ast.

V pripadé, ze je mnozina feSeni takto formulované tlohy neprazdnd, je vysledkem linearniho pro-
gramu jedno globalné optimélni feSeni, které je ale zpravidla extrémni — nékterého z pozadovanych
omezeni je dosazeno piesné a v pripadé jakékoliv nepfesnosti pfi ozafovani jiz neni pfedepsané davky
zateni dosazeno.

Aby se bylo mozné vyhnout ptipadu, kdy u programu neexistuje feseni, je tloha preformulo-
véana na ulohu cilového linedrniho programu s jednostrannymi volnymi cili, viz kapitola Pro
oblast nddoru je zavedena odchylkova proménnd dTAR, min, kterd udava, kolik Grayu zbyva k dosazeni
predepsané minimélni dévky zafeni v nddoru DTaR min, & odchylkova proménnd drar,max, uvadéjici
miru piekroceni davky zafeni pfes hodnotu Drar max. Pro oblast kritického organu OAR je zavedena
odchylkova proménnd 6oAR,max, uddvajici mnozstvi davky zafeni, o kterou byla pfekrocena hodnota
DoAR,max- Vyznam jednotlivych veli¢in je zobrazen také na obra',zku Minimalizuje se ,penaliza¢ni

funkce“ odchylkovych proménnych. Uvedeny linearni program ma poté tvar:

M=

minZ(S:

Dij ((I)O,i> < DOAR,max + 6OAR,max>

<.

M- L

D;j(®0,i) > DTAR,min — OTAR,min;
1

o
I

-

s
Il
-

D;;j(®0;) < DraRr,max + OTAR,max>

V®y,; > 0,

Vo > 0.

Obrazek 4.1: Volné cile v tloze optimalizace 1é¢ebného planu protonové terapie. Svétle Sedou barvou
je vyznacen OAR, tmavé Sedou oblast nadoru TAR.

Resenim uvedeného linedrniho programu je mozné ziskat opét jedno konkrétni extrémni reSeni.
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Nicméné tloha je jiz vzdy feSitelnd.

4.2 Volba vhodného reSeni

Pro ziskani vice kompromisnich feSeni, ktera by umoznila rozhodovateli volbu, Ize pouzit vicekriterialni
linedrni programovéni (VLP). Teoreticky je mozné aplikovat jakoukoliv metodu z kapitoly

Ziskana kompromisni feSeni linedrntho programu je mozné rozdélit na:

e Vrchol polytopu. Tato feseni jsou pii nékteré nulové odchylkové proménné extrémni — v nékte-

rych piipadech se muze jednat i o vSechny vrcholy.

e Bod na hrané polytopu. Regen{ jsou extrémn{ pouze tehdy, pokud hrana polytopu spojuje

dva vrcholy polytopu a oba tvoii extrémni feSeni se stejnou nulovou odchylkovou proménnou.

e Bod na sténé polytopu. Reseni neni extrémni, pokud zaroven nelezi na hrané polytopu.

takova TeSeni, kterd lezi na sténdch polytopu a jsou na nich rovnomérné rozmisténd, coz zaruci rozho-
dovateli dostatecnou moznost volby. K tomu bylo uzito postupu uvedeného v kapitole[3.2.6] V piipadé,
ze je pozadovany pocet feseni prili§ vysoky, je tloha casové n&iroénsﬂ Poté se jiz muze vyplatit ziskat
vSechny bodyEI lezici na Paretové povrchu vyuzitim Bensonova algoritmu, ktery byl pro tuto praci

také implementovan, viz kapitola [3.2.5

4.3 Priklady optimalizace

V této ¢asti jsou prezentovany nékteré optimalizacni dlohy, které reprezentuji vysSe popsanou teo-
rii. Postupné je nejprve uvazovdna formulace dle linedrntho programu (4.1)), dle linedrniho cilového

programu (4.2)) a v posledni ¢&sti je uvazovano vicekriteridlni feseni.

4.3.1 Minimalizace primarnich fluenci

U nésledujicich dvou piikladi optimalizace 1D lé¢ebného pldnu je uvazovén linedrni program (4.1)).
Ulohy jsou fesitelné jen diky vhodnému zadani. Lze si téz povSimnout, ze limitnich ddvek je v nékterych

hloubkéch dosazeno presné.

1D priipad s ozafovanim z jedné strany

Jako nejjednodussi piiklad optimalizace poslouzi tloha o dvou proménnych @ a ®,, viz obrdzek [£.3]
Umistujf se pouze dvé Braggovy kiivky s vrcholy ve vzdalenostech 24 a 28 cm. Ve vzdalenosti 10-15 cm
je OAR s maximalni ddvkou zafeni Doar max = 5 Gy. Nador se nachédzi mezi 20 a 28 cm. Omezen{
jsou zadand jako DraRmax = 10 Gy & Drarmin = 5 Gy. Ovéfovat splnéni podminek budeme po

1 cm.

2Pro ziskani kazdého jednotlivého kompromisniho fesen{ je nutné vyfesit jeden linedrni program.
3Vystupem Bensonova algoritmu jsou vrcholy polytopu a omezujici podminky definujici jejich propojeni facetami.
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Nejprve se ziskaji hodnoty davek zafeni jednotlivych Braggovych kfivek v bodech, kde se ovéiuje

splnéni podminek:

Kiivka | OAR(15) | T(20) | T(21) | T(22) | T(23) | T(24) | T(25) | T(26) | T(27) | T(28)

1
2

1,089
0,978

1,330
1,066

1,447
1,098

1,623
1,139

2,073
1,195

2,940
1,271

0,798
1,383

0,007
1,568

0,000
1,978

0,000
2,657

Tabulka 4.1: 1D piipad s ozafovanim z jedné strany. Vypoctené davky zafeni Braggovych kiivek
v bodech, kde se ovéiuji podminky.

Poté se sestavi jednotlivé omezujici podminky:

OAR: 1)
TAR: 2
3
1

~N o Ot

o

)
)
)
)
)
)
)
)

9

1,080, +0,978%, < 5
1,3309; + 1,066®, > 5
1,447®1 + 1,098%, > 5
1,6230; + 1,139%, > 5
2,073%; +1,1950, > 5
2,940%; + 1,271, > 5
0,798P; + 1,383y > 5
0,007®; + 1,568, > 5

0,0009, + 1,978D, > 5

10) 0,0008; + 2,657, > 5

Nezapornost fluenci: 1,0009, + 0,000P, > 0

0,000®; + 1,000P2 > 0.

Ucelové funkce je:

f = min ((I)l + (I)g)

11) 1,330®; + 1,066,
12) 1,447®, + 1,098,
13) 1,623®, + 1,139,

14) 2,073®; + 1,195®,

16) 0,798%, + 1,383,
17) 0,007®; + 1, 568®,

)

)

)

)

15) 2,940 + 1,271®,

)

)

18) 0,000®; + 1,978,
)

19) 0,000®; + 2,657, <

(4.3)

(4.4)

Takto jednoduchou tlohu je mozné vytesit graficky. Prostor navrhovych proménnych vytvari rovinu

v R2. Tato rovina je nasledné ofezdna plnénim omezujicich podminek.

D,

1.5

Obrazek 4.2: Znazornéni omezujicich podminek. Sedou barvou je vyznacena oblast, ktera tvoii feseni

dané soustavy nerovnic.
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Jak je vidét z obrazku je v tomto piipadé polytop ohranic¢en ¢tyimi aktivnimi omezujicimi

podminkami (1, 10, 11 a 17), jejichz pruseciky tvoii ¢tyfi hraniéni body uvedené v tabulce

Bod | & Dy | f=B + Dy
Al | 0,744 | 3,764 4,508
A2 | 1,210 | 3,183 4,393
A3 | 1,212 | 3,764 4,976
Ad | 1,735 | 3,181 4,916

Tabulka 4.2: Vrcholy polytopu a jejich hodnota tucelové funkce.

Dle hodnot ucelové funkce ve vypoctenych bodech je ziejmé, ze se globalni optimum nachézi
v bodé A2 s hodnotou ucelové funkce 4,393. Znamen4 to tedy, ze globdlné optimalnim fesenim, které
splnuje vSechny omezujici podminky, je ®;-ndsobek Braggovy kfivky s vrcholem ve 24 cm a ®o-
nasobek Braggovy kfivky s vrcholem v 28 cm. Vysledek optimalizace je zobrazen na obrazku Na
obrazku je zobrazen histogram DVHEl znazoriujici, v jakém procentudlnim mnozstvi nadoru bylo

dosazeno alespon urcité davky zateni.

10

I OAR
S | m—TAR
D;

D [Gy]

35

z [cm]

Obrazek 4.3: Optimalizovany jednoduchy 1D lécebny plan.

100

DVH TAR

80 |

60 |-

Objem [%)]

20 |

D [Gy]

Obrézek 4.4: Optimalizovany jednoduchy 1D 1é¢ebny plan — DVH.

47 anglického Dose-Volume Histogram.
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1D piipad s ozafovanim ze dvou sméru a vlivem nehomogenit

Druhy piiklad je zndzornén na obrdzku[f.5} Jednd se o tilohu s uvazovdnim vlivu nehomogenit, kdy se
ve vzdalenostech 10-15 cm a 35-40 cm nachézi kost. Nddor mezi hloubkami 20-30 cm je ozafovan z obou
stran z hloubek z; = 0 cm a z5 = 50 cm. Limitni davky zafeni pro oblast nadoru jsou piredepsény jako
D1ARmax = 10 Gy a Drarmin = 5 Gy. Kriticky organ se nachézi v hloubce 10-15 cm a maximéaln{

davka zafeni je DoaR,max = 1 G¥.

10

I OAR
ST | v TAR

50
z [cm]
100
80}
§‘ L
= 60
2 !
a L
g 40 _
20 |- DVH TAR
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
D [Gy]

Obrazek 4.5: Optimalizovany 1D 1é¢ebny plan s vlivem nehomogenit a ozafovanim z obou stran.

4.3.2 Linearni cilové programovani

V této ¢ésti je uveden pifpad, ktery jiz neni pomoc{ linedrniho programu (4.1)) fesitelny. Plat{ zde ale

stale extrémni dosazeni limitnich podminek.

1D piiklad s ozafovanim ze dvou sméru

Uvazujme zdroje zafen{ v hloubkach z; = 0 cm a z; = 50 cm a nddor v rozmezi 20-28 cm. Limitni
davky zafeni v oblasti nddoru jsou DraRmin = 5 Gy & DraAR,max = 10 Gy. Kritické orgdny jsou
dva — v hloubce 10-15 cm a 35-40 cm a oba maji predepsanou stejnou maximaélni ddvku zéfeni
DoaR,max,1 = DoAR,max,2 = 1 Gy.

Resenim dle linedrnfho programu ziskame vysledek zobrazeny na obrazku 7 obrazku

vyplyva, 7e tiloha dle formulace (4.1)) nem4 Fesenf — vZdy je bud pfekrocena maximalni ddvka zafen{
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Obrazek 4.6: Optimalizovany 1D lécebny pldn vyfeSeny pomoci cilového linedrniho programovani.
Ozafovani z obou stran.

v nékterém kritickém organu nebo neni dosazeno pozadované minimdlni davky zafeni v nddoru.
Konkrétni vysledek ziskany pomoci cilového linearniho programovani pirekracuje maximélni povo-
lenou déavku zafeni v obou kritickych organech, ale zaroven zachovava pozadovanou davku zafeni

v nadoru.

4.3.3 Vicekriterialni linearni cilové programovani

U vicekriteridlnfho linedrniho programovéni je umoznéna rozhodovateli volba vybéru optiméalniho
z moznych kompromisnich feseni.

Jelikoz vystupem programu muZze byt znaéné mnozstvi kompromisnich FeSeni, bylo implemen-
tovano také jednoduché uzivatelské rozhrani v prostfedi GUIDE programu MatLab. Volba feSeni je
umoznéna na zakladé hodnot odchylkovych proménnych, tzn. mife pfekroceni nebo nedosazeni za-
danych limitnich mezi. Tim je ddna rozhodovateli jasnd piedstava, jaké zmény pfi vybrani jiného
teseni docili. V 1D ptipadé je pro porovnani umoznéno zobrazit nékolik feseni soucasné.

Zaroven jsou v uzivatelském prostiedi zobrazeny DVH histogramy pro kritické organy a nédor,
které zobrazuji rovnomeérnost pokryti davky zafeni a rovnéz mohou ovlivnit vybér konkrétniho lécebné-
ho pléanu.

V pripadé, ze se jednéd o tulohu se dvéma nebo tfemi dcelovymi funkcemi, je mozné v programu
zobrazit kompletni Paretuv povrch. V opatném piipadé lze, jelikoz vétsi pocet dimenzi neni mozné
efektivné zobrazit, alespon zobrazit body na Paretové povrchu ve vSech kombinacich dvoudimen-

zionélnich a trojdimenziondlnich prostoru, které tvoii prostor tcelovych funkei.

1D piipad s ozafovanim ze dvou sméra

Budeme uvazovat jiz uvedeny piipad z piedchozi ¢asti, pouze je zde vypusténo omezeni DTAR, max;
jelikoz v tomto piipadé nemélo vyznam (hodnota tcelové funkce byla vzdy nulovd). Celkové jsou tedy
vyhodnocovany 3 tcelové funkce: 6TAR, min; 0OAR,max,1 & 0OAR,max,2-

Vystup vytvofeného programu je zobrazen na obrdzku [4.7] konkrétné jsou zde zobrazena 4 FeSent:

plnou ¢arou je vyznaceno feseni, kdy jsou nulové hodnoty proménnych dTAR, min & 6OAR,max,1. Lecko-



33

-

a

s~

KAPITOLA 4. OPTIMALIZACE LECEBNEHO PLANU

Kol a
[2¥d 4 [ T 50
. N _ . 0
juosjoiared e juosjoiared gz | i
! i 0z
! i
! i o
! i
! i 09
! i
! i 08
! i
L i 001
“9V0 HAA
[“o] a
4 g1 T a0
r T T T 0
!
! 02
!
! o
!
! 09
!
! 08
!
.............. —-I-I-I OOM
™IVO HAQ
o] a
9 2 €
T : : : 0
N, \
moys Y / 0z
i
- 9890 ¥9E0 9SY0 I " o
] GZT'0 9/50 8660 I |
] 0T 2€T0 €920 | | 09
1¥600 TT'T 620 I |
110 6980 SZEO I | 08
€820 G550 28L°0 I |
2/T0 S2Z80 280 1 001
2960 ¥YT'0 €6£0 VI HAQ
120 S2S00 ¥S'T
€rT°'0  S/90 €80
9//°0 2ET0 890
952'0 T/90 8590
908'0 €220 S6Y0
€50 6£L0 LETO
- S0 6¥9°0 SZ0
:uonoa|as YoM -

-~ sotorT [+ 0 |- 0

an gdvo qn T4VO ql TavL

:UON93I3S SanfeA suonouny aARdalqO-

ho cilového pro-

-

arnl

s

kriteridlniho line

1ce

tho 1D vi

u reSené

ledkt

ivys

’

Obrézek 4.7: Implementace zobrazen

gramu.



KAPITOLA 4. OPTIMALIZACE LECEBNEHO PLANU 34

vané je zobrazeno feSeni, kdy jsou nulové hodnoty proménnych 0AR, max,1 @ 00AR,max,2. PTerusovanou
carou je zobrazeno feSeni, kdy jsou nulové hodnoty dTAR min & 00AR,max,2. Jako posledni feseni bylo
vybrano to, kdy hodnota zadné ucelové funkce neni nulova. Toto feSeni je zobrazeno ¢erchovaneé.

Dalsfm vystupem programu je zobrazen{ Paretova povrchu, viz obréazek [I.8] Z obrézku lze vy¢cist
nékolik informaci: V3echny vrcholy polytopu (na obrdzku 177 ¢ernych bodu) se v tomto piipadé
nachazi na hranici Paretova povrchu. Déle hrany Paretova povrchu lezici v rovindch doAR,max,1 = 0
a 00AR,max,2 = 0 jsou pfimé, jedinou nepfimou hranou je hrana v roviné dtar, min = 0.

Pro snazsi moznost vybéru jsou také Cervené zobrazeny body, které byly na Paretové povrchu

vygenerovany rovnomérnym rozmisténim modifikovanou metodou distmesh.

5OAR,H1ax,2 [GY]

6TAR,min [GY]

60AR.III&X,1 [GY]

Obrézek 4.8: Implementace zobrazeni FeSeni vicekriteridlniho linearniho cilového programu — Paretuv
povrch.

3D piipad s ozarovanim z jednoho sméru

V pripadé 3D ozatrovani je nddor ozafovan z roviny zadané obecnou rovnici roviny ax +by+cz+d =0
a smérovym vektorem @ = (x,y, z). Geometrie prostted{ a vyznamnych anatomickych struktur (TAR
a OAR) jsou popsdny pomoci linedrnich omezujicich podminek. V piipadé, Ze jsou tvary nekonvexni,
je nutné je rozdeélit na vice konvexnich ¢asti.

Zde budeme uvazovat jednoduchou tlohu se zadanymi limitnimi hodnotami Drar min = 20 Gy,

DrAR,max = 40 Gy @ DoaRr,max = 5 Gy a popsané geometrii v okoli nddoru:
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Obrazek 4.9: Implementace zobrazeni vysledku feSeného 3D vicekriterialniho linedarniho cilového pro-
gramu. Zobrazen fez rovinou z = 9,75 cm. Cervené je zobrazena oblast OAR a zelené TAR.
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TAR : z2>8AN2z2<10
z>8Nx <10
y>=5Ay <7

OAR : z2>6AN2<8
z>8ANx <10
y>5Ay<T7

Cyklotron : 4= (0;0;1)
z+y+0z—-8=0
Vysledny optimalizovany lé¢ebny pldn je zobrazen na obrazku[4.9] Jelikoz nenf opét nikdy hodnota

DraAR,max prekrocena, redukuje se tloha pouze na 2 ucelové funkce — 0TAR min @ 0OAR,max. Tvar

Paretova povrchu je zobrazen na obrazku

— = =
S N

DOAR max,1 [GY]

S N e O

0 5 10
-DTAR,rnin [GY]

Obrazek 4.10: Implementace zobrazeni FeSeni vicekriteridlniho linearniho programu s volnymi cili —
2D Paretuv povrch.

3D ptipad s ozaifovanim ze dvou sméru

Jako posledni piipad je zde uvedena optimalizace 3D lé¢ebného planu protonové terapie pii ozafovani
ze dvou sméru. Oblast nddoru a kritického organu je definovéna stejné jako v predchozim ptipadé, lisi

se pouze umisténi cyklotronu:

Cyklotron : uy = (0;-0,2;0,7)
a5 = (050,3;0,7)

Oz +1y+42—-10=0

Vysledek optimalizace pfi uvazovani tcelovych funkci dTAR min @ 60AR,max j€ OPEt podobny jako

v predchozim pripadé — jedna se o linedrni kombinaci dvou extrémnich feSeni. Obé jsou zobrazena na
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obrazcich a Rez je proveden rovinou z = 9,75 cm.
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Obréazek 4.11: 3D 1é¢ebny plan s ozafovanim ze dvou sméru. Zde je dosazeno pozadované ddvky zarent
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Obrazek 4.12: 3D 1é¢ebny plan s ozafovanim ze dvou sméru. Zde je dosazeno pozadované maximéalni
davky zafeni DoaR, max-
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4.4 Casova narocnost vypoctu lécebného planu

Vypocet casové narocnosti implementace popsané v této praci byl proveden na pocitaci s béznymi
parametryﬂ Pro samotnou vicekriteridlni optimalizaci byl pouzit pouze Besnonuv algoritmus, resp.
jeho paraleln{ i neparalelni verze. Naméfené hodnoty jsou zaznamendny v tabulce [£.3]

Z tabulky je patrné, Ze casovd, resp. vypocetni, ndrotnost uvedeného postupu optimalizace fopt
je zavisla na poctu omezujicich podminek Nopstr. — tj. konkrétné na velikosti nddoru Vrag, velikosti
kritického orgénu Vpoar a na vzdalenosti bodu, ve kterych dochédzi k ovérovéani platnosti omezujicich
podminek. Na optimalizaci ma rovnéz vliv narustajici pocet ndvrhovych proménnych Ny (napft. pii
ozafovani z vice smérti) a pocet tcelovych funkel Ny .

Zasadni vliv na rychlost vypoc¢tu ma clenitost tvaru Paretova povrchu, kterd udava pocet li-

nerarnich programu, které musi byt vyteseny. Jejich pocet neni predem znam.

Viot | VTaR | VoAR | Neonstr. Ny | Niex) | Nvert | tgen [8] | topt,non [8] | fopt,par [Sﬂ
43.560 216 252 686 218 2 2 2,613 0,655 16,632
66.424 392 448 2.019 787 3 57 8,143 51,993 47,237
25.872 180 330 873 363 3 455 2,775 118,950 90,645
76.800 512 512 2.563 | 1.027 3 201 | 11,337 285,529 222,354
88.200 648 576 3.176 | 1.299 3 182 | 16,102 457,189 334,597

Tabulka 4.3: Casovd néroénost vypocétu lécebného planu. Vie: je celkovy pocet voxelt, Viar je
pocet voxelu v nddoru, Voar je pocet voxelu v kritickém orgdnu. Neonstr. znacni pocet omezujicich
podminek, Ny pocet ndvrhovych proménnych, Ngy) pocet ticelovych funkel a Nyery pocet vrcholi de-
finujici Paretiv povrch. tgen uvadi ¢as potiebny k dopocitani prostorového sifeni zafent, topt,non je €as
potiebny pro optimalizaci VLP neparalelni verzi Bensonova algoritmu. Doba vypoc¢tu paralelni verzi
Bensonova, algoritmu je topt,par- ttos j€ celkovy €as vypoctu lécebného planu.

Dle prace (Shao et al., |2008|) je mozné pocet vrcholu Paretova povrchu snizit zavedenim modelu,
kdy neni Parettuv povrch ziskan piesné, ale pouze pfiblizné se zadanou piesnosti. Vypocet lze zdroven

urychlit pouzitim paralelni verze Bensonova algoritmu.

5Pro optimalizaci byl vyuzit MatLab R2014b na poéitaci Acer Aspire V15 s procesore i5-4210H o frekvenci 2,90 GHz
a RAM 8 GB DDR3L SDRAM. Pouzity opera¢ni systém byl Ubuntu 14.04 64bit.
67 toho otevieni a zavieni paralelniho poolu v MatLabu trvé 11,5 s. Byla pouzita 2 vypocetni jidra.
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Z.aver

V ramci této prace byl implementovan zjednoduSeny model §ifeni protonového zafeni prostorem.
Postupné byla zavedena analytickd aproximace Braggovy kiivky, vliv zmén prostiedi, ve kterém se
zafeni §ifi, a teorie mnohonasobného rozptylu pomoci Highlandovy aproximace. Dle porovnavanych
hodnot bylo dosazeno dostateéné piesnych vysledku.

Nésledné byla zavedena stézejni ¢ést této prace — optimalizace lé¢ebného pldnu protonové terapie.
Nejprve byl predstaven linedrni program, ktery minimalizoval mnozstvi vyzérenych ¢dstic (protonu).
Slabinou tohoto pfistupu je ale to, ze neni garantovdna feSitelnost linedrntho programu. V piipadé
fesitelnosti tlohy je vysledkem globalné optimalni feSeni, které dosahuje nékterych omezujicich hodnot
davek zareni presné.

Poté byl pfedstaven linedrni program s volnymi cili, ktery zarucuje fesitelnost tlohy. Vystupem
programu je jedno feSeni, které nabyva opét meznich hodnot a neni proto pro samotny lécebny plan
prilis vhodné.

Finélni dpravou linearniho programu bylo proto jeho prevedeni na vicekriteridlni model, kdy je
pomoci Bensonova algoritmu ziskédn cely Paretuv povrch, tzn. celd oblast nedominovanych (kom-
promisnich) feseni{ v prostoru dcelovych funkci. Tim je zaru¢ena maximélni moznost volby vybéru
feSeni rozhodovatelem. Pro zrychleni vypoctu byla také implementovana paralelni verze Bensonova
algoritmu.

Jelikoz je bodu lezicich na Paretové povrchu nekoneéné mnoho, bylo pfistoupeno ke generovani
reprezentativnich vzorku feSeni ve smérech danymi rovnomérné rozmisténymi body modifikovanou
verzi algoritmu distmesh. V piipadé, Zze je pocet potiebnych kompromisnich feSeni maly, je tento

zpusob zpravidla rychlejsi nez Bensonuv algoritmus.
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Priloha A
Modifikovany algoritmus distmesh

Algoritmus distmesh (Persson, Strang, |2004)) byl napsén v programu MatLab jako jednoduchy néstroj
pro generovani siti a funguje na principu dynamické relaxace. Zde je pouzit pro navrh experimentt
(DoFEs — Design of Experiments). Oproti rychlejsim algoritmum jako shlukovani je vyhodou tohoto
algoritmu hlavné vysledna kvalita ndvrhu, viz (Mysdkoval [2013)).

Do algoritmu vstupuje sada navrhovych bodu P, které lezi uvniti ndvrhového prostoru N. Jeho

tvar je popsan pomoc{ distanéni funkce d(z1, ..., z,), kterd je definovdna jako:

d(z1,...,xn) <0proz e N

d(zy1,...,xn) > 0prox ¢ N,

kde n je poc¢et dimenzi navrhového prostoru.

Dale jsou vyuzitim Delaunayovy triangulace jednotlivé body P navzdjem propojeny trojihelni-
kovou siti. Vznikd tim analogicka dloha k pithradové konstrukei, kdy jednotlivé body predstavuji uzly
konstrukce a vznikla propojeni mezi nimi pruty.

Jak u ptihradové konstrukee, tak i zde musi byt zachovdna podminka silové rovnovahy. Je vypocte-
na optimélni vzdédlenost mezi pruty Lo a skuteénd délka prutu L. Z jejich rozdilu je urc¢ena velikost

pusobici sily F:

F=Ly—L (A.2)

Vysledna sila je rozlozena do vsech sméru (dimenzi). Disledkem pusobicich sil jsou posuny. V zavi-
slosti na zvoleném ¢asovém kroku At lze proto provést samotné posunuti jednotlivych bodu o vzda-

lenost AP:

P=P+AP=P+AtF (A.3)

Pokud se néktery z bodu posune mimo piedepsany navrhovy prostor N, je generovano takové
vnéjsi silové zatizeni, aby k posunu nedoslo. Toto vnéjsi silové zatizeni pusobi ve sméru gradientu
distanéni funkce.

V piipadé, ze se uzly posunou vice, nez je predepsana tolerance, jsou aktualizované souradnice vstu-
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pem pro opétovné vytvofeni Delaunayovy triangulacni sité. V opacném ptipadé ziskavame optimélni
rozmisténi uzlu. Cyklus je ukoncen také pii prekroceni predepsaného mnozstvi iteraci.

této metody, Dalaunayova triangulace, byla nahrazena propojenim s sousednich bodu, tzn. kazdy bod
vytvarel s vazeb a byl soucasti alespon s prutu konstrukce. K samotnému nalezeni sousednich bodu
byla pouzita v softwaru MatLab funkce knnsearch.

Piiklad takto fesené dvoudimenziondlni ilohy je znézornén na obrdzku

1
051
LIPS .‘
. .I‘. ‘\
(XY °
e® o o °
-0.5
-1 L
-1 -0.5 0 0.5 1

Obrazek A.1: Piiklad feSené 2D 1lohy upravenym algoritmem distmesh. Na levém obrézku je zobra-
zeno 30 vstupnich boda P. Pro kazdy bod bylo uvazovano 5 nejblizsich sousednich bodi. Na pravém
obrazku je stav po 100 iteracnich cyklech. Navrhovou oblasti je kruh o poloméru 1.

Dle naméfenych hodnot bylo zjisténo, ze pouzita uprava algoritmu distmesh tilohu znac¢né zrychlila
a umoznila vypocet tloh o vice dimenzich nez v piipadé puvodniho algoritmu. Kvalitativné bylo

dosazeno obdobnych vysledkii.



Priloha B

Numerické reSeni urcitych integralu

V piipadech, kdy se nedé tesSeni urcitého integralu vyjadrit symbolickym zapisem, je mozné piislusnou

hodnotu spoéitat numericky. Jediné, co je treba znat, jsou funkéni hodnoty pozadované funkce v urce-

nych bodech. Potom, dle pozadované pfesnosti, se tyto body prolozi polynomialni funkci, jejiz integrél

se spocita snadno.

Obecné se, dle pozadované presnosti, rozdéli interval na nékolik ¢dsti. V kazdé ¢asti intervalu se

spoc¢ita n funkénich hodnot, kde n znaé¢i stupen polynomu, kterym se funkce aproximuje. Bézné se

pouzivaji polynomy do 4. stupné, vypocet s n > 8 je uz ale problematicky, jelikoz koeficienty ¢ nabyvaji

zapornych hodnot (Kress| [1998]).

b—a

/abf(:z:)dx ~—

[le('TO) + ...+ Cnf(zn)]'

Koeficienty ¢

Newtonovo 2 /g
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