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ABSTRAKT

Podstatou této bakalarské prace je homogenizace materidlu s nahodnou mikrostruk-
turou z hlediska tepelné vodivosti. Jsou predstaveny zaklady dvou analytickych homo-
genizacnich metod (metody fidké aproximace a metody Mori-Tanaka), jejichz vysledkem
je hodnota efektivni tepelné vodivosti materidlu v zavislosti na tepelnych vodivostech
jednotlivych slozek, jejich objemovém zastoupeni a tvaru.

Déle je do vypoctu zaveden vliv nedokonalého tepelného rozhrani nehomogenit a mat-
rice (tzv. Kapitzuv odpor na plose kontaktu) a tim i vliv absolutni velikosti nehomogenit.
Na analytickych i experimentalnich vyseldcich je ukazan pokles efektivni tepelné vodi-
vosti se zmensujici se velikosti nehomogenit (pii konstantnim Kapitzové odporu). Déle je
predstavena numericka metoda pro feseni ustdleného vedeni tepla zalozend na diskretizaci
Voronoiovym diagramem a jeji aplikace ve vyse zminénych analytickych metodéach.

ABSTRACT

This thesis deals with homogenization of thermal properties of materials with random
microstructure. Basic principles of two analytical homogenization approaches, namely the
dilute approximation and the Mori-Tanaka method, are discussed in detail. The resulting
relations for effective thermal conductivity incorporate effects of thermal conductivities
of individual components, their volume fractions and shapes.

These method are further extended to address the influence of imperfect interfacial
properties between inhomogeneities and matrix (the interfacial Kapitza resistance), which
also allows to take into account real size of particles. On the basis of analytical as well as
experimental data, it is shown that the effective conductivity decreases with decreasing
size of inhomogeneities (for constant values of Kapitza resistance). Finally, a numerical
method for the analysis of steady-state heat transfer based on the Voronoi discretization
is presented and applied to verify the aforementioned analytical methods.
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1 SLOVO UVODEM

Tepelnd vodivost materidli muze mit pro stavebni konstrukce (zvlasté pak pro konstrukce
pozemnich staveb) zna¢ény vyznam. Maloktery stavebni materidl pouzivany ve staveb-
nictvi je ale ¢isté homogenni a jednoslozkovy, naopak vétsina jsou materialy nehomogenni
viceslozkové (napiiklad beton), které ale obvykle maji zndmé slozeni. Je tedy vyhodné
mit k dispozici nastroj, kterym by bylo mozno predpovédét celkovou (efektivni) tepel-
nou vodivost materiali v zavislosti na jejich slozeni. Cilem této préce je pravé vytvoreni
takového modelu pro vypocet efektivni tepelné vodivosti, navic s uvazovanim moznosti
nedokonalého spojeni slozek daného materialu.

Organizace vlastni prace je zvolena nasledujicim zpusobem. V kapitole 2 jsou defi-
novany zakladni pojmy a rovnice vedeni tepla. V kapitole 3 se vysetiuje vliv osamocené
nehomogenity umisténé v nekoneé¢né matrici na teplotni pole, jehoz znalost se nasledné
v kapitole 4 pouzije pro urceni efektivni tepelné vodivosti materialu v zavislosti na jeho
znamém slozeni a vlastnostech (objemovém zastoupeni a tepelné vodivosti) jednotlivych
slozek. Pro vypocet jsou predstaveny dvé metody, metoda tidké aproximace a metoda
Mori-Tanaka. Dale je diskutovan vliv ndhodné orientace a ndhodného tvaru nehomoge-
nit na vyslednou efektivni vodivost a nasledné je do vypoctu zaveden vliv nedokonalého
tepelného kontaktu mezi nehomogenitami a matrici, ¢imz se do vypoctu zahrne i vliv abso-
lutni velikost nehomogenit. V kapitole 5 je déle predstavena numerickd metoda pro feseni
teplotniho pole a jeji pouziti ve vyse jmenovanych analytickych metodach. V zavéru prace
v kapitole 6 jsou odvozené vztahy a metody ovéreny aplikaci na skutecné experimentalni
hodnoty, prevzaté z odborné literatury.

2 UVOD DO TERMODYNAMIKY

Dle [14] je termodynamika obor fyziky, ktery se zabyva teplem a tepelnymi jevy, zkouma
vzajemné vztahy mezi velicinami charakterizujicimi makroskopicky stav systému a zmény
téchto velicin pii fyzikalnich déjich. Termodynamiku muzeme rozdélit na tzv. klasickou,
ktera se zabyva systémem z makroskopického hlediska, a statistickou, ktera studuje chova-
ni velkého mnozstvi ¢astic za pomoci metod teorie pravdépodobnosti a vychéazi z kinetické
teorie latek (obor molekulové fyziky).

Déle muzeme termodynamiku rozdélit na rovnovaznou (stacionarni), zabyvajici se
studiem systému v rovnovazném stavu (kdy se jednotlivé veli¢iny neméni s ¢asem), a ne-
rovnovaznou (nestaciondrni), zabyvajici se systémy ve stavu nerovnovazném, tedy tako-
vymi, kde jsou termodynamické veli¢iny ¢asové proménné.

2.1 ZAKLADNI POIMY

Zakladni pojmy jsou prevazné prevzaty z [13].

Teplota (7)
Jednim ze zdkladnich pojmu termodynamiky je teplota. Dle definice z [15] je teplota
vnitini skalarni intenzivni veli¢ina charakterizujici tepelny stav hmoty. Jednotkou teploty
je Kelvin, znaci se K. Kelvin je jednou ze zékladnich jednotek soustavy SI.



Teplo (Q)
Podle 1. véty termodynamiky je teplo systémem ptijaté pti tepelné vymeéné rovno zvyseni
vnitini energie systému zvétSenému o systémem vykonanou praci. V pripadé nulové vy-
konané prace muzeme teplo popsat jako miru zmény vnitini energie systému pfi styku
s jinym materidlem. Jednotkou tepla je Joule, J = m?kgs2, rozmérové se tedy jednd
0 energii.

Tepelna kapacita (C)
Tepelnd kapacita vyjadiuje schopnost télesa piijimat teplo. Ciselné se tepelnd kapacita
rovna teplu potfebnému k ohiati daného télesa o jeden Kelvin. V zavislosti na podminkach
ohtevu se zavadi pro dva idedlni piipady (mérnd) tepelna kapacita za stédlého objemu a za
stalého tlaku (viz kapitolu 2.2.1).
d@

- dT
Kde C' je tepelnd kapacita v JK™! = m?kgs 2K~}
d@)  dodané teplo
dT  prirustek teploty zpusobeny dodanym teplem

C (2.1)

Meérna tepelna kapacita (c)
Meérna tepelna kapacita je teplo pottebné k ohiati jednotky hmotnosti dané latky o jeden
K, jedna se o materidlovou konstantu (ktera ale obvykle byva zavisla na aktudlni teploté).

C 1 (dQ
c=— = <dT> (2.2)

Kde ¢ je mérna tepelnd kapacita v JkgT! K™t = m?s 2K~}
C tepelna kapacita
m hmotnost dané latky

d@) dodané teplo
dT  prirustek teploty

Tepelny tok (/)
Tepelny tok je teplo dodané za jednotku casu.

@

lo = dr

(2.3)
Kde I je tepelny tok v Js™! = W = m?kgs™3

d()  privedené teplo

dr zacasT

Hustota tepelného toku (q)
Hustota tepelného toku je definovana podilem tepelného toku a plochy, jiz tento tok kolmo
prochéazi. Néekdy se vSak hustota tepelného toku zkracené nazyva tepelny tok, a i v této
préaci tak nékdy budeme ¢init, vzdy ale s oznacenim vyhradné ¢ ¢i D (respektive q, D).
Oproti netucné znacenym skalarnim velicindm tucné znacené veli¢iny vyjadiuji vektory
¢i tenzory 2. radu.

_ dig T _ dg

—ast 1T as (2.4)

q



Kde q je hustota tepelného toku v Wm=2 = kgs—3
dlg  tepelny tok
dS  plocha v m?
n jednotkovy normalovy vektor plochy d.S

Tepelna vodivost (K)
Tepelna vodivost vyjadiuje schopnost latky vést teplo. Je to materidlova konstanta, kterd
ale opét muze byt z4visld na aktudlni teploté. Ciselné je tepelnd vodivost (resp. soucinitel
tepelné vodivosti) rovna zdporné hodnoté hustoty tepelného toku pii jednotkovém tep-
lotnim gradientu. Znaci se jako A nebo K. V obecném piipadé trojrozmérného vedeni
tepla je soucinitel tepelné vodivosti tenzor druhého fadu rozmeéru 3 x 3. Nasledujici rov-
nice vyjadiuji tzv. Fourieruv zakon.

dT

~K— (2.5)

q:

nebo v obecném pripadé
q=-KVT (2.6)

Kde K je soucinitel tepelné vodivosti (tenzor 3 x 3) ve Wm™ ' K™! = mkgs 3 K™!
qa hustota tepelného toku, q = (g, g, ¢:)"
VT  teplotni gradient
aT oT aT\'
VT = (V,T,V, T,V.T)" = | —, =, = 2.7
( Y ) ((’91: Ay 82) (27)
Tepelna propustnost (h)

Tepelna propustnost télesa (vrstvy) je ¢iselné rovna zaporné hodnoté hustoty tepelného

toku pii jednotkovém teplotnim rozdilu na opa¢énych povrsich dané vrstvy.

q=—hAT, q'n=—-hAT (2.8)

Jinou definici tepelné propustnosti muze byt, ze tato je tepelnd vodivost pripadajici
na tloustku dané vrstvy.

h=— 2.9

t (29)

Kde h  je tepelnd propustnost ve Wm2K~! = kgs 3 K!

qa hustota tepelného toku
AT  teplotni rozdil

K soucinitel tepelné vodivosti
t tloustka dané vrstvy
n jednotkovy normalovy vektor vrstvy

2.2 ZAKLADNI ROVNICE VEDENI TEPLA

Zékladni podminkou pro siteni tepla prostfedim jsou rozdilné teploty v ruznych mistech
prostiedi. Ptirozené potom teplo z mist s vyssi teplotou postupuje do mist s teplotou
nizsi. Dle 2. termodynamického zakona tomu ani samovolné nemuze byt obracené. Teplo
se muze §itit tfemi zpusoby:



e vedenim (kondukef)
e proudénim (konvekei)
e salanim (radiaci)

Tato prace se vyhradné zabyvé sitenim tepla vedenim (kondukef).

2.2.1 1. termodynamicky zakon

Zakladni rovnice vedeni tepla vychazi z jiz zminéného 1. termodynamického zakona, ktery
fika, ze teplo systémem prijaté pii tepelné vymeéneé je rovno zvySeni vnitini energie systému
zvétsenému o systémem vykonanou préci (zakon zachovani energie).

AQ = AW + AU (2.10)

Kde AQ je teplo, kladné v pripadé, ze systém teplo prijima
AW  préce systémem vykonand
AU  zmeéna vnitini energie systému, kladna v pripadé narustu

Tato rovnovaha musi platit pro libovolny ¢asovy interval. Po vydéleni celé rovnice ¢asem
a limitnim prechodu k ¢asové derivaci dle [11] dostavéame:

AW AU

Ip=—+— 2.11
@ dr +dT ( )

Kde Iy je tepelny tok
dW/dr  casova derivace prace, tedy vykon
dU/dr  casova zména vnitini energie systému

Jednotky jsou Js7! = W. V pifpadé, Ze jedinym vyskytem prace soustavy je zména ob-

jemu, pak W muzeme vyjadiit jako W = pdV, kde p je tlak. Rovnice (2.11) ma dva
specidlni pripady: déj izochoricky (za konstantniho objemu) a déj izobaricky (za kon-
stantniho tlaku)

WU ar
@vT g T T ar
dH dT

IQ,]) = E = meE (212)

Kde H je entalpie, H = U + pV
¢,  mérna tepelna kapacita pro staly objem

¢,  mérna tepelna kapacita pro staly tlak

V idedlnim piipadé dokonale tuhé (nestlacitelné) latky se obé mérné tepelné kapacity
rovnaji ¢, = ¢, = ¢, z ¢ehoz plyne vyraz pro tepelny tok:

Ig = — =mc— (2.13)



2.2.2 Rovnice jednorozmérného vedeni tepla

Kombinaci rovnic (2.5) a (2.6) Fourierova zdkona muzeme postupné vyjadrit zakladni
rovnici vedeni tepla, nejdiive pro jednorozmérny piipad (pro jednoduchost budeme uz
na zacatku predpokladat nezavislost tepelné vodivosti na poloze v prostoru i na teploté
a absenci vnitinich zdroju tepla):

A p, T =T(x,7)

Io(z)

— U
|
T+ 0x
Na obrazku je zndzornén vysek materialu s hustotou p, plochou A, tloustkou dx a hmot-
nosti m = pAdx. Dalsi popis daného vyseku je realizovan pomoci teploty T', ktera je
funkef polohy z a casu 7 ("= T'(z, 7)), a tepelného toku po obou strandch vyseku Io(z)
alg(x + ox).
Kombinaci rovnic (2.4) a (2.5) dostdvéame:

Ig=Aq=—-AK— 2.14
Q=Aq o (2.14)
Zménu tepelného toku na obou stranach vyseku vyjadiime takto:

or
Ignet = Ig(x + 6z) — Ig(z) = —K A%

|z+61’ - glla: 82T
L—dr=—-KA—9 2.15
ox ‘ 92" (2.15)
Ztrata tepelného toku odpovidd dle rovnic (2.11) a (2.13) zméné vnitini energie uzavie-
ného izochorického systému:
dU oT oT

—1Qnet = I =y = pcAE5x (2.16)

Porovndnim rovnic (2.15) a (2.16) po tupravé dostdvame:

T  pcol' 10T
0x2 K Oor aodr
Kde oo = K/pc je soucinitel teplotni (nikoliv tepelné) vodivosti. Rovnice jednorozmérného
vedeni tepla (2.17) neobsahuje veli¢inu Iy, je to parcialni diferencialni rovnice pouze pro

neznamou funkci teploty 7. Pro stacionarni pripad, kdy casovd zména teploty (prava
strana rovnice) je nulovd, dostaneme:

(2.17)

0T
— =0 2.18
02 ( )
2.2.3 Obecna rovnice vedeni tepla v prostoru

Pro obecny piipad se opét vychédzi z rovnice (2.13). Predstavme si téleso o objemu V/
a povrchu S. Téleso md v kazdém bodé x = (z,y, 2)T svého povrchu normalovy vektor



n = (ng,ny,n,)". Dle rovnic (2.6), (2.4) se tepelny tok pies element plochy dS (ven
z télesa) spocte takto:

dlgeuw = q' (ndS) = (-KVT)"(ndS) (2.19)
Dale uvazujme v télese rozloZeny objemovy zdroj tepla Q(x) s jednotkou W m™3. Tento
muze byt napiiklad zpusoben chemickymi ¢i jadernymi procesy v télese, elektrickym od-
porem pii pruchodu proudu, vnéjsimi podnéty apod. Vyraz pro celkovy tepelny tok pro-
dukovany télesem potom bude (soucet vykonu zdroje a tepelného toku do télesa):

Io= —/S(—KVT)T(ndS) +/ Qav (2.20)
v
Casové zména vnitin{ energie télesa V' dle rovnice (2.13):
dU aT
Ip= S = / 2 d 2.21
©7 ar or v (2.21)

Kombinaci rovnic (2.20) a (2.21) a upravou dostavame:

/ (KVT) ndS = / <pc - Q) (2.22)

Uzitim Gaussova teorému pro konverzi plosného integralu na integral objemovy

/andS:/V-vdV (2.23)
s 1%
a substituci v = KVT dostaneme:
or —
/ <v KVT — peZt Q) AV =0 (2.24)
v or

Rovnice (2.24) musi platit pro libovolnou (integra¢ni) oblast, vyslednou rovnici tedy

zapiSeme bez integralu:
oT

V-KVT +Q = e (2.25)

Toto je obecnd rovnice pro trojrozmérné vedeni tepla. Pokud bychom uvazovali soucinitel
tepelné vodivosti izotropni (stejny ve vsech smérech a nezdvisly na volbé souradného
systému) a nezavisly na teploté, muzeme rovnici (2.25) upravit na tvar:

Q 10T
V2T + g =3 (2.26)
Pro stacionarni pripad dostaneme formu:
VT = —g (2.27)

Nyni zopakujeme predpoklady, pro které jsme odvodili rovnici (2.25):

e Materidl je dokonale tuhy (nestlacitelny), pii pusobeni tlaku neni kondna zadna
prace

e Pii prenosu tepla se neuplatiiuje proudéni (konvekece) ani salani (radiace)

a rovnici (2.27):

e Prostredi je izotropni
e Soucinitel tepelné vodivosti K je nezavisly na teploté

e Vedeni tepla je stacionarni (ustdlené, ¢asové neménné)



3 VLIV OSAMOCENE NEHOMOGENITY

Mnoho homogeniza¢nich metod je odvozeno od chovéani jediné nehomogenity umisténé
v nekonecéné zdkladni hmoté (matrici). Néplni této kapitoly je urceni vlivu osamocené
cizorodé castice na teplotni pole uvnitt této c¢astice a v jejim okoli.

3.1 POTENCIAL TEPLOTNIHO POLE

Jako potencial teplotniho pole budeme chépat skalarni veli¢inu, pomoci niz muzeme
vyjadrit nekteré fyzikalni veliciny (napiiklad teplotu). V této kapitole budeme definovat
nékolik typu potencialu, jejich znaceni a vyznam jsou nasledujici: pismenem ¢ vyjadiime
potencidl bodového (nekoneéné malého) zdroje, ¢ pak bude znacit potencidl télesa (2
koneénych rozmeéru. Hornim indexem 7' vyjadiime teplotni potencial zavisly na poloze,
vlastnostech prostiedi (tepelné vodivosti) a piipadné na tvaru a rozmérech télesa, jehoz
potencial zkoumame. Potencidl bez horniho indexu znaci geometricky potencidl zavisly
pouze na poloze, tvaru a rozmérech télesa. Dolni index 1D vyjadiuje jednorozmeérny
pripad, 2D dvojrozmérny piipad, vyrazy bez dolniho indexu vyjadiuji obecny (troj-
rozmérny) pifpad. Napiiklad o7, vyjadiuje jednorozmérny teplotni potencidl bodového
zdroje, ¢ potom geometricky potencidl pro trojrozmérny piipad.

3.1.1 Jednorozmérny pripad
Predstavme si nekonecny drat o plose prutrezu A a vodivosti K a v ném v pocatku soustavy

souradnic zdroj tepla @ zaujimajici cely prifez dratu v oblasti €.

= T

( 16 0
gve’ Lot

Bereme-li v iivahu ustaleny stav a predpokladédme-li, Ze se teplo v dratu bude sitit syme-
tricky od zdroje tepla, bude podle zakona zachovani energie platit:

QotA=1I5=q2A (3.1)
z ¢ehoz plyne:
— dT
ot = —2K— 2
Q - (32)
Kde r je vzdalenost od zdroje tepla Q. Upravou dostaneme:
Qo
dT ¥ dr
_ Qot
/ ar—— [ S ar
Qdt



Kde C je integra¢ni konstanta. Po predepsani teploty Ty v misté zdroje tepla a substituci
r = |z| dostaneme:

Qot

K obdobnému vysledku bychom dospéli i po umisténi pocatku soustavy souradnic do jiné-
ho bodu. Potom pro zdroj v bodé 2’ a teplotu zjistovanou v bodé z plati:

Qdt

T:To—ﬁx—x’\:To—i—@go{D (3.5)
Kde 5t
Pip = —ﬁ\ z— 1| (3.6)

je jednorozmérny teplotni potencial bodového zdroje tepla. Dle zakona superpozice ziska-
me jednorozmérny potencidl télesa koneéné délky ¢l souctem (integraci) vsech bodovych
zdroju v oblasti €2, tedy:

1 1 1
Iy =- Qﬁym_gﬂdt:—ﬁ/ﬂym—x']dtz—ﬁwa (3.7)

O1p = [o |z — 2’| dt je jednorozmeérny geometricky potencial télesa. PTi umisténi pocatku
do stredu télesa dostaneme integraci v mezich —ty az +to vysledny potencial:

to x4 t2 v Q
= r—olds = 0 3.8
P10 /to | | { 2|z|to mimo €2 (3:8)

Prvni a druhé derivace geometrického potencidlu vypadaji nasledovneé:

d¢1D ’ 2x v Q
= = 3.9
dz 91D { +2ty mimo (39)
d®¢1p ” 2 v Q)
= — 3.10
da? 91D 0 mimo §? ( )

Vsimneme si nékolika vlastnosti potencidlu. Za prvé je potencial v celé délce spojity, jako
funkce = se chova v oblasti €2 kvadraticky, mimo €2 linedrné, z ¢ehoz plynou i vlastnosti
jeho derivaci: prvni derivace je v ) linearni, mimo €2 konstantni, druhd derivace je v 2
konstantni, mimo €2 je rovna nule.

3.1.2 Dvojrozmérny pripad

Podobnou posloupnosti a tvahou vyjadiime i potencidl pro 2D (kde ¢(r) znaci hustotu
tepelného toku ve vzdalenosti r od tepelného zdroje a o(r) je obvod kruhu o poloméru r,
tedy délka hranice, ptes kterou piislusny tepelny tok protéka):

r=|x—x| :\/(x—x’)2+(y—y’)2 (3.11)
tdSQ =Ig =q(r)o(r) = —Kfﬁj 27y (3.12)
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dT = oIy dr
Qds
T_%—2ﬂ(qum+Q@5

ds

T [ —

Y2 o K Inr

¢m7=iégnrd5 (3.13)

. o(r)

Qv Q

3.1.3 Trojrozmeérny piipad

A konecné i pro piipad trojrozmérny, kde ¢(r) je opét hustota tepelného toku ve vzdalenos-
tir a S(r) je povrch koule o poloméru r, tedy plocha hranice, pres kterou pfislusny tepelny
tok protéka):

r:\x—x’|:\/(a:—a:’)2+(y—y’)2+(z—z’)2 (3.14)
_ T
dVQ =1g=q(r)S(r) = _Kir 4rr? (3.15)
o Qav
dT" = s dr

V predchozich dvou pripadech jsme predepisovali teplotu T v poc¢atku soustavy souradnic.
V tomto pripadé ale teplota v poc¢atku neni vibec definovana, proto teplotu predepiSeme
v jiném bodé, a to v nekonecnu. Pokracovanim integraci a podminkou T'(r — oo) = Ty
dostaneme

Qdav —

T="T =T T
0+47TK7’ 0+ Q¢
Y T urKr  4nK Y
1 1
b= ,m/:/f4447dv (3.16)
Qr o|x—x|

11



3.1.4 Potencial télesa tvaru elipsoidu

Je-li télesem elipsoid s poloosami a, b, ¢ a s rovnici

:L.Q y2 22

pak se dle odvozeni napiiklad v [4] nebo [10] geometricky potencidl redukuje na:

_ > Ufs)
o = Wabc/)\ As) ds

2 2
x Y z
U = 1- 3.18

(5) <a2—|—s+62+s+02+3> ( )

Als) = (a2 +5)(B* +5)(e +9)

kde A = 0 pro vnitini body elipsoidu (z € ) a je nejvétsim kofenem rovnice U(s) = 0 pro
body mimo elipsoid (z ¢ €2). Prvni a druhé derivace potencidlu uvnitt elipsoidu vypadaji
nasledovné:

) ) ) 2
- mbc/o (1 - a2:c+ = be+ - 621 S) Ad(i) (3.19)
¢ = —27Tabc/0Oo m;EmA(i(;
P /0°° (b;i ! Adé ) (3.20)
¢ = —27Tabc/ooo (CziS)Ad(Z)
o, = —2rabe [ <a+c=19>A<$>
¢gy - —27?@()0/00O M o
ot = i [ A

Oy = Oy = B = Ol = &y, = ¢, =0 .

Vsimneme si, ze druhé derivace potencialu jsou v celé oblasti elipsoidu konstantni. Pokud
se druhé derivace elipsoidu poskladaji do matice, dostaneme:

" 1 1"
Tx Ty rz

@U — " i 1 (323)

yr vy Yz
" " "
2x 2y 2z

Dle [8] se druha derivace potencidlu na plose elipsoidu skokové méni podle vztahu

(®")sy — (®")s— = 47mn’ (3.24)
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kde n = (ng,ny,n.)" je jednotkovy normalovy vektor plochy elipsoidu. Index s+ znacf
limitu funkce, kdy se k plose pfiblizujeme z vnéjsku, s— potom limitu zevnitt. Jedno-
duchym roznasobenim a tvahou n? 4+ n? + n2 = 1 dostaneme pro libovolny vektor v
vztah

(nn"v)"'n=v'n, (3.25)

¢ehoz vyuzijeme v nasledujicich kapitolach.

3.2 METODA EKVIVALENTNI INKLUZE

Obrézek 1: Pievedeni nehomogenity s K{) (a) na ekvivalentni
inkluzi s K™ (b) dle [§]

Piedstavme si nekoneéné izotropni prostiedi s tepelnou vodivosti K™ = KT (kde
I je jednotkovd matice) obsahujici osamocenou nehomogenitu s vodivosti K(). Déle na
okrajich nekonecného prostied{ piredepiSeme konstantni tepelny tok q° (tzv. vzddleny
tok, rovnomérny tok). Principem metody ekvivalentni inkluze (equivalent inclusion me-
thod v anglicky psané literatufe) je nahrazeni nehomogenity s vodivosti K) ekvivalentni
inkluzi s vodivosti K™ okolniho prostfedi, doplnénou o rovnomérny predepsany ., inklu-
zivni“ tok D v oblasti nehomogenity (inkluze).

3.2.1 Jednorozmeérny piipad

Uvod piikladu je analogicky k odvozeni jednorozmeérného potencidlu v kapitole 3.1.1,
vektorové velic¢iny z prostorového pripadu maji jen jednu slozku, znac¢ime je tedy netuénym
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pismem. Stejné tak gradient piejde v obycejnou derivaci podle z. Pocatek souradného
systému umistime do stiedu inkluze délky 2t,. Déle rozdélime celkovou teplotu T¢) (index
I znamend, ze se jedna o teplotni pole vzniklé pusobenim nehomogenity oznacené jako
I - z anglického ,inhomogeneity*) na rovnomérnou teplotu T° z4vislou na predepsaném
rovnomérném toku ¢° a teplotu fluktuaéni T zdvislou na predepsaném inkluzivnim

toku D.

70 = 7° 4 70 (3.26)
T°=T,+VT'z (3.27)

0

0 _ _ 1-(m) 0 o_ 4
¢' = —K"VT" - VI = -2 (3.28)

kde T, je referenéni teplota v pocdtku soufadného systému, VT je konstantni teplotni
gradient definovany rovnici (3.28). V piipadé, ze druha derivace potenciélu je v oblasti ne-
homogenity konstantni (u jednorozmérného pripadu splnéno identicky), fluktuacni teplota

TW se uréf podle vztahu (viz [8)):

- d¢T
T (z) = D¢ = D—LLD
($) ®1p dr

(3.29)

kde ¢1,, je teplotni potencial. Kombinaci rovnic (3.7), (3.9), a (3.10) muzeme zapsat:

" D
TW = — o ¥ v Q (3.30)
D
D = gy o mimo € (3.31)
- d7D D
(I — _
=== v Q (3.32)
- RUAY)
vTh = =0 mimo (3.33)
T

Dalsi derivaci je ukazéano, ze fluktuacni teplota 7 spliiuje rovnici (2.18)

. 2™
2m(I) __ —
VTU_W_O (3.34)

ve v8ech bodech jednorozmérného prostoru. Podle rovnic (3.32) a (3.33) je zfejmé, ze
teplotni gradient se skokové méni na hranicich inkluze:

(VI)oy = (VI)oe = D/K™ (3.35)

Jak jiz bylo feceno diive, s+ znaci limitu hranice zvnéjsku, s— limitu hranice zevnitf.
I kdyz se méni teplotni gradient, tepelny tok musi zustat spojity:

() sr = (¢')s- (3.36)
KM (vrW), = kO (vTW),_ (3.37)
KM[(VT?) oy + (VID) ] = KO[VT) - +(VTD),_] (3.38)
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KM[(VT),y + (VT —(VTD) 4+ (VTD),_] = KO[VT),_ +(VTD),_] (3.39)
K™[(VT)yy + D/K™ +(VTW),_] = KO(VT),_ + (VTD),_] (3.40)

Uvazime-li fakt, Ze teplotni gradient rovhomérné teploty VT je vsude konstantni a defi-
nici

D
K(m)
stanovime vztah mezi skute¢nou nehomogenitou (pravé strana) a ekvivalentni inkluzi
(strana levd)

VTP = (3.41)

KM(VT? + vTW 4 vTP) = KO(VT? + vTD), (3.42)

z ¢ehoz dosazenim a tipravou vyjadifme vztah mezi gradientem rovnomérné teploty V7
a gradientem souhrnné teploty v inkluzi V') jako

Km(vr® 4 v1P) = KOvTd (3.43)
KO — g (m)
VTP = WVT(” (3.44)
Vi - P _gpo (3.45)
K (m) '

N KO — g(m)

VI = VT4 VIV = VT = VTP = VT° — =—n VT (3.46)
Km) _ g\ Km)

v = (1 — W) VT° = =0 VT’ (3.47)

3.2.2 Obecny trojrozmérny piipad

V obecném trojrozmérném piipadé se postupuje analogicky k piipadu jednorozmérnému,
jen nékteré veliciny nejsou skalarni, ale tenzorové. Zopakujeme v tivodu kapitoly zavedené
veliciny KM = K1 KU q° D, dile soufadnicovy vektor x = (z,v, 2). Stejné jako
v jednorozmérném piipadé zavedeme rozdéleni teploty

7D = 7° 4 70 (3.48)
T° =T, + (VT°) T x (3.49)
0
0— _yr'rm™ o yro=_9 (3.50)
1 ) '

V piipadé, ze nehomogenita ma tvar elipsoidu, jsou druhé derivace v oblasti inkluze kon-
stantni. Analogicky k jednorozmérnému piipadu a rovnici (3.29) muzeme zapsat (viz [8])

- 1
(I) _ TNT _
TVx)=(®") D= —-705

(®)"'D (3.51)

kde ®' = (@], @), @) je gradient (geometrického) potencidlu (@7 je gradient potencidlu
teplotniho). V piipadé neelipsoiddlni nehomogenity by bylo nutné fluktuaéni teplotu 7
(pifpadné pifmo vztah mezi teplotou rovnomérnou 7° a teplotou souhrnnou 70)) vysetfit
numericky.
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Opét se d& dokéazat, ze fluktuaéni teplota spliuje rovnici (2.27)
vepn = @ g 3.52
v (3.52)
Pokra¢ovanim z rovnice (3.51) dostane gradient fluktuaéni teploty (elipsoidu) tvar

vTd

= "D 3.53
A K (m) ’ (3.53)

kde ®” je dan rovnici (3.23). Ze znalosti rovnice (3.24) muzeme skok v teplotnim gradientu
pres plochu inkluze zapsat nasledovné:

1 1
= A K (m) [((I)”)S-i- - ((I)”)s—] D= J(m) nn'D (354)

Zaroven vsSak musi platit, ze tok pres plochu inkluze je spojity, analogicky k jedno-

(VT(I))S—F - (VT(I))S—

rozmérnému pifpadu muzeme odvodit (kde v-n = v'n):
(@)sy] -0 =[(a"),-] (3.55)
[K"(VTW) ] -0 = [KD(VTD), | -n (3.56)
KE™[(VT)g + (VTD) ] -0 = (KD[(VT),- + (VTD),]) - n (3.57)
(VT)sy + (VTD)r = (VI 4+ (VTV), ] m = (II?((:) (VT0),- + <VT<’>>S]> ‘n
(3.58)
(VTD)gy =(VTV)s ] -n = (f%[(w%_ + (VT ] = [(VT?)er) + (VID), ] | 1
(3.59)

Vzhledem k faktu, Ze rovnomérny teplotni gradient V7' je vude konstantn{ a dosazenim
rovnice (3.54) pokracujeme

nn™D/K™].n=[(KD/KM™ —1)(VT° +VTD)] - n (3.60)
Vyuzitim znalosti vzorce (3.25) dostaneme:
[D/K™].n=[(KY/KM™ —1)(VT° + VTU)] - n (3.61)

Je ztejmé, ze pokud se sobé budou rovnat vyrazy v hranatych zavorkach, rovnice bude
splnéna.

D/K™ = (KD /K™ —1)(VT° 4+ vTD) (3.62)
Substituct D
D _
VTP = (3.63)

a dalsi upravou dostaneme
KM™(VT® +vTD + vTP) = KO(VT? + vTD), (3.64)

coz je opét vztah mezi skutecnou nehomogenitou (prava strana) a ekvivalentni inkluzi
(strana leva), ktery ddle muzeme upravovat

K™(vT® 4 vrP)y = KOvTh (3.65)
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vTP — (K(m))—l(K(I) _ K(m))VT(I) (366)

Definici . & D &
(I) __ " _ = _ = D
vVTY = P 7aCD) ¢"D = K an vT (3.67)

a dosazenim rovnice (3.66) muzeme rovnici (3.48) rozepsat jako

" "

VT = v v — v 2 g - VTO+T(K(m))1(K(I) ~K™)vT? (3.68)

4 s
@Il
VT = (1= S (K) (KD — K or (3.69)
T
@//
v = [1— T(K(m))‘l(K(I) — K)o (3.70)
T
Déle definujeme Eshelbyho tenzor
q)//
_ ¢ 71
S=- (3.71)
pomoci néjz zapiseme veli¢iny )
vih = _svrTP (3.72)
v = [1 - S(K™) LK™ — KD)-LvT? (3.73)

Z vyse uvedenych rovnic plyne fakt, ze teplotni gradient v oblasti inkluze tvaru elipsoidu
je v celém objemu inkluze konstantni.

3.3 ESHELBYHO TENZOR S

Eshelbyho tenzor
S=——=25,; (3.74)

urc¢ime z rovnic (3.21) a (3.22). Je zfejmé, ze
Si;; =0 proi#j. (3.75)

Z vyrazu pro druhou derivaci potencidlu (3.21) odvodime pro diagondlni prvky tenzoru
tvar

00 ds
" — _9rab / S .
i e, (a? + s) A(s) (8.76)
o O _abe s abe s
Y odr 2 Jo (a2 +s)A(s) 2 Joo (a4 s)[(a® + s) (B2 4 s) (2 + 5)]1/2
(3.77)

kde i nabyva ve vyrazu S;; hodnot od 1 do 3, v ¢/, znaci ptislusnou soutadnici (z, y nebo
z) a v a; znaci prislusnou poloosu elipsoidu (a, b nebo c¢). Konkrétné tedy:

S = [0 + o) + 92+ )V ds (3.73)
Sag = G;)C OOO[(OL2 +8)(c + 8)] V2 (0% + 5) 2 ds (3.79)
Sz = a;)c OOO[(a2 +8) (B + )] Y23 (2 4+ 5)73 2 ds (3.80)
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3.3.1 Specialni tvary Eshelbyho tenzoru

Pro nékteré specialni tvary je mozno Eshelbyho tenzor vyjadrit analyticky [8]:

e Koule (a =b=r¢)

1
S11 = S22 = S33 = 3 (3.81)
e Elipticky vélec (¢ — o0)
L S S, (3.82)
- A AR :
e Sténa (b — 00, ¢ — 00)
511 = 1, S22 = 533 =0 (383)

Tenk4 ¢ocka (penny-shape) (a =b>> ¢)

xe ™

511 = 522 = @, 833 =1- ?CL (384)
e Zplostely (diskovity) sféroid (=rotacni elipsoid [16]) (oblate spheroid) (a = b > ¢)
a*c c c 2\"?
Sll = 522 = m [arCCOS (a) — 5 (1 — 012> (385)
S33 - 1 - 2311 (386)
e Protahly (doutnikovity) sféroid (prolate spheroid) (a = b < ¢)
a*c c 2\ c
S11 = Sgy = W L (1 — a2> — arccosh <a) (3.87)
533 - 1 — 2511 (388)

K urceni Eshelbyho tenzoru pro obecny elipsoid je v dodatku A.1 pfedstaven algoritmus
dle [5].
3.3.2 Porovnani numerického a analytického vypoctu

Pro porovnani vyuzijeme konkrétni hodnoty vyse zminénych obecnych vyrazu. Pro kazdy
priklad jsou nejdiive vypsany vstupni hodnoty, na prvnim fadku nasleduje vysledek ana-
lytického vypoctu a poté vysledek numerického algoritmu z dodatku dodatku A.1. Dle
ocekavani se sobé jednotlivé hodnoty rovnaji.

o Koule: a=2,0=2,c=2

Sy = Sy = Sg3 = 1/3 = 0,3333 (3.89)
S = Sy = S5 = 0,3333 (3.90)
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e Elipticky vélec: a = 1,b = 3, ¢ — oo(c = 9999)
S11=3/4=0,75 Sy =1/4=0,25 S33=0 (3.91)
S11 =0,7500  S9 = 0,2500  S33 = 0,0000 (3.92)
e Tenka cocka: a =3,b=3,¢c=0,01
S11 = 0,0026 Sy = 0,0026 S35 = 0,9948 (3.93)
S11 = 0,0026 S = 0,0026 S35 = 0,9948 (3.94)
e Zplostely sféroid: a =5,b=5,c=3
St = 0,2621 Sy = 0,2621 S35 = 0,4758 (3.95)
S11 = 0,2621 Sy = 0,2621 S33 = 0,4758 (3.96)

Protahly sféroid: a =5,b=5,¢=9

S11 = 10,4030 Sz = 0,4030 Ss3 = 0,1941 (3.97)
S11 = 10,4030 Sie =0,4030 Ss3 = 0,1941 (3.98)

4 URCENI EFEKTIVNI TEPELNE VODIVOSTI

Obrazek 2: Princip homogenizace

Ve své podstaté kazdy realny materidl md strukturu (byt na mikrotirovni), kterou
muzeme oznacit jako nehomogenni. Na druhou stranu se u praktického reseni inzenyrskych
uloh povazuje vétsina materidli z makroskopického hlediska za homogenni. Ukolem homo-
genizace je nalézt takové makroskopické vlastnosti (modul pruznosti, tepelnou vodivost
atd.), jez by nahradily slozité vlastnosti mikroskopické a pomoci nichz by bylo mozno
materidl modelovat jako homogenni. Tyto makroskopické vlastnosti se oznacuji jako mak-
roskopické, prumérné, ekvivalentni, efektivni atd.

Predstavme si reprezentativni (dostatecné velky) vysek materidlu o objemu V' a po-
vrchu S. Prumérny (ekvivalentni) teplotni gradient a tepelny tok se spoc¢tou nasledovné:

o« = |—é| /V a(x) dV (A1)
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VTt = “1/| /V VT(x)dV (4.2)

Kde index * znac¢i prumérné hodnoty.
Pro dalsi postup homogenizace v nasledujicich kapitolach predepiSseme na povrchu
dané oblasti homogenni okrajové podminky

T(S)=(VT")'x, au(S)=(q")"n (4.3)

kde T'(S) je teplota na povrchu S, x je soufadnicovy vektor bodu povrchu, q,(S) je
normalova slozka tepelného toku, n je vnéjsi jednotkovy normélovy vektor plochy S a V71
a q” jsou rovnomérny teplotni gradient a rovnomérny tepelny tok.

Z Fourierova zékona je efektivni tepelna vodivost K* tenzor, ktery spliuje rovnici

q"=-K'VT~ (4.4)
Za danych okrajovych podminek se da ukazat ze plati
VT* = VT° (4.5)
Zaroven ale nemusi obecné platit obdobna rovnice s tepelnymi toky, tedy
q" #9q° nebo q" =q’ (4.6)

Nésleduje predstaveni principu metody tidké aproximace a metody Mori-Tanaka pro
urceni efektivni tepelné vodivosti, vhodné pro materidly s vyskytem nehomogenit znamého
objemového zastoupeni, aviak nahodného vyskytu (predpokladd se ale z makroskopického
hlediska rovnomérné rozmisténi nehomogenit).

Uvazujeme N-fazovy kompozitni material, kde jednotlivé faze jsou ocislovany od 1
do N, pricemz cislo 1 je rezervovano pro matrici, kterd se pro prehlednost téz casto
oznacuje indexem m.

Obrazek 3: Priklad 4-fazového kompozitu
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Obrazek 4: Deformované teplotni pole pro eliptickou nehomo-
genitu. KM /K =2

4.1 METODA RIDKE APROXIMACE (DA)
4.1.1 Predpoklady

Metoda tidké aproximace (dilute approximation, DA), jak uz nédzev napovida, pred-
poklddé fidkou hustotu nehomogenit, kdy se tyto vzajemné prakticky neovliviuji (nebo
jen minimalné) a fluktuaéni ¢ést teplotniho pole v relativné malé vzdélenosti od nehomo-
genity v podstaté vymizi (viz obrazek 4). Také ¢im vice se pomér vodivosti matrice a ne-
homogenity blizi 1, tim vice se vySe jmenované predpoklady blizi realité. Predpokladem
metody je tedy vzajemnd nulova interakce mezi nehomogenitami, v dusledku ¢ehoz mu-
zeme teplotni gradient v kazdé jednotlivé nehomogenité ¢ rozdélit na ¢ast rovnomérnou
a ¢ast fluktuacni

vr® =vr° + v (4.7)
Pro nehomogenity tvaru elipsoidu dospéjeme metodou ekvivalentni inkluze k vyrazu
K™(VT? + VT + vTPO)y = KO)(VTC 4 vTO), (4.8)
a dalsi upravou
vT9 =[1-8OEKM)~"HKM - KO- 1vr° (4.9)

4.1.2 Koncentracni faktor

Z predchozi rovnice definujeme pro elipsoidalni nehomogenity koncentrac¢ni faktor Agi)l
Agy = [1-8OKM™) (KM —KO) (4.10)

pomoci né&jz vyjadifme vztah mezi teplotnim gradientem v jednotlivych inkluzich V7'
a vzdalenym (rovnomérnym) teplotnim gradientem V7°:

vT® = AW 70 (4.11)
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Pro obecny elipsoid (s hlavnimi poloosami rovnobéznymi se soufadnym systémem) m4
koncentracni faktor nulové nediagonalni cleny. Stejné jako Eshelbyho tenzor m4 i koncen-
tracni faktor A&?l (v zavislosti na dosazeném tenzoru S) pro nékteré specidlni elipsoidy
svuj specidlni tvar:

e Koule (a = b = ¢), vSechny diagonalni prvky maji tvar:

@ _ _ 3K™

e Kruhovy vélec (a = b, ¢ — o0), prvek Asz = 1, zbylé diagonélni prvky maji tvar:

. (m)
(’L) o 2K
e Sténa (b — 00,¢ — 0), Age = Asz = 1, Aj; ma tvaru (srovnej s (3.47)):
; K (m)

Pro ptipad neelipsoidalnich nehomogenit se postupuje obdobné. Predstavme si osamo-
cenou nehomogenitu obecného tvaru umisténou v nekoneéné matrici (analogie k metodé
ekvivalentni inkluze). Po vystaveni takovéto soustavy vzdalenému toku muzeme urcit
prumérny teplotni gradient v nehomogenité €2 jako

o
v = o /Q VT(x)dQ (4.15)

Koncentraéni faktor nehomogenity je definovan jako svazujici tenzor rovnomérného teplot-
niho gradientu a prumérného teplotniho gradientu v nehomogenité (ktery uz ale na rozdil
od elipsoidédlniho piipadu nebude v celém objemu nehomogenity konstantni):

VT = AYvT (4.16)

Analytické vyjadieni koncentra¢niho faktoru by bylo znac¢né slozité a v naprosté vétsiné
piipadi nemozné, lze ale pouzit feseni numerického (viz kapitola 5).

4.1.3 Vypocet K* pomoci DA

Ridké aproximace piedpoklddd, ze (primérny) teplotni gradient v kazdé jednotlivé ne-
homogenité neni ovlivnén jinou nehomogenitou a je zavisly na rovnomérném teplotnim
gradientu prostiedi VT dle vztahu (4.11). Vztah (4.2) poté upravime dle vyse zminénych
predpokladi pro N druhtt nehomogenit s objemovym zastoupenim jednotlivych fazi €@

NVT

1
VT = 7/ VT(x)dV =
Vi Z 7

V() V()

=y VT ’V’ => v (4.17)

i=1 =1
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Tento vztah vyuzijeme i pti metodé Mori-Tanaka, diskutované dalsim oddilu. Pro metodu
fidké aproximace dosadime rovnici (4.11) a (4.5) a rovnici (4.17) muzeme déle rozepsat
jako
N N .
=3 OvT® =3¢ AD v, (4.18)
i=1 i=1
coz musi platit pro libovolné VT, tedy

I_Zf(z Agzz = ¢m dzl J=1- Zﬁ )Adzl (4.19)

Déle zapiSeme rovnici pro (prumérny) tok v nehomogenité ¢
q = KOy (4.20)

a analogicky k zapisu prumérného teplotniho gradientu zapiSeme vyraz pro prumeérny
tepelny tok v celé oblasti V', ktery rozsitime

N N N
q = Zg(%)q(%) - _ Zg(l)K(z) vT® = _ <Z EOKOA dll) vVT* (4.21)
=1 =1 =1

Porovnanim rovnice (4.21) a (4.4) vyjadiime efektivni tepelnou vodivost jako

N .
K = 3" cVKVAY) (122

=1

Dalsi tipravou a dosazenim rovnice (4.19) dostaneme:

N .
Zé Al KM m AT — Zf@w“AézHK(m)( Zé dzl> (4.23)

=2
odkud konecné vyjadiime vztah pro urceni efektivni tepelné vodivosti metodou fidké
aproximace:

K* = K™ +Z§ (KO —K™)A) (4.24)

kde koncentracni faktor Adi)l je dan vzorcem (4.10) pro nehomogenitu tvaru elipsoidu,
pripadné vzorcem (4.16) pro nehomogenitu obecného tvaru.

Jesté jednou zopakujeme, ze metoda tidké aproximace davéa tim presnéjsi vysledky,
¢im je hustota nehomogenit 7idsi a ¢im vic se pomér vodivosti nehomogenit a matrice

blizi k 1.
4.2 METODA MORI-TANAKA

4.2.1 Predpoklady

Metoda Mori-Tanaka je podobnd metodé tidké aproximace, vychazi vSak z jinych pred-
pokladu. Na rozdil od tidké aproximace uvazuje vzajemnou interakci jednotlivych nehomo-
genit. Jak je uvedeno v [2], prumérny teplotni gradient v matrici V'™ a v jednotlivych
fazich kompozitu VT'¥ miizeme rozdélit takto:
vrm™ = v v (4.25)
vr® = v1° 4 vT™ v (4.26)
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kde VT je prumeérny gradient fluktuacni teploty v matrici v dusledku pritomnosti ne-
homogenit a VT'® je jiz difve zminény primérny gradient fluktuaéni teploty jednotlivych
fazi kompozitu. Kombinaci rovnic (4.25) a (4.26) vyjadiime

vr® = vrm 4 y7o (4.27)

a dosazenim do uvodnich rovnic metody ekvivalentni inkluze (v celém vypoétu pouze
nahradime gradient V7 gradientem V7'™) dostaneme

KM(wTtm 4 vT® 4 v1P)y = KO(vT™ 4 vt) (4.28)
VT = AW T (4.29)

V metodé Mori-Tanaka tedy koncentracéni faktor A&?l svazuje prumérny teplotni gradi-
ent nehomogenity VI'¥ s priamérnym teplotnim gradientem matrice V7™ (oproti VT
v DA). Pro nézornost predchozi rovnici jesté jednou opiseme a doplnime k ni vztah mezi
teplotnimi gradienty VTV a VT* pomocf nového koncentraéniho faktoru AS\?T(kde index
MT znaci faktor metody Mori-Tanaka).

vT® = AW g7 (4.30)
vr® =AY w1 (4.31)

Vyjadreni AS\?T se budeme vénovat déle.

4.2.2 Vypocet K* pomoci MT
Vsimneme si, ze pro ¢ = 1 vyjadiime z rovnice (4.30)
VT = A wrtm o AT =1 (4.32)

Z rovnice (4.17) déle odvodime

N N .
VT =3 eOvr = 3¢ AD v (4.33)
i=1 i=1
z toho
vio = ($040) vr- (€0 Se0Ag) v s
i=1 i=2
Kombinaci rovnic (4.30) a (4.34) zapiSseme
VT = A VT = Ag) (ém) T+ ¢ A&?l) v (4.35)
i=2

porovnanim s rovnici (4.31) muzeme koncentra¢ni faktor pro metodu Mori-Tanaka vy-
jadrit jako

] A (7 N ) A (2
Al - A% (€14 360 a) (4.30)

1=2
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kde pro A&?l viz (4.10). Analogickym postupem jako v piipadé DA od rovnice (4.20)
odvodime vztah pro efektivni tepelnou vodivost pro metodu Mori-Tanaka ve tvaru [3]

N .
K*=K™ 4+ ¢O(KO — KA, (4.37)
=2
nebo ve tvaru [6]
N . N — (s N . N — (s N N — [ -1
K* =Y ¢OKDAR, =Y DKIAY, (Zﬁ(l) Ag?z) (4.38)
i=1 i=1 i=1

K* = [ég TKOA ] [Zé Add] B (4.39)

nebo )

K* = [gﬁn) +Z§ dzl} [ I+Z£ dzl] (4.40)

Vysledné rovnice (4.37), (4.39) a (4.40) jsou navzajem ekvivalentni.

Specialni tvary vyrazu pro efektivni tepelnou vodivost muzeme vyjadrit kombinaci
rovnic (4.37), (4.36), (4.12) a (4.13). Nésledujici rovnice vyjadiuje efektivni tepelnou vo-
divost dvoufazového kompozitu obsahujictho pouze kulové nehomogenity. Dle ocekavani je
makroskopickd vodivost takovéhoto materidlu izotropni (stejnd ve vSech smérech), vyraz
je proto zapsan ve skalarni forme.

(m) (1) LMD — f(m)
K g 2K + KW 426/ (K Km) (4.41)
2K + K — el(K(D — Km))

Obdobné se vytesi i efektivni tepelna vodivost dvoufazového materidlu obsahujictho
nehomogenity ve tvaru rovnobéznych rotacnich valcu. Efektivni vodivost ve sméru osy
valcu je dana prostym vazenym prumeérem vodivosti jednotlivych fazi ve vztahu k jejich
objemovému zastoupeni (tzv. paralelni model), ve sméru kolmém pak vypadd nésledovné:

(my K™ + KD 4 /(KT — Km)

K= K o KO — e (R0 = Km)

(4.42)

kde horni index I zna&i vlastnosti (tepelnou vodivost a objemové zastoupeni) nehomoge-
nit.

Pro uplnost jesté doplnime vyraz pro vypocet efektivni tepelné vodivosti dvoufazového
vrstevnatého materialu. Ve sméru rovnobézném s rovinnymi vrstvami se efektivni tepelna
vodivost spocte opét pomoci paralelniho modelu, ve sméru kolmém na vrstvy potom
vypadd takto (tzv. sériovy model):

1 g(m) 5(1)

K
« _ qe(m)
o Km T - K=K

K KU — (KM — Km)

(4.43)
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4.3 NAHODNA ORIENTACE NEHOMOGENIT

V minulé kapitole jsme uvazovali fazi kompozitnitho materidlu jako skupinu nehomogenit
znamého obJemoveho zastoupeni a vzhledem k pouzitym metodam i stejného koncen-
tracniho faktoru Adzl Tento fakt mé za nasledek, ze v pfipadé nekulovych nehomogenit
bychom kazdou jinak orientovanou ¢éstici uvazovali jako samostatnou fazi (pii zméné
orientace nehomogenity se méni Eshelbyho tenzor S a tudiz i koncentracni faktor Adzl)
Za takovychto predpokladu je prakticka pouzitelnost vyse zminénych metod znac¢né dis-
kutabilni.

Tento nedostatek ale v této kapitole odstranime. Postup bude opét obdobny, zacinajici
od vlivu osamocené nehomogenity, pokracujici metodou ridké aproximace a konéici u me-
tody Mori-Tanaka. Zavedeme nejprve pojem transformace slozek tenzoru pti zméné baze.
Uvazujme ortonormalni bazi v tfirozmérném prostoru (kartézskou soustavu soufadnic)

e = (e}, ey e3) = (4.44)

o O =
o = O
_ O O

a jinou (¢drkovanou) bézi € = (€], €}, €}). Bize € je také ortonormalni (vSechny bazové
vektory jsou navzdjem kolmé) a z puvodni baze e je vytvorena prostorovym pootocenim.
Libovolna plocha souradného systému v prostoru je jednoznacéné uréena tiemi thly (tzv.
Eulerovy thly [17]) « (otoceni kolem osy z), 5 (oto¢eni kolem osy ¥), v (otoceni kolem osy
z' - jiz pootocené osy z). Uhly « a v nabyvaji hodnot (0,27), thel 8 pak hodnot (0, 7).
Transformacéni matice jednotlivych pootoceni vypadaji nésledovneé:

cosae —sina 0
Ri=]| sina cosa 0 (4.45)
0 0 1

cosf 0 —sinpg

R, = 0 1 0 (4.46)
sinf 0 cosf
cosy —siny 0
Rs; = | siny cosy O (4.47)
0 0 1

Vysledné transformaéni matice mé tvar (pricemz zalezi na poradi jednotlivych pootoceni):
R = R3R:R;, (4.48)

Béazové vektory v nasem piipadé jsou vzdy normované (jednotkové) a vztah mezi trans-
formac¢ni matici a jednotlivymi bézemi muzeme dle [9] vyjadrit jako:

R=¢e — ¢€=R (4.49)

z ¢ehoz plyne, ze transformacni matice R je zaroven pootocenou bazi a dle nasledujiciho
vzorce 1 matici smérovych kosinu (kosinu dhli mezi béazovymi vektory jednotlivych bézi)
C = cos ¢;;.

C=¢e=R (4.50)
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Déle uvazujme tenzor druhého tadu T. Transformace slozek tenzoru T v maticovém
zZapisu ma tvar:
T =RTR' (4.51)
4.3.1 NA&ahodné orientované elipsoidy

Jak jiz bylo feceno, pro kazdy elipsoid, jehoz osy jsou rovnobézné se souradnym systémem,
muzeme deﬁnovat diagonalni Eshelbyho tenzor S a pomoci néj i diagondlni koncentracni
faktor Adzl Transformace slozek tenzoru S muzeme zapsat jako

S'=RSR' (4.52)

a transformovany koncentracni faktor se vyjadii nasledovneé:

— Km _ g@o Km) _ () B
Ay =n- e ST == RSRT ' =
K — g6
=R|[I =) SI”'RT (4.53)
tedy o o
AV =RAURT (4.54)

Matlabovska implementace dukazu posledni upravy je vypsana v dodatku A.2.1. Dusled-
kem je, ze pfi transformaci Eshelbyho tenzoru se koncentra¢ni faktor transformuje dle
rovnice (4.51).

Stopa matice tenzoru T je soucet jejich diagondlnich ¢lenu, znaci se tr(T). Stopa
matice Eshelbyho tenzoru je dle rovnic (2.27), (3.21), (3.23) a (3.71) konstantni a rovna 1.
Stopa matice tenzoru je konstantni (invariantni) i pfi transformaci souradného systému,
pro dukaz viz dodatek A.2.2. Toto tvrzeni plati nejen pro Eshelbyho tenzor, ale napiiklad
i pro koncentrac¢ni faktor, ¢ehoz vyuzgeme dale.

Nejprve definujeme ,prumérny* koncentra¢ni faktor Adzl avgs Ktery je pro konkrétni
Eshelbyho tenzor vysledkem transformace (otaceni) elipsoidu do v§ech moznych orientact

2 w27

dzl avg ZAdzl - 7 2///Adlz)l/ Sln do‘dﬁ dy =

2 m 21
=g ///RACM RT sin(B3) dadBdy (4.55)
71'
kde sin(f3) je Jakobian a konstanta 872 je mira mnoziny transformacnich thlu
2 m 2w
/ / / sin(8) dadf dy = 82 (4.56)
000

Vysledkem rovnice (4.55) je diagondlni matice se shodnymi diagonalnimi prvky tvaru (viz
dodatek A.2.3)
a0 _ tr(Ag)

dil,avg — 3

I (4.57)
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Dusledkem tohoto faktu je dale dokézana tepelné-vodivostni makroskopicka izotropie ma-
terialu s ndhodné orientovanymi elipsoidalnimi nehomogenitami.

Pro feseni opét vyjdeme z metody fidké aproximace (DA). VySe odvozené vyrazy
dosadime do rovnice (4.24) a upravime.

N

* m =1 i)’ i m)\ A (¢ m al i i m =~ 15 i
=+ 35 L0 KA~k 3500 ) 3 LGy -
=2 k=1 n =2 =1 n
N . . _ (A)
— K™ 4 Z 5(@)(1{(%) _ K(m))Adil,avg (4.58)
=2

Ve vyrazu znamena & @' ob jemové zastoupeni pravé jedné orientace nehomogenity, po
sumeé pres vSechny mozné polohy nehomogenity obdrzime objemové zastoupeni celé faze
danych nehomogenit stejného tvaru a vodivosti.

Vyraz pro metodu Mori-Tanaka ziskdme obdobnou tivahou z rovnice (4.40).

N N -1
K* = | ¢mK™ + 3 é”K“’AE,Z,wg] [MI + 2 DAL g (4.59)
=2 1=2
V této rovnici jsou vSsechny matice nasobky jednotkovych matic, tudiz i vysledna matice
tenzoru efektivni tepelné vodivosti bude nasobkem jednotkové matice. Podano jinymi
slovy to znamena jiz zminény fakt, ze z makroskopického hlediska se material s ndhodné
orientovanymi elipsoidalnimi nehomogenitami nahodnych tvaru chova izotropné, rovnici
tedy muzeme zapsat ve skalarni formeé:

£lm) jm) 4 S~ £ ) 40)
1=2

dil,avg

K* = (4.60)

N @) 7@
g(m) + 22222 é(l)Adil,avg

Co se tyce velikosti tepelné vodivosti, da se ukéazat, ze ¢im vice se tvary castic blizi
tvaru koule a ¢im vice se tepelna vodivost nehomogenit blizi k tepelné vodivosti matrice,
tim presnéji se da efektivni tepelna vodivost modelovat pomoci nahradnich kulovych ne-
homogenit stejného objemového zastoupeni jako skutecné nekulové nehomogenity. Vzorce
pro vypocet efektivni tepelné vodivosti materialu, které jsou tvorené pouze kulovymi ne-
homogenitami, jsou velmi jednoduché, vyse zminény fakt je tedy pomérné zasadni pro
praktickou pouzitelnost metod pouzivanych v této praci.

Pro lepsi piedstavu ndsleduje pifklad: pro hodnoty K™ = 1,16 Wm'K~', K® =
0,19 Wm™'K~! ¢® = 0,5 (viz kapitolu 6.1) a rozméry nehomogenit 5 : 1 : 1 &ini rozdil
mezi spoctenou efektivni tepelnou vodivosti pro eliptické a kulové nehomogenity 1, 76%,
Pro rozméry elipsoidu 1 :5 : 5 pak necelé 6, 52%.

4.3.2 Nahodné orientované nehomogenity obecného tvaru

Obdobné jako v piipadé nehomogenit tvaru elipsoidu zavedeme transformaci koncen-
tracniho faktoru i pro nehomogenity obecného tvaru (4.54) a stejnym zpusobem defi-
nujeme prumérny koncentraéni faktor (4.55) s vysledkem dle rovnice (4.57):

a0 _ tr(Ag)
dil,avg 3

I (4.61)
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Stejnym zpusobem jako pro nehomogenity tvaru elipsoidu (rovnice (4.58), (4.59),
(4.60)) dospéjeme k vyrazu pro efektivni tepelnou vodivost metodou Mori-Tanaka:
¢m Em) | 55 ¢ g 40 .
K* = =2 ’ (4.62)
m ) A®
5( ) + i§2 6( )Adil,avg

Analogicky k pripadu elipsoiddlnich nehomogenit ma tato rovnice vyznam takovy, ze
i pro nehomogenity obecného nahodného tvaru a orientace je efektivni tepelnd vodivost
izotropni. Stejné tak plati i tvrzeni, Zze ¢im vice se tvary jednotlivych nehomogenit blizi
(z hlediska efektivni tepelné vodivosti) modelovani materidlu s obecnymi nehomogenitami
jako materialu s nehomogenitami kulovymi. Pro potvrzeni této teorie viz kapitolu 6.1.

4.4 NEDOKONALY KONTAKT, VLIV VELIKOSTI

Obé metody (DA a MT) ve své zakladni podobé predpokladaji dokonaly tepelny kontakt
mezi jednotlivymi slozkami kompozitu, z ¢ehoz vyplyva napiiklad to, ze efektivni vodivost
zavisi pouze na tvaru a objemovém zastoupeni nehomogenit, ale nezavisi na jejich veli-
kosti. To znamena, ze jedno jest, vezmeme-li napiiklad N kulovych nehomogenit prumeéru
d nebo 64N kulovych nehomogenit pruméru d/4, nebot jejich objem je stejny.

Redlné kompozitni materidly vsak vyse zminénou podminku nemusi spliiovat (napii-
klad v betonu mohou mezi cementovou matrici a zrny kameniva vznikat vzduchové bub-
linky atp.). Zavedeni vlivu nedokonalého (imperfektniho) tepelného kontaktu (spojeni)
na rozhrani materialii a soucasné i zavedeni vlivu velikosti nehomogenit je predstaveno
v této kapitole.

4.4.1 Jednorozmeérny piipad

Pro nézornost je opét ivod kapitoly predveden na jednorozmérném piipadu, jeho vysledky
vSak pfimo vyuzijeme i pro feseni obecné prostorové. Nedokonaly kontakt mezi slozkami
kompozitu budeme modelovat jako tenkou vrstvu na rozhrani materialu, kterd ma odlisné
vlastnosti nez obé sousedici slozky. Tloustku vrstvy budeme uvazovat jako zanedbatelné
malou vzhledem k rozmértum nehomogenit a jeji vlastnosti popiseme tepelnou propustnosti
h (viz rovnici (2.8)).

q'n = —hAT (4.63)

coz znamena to, ze v pozitém modelu se teplota na rozhrani materidlu skokové meéni. Jiz
tradicné zapocneme feSeni u osamocené nehomogenity v nekoneéné matrici, nyni jen pro
jednorozmérny piipad.

Analogicky k metodé ekvivalentni inkluze piedepiseme rovnomérny tepelny tok ¢°,
z ¢ehoz bude rovnomeérny teplotni gradient roven

vt — 4 (4.64)
KO |

Pti dokonalém tepelném kontaktu bychom vztah mezi teplotnim gradientem v matrici
a v nehomogenité zapsali jako kombinaci rovnic (4.11) a (4.14), tedy:

K(m) 0
70D VT (4.65)

vrd = AQ)VT =
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Obrazek 5: Znazornéni nedokonalého kontaktu na rozhrani
slozek a prubéh teploty: ¢erné skutecny stav, ¢ervené nahradni
teplotni pole

V pripadé nedokonalého kontaktu ptrisoudime rozhrani k oblasti nehomogenity a budeme
predpokladat, ze pro ndhradni (replacement, proto index r) nehomogenitu (spojend za-
kladni nehomogenita a nedokonalé rozhrani, na obrézku 5 vyznaceno cervené) bude platit:

K (m)
K(I,T)

vt = ATV = WA (4.66)
V jednorozmérném piipadé je tepelny tok vsude stejny (za predpokladu ustdleného ve-
deni tepla a absence vnitinich zdroji), muzeme tedy jednoduse zapsat zmény teploty
v jednotlivych cdstech prostiedi, nejprve pro vlastni nehomogenitu délky L:

AT L
0_ 7D (I _ _ 0
¢ =-K 7 — AT ¢ 75 (4.67)
a dale pro vrstvu na rozhrani materialu:
1
¢ =—hAT™ - ATW = —qog (4.68)

Celkové zména teploty (popisujici celkové chovéni ndhradni nehomogenity) poté bude

L 2
(1r) _ A7) o 2 2
ATTD) = AT 4 2AT™ = —¢ ( (I)+h) (4.69)

Dale definujeme nahradni vodivost K" coz je vodivost spliiujici nésleduji rovnici:

AT(I,T) K(I,r) L 2
0 _ _jelin) __ <_ 0 ( >> 1.
q L L T\xko Ty (4.70)
7 toho: I Ih
KO — _~ g " 4.71
K%I) + % Lh +2K®" ( )

Rovnici (4.70) muzeme rozsifit a vyjadiit tak vztah mezi rovnomérnym teplotnim gradi-
entem a ndhradnim teplotnim gradientem nehomogenity

Km)
K(I,r)

¢ =-Kmvr’ = —gUyrdn oyt = vT° (4.72)
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Porovnanim s rovnici (4.65) definujeme nahradni koncentra¢ni faktor Agf) jako

) . —(L.r K (m)
VIt = AGOVT ke A = (4.73)

¢imz jsme potvrdili platnost predpokladu z rovnice (4.66) o ndhradnim koncentracnim
faktoru Agﬁg’"). Odvozeni efektivni tepelné vodivosti pro nahradni nehomogenity je ana-
logické k odvozeni puvodnimu, jen s ndhradnimi veli¢inami. Celd procedura tedy bude
stejnd, jediny rozdil bude v indexu r u nahradnich veli¢in. Konecny vyraz pro ridkou
aproximaci je
N
K& = K0 4 5™ e (gl _ jemy 40 (4.74)

=2

a pro metodu Mori-Tanaka:

N i i A(,r
MR 4 3 ¢ R A

L K(m)
K* = Z;VQ — = N (475)
gom) 4 52 £ 4G gom) 4 3 O K m) /K Gr)
=2 =2

4.4.2 Trojrozmérny piipad — kulové nehomogenity

Analytické vyjadieni provedeme pro kulovou nehomogenitu, jiz tradicné zacinajice od
osamélé nehomogenity umisténé v nekoneéné matrici. Reseni vychézi z faktu, ze teplotni
gradient v celé oblasti nehomogenity je konstantni a rovnobézny s predepsanym rov-
nomérnym vzdalenym gradientem. V kulové nehomogenité prumeéru d zavedeme lokédlni
soufadny systém, kde osa x je rovnobézna s predepsanym gradientem. Dale zavedeme
sférické soutadnice a a [, kde thel « je odklon od osy = a [ je rotace kolem osy x .
Nehomogenitu rozdélime na vldkna rovnobézna se smérem predepsaného vzdaleného toku
(osou z). Kazdé vldkno ma délku [ = dcosa. Déle definujeme jednotkovy normélovy
vektor plochy nehomogenity n = (cos a, sin a cos 3, sin asin 3) 7.

RN
[ar!
Ozf\
K® Km)
h

Obréazek 6: Schema kulové nehomogenity s nedokonalym kon-
taktem na rozhrani mezi nehomogenitou a matrici

V kazdém vldknu definujeme zménu teploty pro jednotlivé ¢ésti systému (analogicky
k jednorozmérnému pifkladu). Pro konstantni tok v nehomogenité g = (¢*),0,0) defi-
nujeme zmény teploty v nehomogenité a ve vrstvé rozhrani jako:

I
0 _ _ AT

ATD d
gD = KO AT = _(EER

l dcos KW (4.76)
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(1) Cos &

qP™n = ¢Dcosa = —hAT® -  ATW = 4 h (4.77)
Celkovou zménu teploty vlakna vyjadiime jako
dcosa  2cosa
(Ir) — ) (h) — _ D
ATV = ATY) 4 2ATY = —¢q ( 70 + . ) (4.78)

Néhradni vodivost je opét vodivost splnujici podminku

Ir Ir
= _gun AT AT
l dcosa dcos o

KD [dcosa  2cosa
() <K(I) +— ) (4.79)

z toho upravou ziskame nahradni tepelnou vodivost pro kazdé vlakno

dh

K& — )
dh +2K®

(4.80)
Néhradni tepelna vodivost je stejna v kazdém vlakneé, je tedy stejnda i pro celou kulovou
nehomogenitu. V§imneme si nékolika faktu této rovnice. Pokud se tepelna propustnost h
blizi nekone¢nu (tepelny odpor rozhrani je nulovy), je limitni hodnotou nédhradni vodi-
vosti K" = K() g jednd se tedy o pifpad s dokonalym tepelnym rozhranim. Naopak
¢im je tepelna propustnost h nizsi, tim je i ndhradni vodivost nizsi. Obdobné pravidla
plati i pro velikost ¢éstic d. S rostouci velikosti ¢astic vliv nedokonalého rozhrani klesa,
naopak blizi-li se velikost ¢éstic 0, dle rovnice (4.80) se i ndhradni tepelnd vodivost blizi
0. Ve skutecnosti bychom ale (pro nenulovou hodnotu k) nulové nahradni vodivosti nikdy
nedosahli. Dtivodem je predpoklad, Ze tloustka vrstvy rozhrani je mnohem tenéi nez veli-
kost nehomogenity. Blizi-li se ale velikost nehomogenity nule, je tento predpoklad porusen
a k vypoctu by bylo tfeba zvolit jiny pristup.

V duchu jednorozmeérného pripadu definujeme z rovnice (4.12) ndhradni koncentraéni
faktor pro kulové nehomogenity s tepelné nedokonalym rozhranim jako

(i) 3K (m)

a pomoci néj a rovnic (4.24) a (4.37) vyraz pro efektivni tepelnou vodivost metodou fidké

aproximace
N

K* = K 43 €000 — K0 A (4.82)

=2

a pro metodu Mori-Tanaka

N i i 7 (e,r
K* = 5 4.83
N, N (2,7
6 + 3 €0 AL

4.4.3 Trojrozmérny piripad — nekulové nehomogenity

Analytické odvozeni vztahu tak, jak bylo provedeno pro kulové nehomogenity, neni prak-
ticky pro nekulové nehomogenity mozné. V [3] je zminén piipad elipsoidalnich nehomoge-
nit s konfokdlnim rozhranim (vnitini i vnéjsi okraj vrstvy rozhrani ma shodnd ohniska),
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Obrazek 7: Deformované teplotni pole pro kruhovou nehomoge-
nitu a ruzné propustnosti rozhrani. V§imneme si konstantniho
gradientu uvnitt nehomogenity a skokové zmény teploty na roz-
hrani

kdy pri vystaveni osamocené nehomogenity vzdalenému toku je teplotni gradient v celé
oblasti nehomogenity opét konstantni.

Pro nehomogenity obecného tvaru je opét nutno sdhnout k numerickym vypoctum (viz
kapitola 5) a pomoci nich spocitat pozadované veli¢iny (ndhradni vodivost, koncentraéni
faktor apod.).

At se vsak jednd o kulové ¢ nekulové nehomogenity, veliciny K@), Agi.’;”) i AS\Z/[})
a tudiz i efektivni tepelnd vodivost K* jsou zavislé na rozmérech nehomogenit, tzn. ze
do vypoctu je zahrnuta absolutni velikost ¢dstic (jako dusledek nedokonalého tepelného
kontaktu na rozhrani nehomogenit a matrice).

Bez ijmy na obecnosti muzeme fici, ze ¢im vice se tvar nehomogenit blizi tvaru ku-
lovému, tim presnéjsi je modelovani materidlu jako materidlu s kulovymi nehomogenitami
a nedokonalym rozhranim ptesnéjsi. Méreni propustnosti vrstvy rozhrani nehomogenit ve-
likosti fadu mikrometru je velmi obtizné, a asto se pouze nepiimo zjistuje, napifklad vyse
zminénymi metodami. VétSina metod je ale zaloZena na pritomnosti pouze kulovych ne-
homogenit, vysledna spoctena ,vypoctova“ tepelna propustnost je ale jina nez skutecna
tepelna propustnost rozhrani materialu, nicméné pokud je nasi prioritou zjistit makro-
skopickou efektivni tepelnou vodivost, muzeme tento fakt s klidem pfijmout.

Taktéz obecné plati nasledujici tvrzeni: ¢im je ¢astice mensi, tim je nahradni tepelna
vodivost a tudiz i efektivni tepelna vodivost materialu také mensi. Znamena to, ze ¢im
jsou castice mensi, tim veétsi hraje uvazovani nedokonalého rozhrani roli. Pro pouziti
predstavenych metod ma uvazovani nedokonalého rozhrani ten vyznam, ze kazda velikost
¢astic je uvazovana jako samostatnd faze (kazdd mé svou nahradni tepelnou vodivost
i ndhradni koncentra¢ni faktor). Takto je metoda pouzita napiiklad v aplikaci v kapitole
6.2.
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5 DISKRETNI NUMERICKE RESENI

Jak jiz bylo naznaceno v predchozich kapitolach, plné analytické feseni efektivni tepelné
vodivosti je mozné jen pro omezené mnozstvi tvara nehomogenit (tvaru elipsoidu). V této
kapitole bude predstavena numerickd metoda pro feseni teplotniho pole pii ustdleném
vedeni tepla s okrajovymi podminkami a jeji aplikace na vypocet koncentra¢niho faktoru
nehomogenity (vstupni hodnoty metody fidké aproximace a metody Mori-Tanaka).

Stejny princip metody, avsak bez odvozeni, je pouzit pro vypocet transportu vlhkosti
v [7].

5.1 PRINCIP METODY

Princip metody (jakoz i jeji aplikace) budou pro nédzornost a jednoduchost ukézany pouze
pro dvojrozmérny ptipad, kde si snadno muzeme teplotu graficky predstavit jako funkci
soutadnic = a y (teplota je potom prostorova plocha nad rovinou zy, pro nézornost viz
obrazky 11, 14 a 16).

5.1.1 Diskretizace

Diskretizaci se mysli rozdéleni kontinua (spojitého prostiedi) na samostatné nespojité
(diskrétni) tseky. Prvni krok diskretizace této metody spocivéa v definici bodu, ve kterych
budeme zjistovat teplotu (viz déle). Déle definujeme pojem Voronoiova butika. Pro kazdy
definovany bod (déle jen bod) muzeme sestrojit osy spojnic tohoto bodu se vSemi ostatnimi
definovanymi body. Voronoiova burika je potom vnitini obalka téchto os (mnohouhelnik,
jehoz strany lezi na bodu nejblizsich osach mezi pruseciky s jinou bodu nejblizsi osou).
Voronoiuv diagram je mnozina vsech Voronoiovych bunék (dale jen bunék). Tento zptusob
diskretizace se pouziva i v bunkové orientované metodé koneénych objemu (cell-centered
finite volume method).

Duélni operace k Voronoiové diagramu je Delaunayova (nékdy nazyvéna téz prirozena)
triangulace. Jedna se v podstaté o trojihelnikovou sif spojnic bodi sousednich bunék.
Vznikne tak jakasi ,ptihradova®“ nebo ,prutova“ soustava. Vlastnosti Voronoiova dia-
gramu i Delaunayovy triangulace vyuzijeme dale. Schematicky jsou diskretizace a jeji
soucasti znazornény na obrazku 8.

V kazdém bodé i definujeme teplotu 7T;. Dvé sousedni buniky bodu ¢ a j maji spole¢nou
hranici, jejiz krajni body tvoii s definovanymi body ¢tyfthelnikovou oblast i (na obrazku
8 vyznacena Sedé). Spojité teplotni pole nahradime v kazdé takové oblasti novym teplot-
nim polem, jehoz gradient je v celé oblasti konstantni a rovnobézny se spojnici bodu 7 a j
(gradient je na obrazku 8 naznacen v $edé oblasti sipkami).

5.1.2 Vypocet

V dalsim kroku vysvétlime princip vypoctu teplotniho pole v diskrétni podobé. Jak jiz
bylo zminéno, v kazdém bodé i je definovana teplota T;. Mezi dvéma body sousednich
bunék ¢ a 5 ma diskrétni teplotni pole konstantni teplotni gradient tvaru

ATy T, T,

T .. = frd
vl'rz'j ngj Lij Lij (51)
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Obrazek 8: Ukazka diskretizace: definice bodu (vlevo nahore),
Voronoiuv diagram (vpravo nahoie), Delaunayova triangulace
(vlevo dole) a vie dohromady (vpravo dole). Sedé je vyznacena
oblast ij

B

T

J

<< 1o ji

J
Obrazek 9: Schematické znazornéni oblasti ¢
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kde L;; je vzdélenost bodu ¢ a j a n;; je normélovy vektor hranice bunék 7 a j, ¢ili smérovy
vektor spojnice 77 Delaunayovy triangulace.
Zopakujme zékon zachovani energie pro stacionarni pripad (rovnice (2.20))

/KVTTndS+/ Qdv =0 (5.2)
S 1%

Pro bunku i a pro pripad vyse popsané diskretizace (pro kazdy tisek hranice je norméalovy
vektor i teplotni gradient konstantni) muzeme tuto rovnici prepsat jako

Qi = Z Ig:; = — Z KVTJ n;; Si; (5.3)
J J

kde @; je celkové dodané teplo bunkou ¢ (tepelny vykon burky, vykon tepelného zdroje
v buinice), I ;; je tepelny tok z bunky ¢ do buiky j a S;; je délka spole¢né hranice bunék
i a j. Vztah pro tepelny tok mezi bunkami i a j zapiSseme a dosadime rovnici (5.1):

lgi = —KVTjn Sij = —K S; ATyj /Ly = —Kyj(T; = Th) = Ky(T, = T;)  (5.4)

kde

K;; = (5.5)

je vodivost oblasti A;; [W/K] (analogie k tuhosti prutu [N/m] v mechanice).
Pro kazdou oblast ij muzeme zapsat rovnice pro tepelny tok z jedné bunky do druhé
(schematicky zndzornéno na obrazku 9)

lgi; = Kij(T; = T))
lg i = Kiy(T; — T) (5.6)

V maticové podobeé:

Io i K, —K;; T; 1 -1 T;
@i = g g = K (5.7)
1q.ji —Kij Ky T; -1 1 T;

nebo
lq;; = Kij'Ty (5.8)
kde
1 -1
K, = K;; 5.9
() ¥

je matice vodivosti oblasti 77.
Toto jsou rovnice pro jednu oblast. Pro soustavu vSech oblasti zapiSeme rovnici jako

Q=KT (5.10)

kde T a Q jsou sloupcové matice teplot jednotlivych bodu a tepelnych vykonu (zdroju)
odpovidajicich bunék. K je matice vodivosti celé soustavy oblasti. Matice K se ziska tzv.
lokalizaci (kazdé pole matice soustavy o souradnicich a, b je sou¢tem vsech poli se stejnymi
soutadnicemi a, b matic jednotlivych oblasti). Rovnice (5.10) je zaroven zdpisem soustav
rovnic (5.3) pro vsechny bunky (zdkon zachovéani energie pro kazdou jednotlivou bunku).
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Opét podotkneme analogii k loham mechaniky, a sice k Teseni prihradovych konstrukei
deformaé¢ni metodou, kde posun styéniku odpovida teploté bodu a tepelny vykon bunky
odpovida vnéjsimu silovému zatizeni stycniku.

Pro vyteseni rovnice (5.10) musi byt v kazdém bodé (resp. oblasti) zndma bud'to
teplota nebo tepelny vykon (zdroje) bunky. Rozdélime proto body (burky) na dveé skupiny,
prvni s predepsanou teplotou (oznaceni t) a druhou s predepsanym tepelnym vykonem
(s oznacenim ¢). Rovnici (5.10) poté rozdélime

( Q(a) ) _ ( K(qq) K(qt) ) ( T(q) ) (5.11)
Q(t) K(tq) K(tt) ) \ T()

Q(q) a T(t) jsou zndmé veli¢iny, vyrazy pro veli¢iny nezndmé muzeme zapsat nasledovné:

T(q) = K(q9)]'[Q(q) — K(qt)T(t)] (5.12)
Q(t) = K(tg)T(q) + K(tt)T(1) (5.13)

Rozdéleni na predepsanou teplotu a predepsany tepelny vykon je opét analogické k prihra-
dovym konstrukcim mechaniky (predepsané styénikové posuny a predepsané stycnikové

v/

5.1.3 Vysledky

Interpretace vysledku je podobna jako v metodé koneénych prvka (MKP). Aproximace
pole primarni nezndmé veliciny (teploty) je nejpfesnéjsi v definovanych bodech (analo-
gie k uzlum MKP), naopak nejmensi presnosti se dosahuje na okrajich oblasti (v rozich
bunék), kde pii zvolené aproximaci konstantnim teplotnim gradientem kolmym na hranici
bunék (bez uvazovani slozky gradientu rovnobézné s hranici, kterd ale obecné piitomna
je) dochézi k nespojitosti teplotniho pole.

Aproximace pole sekunddrni nezndmé (teplotniho gradientu ¢i tepelného toku, respek-
tive jejich kolmé slozky) je naopak nejptresnéjsi uvniti oblasti pobliz jejich stfedu (analogie
k prvkam MKP).

Vyuzivajice skuteénosti o nejpresnéjsi aproximaci teplotniho pole v definovanych bo-
dech zavedeme novou aproximaci teplotniho pole. Delaunayova triangulace rozdéli rovinu
na trojuhelnikové oblasti, jejichz vrcholy tvori pravé ony definované body (viz obrazek
8). Teplotni pole v kazdém takovém trojihelniku (oproti oblasti v puvodni diskretizaci)
je aproximovano polem s konstantnim teplotnim gradientem (funkci teploty na daném
trojuhelniku si muzeme predstavit jako rovinu, danou soutradnicemi bodu a jejich teplotou
- viz obréazky 11, 14 a 16). Teplotni gradient se ur¢i pro kazdy trojihelnik a pomoci néj se
muze na kazdém trojihelniku uréit i hustota tepelného toku (pomoci vodivosti kazdého
trojuhelniku, viz déle)

5.2 POUZITI NA VYPOCET K* a Al)
V tvodu kapitoly jsme definovali nékolik pojmu. Pro prehlednost nasleduje shrnuti s od-

kazem na obrazek &:

e Bod - Definovany bod, primarni geometricka diskretizace, vysledkem metody je
aproximace teplotniho pole pravé v téchto bodech. Na obrazku 8 vyznaceny jako
cerné tecky.
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e Bunka - Voronoiova bunka, geometrie v zavislosti na predem definovanych bodech,
pro kazdou bunku se Tesi energetickd rovnovaha. Na obrazku 8 vyznaceno zelené.

e Oblast - Oblast mezi sousednimi definovanymi body a krajnimi body hranice, pted
vypoctem je teplotni pole mezi definovanymi body aproximovano na téchto oblas-
tech. Na obrazku 8 vyznaceno Sedé.

e Trojihelnik - Delaunayuv trojuhelnik, po vypoctu je teplotni pole aproximovano
na téchto trojuhelnicich. Na obrazku 8 vyznaceno svétle modre.

Pro numerické modelovani byl pouzit vyhradné program Matlab, pomoci néjz byly
vytvoteny vSechny obrézky teplotnich poli v této praci. Teoreticky analyticky model je
zalozen na prumeérech teplotnich gradientu a tepelnych toku. Pro modelovani byla zvolena
¢tvercovd oblast V' s vodivosti matrice K™, do které je uprostied (co nejblize stiedu)
zasazena nehomogenita jako (mnohem) mensi oblast 2 s vodivosti K1),

Takovémuto systému byly pro dva navzajem kolmé smeéry (x a y) predepsény ho-
mogenni okrajové podminky, ¢ili predepsand teplota hrani¢nich bodu je rovna jejich
soutadnici (z-ové soutadnici v prvnim piipadé a y-ové soufadnici v piipadé druhém).
Je tedy pfedepsdn jednotkovy rovnomérny teplotni gradient VTP (v z-ovém a y-ovém
sméru). Pro kazdy (Delaunayuv) trojihelnik se spocte jeho obsah a teplotni gradienty pro
dva vyse zminéné zatézovaci stavy (oznaceni hornim indexem (z) nebo (y) v zavislosti
s kterou osou je predepsany rovnomérny gradient rovnobézny). Prumérné teplotni gradi-
enty a prumérné tepelné toky se spoctou nasledovneé:

VT = v1'® = (1,0)" (5.14)
v = vr'® = (0,1)7 (5.15)
| 1 >, KTV
“(z) _ */ ) (x)dV = —*/ K(x)VI®W(x) = — =28 7 5.16
)
o) - _ZilGVITTV: 5.17
4 =V (517)

index ¢ znamend trojuihelnik a V; je obsah trojihelniku ¢. Suma je ptes vSechny trojihel-
niky soustavy V.

Efektivni vodivost je tenzor spliiujici rovnici (4.4). Ze dvou zatézovacich stavi muzeme
zapsat dvé maticové rovnice

q@ = —K*vT®@ (5.18)
q'¥ = —K*vT*W (5.19)

a z nich jednoznacneé ¢tyti neznamé slozky tenzoru efektivni vodivosti vypocitat. Vezmeme-
li v ivahu, ze prumérné teplotni gradienty jsou jednotkové a navzdjem kolmé, muzeme
efektivni tepelnou vodivost zapsat jako

10
(q"@, q"V) = —(K'VT" K'VTW) = K* ( 01 ) 20

K = (—q'®, —q"®) = (Z 2> (5.21)

Vi T SV
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Koncentraéni faktor se spocte obdobnou uvahou pomoci prumérnych teplotnich gra-
dientu v oblasti nehomogenity 2

1 . VT@Y,
g — 1 / VI (x)dQ = =425 5.22
o o V=T 22
VTV,
T _ Zaz‘a/ﬂ (5.23)
77

(VTDE) grDWy = AD (g7 g7y = AD ( (1) (1) ) (5.24)

_ VTOV, s vTYY,
AN — (g growy = (2 VLV 2 VIV 5.25
num = ( ) AT A7 (5.25)

kde suma pfes j znamend soucet pies vSechny trojuhelniky v nehomogenité. Dolni index
num zna¢i koncentracni faktor spocteny numerickou metodou. V grafech na obréazku 12
je tento porovnavan jak s koncentracnim faktorem metody tidké aproximace tak metody
Mori-Tanaka.

Co se diskretizace tyce, jeji pouziti zavisi na typu ulohy. Jednotliva konkrétni pouziti
jsou diskutovana v nasledujicich kapitolach. Obecné lze tici, ze tam, kde predpokladame
nevelké zmény v teplotnim poli (na okrajich matrice), postacuje Fidsf sit, naopak v mfs-
tech, kde predpoklddame vétsi az nédhlé zmeény teplotniho pole (v okoli hranice nehomo-
genity a matrice), volime sit jemnéjsi.

Pro homogenni prostiedi a vyse popsané okrajové podminky dava popsana metoda
pocitacoveé presné vysledky pro libovolnou (i zcela ndhodnou) diskretizaci.

5.2.1 Dokonaly tepelny kontakt

Obrazek 10: Zvolena diskretizace: zleva cely Voronoituv dia-
gram, detail diagramu v blizkosti hranice a detail triangulace
v blizkosti hranice

Pro nehomogenity oblého tvaru (napf. tvaru elipsy) je princip diskretizace nasledujici:

vvvvvv
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matrici. Jako vyhodné se ukazuje zvolit zdkladni diskretiza¢ni body na hranici, a od nich
pak odvodit body nésledujici. Sousedni vrstva bodu se voli tak, aby s puvodnimi body
na hranici tvofily po obou strandch pfiblizné rovnostranné trojihelniky. Tim se zajisti,
7e kazdy Delaunaytiv trojihelnik bude cely bud’ v matrici, nebo v nehomogenité. Navic
kazda oblast se nachdzi bud celd uvnitf nehomogenity, celd vné nehomogenity, nebo je
hranici nehomogenity a matrice ptriblizné pulena.

Vodivost oblasti (dosazend do rovnice (5.5)) spojujicich body hranice a body vnéjsi
(resp. vnitini) bude K™ (resp. K)). Oblasti spojujici dva hrani¢ni body lezi pfiblizné
jednou polovinou v matrici a jednou polovinou v nehomogenité. Jejich vodivost se tedy
spocte paralelnim modelem.

S indexy (m) pro matrici, (I) pro nehomogenitu a (b) pro hrani¢ni oblasti pak vodivosti
zapiseme jako

Km — g(m)
K =g (5.26)
KO _ Km ¢ W)
2

Prvni dva vyrazy z rovnic 5.26 plati i pro vSechny ostatni oblasti dané naslednou
diskretizaci, ktera jiz nemusi byt tak prisnd a smérem ke krajum se muze volit hrubsi.
Zaroven plati prvni dva vyrazy i pro vodivosti pfislusnych trojuhelniku (které, dle jiz
zminéného faktu, lezi celym svym objemem bud v matrici nebo v nehomogenité) dosazo-
vanych do rovnic (5.16), (5.17) a (5.21). Pro nézornost vyse zminénych vztahu a tvrzeni
viz. obrazek 10.
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Obrézek 11: Teplotni pole: zleva pro K™ = KU pro
KO /KM =10 a pro KO /K™ = 10 je teplota znizornéna
jako prostorovy graf T'= f(x,y)

/

Presnost metody je ovlivnéna nékolika faktory. V grafech na obrazku 12 je ukézan
vztah mezi velikosti modelované nehomogenity, hustotou sité a odchylkou mezi analy-
ticky a numericky spoc¢tenymi veli¢inami (koncentracnim faktorem a efektivni tepelnou
vodivosti). Pro piiklad je tvar i orientace nehomogenity stejna jako v obrazku 10 (zndme
analytické feSseni a materidl je navic anizotropni). Modelovanym vysekem materidlu je
¢tverec o velikosti strany 10, vodivost matrice K™ = 1 a nehomogenity K!) = 2. Na
vodorovné ose v grafech je vynesena délka delsi poloosy elipsy. Ukédzka hustoty pouzitych
siti je zndzornéna na obrazku 13. V grafech si vSimneme nékolika skutecnosti: Presnost
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Obrazek 12: Grafy odchylek [%] numerického a analytického
feSeni: zleva AE\QT, A,(iﬁl), K*, horni fadek znézornuje rov-
nobéznou a spodni kolmou slozku. Zelené jsou vykresleny
vysledky pro nejhrubsi sit (s oznac¢enim 1), modie pro stiedné
jemnou sit (2) a ¢ervené pro nejjemnéjsi sit (3)—viz obr. 13.

Obrazek 13: Celé sité a detaily siti pouzitych pro zjistovani
presnosti metody: zleva 1, 2 a 3
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vypoctu efektivni tepelné vodivosti (v porovnani s analytickou hodnotou K%,,) ve sméru
predepsaného gradientu je vynikajici pro vSechny uvazované piipady. Slozka koncen-
tracnich faktori ve sméru V70 také vychéazi s vynikajici odchylkou (porovnani s A
vychazi 1épe pro AE\?T nezli pro A((;Z)l) Naopak presnost vypoctu kolmych slozek efektivni
tepelné vodivosti a koncentrac¢nich faktoru vychazeji s presnosti fadové horsi (v tomto
pifpadé porovnani s AU vychazi 1épe pro AE;)Z) V grafech je ale vidét pokles od-
chylky (vSech veli¢in) se zmensujici se velikosti nehomogenity, vhodnou volbou rozméru
modelu lze tedy piesnost vypoctu zlepsit. Také ¢im pouZijeme jemnéjsi sit, tim vice se
numericky spo¢tené hodnoty (dle ocekavani) blizi hodnotdm analytickym (v grafech od-
povidaji tfi ruzné cary trem hustotam sité, ve vsech pripadech vychazeji pro nejjemnéjsi
sit nejpiesnéjsi vysledky a pro nejhrubsi sit vysledky s nejvétsi odchylkou).

Pro modelovani ostrohrannych nehomogenit je vyhodnéjsi pouzit diskretizaci popsa-
nou v nésledujici kapitole s vysokou hodnotou tepelné propustnosti vrstvy rozhrani (éili
s nizkou hodnotou tepelného odporu vrstvy rozhrani), ¢imz vlastné modelujeme material

s dokonalym tepelnym kontaktem mezi slozkami.

5.2.2 Nedokonaly tepelny kontakt
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Obrazek 14: Teplotni pole pro kruhovou nehomogenitu
(KM =1, KO =6, h =5). Zietelné je vidét skokova zména
teploty na hranici nehomogenity matrice.

Stejné jako pro nehomogenity s dokonalym tepelnym kontaktem je i pro piipad nedo-
konalého rozhrani kritickym mistem pro pfesnost vypoctu hranice mezi nehomogenitou
a matrici. Diskretizace je podobna jako v ptipadé dokonalého tepelného kontaktu s tim
rozdilem, Ze namisto zédkladniho prstence bodu lezicich na hranici se jako zaklad na hra-
nici definuje dvojprstenec tak, ze vzdalenost mezi obéma prstenci je mnohem mensi nez
vzdalenost sousednich bodu v daném prstenci a navic osa odpovidajicich si bodu tvori
priblizné tecnu k povrchu nehomogenity. Nedokonalé rozhrani je tedy geometricky mode-
lovéano jako tenk& vrstva na povrchu nehomogenity (s jinymi vlastnostmi nez nehomoge-
nita a matrice - viz ddle). Kazdy Delaunaytuv trojihelnik opét lezi bud cely v nehomoge-
nité, cely v matrici, anebo noveé cely ve vrstvé rozhrani. Oblasti spojujici body zakladniho
(jednoho) prstence lezi témér celé uvnitt (resp. vné) nehomogenity a jejich vodivost je
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modelovana jako vodivost oblasti lezicich celym svym objemem uvnitt (resp. vné) neho-
mogenity, tedy K) (resp. K(™). Poloha oblasti spojujicich dva body zakladni dvojvrstvy
je naopak takova, ze celé lezi uvniti vrstvy rozhrani a jejich stfed lezi priblizné uprostied
této vrstvy. Jejich vodivost je potom uréena sériovym modelem (polovina oblasti mé vo-
divost K polovina K™ a mezi témito polovinami je propustnost h - obdoba hranice
z obrazku 5). Opét s indexy (m) pro matrici, (/) pro nehomogenitu a (b) pro hranicni
oblasti (lezici celé ve vrstvé rozhrani) zapiseme jednotlivé vodivosti jako

Km — (m)
KD = g0 (5.27)
1 L L 1

KO~ o Tagm g

kde L je délka oblasti (vzdalenost piislusnych bodu ¢ a j) a L/2 v poslednim vyrazu
znamena jiz zminénou polovinu oblasti. V piipadé trojihelniku plati tyto vzorce jen pro
trojihelniky lezici celym svym objemem v matrici nebo v nehomogenité. Pro trojihelniky
hrani¢ni pfechodové vrstvy (rozhrani) plati vzorec (dle rovnice (2.9)).

K® = ht (5.28)

kde t je modelové tloustka vrstvy rozhrani.
Ukéazka detailu diskretizace v oblasti hranice nehomogenity a matrice (v ostatnich
¢astech je stejnd jako pro piipad dokonalého kontaktu) je na obrézku 15.

Obréazek 15: Detail sité pro modelovani nedokonalého te-
pelného kontaktu (Voronoiuv diagram a Delaunayova trian-
gulace). Vrstva rozhrani je pro ndzornost pomérné sirokd, pro
vypocet by se patrné zvolila uzsi.

Popsany zpusob diskretizace je vhodny i pro modelovani ostrohrannych nehomogenit,
kdy pro nedokonalé rozhrani bychom pouzili vyse zminéné vzorce beze zmény a pro doko-
nalé rozhrani je jediny rozdil v tepelné propustnosti vrstvy, kterazto, blizic se nekonecnu
(h — 00), urcuje vodivost oblasti lezicich uvniti zdkladni dvojvrstvy ve tvaru

1L L
KO~ oKk T oD

(5.29)
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Obréazek 16: Vypocet teplotniho pole (K™ = 1, KU = 5,
h = 3) v blizkosti ostrohranné nehomogenity. Zleva Voronoiuv
diagram a Delaunayova triangulace, graf izoterem a prostorovy
graf.

Priklady ostrohranné nehomogenity a jeji vypocet viz obrazek 16.
Procedura vypoctu hledanych velicin je obdobnd s pripadem dokonalého kontaktu,
tedy

vT@ = vr'@ = (1,0)7 (5.30)
v = vr'® = (1,0)7 (5.31)
o DGV
(@) — _ 1 (5.32)
. > KV,
q® =— AT (5.33)
— (zi KNTV; % KNTJ%) (5,30
Vi i Vi '

suma pres ¢ opét znaci soucet pres vSechny trojuhelniky soustavy V.

Do vypoctu prumeérnych teplotnich gradienti a koncentra¢niho faktoru nehomogenity
zahrneme i vrstvu rozhrani. Zapis doplnime (v souladu s analytickym fesenim) indexem
r, znac¢icim nahradni veli¢iny pro nehomogenitu véetné vrstvy rozhrani:

S VTPV
vrUn(@) — =1 T 75 I 5.35
. vTWY,
grUne) — 2 Vi Vi 5.36
AT (5.36)
(@) W)
Ap = (20 2V G (5.37)
25V 2 V;

suma pres j znamenda soucet pres vSechny trojuhelniky nehomogenity vcetné vsech troj-
thelniku vrstvy rozhrani.
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Nové se u nedokonalého (oproti dokonalému) tepelného kontaktu objevuje pojem
néhradni tepelnd vodivost nehomogenity. V souladu s [3] definujeme ndhradni tepelnou
vodivost K™ jako tenzor spliujici rovnici

K* = K™ + ¢D(K") —KM)ATD (5.38)

Numerickd hodnota nahradni tepelné vodivosti je tedy urcena z jiz predem numericky
spoctenych veli¢in.

2,5
2,0
1,5 2,0
1o 1,5
1,0 '
10 ' 1,0
0,5 0.5 \ 0,5
-
0,0 oob—m8m 0,0
15,7 78 3,9 2,0 a b c 2 1 05 025 0,125
tloustka vrstvy [0,001] hustota sité velikost nehomogenity

Obrazek 17: Grafy odchylek [%] analytického a numerického

feSeni. Modre K*, zelené K (I.r) a Gervené Agu’,;g

Ptesnost metody pro pripad nedokonalého tepelného kontaktu mezi slozkami je zna-
zornéna v grafech na obrazku 17. Zde je mozno pozorovat (stejné jako pro piipad do-
konalého tepelného kontaktu) snizovani odchylek analytickych a numerickych vysledku
se zjemnovanim sité (ukdzky pouzitych siti jsou na obrdzku 18). Déle je vidét pokles
odchylek vysledku se zmensujici se tloustkou modelové vrstvy rozhrani (se zmensujici se
tloustkou prechodové vrstvy se numerické modelovéni blizi analytickym predpokladum).
Oproti dokonalému kontaktu ale neplati pravidlo o obecném snizovani odchylek vysledku
se zmensujici se velikosti nehomogenity. Za konstantni tepelné propustnosti h vrstvy roz-
hrani a zmensujici se velikosti nehomogenity klesa presnost vypoctu, zvlasté pak vypoctu
nahradni tepelné vodivosti a ndhradniho koncentracniho faktoru. To je dano jednak kon-
stantni tloustkou vrstvy (jejiz obsah se zapocitava do celkového obsahu nehomogenity)
a jednak tim, jak se ndhradni tepelnd vodivost nehomogenity blizi k nule a zmény v tep-
lotnim poli nabyvaji na razanci. Z toho vyplyva vySe zminény fakt, Ze presnost metody
lze obnovit zmensenim modelové tloustky vrstvy a zjemnénim sité.

5.3 DALSI MOZNOSTI METODY

Témer celd tato kapitola byla vénovana numerické metodé pro dvojrozmérné ustalené ve-
deni tepla. Celé odvozeni pro 2D je pomérné jednoduché a pruhledné a vysledky teplotniho
pole jako prostorové funkce nad rovinou zy jsou snadno ptredstavitelné a prezentovatelné.

Stejné tak by bylo mozné tuto metodu pouzit i pro 3D piipad s nékolika rozdily (postup
je vsak analogicky s 2D pripadem). Definice zédkladnich bodu je stejna, Voronoiovy buriky
(mnohothelniky) pfejdou na prostorové mnohostény, hranice bunék (isecky) na rovinné
mnohotuhelniky, ctyiihelnikové oblasti taktéz na prostorové mnohostény, Delaunayovy
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Obrazek 18: Sité a detaily siti pro ovérovani presnosti metody
pro nedokonaly tepelny kontakt. Zleva: a, b, c.

trojihelniky na tetraedry (¢tyfstény). Dalsi postup je v podstaté stejny, prvotni apro-
ximace spociva v nahrazeni teplotniho pole kazdé oblasti novym polem s konstantnim
teplotnim gradientem rovnobéznym se spojnici prislusnych bodu a délka hranice prejde
na obsah hrani¢ni oblasti. Vypocet pro 3D feSeni je identicky s odvozenim v kapitole
5.1.2, véetné rozmeéru matic oblasti (2 x 2). Vysledkem metody je opét aproximace tep-
lotniho pole v definovanych bodech. Definitivni numericka aproximace primarni neznamé
je teplotni pole s konstantnim teplotnim gradientem na kazdém Delaunayové tetraedru.
Pouziti na vypocet efektivni tepelné vodivosti a koncentra¢niho faktoru je stejny jako
pro 2D ptipad, jediny rozdil bude v rozmérech vyslednych vektoru a tenzoru. Pro zjevné

e~/

Stejné jako pro pripad ustaleného vedeni tepla s rovnici

VT = —% (5.39)

je metoda pouzitelna pro vsechny fyzikalni jevy popsané diferencialni rovnici
V2F(x) = f(x) (5.40)

kde F' je primarni nezndmé veli¢ina. Takovou rovnici jsou popsany napiiklad (nejen tep-
lotni) ustalené pripady transportnich procesu, napiiklad transportu vlhkosti.

46



6 APLIKACE

Dosud odvozené vzorce a metody nyni ovérime a aplikujeme na nékolik konkrétnich ex-
perimentélnich vysledka.

6.1 CEMENTO-GUMOVE KOMPOZITY

Rubber
particles [}

Obrazek 19: Opticko-mikroskopickd fotografie cemento-
gumového kompozitu [1]

Na nésledujicim piikladé z literatury [1] ovéiime moznost modelovani nehomogenit
nejruznéjsich tvaru jako kulovych nehomogenit. Material, na kterém byl experiment pro-
vadén, je slozen z cementové matrice a odpadni gumy. Guma je vyrobena z odpadu
(sklddkované automobilové pneumatiky) drcenim a fezdnim (mechanical shredding), proto
maji gumové castice znacné nekulové tvary.

Material Cement | Guma | Vzduch
Tepelna vodivost 1,16 0,19 0,024

Cislo Objemové zastoupeni Vysledky
Vzorku | Cement | Guma | Vzduch | Exp. | MT
1 98 0 2 1,16 | 1,13

2 85,5 9,5 5 0,86 | 0,96

3 73,04 18,26 8,7 0,76 | 0,81

4 61,74 26,46 11,8 0,67 | 0,68

5 51,6 34,4 14 0,54 | 0,58

6 41,5 41,5 17 0,47 | 0,48

Tabulka 1: Vstupni materidlové tudaje a slozeni jednotlivych
vzorku
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Zopakujeme poznatek z kapitoly 4.3.1, totiz ze pri uvazovani dvoufazového kompozitu
z cementovou matrici a gumovymi ¢asticemi jako nehomogenitami a pro ptiklad nehomo-
genity s pomérem velikosti 1 : 1 : 5 (kdy se ¢astice tvarem uz blizi vldknu a dle obrazku
19 tento tvar muzeme oznacit za extrémni) je rozdil mezi efektivni tepelnou vodivosti
materidlu slozeného s takovychto nehomogenit a materidlu s kulovymi nehomogenitami
1,8%. Naopak u vzduchovych bublin (kdy pomér vodivosti matrice a vzduchu je ptiblizné
50 a tedy predpoklad pomérné podobnych vodivosti z kapitoly 4.3.1 neni splnén), kdy
odchylka od kulového tvaru jiz ma znacny vliv na efektivni tepelnou vodivost, muzeme
opét na obrazku 19 pozorovat, ze vzduchové péry podminku ptiblizného kulového tvaru
vzorné spliuji.

Vysledny material byl pfipraven s ruznym obsahem gumovych ¢astic a ruznou po-
rozitou. Vstupni idaje experimentu a vysledky jak experimentdlni, tak teoretické jsou
uvedeny v tabulce 1, grafické znazornéni vysledku pak v grafu na obrazku 20, pficemz
plnéa ¢ara znazornuje teoreticky model a ¢tverce experimentalni vysledky.
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Objemové zastoupeni gumy v pevné &asti [%]

Obrazek 20: Zavislost efektivni tepelné vodivosti na obje-
movém zastoupeni gumovych castic v pevné fazi kompozitu

6.2 Al-Si/SiC KOMPOZITY

Na dalsim piikladu z literatury [12] ovéfime platnost metod pro urceni efektivni tepelné
vodivosti materialtt s nedokonalym rozhranim. Ackoliv je uvazovany materialovy systém
pouzivany hlavné v elektrotechnickém prumyslu, svym zalozenim presné vyhovuje zadani
této prace. Al-Si/SiC kompozity jsou materiély, jejichz matrice je tvorena slitinou hliniku
a kiemiku (Al-Si), do niz se pfidavaji SiC (karbid kiemiku) ¢éstice. SiC ¢éstice chemicky
reaguji s matrici a vytvareji tenkou vrstvicku mezi nehomogenitami a matrici, pravé ono
uvazované tepelné-nedokonalé rozhrani z kapitoly 4.4. V puvodni literature byla tepelna
vodivost matrice odvozena nepiimo z jeji elektrické vodivosti a parametry tepelné vodi-
vosti nehomogenit a tepelné propustnosti rozhrani stanoveny také neptimo z namérenych
hodnot. Autofi pro urceni efektivni tepelné vodivosti pouzili model panu Hasselmana a
Johnsona (ktery odpovidd metodé Mori-Tanaka s uvazovanim vsech nehomogenit jako
kulovych o stejné velikosti) a dosahli odchylky od experimentu 2%. Nyni si ukdzeme, ze
v pripadé uvazovani rozlozeni velikosti castic muzeme metodou Mori-Tanaka dosdhnout
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Obrazek 21: Fotografie plniva ¢isla 100 (a) a 400 (b) a fez
vyslednym kompozitem s plnivem 100 (c¢) a 400 (d)

presnosti jesté vyssi (pii stejném zpusou urcovani vstupnich udaju, totiz minimalizaci
¢tvercu odchylek experimentalnich a teoretickych hodnot).

Oznaceni | D(10) | D(90) | S
100 110 | 229 |om
180 46 131 1,02
240 39 75 0,66
320 23 20 0,79
400 14 34 0,86
500 10 24 0,82
800 4.8 14 1,05

Tabulka 2: Vlastnosti jednotlivych pouzitych frakei (velikost
v pm)

Pro kazdou frakei SiC plniva jsou zndmy pruméry D(10), D(90) a S = [D(90) —
D(10)]/D(50) (viz tabulka 2). Dle [3] definujeme

p = In(D(50)) (6.1)
1 S+V52+4
o= 12816 In ( 5 ) (6.2)

a z toho celkové lognormalni rozdéleni objemového zastoupeni jednotlivych velikosti plniva

ool
do\27

Jsou uvazovany velikosti plniva v fadu 1072 —102" m, cely interval je logaritmicky rozdélen
na 1000 casti, kazda ¢ast je aproximovana linearni funkci spojujici krajni body inter-
valu a takto spoctené objemové zastoupeni je ptisouzeno logaritmicky stredni velikosti

§(d) =

(6.3)
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C. | €8¢ | Exp. | MT
100 | 0,58 | 219 |217.8
180 | 0,58 | 210 |212,3
240 || 0,60 | 208 | 208,5
320 || 0,59 | 198 | 199,9
400 || 0,58 | 195 | 1908
500 || 0,55 | 184 | 182,5
800 || 0,53 | 160 | 161,3

Tabulka 3: Vstupni tudaje a experimentalni i teoretické
vysledky

¢astic plniva. Jako vstupni tdaje jsou brany hodnoty z tabulky 3, déle pak K™ =
187 Wi 'K, K =2525 Wm™ 'K ah=725-10° Wm2K~'. Z experimentélnich
i teoretickych vysledku plyne jiz zminény fakt, Zze se zmensujici se velikosti nehomogenit
klesa efektivni tepelnd vodivost materialu (grafické znézornéni této zavislosti je uvedeno
na obrazku 22).

Odchylka od experimentalnich vysledku

=1,1% (6.4)

O _ Zi(Kexp - KMT)2
i Ky

dokazuje lepsi odhad efektivni tepelné vodivosti s uvazovanim rozdéleni velikosti céstic

vvvvvv

metody Mori-Tanaka.
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Obrazek 22: Zavislost efektivni tepelné vodivosti na stiedni

velikosti ¢astic plniva. Plna ¢ara znazornuje teoreticky model,
ctverce potom experimentalni data
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7 ZAVER
V této praci byl odvozen a aplikovan vzorec metody Mori-Tanaka pro urceni efektivni te-
pelné vodivosti kompozitnich materialu. Byla diskutovana moznost modelovani materialu
s nahodné orientovanymi nehomogenitami nahodného tvaru jako materidlu s pouze ku-
lovymi nehomogenitami a na konkrétnim prikladé (kapitola 6.1) ukdzdna opravnénost
tohoto zjednoduseni.

Také byl do vypoctu zaveden vliv nedokonalého rozhrani mezi plnivem a matrici a tim
i vliv absolutni velikosti ¢dstic plniva a opét na konkrétnim redlném piikladu (kapitola
6.2) ukézan fakt, ze pii snizujici se velikosti nehomogenit se snizuje efektivni tepelnd
vodivost. Dale byl ovéfen fakt, ze pfi uvazovani rozdéleni velikosti nehomogenit dava
metoda Mori-Tanaka presnéjsi vysledky nez pii uvazovani pouze jediné (stfedni) velikosti
nehomogenit.

Pouzité analytické vztahy byly ovéfeny numerickou metodou zalozenou na diskretizaci
Voronoiovymi polygony (kapitola 5).
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A DODATKY

A.1 NUMERICKY VYPOCET ESHELBYHO TENZORU S
A.1.1 Obecny algoritmus

Vypocet ukdzeme na piikladu prvku tenzoru Si; (rovnice 3.78), ostatni prvky se urci
analogicky (s jinym pofadim konstant a, b, ¢ v integralu Rp).

S = agc OOO[(b2 +5)(c® + 8)] V2 (a® + 5) 73 ds = a;)c Rp(b,c,a) (A1)
kde g oo
Rp(b,e,a) = 3 / [(82 + 8)(c + 8)] " V2(a2 + 5) %2 ds (A.2)
0

je Carlsonuv tuplny elipticky integral druhého druhu. Pro jeho vypocet pouzijeme algorit-
mus uvedeny v [5]. Nejdiive zapiSeme integral pro obecné konstanty k, [, m.

Rp(k,1,m) = 2/000[(18 +5)(1% + 5)] 72 (m?* + 5) "% ds (A.3)

Pro zvolenou toleranci tol definujeme:

k41
]{?0:]{7, l():l, mo =m, Aozw <A4)
Q = (tol/4)"Y°max{|Ay — k|,| Ay — 1],| Ao — m|} (A.5)
Pron =0,1,2,... definujeme
A+ M\
A= ka4 ko 4l A = = (A.6)
kn + A I+ A My + An
kny1 = 4 lny1= 4 Mpy1 = 4 (A-7)
Spocitame A, pron =1,2,..., N, kde 4™V @Q < |Ay|. Definujeme
Ao — k Ag—1
K=——— = M=—-(K+1L A.
e (K +1)/3 (48)
Ey=KL—-6M?  Ey=(3KL—-8M*)M (A.9)
E,=3(KL— M*)M?, Es = KLM? (A.10)
— 3 1 9 3 9 3
E=(1-——=Ey+-E3+_—E;— —E — —FEFE E) A1l
( VR R TR LD R T (A-11)
Poté vyjadiime integradl Rp s odchylkou mensi nez tol jako
N 3/27 N-—1 4—n
Rp(k,l ~4 VANTTE+3 A12
p(k,L;m) NoET 7;) Mo (M 4+ M) (4-12)

Nésleduje zdrojovy kéd pro numericky vypocet v programu Matlab.
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A.1.2 Implementace do Matlabu

Pro vypocet pouzijeme subor Sij.m a Carlson_2nd_kind.m pro vstupni hodnoty a, b, c.
e Soubor Sij.m:

a=1;

b =1;

c =1;

%ha, b, c poloosy elipsoidu, vstupni udaje
S(1,1) = a*b*c/3*Carlson_2nd_kind(b~2,c"2,a"2);
S(2,2) = axb*xc/3*Carlson_2nd_kind(a"2,c"2,b"2);
S(3,3) = axb*c/3*Carlson_2nd_kind(a~2,b"2,c"2);
S

e Soubor Carlson_2nd_kind.m

function [Rd] = Carlson_2nd_kind(k,1l,m)

tol=eps;’tolerance od presneho reseni

ki=k;

1li=1;

mi=m;

A0=(k+1+3%*m)/5;

Q=(tol/4) "~ (-1/6)*max([abs (A0-k) ,abs(A0-1) ,abs(A0-m)]);
n=0;

A=AQ;

mm(1)=m;

while 4~ (-n)*Q>=abs(A)
lambda=sqrt (ki*1li)+sqrt(li*mi)+sqrt(mi*ki) ;
11(n+1)=1lambda;
A=(A+lambda)/4;
ki=(ki+lambda)/4;
li=(1li+lambda)/4;
mi=(mi+lambda)/4;
n=n+1;
mm(n+1)=mi;
end

R=0;
for i=1:n

R=R+4" (-(i-1))/((mm(i)+11(i))*sqrt(mm(i)));
end

K=(A0-k)/(4"n*A);
L=(A0-1)/(4"n*A);
M=-(K+L)/3;
E2=K*L-6%M"2;
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E3=(3*K*L-8*M"~2) *M;

E4=3% (KxL-M"2)*M"~2;

E5=K*L*xM~3;
EE=1-3/14%E2+1/6%E3+9/88%E2"2-3/22%E4-9/52*%E2*xE3+3/26*E5;

Rd=4"(-n)*A~ (-3/2) *EE+3%*R;

A.2 TRANSFORMACE TENZORU
A.2.1 Dukaz rovnice (4.53)

Nésledujici matlabovsky soubor provede dukaz rovnosti (4.53) a to tim, ze podil odpovi-
dajicich si prvku matic na obou stranach rovnice je roven 1

%Dukaz rovnosti matic Adil a Adil2

syms a b g A B C Km Ki real

ca=cos(a);

sa=sin(a);

cb=cos(b);

sb=sin(b);

cg=cos(g);

sg=sin(g) ;

Rl1=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a
R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb O cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b
R3=[cg -sg O0;sg cg 0;0 O 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g
R=simplify (R3*R2*R1) ;
Adil=simplify(inv(eye(3)-R*(Km-Ki)/Km*diag([A B C],0)*R’));
Adil2=simplify(R*inv(eye(3)-(Km-Ki) /Km*diag([A B C],0))*R’);
simplify(Adil./Adil2)

%podil jednotlivych clenu roven 1

A.2.2 Stopa matice transformovaného tenzoru

Dalsi matlabovsky soubor provede diikaz toho, Ze stopa matice tenzoru je invariantni pii
transformaci souradnic rotaci (i po rotaci je stopa transformované matice rovna stopé
matice vychozi).

%Dukaz konstantnosti stopy matice tenzoru pri trasformaci
syms a b g all al2 al3 a2l a22 a23 a3l a32 a33 real
ca=cos(a);

sa=sin(a);

cb=cos(b);

sb=sin(b);

cg=cos(g);

sg=sin(g) ;

Rl=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a
R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb O cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b
R3=[cg -sg 0;sg cg 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g
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R=simplify (R3*R2*R1) ;

T=[all al2 al3;a21 a22 a23;a31 a32 a33];
T=R*T*R’;

simplify(trace(T))

A.2.3 Dukaz rovnice (4.57)

Matlabovsky zapis dukazu rovnice (4.57), totiz ze ,prumérny“ tenzor, vynikly rotaci
obecného tenzoru T do vSech moznych poloh v prostoru, je pravé roven identickému
tenzoru nasobenému tfetinou stopy matice tenzoru puvodniho.

tr(T)/3 0 0
tr(T)
Tavg = 3 1= 0 tr(T)/S 0 (A13)
0 0 tr(T)/3
syms a b g all al2 al3 a2l a22 a23 a3l a32 a33 real
ca=cos(a);
sa=sin(a);
cb=cos(b) ;
sb=sin(b);
cg=cos(g);
sg=sin(g) ;

Rl=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a

R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb O cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b

R3=[cg -sg 0;sg cg 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g

T=simplify (R3*R2*R1) ;

Adil=[all al2 al3;a21 a22 a23;a31 a32 a33];

Adil=T*Adilx*T’;

tr_Adil=simplify(trace(Adil));

Adil_avg=(int ((int ((int (Adil*sb,a,0,2*pi)/pi),b,0,pi)/8),g,0,2xpi)/pi);
Adil_avg=simplify(Adil_avg);
Adil_avg(find(Adil_avg==tr_Adil/3))="tr(Adil)/3’
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