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Abstract

This thesis deals with the comparison of two different approaches to
determining overall response of composite materials consisting of an elas-
tic inclusion and a viscoelastic matrix. These are (i) the semi-analytical solu-
tion based on the viscoelastic correspondence principle using the Laplace
transform and (ii) the numerical exponential algorithm. The calculations
are performed in the GNU Octave system. The invlap.m function based on
the de Hoog algorithm is used for the numerical inversion of Laplace trans-
forms.

Attention is paid to creep phenomena and its associated time depen-
dence of a material compliance, i.e. the time-dependent strain response due
to general stress history is investigated. In this case the Kelvin-Voigt chain
is regarded as a fitting rheological model. The load function with a sinusoi-
dal wave in its first half-period is chosen as a representative general stress.
The de Hoog algorithm, which is based on the Fourier series expansion,
shows exceptional accuracy for this function.

The comparison of approaches is initially carried out for a material
point, i.e. a homogenous viscoelastic material. The closed form solution,
obtained both the analytical solution of a convolution integral and using
the Laplace transform, is known for this case. The reliability of both using
algorithms is tested on this model. As a matter of interest, the accuracy
of algorithms is tested also for a trapezoidal load history, which is com-
mon in technical practice as well. Then the methods are used for a simple
composite model. A fibrous composite loaded with a normal stress in the
direction of fibres is chosen for this model. Then the effective compliance
corresponds exactly with the Reuss bound and it is not necessary to intro-
duce concentration factors to calculations. Finally the comparison is carried
out for a statistically isotropic particle composite with spherical inclusions.
The loading in plain shear is considered and only the deviatoric part of
creep is observed. The estimation of effective material parameters is deri-
ved by the Mori-Tanaka scheme. The evaluation of obtained results is done
for every model and general findings are summarized at the end of the
thesis.

The submitted thesis includes also the basic theoretical introduction to
issues of composites, viscoelasticity and micromechanics of heterogeneous
media. There are also appendixes describing some theoretical principles
and analytical steps in detail.

Keywords: composite material, viscoelastic matrix, homogenization, Mori-
Tanaka scheme, creep, Kelvin-Voigt chain, exponential algorithm, corre-
spondence principle, Laplace transform, de Hoog algorithm



Abstrakt

Tato diplomovd prace se zabyva porovnanim dvou odlisnych pfistupti
k urceni celkové odezvy kompozitniho materialu sloZeného z elastické in-
kluze a viskoelastické matrice. Témi jsou (i) semi-analytické feSeni zaloZené
na principu viskoelastické korespondence s vyuzitim Laplaceovy transfor-
mace a (ii) numerické feSeni exponencidlnim algoritmem. Vypocty jsou
provadény v systému GNU Octave a pro numerickou inverzni Laplaceovu
transformaci je pouZita funkce invlap.m, kterd vychézi z de Hoogova algo-
ritmu.

Pozornost je zde vénovéna jevu dotvarovani a s nim souvisejici ¢asové
zévislosti poddajnosti materidlu, tj. je sledovan ¢asovy vyvoj deformace
na obecny prtbéh piedepsaného napéti. Za vhodny reologicky model je
v tomto pfipadé povazovan Kelvin@iv-Voigtiiv fetézec. Jako reprezentant
obecného pribéhu napéti je zvolena zatéZovaci funkce se sinusovym pri-
béhem v intervalu své prvni ptilperiody. Pro takovouto funkci vykazuje
de Hoogftiv algoritmus, ktery je zaloZeny na principu rozkladu do Fourie-
rovy fady, mimofadnou pfesnost.

Porovndani piistupti je provedeno nejprve pro materidlovy bod, tj. ho-
mogenni viskoelasticky materidl. Pro tento p¥ipad je zndmo feSeni v uza-
vieném tvaru, které bylo ziskdno jak analytickym feSenim konvoluéniho
integralu, tak pouZitim Laplaceovy transformace. Na tomto modelu je otes-
tovana spolehlivost obou pouzivanych algoritmt. Pro zajimavost je zde
presnost algoritmii otestovdna i pro lichobéZznikovy priibéh zatiZeni, ktery
je v technické praxi rovnéz casty. Poté je pfistoupeno k aplikaci metod na
jednoduchy model kompozitu. Za ten je vybran vlaknovy kompozit za-
tizeny normalovym napétim ve sméru vldken. Efektivni poddajnost tak
presné odpovidd Reussové mezi a do vypocti neni nutno zavadét odhady
koncentrac¢nich faktori. Nakonec je porovndni provedeno pro statisticky
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izotropni ¢asticovy kompozit s kulovymi inkluzemi. Je uvazovéno zatiZeni
¢istym smykem a sledovana pouze deviatorickd ¢ast dotvarovani. Odhad
efektivnich materidlovych parametrii je proveden metodou Mori-Tanaka.
U kazdého modelu jsou zhodnoceny dosaZené vysledky a v zdvéru prace
jsou shrnuty obecné poznatky.

Predkladany text obsahuje i zdkladni teoreticky tivod do problematiky
kompozitt, viskoelasticity a mikromechaniky heterogennich materild. Je
také doplnén dodatky, které podrobnéji popisuji nékteré teoretické prin-
cipy a analytické postupy.

Kli¢ova slova: kompozitni materidl, viskoelastickd matrice, homogenizace,
metoda Mori-Tanaka, dotvarovani, Kelvintiv-Voigtiv fetézec, exponenci-
alni algoritmus, korespondenéni princip, Laplaceova transformace, de Hoo-
glv algoritmus
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y vektor soufadnic bodu v makroskopickém méfitku
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efektivni tenzor materidlové poddajnosti

efektivni objemovy modul pruznosti

efektivni smykovy modul pruznosti

efektivni objemova poddajnost

efektivni smykova poddajnost

Voigtova mez efektivniho objemového modulu pruznosti
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koncentra¢ni tenzor napéti vlastni deformace r-té faze
objemovy koncentra¢ni faktor vlastniho napéti
objemovy koncentra¢ni faktor vlastni deformace
deviatoricky koncentra¢ni faktor vlastniho napéti
deviatoricky koncentra¢ni faktor vlastni deformace
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tenzor efektivni funkce poddajnosti
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Kapitola 1

Kompozitni materialy

1.1 Definice a vymezeni kompozit

Fyzikalnim spojenim dvou a vice fazi rozdilného chemického sloZeni vzni-
kaji heterogenni materidly. Pokud takové smiseni materialdi, s odliSnymi me-
chanickymi a fyzikalnimi vlastnostmi, vede ke vzniku soudrzné struktury
s materidlovymi charakteristikami nedosaZzitelnymi samostatné Zddnou ze
slozek, jsou tyto materidlové systémy oznacovany jako kompozitni materidly
(sloZené materidly). Jak fada definic kompozitnich materiali (nékteré 1ze na-
1ézt v [27]) zdtirazriuje, vlastnosti jednotlivych fazi se, s pfihlédnutim k jejich
tvaru a vzajemnému geometrickému uspofddéani, vhodné dopliiuji a vznika
tak material s pfidavnymi nebo lep$imi vlastnostmi, nez jaké maji jednotlivé
slozky samostatné nebo pouze ndhodné smiSené dohromady.

Pfi vyrobé materidlti pro primyslové pouziti se tak do popfedi dostava i
dalsi podstatna vyhoda kompozitnich materiéld, kterou je ti¢innéjsi vyuZziti
materidlové hmoty a tim i snizovani surovinové a energetické naro¢nosti vy-
roby materiali poZadovanych vlastnosti. S rozvojem technologickych moz-
nosti zpracovani a vyroby materialti nachazeji kompozitni materialy stale
vétsi uplatnéni v technické praxi. A je moZzno fici, Ze v soucasné dobé vét-
Sina materidlti pouzivanych ve stavebnictvi md charakter kompozitu.

Jednotlivé materialové slozky se obvykle lisf nejen svymi vlastnostmi,
ale i svym tvarem a geometrickym uspofdddnim. VétSinou je jedna faze
kompozitu spojitd a nazyva se matrice. Nespojita faze se nazyva inkluze a ma
nejcastéji charakter vyztuZe. Matrice vétSinou ma v porovndni se zpeviiujici
fazi niz8i pevnostni charakteristiky, avsak vys$si plasticitu a houzevnatost.
Vyztuz pak méa oproti matrici obvykle vyrazné lepsi mechanické parame-
try (modul pruznosti, pevnost, tvrdost).

Pro kompozitni materidly je charakteristicky tzv. synergicky efekt, kdy
vzajemné spoluptisobeni fazi kompozitu zptisobuje, Ze vlastnosti kompo-
zitu jsou lepsi, nez by odpovidalo prostému primeéru vlastnosti jednotli-
vych sloZek (viz obr. 1.1). Pomoci jednoduchych sméSovacich pravidel 1ze
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stanovit pouze nékteré zakladni parametry kompozitt, napf. objemovou
hmotnost. Vétsinu jejich vlastnosti, v¢. tuhosti, pevnosti a tvrdosti, uz sy-
nergické plisobeni zna¢né ovliviiuje a jejich pfesn€jsi urcéeni neni jednodu-
ché. Synergicky efekt u kompozitnich materialti souvisi bud’ s jejich struk-
turou danou geometrickym uspofdddnim jednotlivych slozek, nebo inter-
akci mezi povrchy jednotlivych fazi.

A

skutecny prabeh

vlastnost

-7 100% vyztuz

-7 \_ prosty prumér

100% matrice

-

objemové zastoupeni slozek

Obrézek 1.1: Synergicky efekt u kompozitniho materidlu.

Kompozitni materidly nejsou jen umélé produkty vyrobené ¢lovékem,
ale hojné se vyskytujii v p¥irodé, a to nékdy ve velmi sofistikované podobé.
Typickym pfedstavitelem pifirodniho kompozitu je dfevo, které je tvofeno
celulé6zovymi vlakny uloZenymi v ligninu. Ale kompozitni charakter majf
i nékteré Zivocisné tkdné, jimiz jsou tvoreny napf. cévni stény. Umélé kom-
pozitni materidly se vyrdbéji mechanickym misenim nebo spojovanim jed-
notlivych sloZek. Tim se odliSuji od slitin, u kterych jednotlivé faze vznikaji
fadzovymi pfeménami pii tuhnuti. Nejznaméjsi umély kompozit je bezpo-
chyby beton, bez kterého si 1ze dnesni stavebnictvi jen tézko predstavit.

1.2 Rozdéleni kompoziti

Vzhledem k tomu, Ze vlastnosti kompozitnich materidlt ovliviiuje mnoho
riznych faktorf, lze jejich klasifikaci provést podle celé fady parametrt.
Rozdéleni kompozitti tak miize byt provedeno dle vzdjemného usporadéani
jednotlivych fazi, tvaru a materidlu vyztuze, materidlu matrice, technologie
vyroby apod.

S ohledem na problematiku feSenou v této préci a terminologii pouziva-
nou v dalsich kapitolach je zde zminéno rozdéleni podle vzdjemného uspo-
fadani jednotlivych fazi a geometrického tvaru vyztuZze. Z tohoto hlediska
1ze kompozity rozdélit na:
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vrstvené kompozity (sendvicové kompozity) — jsou tvofené dvéma nebo
vice vrstvami (lamelami) s rozdilnymi vlastnostmi. Vrchni vrstva zde
casto slouzi k urcité ochrané vrstvy zakryté, kterd pak zpravidla zajis-
tuje vlastni funkci kompozitu. MtiZe se pak jednat zvyseni odolnosti
zékladni vrstvy proti mechanickému opottebeni, korozi, tepelnému
ptisobeni apod.

kompozity ¢asticové — jsou tvofeny matrici a v ni rovhomérné, nebo na-
hodné rozmisténymi inkluzemi u nichZ jeden rozmér nesmi vyrazné
pfesahovat ostatni. Vyztuzujici ¢astice maji tvar kulovity, destickovity,
ty¢inkovity, popt. nepravidelny. Z makroskopického hlediska pak lze

tyto kompozity povaZovat za materialy izotropni.

kompozity vldknové (s kratkymi vldkny) — jsou rovnéz tvofeny matrici a
inkluzemi (vldkny), které jsou v8ak v jednom sméru vyrazné rozmeér-
néjsi neZ v ostatnich smérech. Délka vldken je vSak vyrazné mensi
v porovnéni s celkovou velikosti vyrobku. Z makroskopického hle-
diska za izotropni 1ze tyto kompozity povaZzovat jen v pfipad€, Ze vy-
ztuzna vladkna jsou v matrici rozmisténa zcela ndhodné. V opa¢ném
piipadé je jiz tieba pocitat s anizotropnim chovanim.

kompozity vldknové (s dlouhymi, kontinudlnimi vldkny) —u tohoto typu
kompozitu je délka vldken srovnatelna s rozméry vyrobku. Uspofa-
dani kontinuélnich vldken mé fadu variant. Vlakna mohou byt v ma-
trici uspotfddana v jednom nebo vice smérech, popt. i spletena do ro-
hozi, kde pak jiz matrice ani nemusi mit vyznamnou roli. V kazdém
piipadé je vSak tento kompozit nutné povaZovat za materidly anizo-
tropni.

(@ (b) (© (d)

Obréazek 1.2: Rozdéleni kompoziti: (a) vrstveny kompozit, (b) ¢asticovy
kompozit, (c) izotropni vldknovy kompozit (s kratkymi vlakny), (d) anizo-
tropni vldknovy kompozit (s dlouhymi vldkny).
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1.3 Matrice a vlaknové vyztuze kompozitii

Jak je uvedeno v predchozim bodé¢, 1ze kompozitni materidly (s ¢asticovymi
a vlaknovymi inkluzemi) délit i podle materidlu pouZzitého jako matrice. Na
zptisob homogenizace kompoziti maji zdsadni vyznam reologické vlast-
nosti matrice, které jsou samoziejmé dané pouzitym materidlem. Schopnost
dotvarovani maji pfedevsim silikatové a polymerni matrice. U silikath jsou
vSak viskoelastické vlastnosti silné zavislé na stafi materidlu, s &imz tato
studie nepocita. Pro zde feSené piiklady je uvaZovano s matrici polymerni.
Avsak kromé faktu, Ze se jednd o viskoelastickou matrici bez starnuti s ur-
¢itymi materidlovymi parametry, neni pro srovnani metod vypoctu odezvy
tteba blizsi specifikace matrice, a proto je zde toto rozdéleni (pfevzaté z [27])
uvedeno spiSe pro predstavu o v soucasné dobé pouzivanych materidlech.

Kovové matrice: Jako kovové matrice jsou nejcastéji pouzivané lehké sli-
tiny hliniku (pfipadné hof¢iku a titanu) s vyztuZzi z bérovych, uhlikovych
nebo kfemikokarbidovych vldken. Kovové matrice maji fadu vyhod, jakymi
jsou elektrickd a tepelnd vodivost, nehoflavost, smykova pevnost, tvarnost,
odolnost proti obrusu, moznost povlakovani, spojovani, tvarovani, vyssi te-

pelné odolnost, odolnost viici erozi a povrchovému poskozeni.

Keramické matrice: Keramické matrice jsou materialy lehké a tvrdé, vét-
Sinou vsak kiehké. Jejich vyhodou je vysoka pevnost i pfi vysokych tep-
lotach a odolnost proti oxidaci. Jako vyztuz pro keramickou matrici jsou
pouzitelna pouze néktera vldkna, kvili nebezpeci nesoudrznosti mezi ma-
trici a vldkny. Odolnost proti teplotnimu Soku mtize zlepsit pouZiti vlaken

Vv,

s vy$si tepelnou vodivosti neZ ma matrice.

Silikatové matrice: Jedna se o materidly na bazi cementové pasty a sadry.
Matrice na bazi portlandského cementu je silné alkalickd, coz zptisobuje ko-
rozi vétsiny sklenénych vldken. Proto musi byt sklenénd vyztuzna vlakna
bud’ chrdanéna, nebo se pouzivaji specidlni typy alkalicko-odolnych skel.
V sadrové matrici jsou sklenénd vldkna obvykle pokryta polyvinylaceta-
tovym povlakem, ktery zvysuje soudruznost s matrici. Klasickym piikla-
dem kompozitniho materidlu se silikdtovou matrici a rozptylenou vyztuzi
je vlaknobeton.

Polymerni matrice: Vladknové kompozity na bazi polymernich matric maji
nejdels{ tradici. Jejich vlastnosti i vyrobni postup se vyrazné lisi podle toho,
je-li pouzity polymer termoplast nebo termoset (reaktoplast).

Termoplastové matrice: Vyhodou termoplastovych matric je jejich nizka
cena dand snadnym zptisobem jejich vyroby i p¥i slozitych tvarech findlnich
produktti. Dalsi vyhody spocivaji v pomérné dobré dimenziondalni stabilité,
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malém obrusu, zvySené pevnosti, modulu pruznosti a houZevnatosti. Pro
vyztuZeni vlakny se nejcastéji pouzivaji jako matrice polyamidy (nylon), po-
lyethylen, polypropylen, polykarbonét, polysulfon. K jejich vyztuZzeni se po-
uzivaji vldkna sklenénd, uhlikovd, aramidova nebo jejich kombinace (hyb-
ridni kompozity).

Termosetové (reaktoplastové) matrice: Termosety vyztuZzené vlakny jsou ne-
sporné nejrozsifenéjsi konstrukéni kompozity. Matricemi jsou nejcastéji po-
lyesterové, epoxidové, melaminové a siloxylové pryskyftice. Vyztuzna vlakna
jsou bud’ cilené uspofddana, nebo ndhodné orientovana. Nejvice se uplat-
fiuji vldkna uhlikovd, bérova, keramicka, kovova, aramidova nebo jejich kom-
binace. P¥i aplikaci sklenénych vladken neni dosahovano dostate¢né tuhosti
vysledného kompozitu. Pro nékteré aplikace (zejména z dtivodu sniZeni
ceny) se vyuzivaji i pfirodni vldkna (juta, sisal), nejcastéji v kombinaci se
sklenénymi vlakny.

Vliknové vyztuze kompoziti: Pro vyztuZovani matrice je k dispozici 8i-
roké spektrum vlaken. Material vldkna ma byt pevny, tuhy, lehky a z tech-
nologického hlediska vyroby kompozitli ¢asto musi mit vysokou teplotu
tani. Vedle pfirodnich vldken z bavlny ¢i celulosy se pouzivaji vldkna ko-
vovd, slitinova, whiskery z keramickych a metalickych materialt, polykrys-
talickd vlakna z riznych keramickych material(, sklenéna a mineralni vlak-
na, polymerni vlakna. Podle typu struktury materidlu Ize vlakna délit na
amorfni (sklo, kiemen, bér), monokrystalickd (keramicka, kovova), poly-
krystalicka (keramickd, kovové, uhlikovd), multifizové (amorfni Bna Cnebo
W, karbidy) a makromolekularni (organicka).

Z hlediska zkoumani mechanickych vlastnosti kompozitti je dileZzité,
Ze pro vlastnosti vldken je charakteristickd anizotropie. Pevnost i modul
pruznosti byvaji ve sméru osy vy3si nez ve sméru kolmém k ose, a proto
maji kompozity nejvyssi pevnost ve sméru vyztuzujicich vlaken. VyztuZzeni
vldkny je tak vyuZivdno zejména ke zvySeni pevnosti, modulu pruznosti
(tuhosti) a v né€kterych pfipadech rovnéz houzevnatosti.






Kapitola 2

Viskoelasticita

2.1 Zikladni vztahy

U fady material bylo pozorovano, Ze u nich pod vlivem konstantniho na-
péti dochdazi k trvalému nértstu jejich deformace. Tento jev je oznacovan
jako dotvarovini. Rovnéz pfi konstantni deformaci u téchto materiala do-
chéazi k postupnému tibytku napéti, které tuto deformaci vyvolalo. Tento jev
je oznacovan jako relaxace. Dotvarovani a relaxace spolu tizce souvisi a jsou
zpusobeny skutecnosti, Ze pietvarné procesy v téchto materialech probihaji
s urcitym zpoZzdénim. Zde uvedeny teoreticky tvod do viskoelasticity je
omezen na problémy feSené v této praci a do zna¢né miry erpd z [19], kde
1ze nalézt podrobnéjsi a komplexn€jsi informace.

Vv,

Nejjednodussi teorii popisujici ¢asové zavislé chovani materidla je te-
orie linedrni viskoelasticity, ktera pfedstavuje nejjednodussi rozsifeni teorie
linedrni pruznosti. I zde jsou tudiz hlavnim pfedmétem z4jmu vztahy mezi
napétim a deformaci, které jsou vsak funkcemi ¢asu.

Zakladnim pfedpokladem linearni viskoelasticity je platnost principu
superpozice. V tomto pfipadé jsou vlastnosti materidlu jednozna¢né po-
pséany funkci [ (t, fo), nazvanou funkce poddajnosti, popt. s ni souvisejici funkci
R(t,to), nazvanou relaxacni funkce.

Chovéni materidlu je moZno, s jistou mirou pfesnosti, popsat matematic-
kymi vztahy, které odpovidaji uré¢itému reologickému modelu. Reologické
modely jsou tvofeny sériovym a paralelnim skldddnim zdkladnich reologic-
kych ¢lankd. Témi jsou pruzny clanek (pruzina) a viskézni clanek (tlumic), které
jsou zndzornény na obr. 2.1.

Pro tyto ¢lanky plati nasledujici konstitutivni vztahy (je uvazovan nej-

YV,

jednodussi p¥ipad jednoosé napjatosti pro izotropni material bez starnuti):
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Obrézek 2.1: Zakladni reologické ¢lanky: (a) pruzny ¢lanek, (b) viskézni ¢la-
nek.

e pruZny ¢lanek (pruzina)

o(t) = Ee(t) 2.1)
() = g o(t) 22)
kde E je Youngiiv modul pruznosti.
o viskézni &lének (tumig)
o(t) = Ué(i) (2.3)
(0 = 0/ o(2)dg 4

kde 77 je viskozita. Vzhledem k tomu, Ze pro linedrné viskézni tlumic je
napéti dle (2.3) tmérné derivaci deformace podle ¢asu, j. jeji rychlosti,
je jednotkou viskozity Pas.

Sériovym spojenim pruzného a viskézniho ¢lanku vznika reologické
schéma nazyvané Maxwelliiv model. Z obrazku 2.2 je zfejmé, Ze napéti pti-
sobici v jednotlivych ¢lancich je stejné a rovné celkovému napéti. Celkova
deformace modelu je vSak rovna souctu deformaci jednotlivych ¢lankd, tj.

o(t) = oe(t) = oy(t) (2.5)
e(t) = ee(t) +&v(t) (2.6)

kde napéti a deformace v pruzin€ je oznaceno indexem e a v tlumici inde-
xem 0.

Paralelnim spojenim jednotlivych ¢lankt vznika Kelviniiv-Voigtiiv model.
Zde je z obrazku 2.2 zfejmé, Ze vztahy pro celkové napéti a deformaci jsou
presné opacné nez u Maxwellova modelu, tj.

e(t) = ee(t) = ey (t) (2.7)
o(t) = oe(t) +ov(t) (2.8)



ZAKLADNI VZTAHY
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Obrazek 2.2: Zakladni reologické modely: (a) Maxwellav model, (b)
Kelvintiv-Voigtiv model.

Jak jiz bylo zminéno na zac¢atku tohoto oddilu, hlavnim ptedmétem z&j-
mu linedrni viskoelasticity jsou vztahy mezi napétim a deformaci, tj. mate-
maticky zapsano jako nasledujici funkéni zavislosti

e(t) = f(o(t))  resp.  o(t) = f(e(t))

Zakladem je zjisténi odezvy na vazeny jednotkovy skok, tj. pfipad kdy
fidici veli¢ina v urcitém case to, za¢ne nahle ptisobit a udrzuje se ddle na své
konstantni hodnoté. Jeho matematické definice je uvedena v dodatku B.

Zjisténi priibéhu deformace, jako odezvy na skokovy ndrtist napéti je
provadéno tzv. dotvarovaci zkouskou, tj. je hleddna funkce ¢(t) pro o(t) =
0 H(t — to), kde & = konst. Priibéh deformace je pak moZzno zapsat ve tvaru

e(t) =0 J(t, to) (2.9)
kde J(t,to) je jiz vySe zminéna funkce poddajnosti.

Pokud je jako fidici veli¢ina uvaZovadna pfedepsana deformace a jako
odezva zjistovano napéti jednd se o tzv. relaxacni zkousku. Pak pro e(t) =
EH(t—to), kde & = konst. je hleddna funkce o (t) a zavislost je mozno zapsat
vztahem

o(t) = ER(t, 1) (2.10)

vvvvv

JelikoZ funkce poddajnosti a relaxa¢ni funkce maji v teorii viskoelasticity
zcela zasadni vyznam je vhodné pro zdkladni modely uvést jejich odvozeni.
Tak jako u vztahti (2.1) aZ (2.4) je dale rovnéZ uvazovan ptipad jednoosé na-
pjatosti pro izotropni materidl bez starnuti. Za nestdrnouci je povaZzovan
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materiél, jehoZ materidlové vlastnosti (tj. zde modul pruznosti E a visko-
zita 1) se s asem neméni. Pak je funkci poddajnosti, popt. relaxa¢ni funkci
(obecné funkce dvou proménnych tj. stafi materidlu t a po¢atku ptisobent
napéti, resp. deformace ty) mozno zapsat jako

](t, to) = ]()(t — fo) resp. R(t, fo) = R()(t — to)

tj. funkci pouze jedné proménné (doby ptlisobeni napéti, resp. deformace).

Odvozeni je provedeno jednak , klasickym” zptisobem feSenim diferen-
cidlnich rovnic a jednak pouzitim Laplaceovy transformace (ilustrujici zde
jeji hlavni silu p¥i feSeni integrodiferencidlnich rovnic). Dale vSak bude ukéa-
z&no mnohem dtimysln€jsi pouziti Laplaceovy transformace pfi zjistovani
¢asové zavislosti mezi deformaci a napétim pro linedrné viskoelasticky ma-
terial.

2.2 Maxwelliv model

Vzhledem k rovnosti napéti dle vztahu (2.5) jsou u Maxwellova modelu ne-
zndmé okamzité hodnoty téchto proménnych: €. (), ey (t), e(t), o(t). Kjejich
feSeni jsou k dispozici tfi rovnice (2.1), (2.3) a (2.6). Pro pfehlednost jsou zde
zopakovany

e(t) = 0(t) = Eee(t) (2.11)
ov(t) = o(t) = néy(t) (2.12)
e(t) = ee(t )+8V( ) (2.13)

Pro urceni funkce poddajnosti je uvazovana dotvarovaci zkouska, tj. pti-
sobeni napéti o(t) = o H(t), kde ¢ = konst. a pro zjednoduseni je uvazo-
vano tg = 0. Pak pro deformaci pruZiny lze dle (2.11) jednoduse zapsat

o
- = = 2.14
a dle (2.12) pro rychlost deformace tlumice

vty = 50 ‘Tf;) ~ ‘; (2.15)

Integraci této rovnice se dostava vyraz pro deformaci tlumice jako
ev(t) = ‘; t+C (2.16)

kde Cje integra¢ni konstanta. Tu je moZzno urcit z pocate¢ni podminky, ktera
tak doplni tfi vySe uvedené rovnice pro feSeni problému o ¢tyfech nezna-
mych. Tlumic redlné neni schopen okamZité skokové deformace a tak v oka-
mziku pocatku ptisobeni napétit = 0 je jeho deformace nulova. Z pocatecni
podminky &, (0) = 0 pak vyplyvd, ze C = 0.

10
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Dosazenim vztahti pro dil¢i deformace do (2.13) se ziska vztah popisu-
jici celkovou deformaci modelu jako

Tento funkéni vztah je jiz ve tvaru rovnice (2.9) a jelikoZz byl uvazovan
model bez starnuti (¢imZ bylo samoziejmé umoznéno i takto jednoduché
feSeni) 1ze funkci poddajnosti pro Maxwelltiv model zapsat jako

Jo(t) = (115 + t) H(E) = % (1 + i) H(H) (2.18)

kde vynasobeni Heavisideovou funkci () odpovida skute¢nosti, Ze feSeni
bylo provedeno pro t > 0, zatimco pro t < 0 je deformace nulova. Déle je
zde zaveden charakteristicky (zde tzv. relaxa¢ni) ¢as T = 77/ E, ve kterém je
poddajnost pruziny 1/ E rovna poddajnosti tlumice v/7.

Pro pouziti Laplaceovy transformace je vhodné nejprve urcit Laplaceovy
obrazy konstitutivnich vztaht (2.1) az (2.4) pro zékladni reologické ¢lanky.
Pro vztahy u pruzného ¢lanku je to zdleZitost zcela trividlni, pro vztahy
u tlumice je tfeba pouZzit vétu o obrazu derivace pfedmétu a vétu o obrazu
integrace pfedmétu dle dodatku B. Pak pro

e pruzny ¢lanek (pruzinu)

(p) =Z{Ee(t)} = E&(p) (2.19)
() = 2{ go } = g (2.20)
e viskdzni ¢lanek (tlumic)
o(p)=ZL{net)y =npelp) —ne(04) (2.21)
1 11
{ﬂ!a } 570 (2.22)

Dale, vzhledem k linedrnosti Laplaceovy transformace, 1ze rovnici (2.13)
zapsat v obrazovém tvaru jako

é(p) = e(p) +&(p) (2.23)
a dosazenim za obrazy deformaci pruziny a tlumice z (2.20) a (2.22), s uva-
Zenim, Ze rovnost napéti pfenaseného sériové spojenymi clanky plati sa-
mozfejmeé i pro jeho Laplacetiv obraz, se jiZz ziskava obrazovy konstitutivni
vztah pro Maxwelltiv model jako

W)= o)+ op = (o) o) @2

11
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Pro odvozeni funkce poddajnosti je nutno za ptisobici napéti uvazovat
véazeny jednotkovy skok, tj. o(t) = & H(t), kde & = konst., jehoz Laplacetiv
obraz je dle dodatku B

F(p) = LITH()) =5 (2.25)

< | =

Obrazovou deformaci, jako odezvu na skokovy priibéh napéti 1ze pak
vyjadfit jako

1 1)\1 1 /1 1
g( )=<+> —0=0— <+> (2.26)
PPE ) b E\p pt
kde relaxacni ¢as je i v Laplaceové prostoru, vzhledem k ¢asové nezavislym
materidlovym charakteristikdm pro nestarnouci materiél, uréen jako T =
n/E.
Obrazovou funkci poddajnosti pro Maxwelltiv model 1ze tedy zapsat
jako
~ 1 /1 1
Jo(p) = ¢ (p + pzr) (2.27)

a inverzi do ¢asové oblasti, napft. dle slovniku v dodatku B, se dostava

Jo(t) = 27! {112 (; + pir) } = % <1 + i) H(t) (2.28)

tj. stejny vztah jako v (2.18).

Pro urceni relaxa¢ni funkce je uvaZzovana relaxa¢ni zkouska, tj. e(t) =
EH(t), kde € = konst. a pro zjednoduseni je opét uvazovano ty = 0. Je tedy
nutné vyjadfit zavislost napéti o(t), p¥i sériovém zapojeni pfenaseného jak
pruznym, tak visk6znim ¢lankem, na celkové deformaci ¢(t), kterd je dle
podminky kompatibility (2.13) sou¢tem deformaci jednotlivych ¢lankd. Pro
pruzny ¢lanek je zavislost pfimo dana rovnici (2.11). Pro viskézni ¢ldnek je
vsak dle rovnice (2.12) napéti zavislé na rychlosti deformace. Pro feSeni je
pak moZzno rovnice (2.11) a (2.13) zderivovat podle ¢asu a ziska se tak

&(t) (2.29)
8(t) = ee(t) + &y (1) (2.30)

Dosazenim vztahti é.(t) = ¢ (t)/E aéy(t) = o(t)/n ziskanych z (2.12) a
(2.29) do (2.30) se dostava diferencidlni rovnice

% o(t) + ; o(t) = &(t) (2.31)

12
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Ta vyjadfuje zavislost napéti na obecném casovém vyvoji pfedepsané de-
formace. Pro pfipad relaxaéni zkousky, kde €(¢) = & = konst. pro t > 0, se
vSak podstatné zjednodusi na tvar s nulovou pravou stranou

éd0+;dﬂ=0 (232)

a jejim obecnym feSenim je
_Ey ot

o(t)y=Ce 7" =Ce 7 (2.33)
kde T = 1 /E je jiz vySe zminény relaxa¢ni ¢as a C je integra¢ni konstanta.
Tu je nutné urcit opét z vhodné pocatecni podminky. Pfi skokové zméné
deformace pfipada celd jeji hodnota nejprve na deformaci pruziny, protoze
skokova deformace tlumice by v ném vyvolala nekone¢né napéti. Pak napéti
v pruziné v ase t = 0je 0(0) = E§, cozje pozadovana pocatedni podminka
a po jeji aplikaci v rovnici (2.33) se ziskd C = E & Dosazenim do (2.33) se jiz
dostava vztah popisujici priibéh napéti v ¢ase jako

o(t) = Ege * (2.34)

Tento funkéni vztah je jiz ve tvaru rovnice (2.10) a pro material bez starnuti
je mozno relaxa¢ni funkci pro Maxwelltiv model zapsat jako

Ro(t) = Ee = H(t) (2.35)

Pro odvozeni relaxa¢ni funkce Maxwellova modelu pomoci Laplaceovy
transformace je jiz moZzno vyjit z obrazového konstitutivniho vztahu (2.24),
ktery se upravi do formy zavislosti napéti na deformaci

~ 1 Epy
o(p) = e(p) = € (2.36)
(») - () i+ E (p)

Laplacetiv obraz vdZeného jednotkového skoku pfi aplikaci relaxacni
zkousky, tj. e(t) = € H(t), kde & = konst., je analogicky k (2.25)

1
- (2.37)
p

€(p) = Z{eMH(t)}

Obraz napéti, jako odezvy na tento skok, je pak

~ Epn 1 En - T . 1
o(p) = — §E §E (2.38)
7) pn+Ep

g pr— g = = —_—
pn+E pT+1 p+1
a odtud obrazova relaxa¢ni funkce pro Maxwelltiv model je ddna vyrazem

Ro(p) = E (2.39)

Ptz

13
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a inverzi do ¢asové oblasti se ziskava

Ro(t) =27} {E ! . } = Ee * H(t) (2.40)
Ptz

tj. opét stejny vztah jako v (2.35).

2.3 Kelvinav-Voigtiv model

Pro urceni funkce poddajnosti pro Kelvintiv-Voigtttv model je mozno do
zna¢né miry postupovat analogicky k vyse uvedenému postupu. Zde jsou
v8ak vzhledem k rovnosti deformaci dle vztahu (2.7) neznamé okamzité
hodnoty téchto proménnych: 0. (), oy (t), o (t), €(t). Kjejich feSeni jsou k dis-
pozici tfi rovnice (2.1), (2.3) a (2.8). Pro pfehlednost jsou zde opét zopako-
vany

0e(t) = E¢e(t) = Ee(t) (2.41)
ov(t) =neév(t) = né(t) (2.42)
o(t) = oe(t) + o (¢ (2.43)

Dosazenim vztahti (2.41) a (2.42) pro nezndmd napéti v pruzin€ a tlu-
mici do (2.43) se ziskava ndsledujici diferencidlni rovnice, kterd vyjadiuje
zéavislost deformace na obecném ¢asovém vyvoji pfedepsaného napéti.

Ee(t)+né(t) =o(t) (2.44)

Pro ptipad dotvarovaci zkousky, kde o(t) = & = konst. pro t > 0,
prechédzi do tvaru s konstantni pravou stranou

Ee(t)+né(t) =0 (2.45)
a jeji obecné feSeni ma tvar
e(t) = %Jrcg%f: %+ce—% (2.46)

kde Cje integra¢ni konstanta a T = 7/ E je opét charakteristicky (zde tzv. re-
tardacni) cas. Integracni konstantu 1ze urcit z podobné pocatecni podminky
jako u Maxwellova modelu. Zde vSak z nulové deformace tlumice v ¢ase
t = 0 vyplyva i celkova nulové deformace, tj. po¢ate¢ni podminka e(0) = 0
azniseurdi,zeC = —7/E.

Finalni vztah popisujici ¢asovy vyvoj deformace pro Kelvintiv-Voigtiv
model, p¥i dotvarovaci zkousce, je tak

(1 - e—%) (2.47)
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a z néj je mozno funkci poddajnosti pro Kelvintiv-Voigtiiv model zapsat ve

tvaru 1
Jo(h) = % (1 - e*%> H(t) (2.48)

Pfi pouziti Laplaceovy transformace pro odvozeni funkce poddajnosti
Kelvinova-Voigtova modelu 1ze rovnici (2.43), vzhledem k linedrnosti La-
placeovy transformace, zapsat v obrazovém tvaru jako

7(p) = Ge(p) +0v(p) (2.49)
anyni do ni dosadit za obrazy napéti vztahy (2.19) a (2.21), ¢imz se dostava
o(p) = E&(p) +npe(p) —1e(0+) (2.50)

Jak je jiz vy$e uvedeno, pocate¢ni podminka je zde uréena jako £(0) = 0
a pak se vztah (2.50) zjednodusi na ndsledujici obrazovy konstitutivni vztah
pro Kelvintiv-Voigttiv model

o(p) = Eelp) +npep) = (E+np)ep) (2.51)
tj. ve formé zavislosti deformace na napéti jako
1
gp)=—"—"=70 2.52
) =5y oW (2.52)

Dosazenim obrazu vdzeného jednotkového skoku napéti dle (2.25) se jiz
dostava funkéni vztah pro jim vyvolanou obrazovou deformaci
1 1 1 1
p)=———=-"0=0———7+ (2.53)
P Erp T TErp(prd)

Obrazovou funkci poddajnosti pro Kelvintiv-Voigttiv model 1ze pak za-
psat jako
-~ 1 1

Jo(p) = T m

a inverzi do Casové oblasti, se dostédva

Jo(t) :3—1{; p(pl+1)} = % (1—e-%) H(t)  (2.55)

tj. opét stejny vztah jako v (2.48).

(2.54)

Je zfejmé, Ze tento model neni schopen zachytit okamZitou deformaci po
skokovém nértistu napéti. Pro ziskdni reologického modelu, ktery piesnéji
(a v del$im ¢asovém intervalu) vystihuje viskoelastické chovani urcitého re-
alného materiélu, je tieba pfejit k ponékud slozitéjsi kombinaci pruznych
a viskéznich ¢lanki, neZ jaky nabizeji Maxwelliv a Kelvintiv-Voigtiv mo-
del.
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2.4 Kelvinav-Voigtiiv fetézec

Dalsi ¢asti tohoto textu jsou zaméfeny na sledovani funkéni asové zavis-
losti deformace ¢(t), jako odezvy na obecny prubéh piedepsaného napéti
o(t). Pro ucely takového zkoumadni je velmi vhodny zobecnény Kelvintiv-
Voigtiv model, neboli Kelvintiv-Voigttiv fetézec. Ten je tvofen sériovym za-
pojenim pruzného a nékolika Kelvinovych-Voigtovych ¢lank (viz obr. 2.3).
Pruzny ¢lanek eliminuje hlavni nedostatek Kelvinova-Voigtova modelu, tj.
neschopnost zachytit okamzZitou deformaci.

mh 1> T

Es _E|_ _[|_ ..... _E|_

T L i

Eo &1 &E2 EM
| € J

Obrazek 2.3: Kelvintiv-Voigthv fetézec.

Pro Kelvintiv-Voigttiv fetézec sloZeny z jedné pruziny o tuhosti Ey a
M Kelvinovych-Voigtovych ¢lanki s tuhostmi E; a viskozitami 77, kde j =
1,2,... M je celkova deformace modelu rovna souctu deformaci jednotli-
vych ¢lankd, tj.

() = 3 (1) = colt) +ex(t) +ealt) b bem(t)  (256)
=0

Kazda jednotka v8ak pfenasi stejné celkové napéti o (t), které je samo-
ziejmé pro Kelvinovy-Voigtovy ¢lanky rozdéleno na ¢ést pfenaSenou pru-
Zinou o, (t) a ¢ast prendsenou tlumicem oy (t). Pak je mozno podminky rov-
novahy pro napéti zapsat jako

o(t) = 0pel(t) o(t) = 0je(t) +oju(t) j=1,2,...M (2.57)

Dosazenim vztahti (2.1) a (2.3) se ziskavé soustava vzdjemné nezavislych
diferencialnich rovnic

Eoeo(t) = o(t) Ejei(t) +n;éi(t)=0(t) j=12,...M (2.58)

16
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Vypoctem deformaci jednotlivych ¢lankt g;(t) z rovnic (2.58) a jejich
souctem dle (2.56) se ziskd celkovd deformace fetézce €(t), jako odezva na
obecny priibéh zatizeni o (t).

Pro urceni funkce poddajnosti Kelvinova-Voigtova fetézce je opét apli-
kovéno zatizeni o(t) = & = konst. pro t > 0 a rovnice (2.58) pfejdou na
tvar

E0€0(t) =0 E]8](t)+17]€](t) =0 ]: 1,2,...M (259)

Reseni diferencidlni rovnice tohoto tvaru jiz bylo uvedeno v (2.47) a su-
maci dle (2.56) se ziskava casovy priibéh celkové deformace fetézce jako

t

~ M ~ ot
—;+2;(1—e ff) (2.60)
]:

kde 7 = 77,/ E; jsou retardacni ¢asy jednotlivych ¢lank.

Funkci poddajnosti pro Kelvintiv-Voigtliv fetézec je pak mozno zapsat

ve tvaru M
1 1 —TLj
Jo(t) = (Eo +]§ E (1 —e )> H(t) (2.61)

tj. jedna se o soucet poddajnosti jednotlivych ¢lanki.

Pro tplnost je zde vhodné uvést i Laplacetiv obraz funkce poddajnosti
pro Kelvintiv-Voigttiv fetézec. Vzhledem k linearité Laplaceovy transfor-
mace se jedna o vztah

M
~ 1
Jo(p + (2.62)
’ PEO E E it p(pti)
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2.5 Odezva na obecné zatizeni

S vyuzitim principu superpozice je mozno definovat funkéni zavislost ca-
sového vyvoje deformace ¢(t) na libovolném prubéhu pfedepsaného zati-
zeni o (t). Pfi znalosti funkce poddajnosti J(¢, to), kterd popisuje vyvoj de-
formace jako odezvu na skokovy ndrtist napéti z nulové hodnoty na hod-
notu & = konst. v ¢asovém okamziku ty, se odpovidajici deformace v ¢ase
t > to vypodita jako e(t) = & J(t, to).

Nyni je mozno pftistoupit k tivaze, Ze obecny prubéh funkce o(t) 1ze
aproximovat souc¢tem dil¢ich skoki jako

O'(t) = i Aoy H(t - tk) (263)
k=1

a odpovidajici vyvoj deformace lze pak vyjadfit jako

e(t) =Y Ao J(t, k) (2.64)
k=1

Pfesnost aproximace funkce o (t) dle (2.63) je samoziejmé dana délkou
intervalu, ve kterém je spojity prtbéh funkce nahrazen skokovymi p¥irtistky.
Snizovanim délky intervalu mezi sousednimi skoky a sou¢asnym zmenso-
vanim velikosti téchto skokii se, pro spojité diferencovatelnou funkci o(t),
ze sumy Vv (2.64) limitnim pfechodem stane integral a vztah pro vypocet
deformace (2.64) 1ze zapsat jako

t

e(t) = [ J(,8)5(2)de 2.6

to

kde tg je ¢asovy okamzZik od kterého zacalo napéti ptisobit, tj. pro t < tg je
o(t) = 0. Diskrétni priibéh ¢asu, reprezentovany v (2.64) kone¢nym poctem
¢asovych okamzZiki t;, zde byl nahrazen spojitou integraéni proménnou ¢
a kone¢né piirtistky napéti Aoy byly nahrazeny infinitezimalnimi p¥irastky
do =¢(g)dé.

Pro pfipad, kdy se napéti zméni skokem na poc¢atku zatéZovani, tj. v case
tp z nuly na 0y, a déle se vyviji spojité, je nutno vztah pro vypocet deformace

A

rozsirit na

e(t) = J(tto) oo+ [ J(1,6) (&) de (2.66)
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Pro materidl bez starnuti, tj. s funkci poddajnosti Jo(t — to), se pro zévis-
lost ¢asového prubéhu deformace ¢(f) na obecném priibéhu zatézovaciho
napéti o(t) (nemeéni-li se napéti skokem a pocétek zatézovani je v okamziku
to = 0) dostava konvolu¢ni integral

t

e(t) = [ ho(t—2) (@) de 2.67)

0

2.6 Korespondenéni princip linedrni viskoelasticity

Pouzitim Laplaceovy transformace, podle véty o obrazu konvoluce pied-
métt a véty o obrazu derivace predmétu (viz dodatek B), 1ze vztah (2.67)
v Laplaceové prostoru zapsat jako zévislost obrazu deformace €(p) na ob-
razu obecného pritbéhu zatéZzovaciho napéti o'(p)

ap) =Jo(p)&(p) = pJo(p)3(p) (2.68)

Pouzitim Laplaceovy transformace je tak v konstitutivnich vztazich eli-
minovana ¢asova zavislost a vztah (2.68) je tak analogicky elastickému kon-
stitutivnimu zdkonu ve formé e = (1/E)c. To je zdkladem tzv. korespon-
dencniho principu, podle kterého lze viskoelastické problémy fesit jako , ko-

g4/

respondenc¢ni” elastické problémy v Laplaceové prostoru.

Vypocet vyvoje deformace, jako odezvy na obecné prabéhy zatiZeni, re-
prezentované funkéni zavislosti o(f) = ¢ sinwt a lichobé&Znikovym zati-
Zenim, je pro Kelvintiv-Voigttv model podrobné provedeno v dodatcich C
a D. A to jak pfimou integraci konvolu¢niho integralu, tak pomoci kore-
spondenc¢niho principu s pouZzitim Laplaceovy transformace.
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Kapitola 3

Mechanika kompoziti

Zde uvedeny stru¢ny tivod do mechaniky kompozitnich materialt je zamé-
fen vyhradné na tzv. homogenizaci kompozitii, tj. uréeni materidlovych vlast-
nosti heterogennich (slozenych) materialt, pfi sledovani jejich chovani na
makroskopické trovni, kdy je celé téleso uvazovano jako materidl homo-
genni. A i obecné zna¢né rozsdhla oblast homogenizace je zde omezena na
linedrni elastické a viskoelastické chovani materiéld, tj. pouze na proble-
matiku feSenou v této praci. Z hlediska tcelu zde uvddéného teoretického
zékladu mechaniky kompozitii je pominuta problematika vrstvenych kom-
pozitdi, nelinedrntho materidlového chovéni a ani dalsi pokrocilejsi tivahy,
jako napf. problematika nesoudrZznosti mezi matrici a inkluzi nebo posko-
zeni. Cely postup homogenizace je nejprve ukazan pro elastické materia-
lové vlastnosti a v zavéru je provedeno zobecnéni na vlastnosti viskoelas-
tické, s pouzitim jizZ znamych principti uvadénych v pfedchozi kapitole pro
kompozith 1ze nalézt mimo jiné v [29, 13, 10, 4, 21, 28, 12, 9], odkud bylo pti
zpracovani této kapitoly cerpano.

3.1 Mikromechanicka analyza kompozitt

Z hlediska mechaniky je mozno kompozity charakterizovat jako makrosko-
picky homogenni télesa s heterogenni strukturou na mikroskopické trovni.
Volba rozmérového métitka pro makroskopickou a mikroskopickou tiroven
je samozfejmé znacné variabilni, zavisl4 na struktufe konkrétniho hetero-
genniho materidlu. Zakladnim tikolem je pak zjistit jak tato mikrostruktura
ovliviiuje materialové chovani na makroskopické trovni. Témito problémy
se zabyva mikromechanika kontinua.

Regent je zaloZeno na ptredpokladu, e za uréitych podminek je mozno
heterogenni mikrostrukturu ,rozmélnit” a materidl na makrodrovni popsat
jako homogenni s prostorové konstantnimi efektivnimi vlastnostmi. Ty pak
pro mikrostrukturu maji vyznam urcitych primérnych hodnot. Tento pie-
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chod od zndmych vlastnosti jednotlivych sloZzek mikrostruktury k ,,primér-
nym” vlastnostem celého télesa je pak nazyvan homogenizace.

Pro odhady efektivnich elastickych vlastnosti kompozitti mohou byt po-
cipy, které vychézeji z predpokladu, Ze soucet energii jednotlivych fazi se
rovna celkové energii télesa jako celku. Zde uvadény postup vyplyva z Hill-
ova pojeti kompozitti [14, 15], ktery nevychdzi pfimo z energetickych tivah,
ale je k nim do zna¢né miry analogicky.

Mikromechanicka analyza heterogennich materialti mtiZe byt rozdélena
do tfi zdkladnich krok. Prvnim krokem je urceni objemového a geometric-
kého zastoupeni jednotlivych sloZek kompozitu a jejich materialovych vlast-
nosti. Dal$im krokem je tzv. lokalizace, coz je analyza mikroskopické ode-
zvy napéti a deformace na makroskopicky aplikované okrajové podminky.
Ziska se tak vztah mezi veli¢inami na jednotlivych fazich a primeérovanymi
veli¢inami. Vysledkem tohoto postupu jsou tzv. koncentracni (lokalizacni) fak-
tory, tj. obecné tenzory 4. fadu, pomoci kterych lze z primérnych napéti
a deformaci ziskat napéti a deformace na mikrotrovni heterogenniho té-
lesa. Pak jiz lze pfistoupit k poslednimu kroku, tj. vlastni homogenizaci, kdy
se pomoci jiz znamych koncentra¢nich tenzort uréi tenzory efektivni (ho-
mogenizované) tuhosti, resp. poddajnosti. Tyto jednotlivé kroky homogeni-
zace kompoziti jsou déle probrany podrobnéji.

3.2 Pramérné velifiny

Role makroskopické a mikroskopické trovné, s jejich charakteristickymi
rozmérovymi méritky, v souvislosti s procesem homogenizace je ilustro-
vana na obr. 3.1. V néjakém libovolném bodé y na makroskopické trovni
miiZe byt material popsan jako homogenni s konstantnimi efektivnimi vlast-
nostmi. Pfi dostate¢ném zvétSeni télesa v misté tohoto bodu vsak vyjde na-
jevo prostorova heterogenita na mikroskopické trovni. Jestlize je zde za-
veden dalsi soufadny systém, mtiZze byt mikrostruktura popsana zavislosti
tenzoru materialové tuhosti, déle znaceného C(x) nebo C;jx(x), na soutad-
ném systému této mikrostruktury. Pfedpoklada se, Ze materidlové chovani
sloZzek na mikrotdrovni je linedrné elastické a zndmé.

Déle je na mikroskopické trovni uvazovan objem, ktery musi reprezento-
vat veSkery materidl celého télesa. V procesu homogenizace je pak tato ob-
last () pouZita k uréeni makroskopickych vlastnosti materidlu, tj. prostoroveé
konstantniho efektivniho tenzoru materidlové tuhosti, ddle znaceného Ce¢ nebo
Clif- Podminkou homogenizace je tak statisticky homogenni rozloZeni hete-
rogenit (defekt(l) v celém materidlu. Tim je zajisténo, Ze vysledny tenzor Co¢
je nezavisly na bodu y urcujici makroskopickou polohu detailu mikrostruk-
tury, ktery je popsany tenzorem C(x). Tenzor Cg nesmi byt rovnéZz zavisly
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Obrazek 3.1: Reprezentativni objemovy vzorek a princip homogenizace.

na velikosti nebo tvaru vybraného objemu. Z toho vyplyvd, Ze v pfipadé
nepravidelné mikrostruktury (rozloZeni heterogenit) musi oblast (2 obsa-
hovat dostate¢né mnoZzstvi defektti. Na druhé strané vSak musi byt oblast
() dostate¢né mald, aby mohla byt na makroskopické drovni povazovana za
bod.

Splituje-li vybrany objem tyto podminky, je nazyvan reprezentativni obje-
movy vzorek, oznacovany jako RVE (representative volume element). VSechny
tavahy jsou déle provddény pravé na RVE.

Pfi uvaZovéani dvou prostorovych méfitek, a s nimi korespondujicich
dvou soufadnych systémfi, je materidlovy bod y na makroskopické tirovni
vztazen k oblasti Q) na mikroskopické trovni, kde se deformace a napéti
projevuji jako mikropole. Makroskopické deformace E a napéti X, které charak-
terizuji mechanicky stav makroskopického materialového bodu, jsou defi-
novany jako objemové priméry mikroskopickych poli

1

E = () = (elx))a = g7 [, e(x)40 (3.1)
E = (o) = (e(x))q |1m [ o(x)a0 (32)

kde symbol (-) znamena pramérnou hodnotu sledované veli¢iny, Q) je de-
fini¢ni oblast (ptes kterou je veli¢ina prameérovéna), |()] je objem oblasti,
e = ¢jj, i,] = 1,2, 3 je tenzor deformaci na mikrotirovni, o = 0jj, i,j = 1,2,3
je tenzor napéti na mikrodrovni, x = (x1,x2, x3)T jsou soufadnice bodl
v QU 0O (kde 92 je hranice oblasti (2). Vyznam téchto vztaht je zfejmy
iz obr. 3.2.
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Obrézek 3.2: RVE s proménnymi mikropoli napéti a deformace a jejich pri-
mérnymi hodnotami.

3.3 Lokalizace

Jak jiz bylo vyse uvedeno, lokalizace v principu spo¢iva v uréeni mikrosko-
pickych napéti, resp. deformaci jako funkci makroskopicky aplikovanych
okrajovych podminek. V nejjednodussim piipadé, tj. pro linedrné elastické
problémy, jsou mikroskopické a makroskopické napéti, resp. deformace li-
nearné zavislé prostfednictvim nasledujicich lokaliza¢nich vztaht

e(x) = AQx) : E (3.3)
o(x) = B(x): XL (3.4)

kde A(x), resp. B(x) je koncentracni (lokalizacni) tenzor deformace, resp. na-
péti.

Dosazenim (3.3) do (3.1) a (3.4) do (3.2) se dostava
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kde I je jednotkovy tenzor 4. fadu.

Koncentra¢ni tenzory zdviseji na mikrostruktufe v oblasti () a jak bylo
pravé dokdzéano, pramérnou hodnotou téchto funkci je jednotkovy tenzor.
Pro explicitni popis materidlové heterogenity je nutno pouZit jejtho ideali-
zovaného tvaru.

Dale je uvazovan kompozit slozeny z n homogennich fazi a predpoklada
se, ze n — 1 fazi je rovnomeérné rozmisténych ve zbyvajici fazi — matrici. Ve-
li¢iny r-té faze jsou oznacovany indexem r a oblast vymezujici r-tou fazi w;.
JelikoZ RVE je z makrospopického hlediska statisticky homogenni vzorek, je
v ném zastoupenti jednotlivych fazi kompozitu konstantni a pro primeérné
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hodnoty deformaci a napéti na r-té fazi plati

n—1

<£r> = A,:E ZfrAr =1I (3.5)
r=0
n—1

<Ur> =B, : L Zfr]Br:H (3.6)
r=0

kde f, = w,/() je objemovy podil a A, a B, jsou koncentra¢ni tenzory r-té
faze kompozitu.

Koncentra¢ni tenzory A(x) a B(x) mohou byt v nékterych pfipadech
urceny feSenim elastické okrajové tlohy (boundary value problem). V ji-
nych pfipadech mohou byt aproximovany variaénimi metodami. Nejcas-
téji se vSak lze setkat s pfipadem odhadu koncentra¢niho tenzoru s pomoci
Eshelbyho teseni problému inkluze, tj. p¥ipadu kdy je elipsoidalni inkluze za-
budovana v elastickém médiu, vystavenému konstantni deformaci v neko-
necnu (viz dodatek G). Toto referen¢ni feSeni poskytuje odhad koncentrac-
niho tenzoru r-té faze kompozitu, ktery je pak konstantni (A (x)),, = A,
jako

A, = []I—f—SrZ(CO_l :Cr_H)}—1:<[H+Sr:(CO_1 :Cr—][)]_1>1
Q

it emn] s s @t e 0] *1
(3.7)

kde C; je tenzor tuhosti r-té faze, Cy je tenzor tuhosti referenéniho média a
S, je Eshelbyho tenzor r-té faze.

Ac sumace pfes r ve vyrazu (3.7) se vztahuje i na referen¢ni médium,
takto stanoveny odhad koncentraé¢niho tenzoru obecné plati jen pro faze in-
kluze. Pro uréeni koncentra¢niho tenzoru referenéniho média, tj. (A (x))w,,
je dale uvazovéno s kompozitem s jednim druhem inkluze s konstantnim
tenzorem tuhosti C;, ktera je zabudovéna v matrici s konstantnim tenzorem
tuhosti Cy. Dle (3.5) plati

(A(x))a = fo(A(x))wy + fi (A(x))w, =1
= fo(A(x))w, =1 - fi A (3.8)

kde bylo pouzito (A(x))w, = A; = konst. Po dosazeni za A; ze vztahu
(3.7) se elementdrnimi algebraickymi operacemi pro koncentra¢ni tenzor re-
ferenéniho média dostava

re0i

<A(K)>wo = [ Z fr []I +5;: (C(;l 1 Gy _]I)] 1] (3.9)
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MV Mev

Podle zvoleného referenéniho média se odliSuji dvé nejbéZznéjsi metody
homogenizace. Témi jsou metoda Mori-Tanaka, ve které je za referen¢ni mé-
dium uvazovéna matrice, tj. Co = Cp, a Self-konzistentni metoda, ve které je
za referen¢ni médium vybrdn RVE a pak Cp = Ceg.

3.4 Homogenizace

Po uréeni koncentra¢nich tenzorti je v mikromechanice kontinua poslednim
krokem vlastni homogenizace, tj. uréeni materidlovych vlastnosti na makro-
skopické trovni pro téleso uvazované jako material homogenni. To zahrnuje
vyjadfeni makroskopické deformace a napéti jako funkce deformace a na-
péti mikroskopického.

Pro Hooketiv zdkon na mikroskopické tirovni plati

o(x) = C(x) : e(x) (3.10)
e(x) = J(x): o(x) (3.11)

Na makroskopické trovni analogicky plati

Y = Ceff :E (312)
E = ]Ieff ' X (313)
tj. linedrni vztah mezi makroskopickym napétim a deformaci. Kde C je

efektivni tenzor materidlové tuhosti a Jes = Ce_ffl efektivni tenzor materidlové pod-
dajnosti.

Cilem homogenizace je nalézt pravé Ceg, resp. Jeg pokud jsou zndmy
tenzory tuhosti C,, resp. poddajnosti J» jednotlivych fazi.

Dosazenim (3.10) do (3.1), resp. (3.11) do (3.2) a do vzniklého vyrazu za
g(x) ze (3.3), resp. o (x) ze (3.4) se dostava
L = (C(x):ex))a=(C(x): A(x) : E)a = (C(x) : A(x))a: E (3.14)
E o= (J(x):B(x):Z)o={Jx):B(x))a:E (315
Porovnanim vztahti (3.14) a (3.12), resp. (3.15) a (3.13) se ziskava vyjad-
feni tenzoru efektivni materidlové tuhosti, resp. tenzoru efektivni materia-
lové poddajnosti jako
Cett = (C(x) : A(x))a (3.16)
Jett = (J(x) : B(x))a (3.17)

Témito vztahy jsou uréeny makroskopické materidlové parametry v za-
vislosti na obecném rozlozeni materidlové tuhosti C(x), resp. poddajnosti
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J(x) na mikrodrovni v ramci RVE.

Dale je uvazovan kompozit slozeny z n homogennich slozek. Pomoci
objemovych (procentudlnich) ¢asti f, jednotlivych fazi Ize primérné napéti
a deformaci zapsat jako

() =Y frlor) (&)=} fr(er) (3.18)

kdeplati ), f, = 1.
Pro kazdou r-tou homogenni fazi kompozitu plati Hooketiv zdkon
(ov) =C;: (&) (er) =T : (o) (3.19)

kde C,, resp. J; jsou tenzory materidlové tuhosti, resp. poddajnosti r-té faze.

Dosazenim do (3.18) se dostéva
() =) frCri{er) (&)=} frlr:{ov) (3.20)

Jak jiz bylo vySe uvedeno lze pramérnou deformaci, resp. napéti na jed-
notlivych fazich vyjadfit pomoci koncentra¢nich tenzort jako

(&) = Ar: (g) (or) =B, : (o) (3.21)

kde¥, f, A, =Tay, f, B, =1.

Dosazenim do (3.20) se pro primérné napéti a deformaci ziskava

(o)=Y £iC:A:(e) (&)=Y f1:B,: (o) (3.22)

—— ———
Cesr Dete
kde vyrazy
n—1 n—1
Cetr = Zfr C: A, Jets = Zfr]]r : B, (3.23)
r=0 r=0

vyjadfuji efektivni (homogenizované) materidlové vlastnosti kompozitu slo-
zeného z n slozek, kde f, je objemovy podil a C,, resp. J; jsou tenzory ma-
teridlové tuhosti, resp. poddajnosti r-té faze.

Pro kompozit s morfologii typu matrice-inkluze se pak efektivni tenzor
materidlové tuhosti urci jako

Cett = f0Co: (A(x))w, + fi Ci : A (3.24)
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a po dosazeni odhadti koncentra¢nich tenzorti pro referenéni médium a in-
kluzi z (3.7) a (3.9) se elementdrnimi tipravami dostdva

Cot = [2 £,C,: [H+sr:(colzcr—n)}_1]

re0,i

re0,i

-1
[ Y fr [11 +8,:(Cyt:Cr— 11)} 1] (3.25)

kde pro metodu Mori-Tanaka je Cp = Cy, a pro Self-konzistentni metodu
Co = Ceff.

3.5 Statisticky izotropni kompozity

Pro analyzu mechanickych vlastnosti kompozitnich materiali je klicové, zda
se jednd o kompozity ¢asticové nebo vlaknové (s dlouhymi, kontinudlnimi
vldkny) a tim spojenou izotropii, nebo anizotropii materidlovych vlastnosti.

Obecné jsou efektivni elastické vlastnosti definovany jiz vye uvedenymi'
linedrnimi vztahy

(0ij) = Cij (exr) (3.26)
(¢ij) = Jiju (01a) (327)

kde C7y, je efektivni tenzor materialové tuhosti a Jjj, je efektivni tenzor ma-
teridlové poddajnosti.

Pokud jsou tyto efektivni konstitutivni vztahy nezavislé na volbé sou-
fadného systému, jednd se o statisticky izotropni kompozit. V tomto pii-
padé, podobné jako pro homogenni elasticky material, se vyraz (3.26) redu-
kuje na formu

<01']'> = A" (egg) 51']‘ +2u* <€1']'> (3.28)
kde A a p jsou materidlové konstanty nazyvané Laméovy koeficienty, J;; je
Kronekerovo delta a (¢;;) a (0j;) lze vyjadiit jako

1

~ 3 (exk)

(o) = (@) 3+ (s5)  kde (&) = 5 (ow)

<£ij> = (&) 0ij + <3ij> kde

—~
Mo
~

IPro vyrazy v predchazejicim textu bylo pro vétsi prehlednost pouZito symbolické (kom-
paktni) znaleni tenzoril. Zde je naopak pro zvyraznéni vztahti mezi jednotlivymi veli¢inami a
i pro zietelné odliSeni tenzort a skalart pouZzito indexové znaceni. Je zde rovnéz uvazovana
tzv. Einsteinova sumacni konvence, podle které vyskytuje-li se v jednom ¢lenu néjaky index
dvakrat, znamend to secist tyto ¢leny postupné pro vsechny hodnoty opakovaného indexu.
Symbol sumace se v tomto ptipadé nepiSe. Napt. ve vyrazu aj bs ¢s je index s s¢itaci. Tento
vyraz ma tedy vyznam: aj bs cjs = Yo, ajk bs cjs = aj by o +aj bacp + aj by cps.
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Pak je moZno vztah (3.28) rozdélit na samostatnou objemovou a devia-
torickou ¢ast
(0) =3K(&)  (sip) = 20" (ey) (329)
kde k* je efektivni objemovy modul pruznosti, ii* je efektivni smykovy mo-
dul pruznosti, (), () je sttedni napéti, deformace objemové ¢astia (s;;), (e;;)
je deviatorickd cast tenzor(i pramérného napéti, deformace. Ostatni efek-
tivni elastické vlastnosti tj. E* a v* jsou definovany obvyklym zptisobem.

Jak je z vysSe uvedeného patrné, pro izotropni a makroskopicky homo-
genni téleso staci uvazovat dva typy zdkladni deformace a dvé linedrné ne-
z&vislé materidlové konstanty, napf. k* a u*. Zatizeni a jim vyvolanou ode-
zvu na vnitfni stavy ve sloZeném materidlu lze pak rozdélit na:

o Cisté normalové zatizeni

Cisté protazeni nebo zkréaceni lze provést pro libovolny smér. Vztahy
(3.20) se pak redukuji na

@ =Lfkle)  (&=Tfp () (3.30)

a vztahy (3.21) se zméni na nasledujici skalarni vyjadfeni
{er) =Av(e) (o) = B/ (o) (3.31)

kde A}, B} jsou koncentracni faktory pro jednosmérné norméalové namahani,
pro které rovnéz plati ), f, Ay =1a}), f, By = 1.

Rovnice (3.23) je pak moZzno zapsat rovnéz ve skalarnim vyjadfeni a pro
efektivni objemovy modul k* se tak dostava

BV
r (3.32)
)

N 1
K=Y f AVk k*zzﬁk
r r
o Cisté smykové zatizeni
Pfi ¢istém smyku se Hooketiv zdkon redukuje na vztah () = p* (7y).

Stejnym postupem jako v pfedchozim piipadé se pro efektivni smykovy
modul y#* dostava

* d 1 f rB i(’i
=Y A — =) L (3.33)
r V r V”
kde v8ak koncentraéni faktory Ad, B! maji charakter pomérti smykovych
napéti, resp. deformaci na fazich a celkovych smykovych napéti, resp. smy-
kovych deformaci.
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3.5.1 Voigtovy a Reussovy meze

Hrubéa aproximace efektivnich hodnot materidlovych konstant mtize byt
provedena za predpokladu, Ze deformace obou sloZek kompozitu je totozna,
nebo naopak za pfedpokladu, Ze totoZzné je napéti prenasSené jednotlivymi
slozkami kompozitu.

Za ptedpokladu konstantni deformace je A, = 1 a z (3.32) a (3.33) se
dostava tzv. Voigtova mez efektivniho materialového parametru

Ky =Y frk wy =) frir (3.34)

Naopak za ptedpokladu konstantniho napétije B, = 1az (3.32) a (3.33)
se dostava tzv. Reussova mez efektivniho materidlového parametru

1« f 1 f
— =y =y 3.35
ky ; ky HR ; Hr ( )

Pro kompozit s homogennimi slozkami charakterizovanymi rozdilnymi
elastickymi vlastnostmi neni pfirozené ani jeden pfedpoklad zcela spravny.
Napéti za konstantni deformace podle Voigta zptisobi nespojitost povrcho-
vych sil na pfechodu mezi fazemi. Naopak deformace p¥i konstantnim na-
péti podle Reusse zptlisobi nespojitost posuvil na pfechodu mezi fazemi.
Avsak protoze plati ), f, = 1, je vidy ky, > ki a uyy > pg. Voigtova mez je
tak hornim a Reussova mez dolnim odhadem efektivnich hodnot materia-
lovych konstant.

3.5.2 Metoda Mori-Tanaka

Jak jiz bylo zminéno vyse, urceni koncentra¢nich tenzorti 1ze provést néko-
lika zptisoby. Pro kompozit s inkluzi elipsoidalniho tvaru v kontinuédIni ma-
trici je ¢asto pouzivana metoda Mori-Tanaka [25]. Pfedpokladem této me-
tody je uvazovani umisténi inkluze v homogennim poli. To je platné pouze
pro malé objemové mnozstvi inkluzi (defekttt), které jsou od sebe dosta-
te¢né vzdalené.

Pfi uvaZovani matrice jako referen¢nitho média (tj. Co = Cy,) se vyraz
(3.25) pro C.¢ zjednodusi na

Ceif = |:fmCm +f1C1 . []I+Sl : (CI;l G — H)} _1:|
171
[fm I+ fi [11 +5: (Cl: Ci— JI)] } (3.36)
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Pro efektivni tenzor poddajnosti J ¢ se pak s uvaZzenim J] = C~! dostava

Jett = |:me+fi [H—i—Si T I —]I)}_l]
{fmllm1 +AIT (148 (07 I — D) _1] T e

Za ptedpokladu izotropni elasticity, 1ze tenzory tuhosti inkluze a mat-
rice zapsat jako soucet jejich deviatorické a objemové ¢asti

Ci=3kn IV +2u; 19 Cp =Bk IV + 2 iy I (3.38)

kde ki, pi, km @ pm jsou objemovy a smykovy modul pruznosti inkluze a

matrice a IV a ¢ jsou objemové a deviatorickd ¢ast jednotkového tenzoru

¢tvrtého fadu, tzv. objemovy a deviatoricky projekéni tenzor?.

RovnéZ tak 1ze rozloZit i tenzory poddajnosti inkluze a matrice, pro které
platiJ; = C; ' aJm = C.l. Z (3.38) se pak dostava

1 1 1 1
Ji= g R4+ 5 1 Jn= g I 4 5 S I (3.39)

kde J¥, J4, J¥ a J4 jsou objemové a smykova poddajnost inkluze a matrice,
definované jako JY = 1/ka Jd = 1/u.

Pokud jsou dale pfedpokladany kulové inkluze 1ze Eshelbyho tenzor vy-
jadrit jako
S = am IV + B I (3.40)

kde am a Bm jsou konstanty zavislé na materidlovych parametrech matrice
nasledovné

14 vm  B3km 3]
3(1—vm) Bkm+4pum 3] +4]Y
2(4—5Vm)  6(km+2um)  6(J&+2J7)

Bm = 15(1 —vm) 5 (3km +4m) _ 5(3J4 +4J1) (3.42)

(3.41)

Am =

Po dosazeni (3.38) a (3.40) do (3.36), popt. (3.39) a (3.40) do (3.37) a roz-
déleni na samostatnou objemovou a deviatorickou ¢ést se ziskavaji odhady
efektivnich materidlovych konstant, tj. objemového a smykového modulu

2Pro projekéni tenzory IV a 1d plati: TV + Md=1I IN:1=1 I4:1=0
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pruznosti, popi. objemové a smykové poddajnosti jako

fukm + fiki (1+am (;‘—;—1))_1
s (e (1)
ot 1+ (1))

off = = (3.44)
Peft P (1+[5m(;—$— )) : 3.4

eff = (3.43)

: 1)) !
Jeie = fm+f <1+‘Xm <£ 1>)_1 (3.45)
ferft (1am (-1)
. B\
IS = ) (Hﬁm <’id 1)> (3.46)

feh (i)

3.6 Homogenizace kompozitt s vlastnimi poli

Je uvazovan kompozit slozeny z n homogennich fazi a je pfedpokldddna
existence vlastniho napéti g, a vlastni deformace €, r-té faze. Jednd se o zna-
mé tenzory, konstantni na pfislusné fazi. Cilem je vycislit efektivni vlast-
nosti kompozitu a pole makroskopické deformace a napéti od vlastni defor-
mace a napéti nebo jejich priimeéry na jednotlivych fazich. Tato problema-
tika je detailné feSena v [23, 20, 7, 3], v kontextu termoelastického chovani
kompozitti.

Odezva r-té homogenni faze je uréena konstitutivnimi vztahy
(or) =C;: (&) +g, (&) =T : (o) + € (347)

kde C,, resp. J; jsou tenzory materialové tuhosti, resp. poddajnosti r-té faze.
Aby bylo zajisténo C, : J, = I, musi platit

6, =—C:e, €=-J:g (3.48)

Na makroskopické trovni je RVE uvazovan jako homogenni médium
popsané konstitutivnimi vztahy

() = Cef 1 (&) + Gegt (&) = TJefr : (o) + €cf (3.49)

kde g g, resp. eqff jsou efektivni tenzory vlastniho napéti, resp. deformace.
Aby bylo zajisténo Ceg : Jer = I, musi platit

Getf = —Ceff : €eff  €off = —Jleff * Geff (3.50)
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Pro efektivni tenzory vlastniho napéti a deformace 1ze odvodit vztahy
z&vislé na elastickych koncentraé¢nich tenzorech A, a B,

n—1 n—1
Gt = 3 frA G €= ) frB e (3.51)
r=0 r=0

S pomoci koncentra¢nich tenzorti 1ze objemové praimeéry poli deformace
a napéti na r-té fazi zapsat jako

(&) = A, : () + a, (o/) =B, : () +D, (3.52)

kde a, a b, je koncentra¢ni deformacni a napétovy tenzor r-té faze vlastniho
napéti a deformace.

Vzhledem k tomu, Ze pro makroskopickou deformaci a napéti plati
(&) =) frler) (o) =} frlor) (3.53)
r r
a pro elastické koncentra¢ni tenzory plati

Z,frAr:]I Zfr]Br:]I (3-54)

pro koncentra¢ni tenzory vlastniho napéti a deformace se z dosazeni (3.53)
a nasledné (3.54) do (3.52) dostava

Y frar=0 Y fib,=0 (3.55)

Pro efektivni tenzory vlastniho napéti a deformace 1ze také odvodit vztahy
z&vislé na koncentra¢nich tenzorech vlastniho napéti a deformace a, a b,

n—1 n—1
Ceff = Z fr (¢, +Cr: ay) €eff = Z fr(er+1J,:b;) (3.56)
r=0 r=0

Pro dvojfazovy kompozit se slozZkami « a B lze koncentra¢ni tenzory
vlastniho napéti a deformace r-té faze urcit jako

ar = (I-A): (Cu— Cﬁ)_l : (Gﬁ ~64) (3.57)
by = (I—-B,): (Ju—TJp) " : (ep — €a) (3.58)

V pripadé makroskopicky izotropniho kompozitu lze déle jednoduse
provést jejich rozklad na samostatnou objemovou a deviatorickou ¢ast, a to
obdobnym postupem jako v pfedchozim oddilu.
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3.7 Homogenizace viskoelastickych kompoziti

JelikoZ celd fada kompozitti ma polymerni matrici, ma zna¢ny vyznam i ana-
lyza viskoelastického chovani kompozitnich materidlt. Pro polymery jsou
totiZ casové zavislé jevy velmi casté a jejich vyznam nartista se vzristajici
teplotou.

Analyza vlastnosti viskolelastickych kompozitti ma tizky vztah k ana-
lyze elastickych kompozitti a pro zde uvadéné zakladni formulace linedrni
teorie viskoelasticity je tak pouzivano znaceni odpovidajici dfivéj$imu zna-
¢eni pro elasticitu. Je to tak u¢inéno i se zdmérem ilustrovat, jak formulace
pro problém viskoelastickych kompozitt miiZe byt snadno ziskdna z kore-
spondenéni formulace k elastické teorii. Nazorny p¥iklad pouZiti korespon-
denc¢niho principu je uveden v [24, 28, 22] a tento postup je ziejmy i z obr.
3.3.

\

homogenizace ?

—=>

> Casovd oblast

J
j
elasticka
homogenizace
—-—) > Laplacetiv prostor

<=
K

—
%1

J

Obrézek 3.3: Schéma korespondenéniho principu homogenizace kompozit-
nich materiald.

Analogicky k viskoelastické teorii homogennich materidlti je vhodné
nejprve definovat vztahy pro odezvu makroskopického napéti, resp. de-
formace na vazeny jednotkovy skok priimérné (makroskopické) deformace
(exr) (t) = & H(t), kde &y = konst., resp. napéti (oy)(t) = 0y H(t), kde

0 = konst. Makroskopické odezvy napéti a deformace je moZno zapsat
jako
(0ij) (t) = Cija(t) (3.59)
(eij) (t) = Jiw(t) o (3.60)

kde Cjy(t) je tenzor efektivni relaxa¢ni funkce a J7, (t) je tenzor efektivni
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funkce poddajnosti. Je zfejmé, Ze jak tyto funkce, tak makroskopické pri-
mérné napéti (o;;)(t) a deformace (g;;)(t) jsou tenzory jejichZ slozky jsou
casové zavislé.

Pro odezvu na obecny prubéh deformace (ey) (t), resp. napéti (oy) (1),
které jsou popsany hladkou funkci, ktera je nulova pro t < 0 a bez skokové
diskontinuity v t = 0 je mozno konstitutivni vztah zapsat ve formulaci

t

(i) ( / G (t—8) (ew) (8) dE (3.61)
0
eij) ( / Jiga(t = &) (0n) (§) dG (3.62)

Efektivni relaxa¢ni funkce a funkce poddajnosti souviseji s efektivnimi
tenzory tuhosti a poddajnosti elastického heterogenniho média a analogicky
viskoelastickému chovani homogenniho materiédlu lze i zde uplatnit kore-
sponden¢ni princip teorie linedrni viskoelasticity s pouZitim Laplaceovy
transformace. Vztahy (3.61) a (3.62) 1ze pak v Laplaceové prostoru zapsat
jako

— - —

(i) (p) = Ca(p) (e} (p) = P Cg(p) (ex1) () (3.63)
En(p) = Toa(p) (0 (p) = p T (p) (o) (p) (3.64)

Jestlize je kompozit statisticky izotropni, vyrazy (3.61) a (3.62) se redu-
kujf na obvyklé izotropni formy

(0)(t) =3 / k(£ =¢) (5)(e)de (365)
0

(sip) (1) = 2 /t Wt =) (e)(§)dg (3.66)
0

(&) = % /t Jo(t =) (0)(¢)dg (3.67)
0

(eij) (t) = % /t Ja(t =) (si) (&) de (3.68)
0

kde () (t), (&) (t) je sttedni napéti, deformace objemové ¢astia (s;;) (t), (e;j) (t)
je deviatoricka ¢ast tenzorti priimérného napéti, deformace. Jejich definice
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je jiz uvedena vyse, tentokrat se vSak jedna o vztahy casové zavislé. Veli-
¢iny k*(t) a p*(t) jsou pak efektivni objemovd a smykova relaxaéni funkce,
zatimco [ (t) a J5(t) jsou efektivni objemova a smykové funkce poddajnosti.

Pouzitim Laplaceovy transformace lze opét ziskat obrazy vztaht (3.65)
az (3.68) jako

(o) (p) = 3pk(p) (&)(p) (3.69)
(i) (p) = 2p 1 (p) (es) (p) (3.70)
Bi(p) = 3P R () D) a7
e (p) = 5 pTi(p) G (p) 672)

Dosazenim Laplaceovych obrazii efektivnich materidlovych parametrf,
tj. zde vyrazii (3.43) az (3.46) ziskanych metodou Mori-Tanaka, a obrazu pii-
slusné fidici funkce, tj. pfedepsaného pribéhu deformace nebo napéti, do
konstitutivnich vztaht (3.69) az (3.72) se jiz ziskavaji obrazy odpovidajici
odezvy kompozitniho télesa na makroskopické trovni. Jejich inverzi do ¢a-
sové oblastilze vSak provést analyticky jen pro omezeny pocet piipadii. A to
predevsim v zavislosti na volbé reologického modelu viskoelastickych fazi,
ktery pak dale komplikuje jiZ tak pomérné sloZité formulace pro odhad kon-
centra¢nich faktord. Pro jiZ jen trochu sofistikovanéjsi reologické modely je
pak nutno provést inverzi numericky.

36



Kapitola 4

Materialovy bod

4.1 Piistupy k vypoctu odezvy

Jak jiz napovidéd nadzev této prace je jejim pfedmétem porovnani dvou roz-
dilnych pristupt k vypoctu odezvy kompozitii s viskoelastickou matrici.
Provadéna homogenizace je zde pak logicky vztaZena na reologické vlast-
nosti kompozitnich materialt, konkrétné na jev dotvarovéani a s nim souvi-
sejici casovou zavislost poddajnosti materialu. Jako vhodny reologicky mo-
del je zde uvazovan Kelvintiv-Voigttiv fetézec, ktery je schopen, v urc¢itém
¢asovém intervalu, dostatecné pfesné popsat chovani skute¢ného materidlu
pfi jeho dotvarovéni.

Pristupy k vypoctu odezvy jsou zde mysleny dvé rozdilné techniky, které
je mozno pouzit k vy¢isleni vyvoje deformace €(t) pro dany prtbéh prede-
psaného napéti o(t), kterymi jsou

e koresponden¢ni princip s pouZitim Laplaceovy transformace

e exponencidlni algoritmus

Hlavnim cilem je tak pfedevsim ovéfit funkénost a pfesnost numeric-
kého exponenciédlniho algoritmu, jehoZ princip je popsén v dodatku F. Po-
stup zaloZeny na koresponden¢nim principu je zde povazovan za prové-
feny a vedouci ke ,spravnym” vysledktim.

Je v8ak ziejmé, Ze i v ptipadé korespondencéniho principu se jedna o fe-
Seni semi-analytické, nebot obrazova funkce poddajnosti kompozitniho ma-
teridlu s viskoelastickou fazi je jiz p¥ili§ komplikovana pro feSeni inverze
Laplaceova obrazu deformace &(p) do ¢asové oblasti v uzavieném tvaru. To
by bylo pfinejmensim netiimérné pracné a na fadu tak pf¥ichdzi numerické
feSeni inverzni Laplaceovy transformace, které je podrobnéji diskutovano
v dodatku E.
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Ve své podstaté se zde pak jedna o porovnani dvou numerickych me-
tod (algoritmi1). Proto, neZ se pfistoupi k samotnému porovnani vysledkt
téchto dvou postupti pro kompozit s viskoelastickou matrici, je nanejvys
vhodné nejprve ovéfit jejich funkénost srovnanim s uréitym pfesnym ana-
lytickym feSenim. K tomuto ticelu je proto nejprve uvazovana trovern ma-
teridlového bodu (odpovidajici viskoelastickému homogennimu materialu),
u které je mozno bez vétsich problému ziskat feSeni v uzavieném tvaru.

Za ptedepsané zatizeni je zvoleno zatiZeni se sinusovym priibéhem, ;.
funkéni vztah o(t) = 7 sinwt, kde & = konst. Takto definovanou zatézo-
vaci funkci je moZno povaZovat za dostate¢né obecnou k otestovani spoleh-
livosti exponencidlniho algoritmu a zaroven lze, pro materialovy bod, pro-
blém snadno vyfesit analyticky. Analytické feSeni bylo provedeno jednak
vyfesenim konvolu¢niho integralu a rovnéz pomoci Laplaceovy transfor-
mace pii pouziti koresponden¢niho principu (podrobny vypocetni postup
je uveden v dodatku C). Tento priibéh zatiZeni je pak samozfejmé uvazovan
i pro dale feSené modely kompozitti.

4.2 Parametry Kelvinova-Voigtova fetézce

Jak je odvozeno v kapitole 2 1ze funkci poddajnosti pro Kelvintiv-Voigttv
fetézec zapsat jako

Jo(t) = <Elo+fg (1—e‘fr')> H(t) 4.1)

j=1"i

<

a jeji Laplacetiv obraz jako

~ M 1
j 4
olp) PEo ]_ZlET]p(zH )

(4.2)

kde 7; = 7;/E; jsou charakteristické (retardacni) casy jednotlivych ¢lanki.
Ty je vhodné volit v geometrické posloupnosti s kvocientem 10. Jak je uva-
déno v [19], pro dobrou aproximaci funkce poddajnosti v urcitém ¢asovém
intervalu (min, fmax ) je tteba pro nejmensi a nejvétsi z nich splnit podminku
Tt < 3tmina T > 0,5 tmax. Suma exponencidlnich ¢lend, ktera se ve funkci
poddajnosti Kelvinova-Voigtova fetézce objevuje, byva v matematické ter-
minologii oznacovana jako Dirichletova fada.

Ptiklad materidlovych vlastnosti umélého kompozitu je uveden v ta-
bulce 4.1 prevzaté z [33, 34]. Casové zavislé materidlové vlastnosti epoxi-
dové matrice byly ziskany experimentalné ze série dobfe oSetfovanych vzor-
ki, takZze vliv stdrnuti materidlu je zanedbatelny. Vysledna experimentdlni
data byly aproximovany Findleyho vyjadifenim funkce poddajnosti

Jo(t) =a+bt" (4.3)
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kde a,b a n jsou konstanty uvedené v tabulce 4.1.

faze E % a b n
[GPa] [GPa]~! [GPa]™!

vldkna 386 0,41 - - -

matrice - 040 0,0474 0,00214 0,3526

Tabulka 4.1: Linedrni viskoelastické materidlové parametry epoxidového
systému T30.

Materidlové parametry funkce poddajnosti pro Kelvintiv-Voigtav feté-
zec, tj. moduly pruZnosti Eg, Ey, . .., Ey, pro zvolené charakteristické casy,
lze ziskat metodou nejmensich ¢tvercti z vektoru hodnot funkce poddaj-
nosti vycislenych z (4.3), pro vektor ¢astt od tmin = 0,001 dne po fmax =
100 dni a to v logaritmickém déleni (aby tak byl zajistén pfiblizné stejny po-
¢et hodnot ,,odpovidajicich” kazdému charakteristickému ¢asu).

Pfi znalosti Poissonova soucinitele v je mozno vycislit i dalsi dva ma-
teridlové parametry, kterymi jsou smykovy modul pruZnosti y a objemovy
modul pruZnosti k. Pro né€ plati vztahy

= E a k= E
Yy ~3(1-2v)
Tyto materidlové parametry jsou potfeba pro zjisténi odezvy kompozitu pti
smykovém zatizeni a homogenizaci metodou Mori-Tanaka, coz bude pfed-
métem ndsledujicich kapitol.

Problémem je zde ¢asova zédvislost Poissonova soucinitele v. Vzhledem
k charakteru vypocth provadénych v této praci je vSak moZno vySe zminéné
Findleyho vyjadfeni funkce poddajnosti pouzit i pro smykovou poddajnost.
Pro formélni soulad mezi Youngovym modulem pruznosti E a smykovym
modulem pruZnosti y je pouZit pfepocet s pouZitim pruzného Poissonova
soucinitele vp z tabulky 4.1. Pro zatiZeni ¢istym smykem je navic objemové
dotvarovani zanedbéno a ve vypoctech je pouZzivan pouze objemovy modul
pruznosti kg. Ziskavaji se tak parametry Dirichletovy fady funkce poddaj-
nosti Kelvinova-Voigtova fetézce, které jsou shrnuty v tabulce 4.2.

4.3 Parametry zatéZovaci funkce

Jak je jiz vySe zminéno, mé zatéZovaci funkce tvar sinusoidy a lze ji popsat
funkénim vztahem

o(t) =7 sinwt (4.4)
a jeji Laplacetiv obraz je w
op)=0——— 4.
o(p) =0 7t (4.5)
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i1 Ej 7j Wi kj
[den] [GPa] [GPaden] [GPa] [GPa]

0 - 21,04 - 751 35,06

1 0,001 9901,57 9,90 3536,28 -

2 0,01 3840,73 38,41 1371,69 -

3 01 1911,03 191,10 682,51 -

4 1 746,89 746,89 266,75 -

5 10 403,58 4035,76 144,13 -

6 100 105,11  10510,70 37,54 -

Tabulka 4.2: Parametry funkce poddajnosti Kelvinova-Voigtova fetézce.

kde & = konst. je amplituda napéti, kterou je mozno pfimétrené uvazovat!
& = 5MPa a w je tthlové frekvence.

Pro tcely srovnani metod vypoctu odezvy je volen prtibéh zatéZovaci
funkce v rozsahu prvni ptlperiody funkce sinus, tj. v intervalu (0, 7r) pro
parametr wt. Pravé v pocate¢nich perioddch funkce sin wt pouzity algorit-
mus pro numerickou inverzni Laplaceovu transformaci vykazuje téméf ab-
solutni shodu s funkénimi hodnotami vzoru. Pro tmax = 100 dni je tak tfeba
zvolit w = 7r/100.

4.4 Reseni korespondenénim principem

Jak je uvedeno v kapitole 2 pro zavislost obrazu deformace €(p) na obrazu
obecného prubéhu zatézovaciho napéti (p) v Laplaceové prostoru (pti nu-
lovych pocate¢nich podminkach) plati vztah

ap)=ph(p)a(p) (4.6)

Dosazenim obrazt Jo(p) a &(p) z (4.2) a (4.5) je problém v Laplaceové
prostoru vyfesen. Nyni je tieba obraz deformace €(p) invertovat do ¢asové
oblasti. To Ize jednodus$e provést v systému GNU Octave za pomoci funkce
invlap.m, jejiZ pouZitije popsano v dodatku E. Vysledkem jsou funkéni hod-
noty deformace () pro definovany vektor ¢asti t. Kompletni skript pro fe-
Seni této tlohy je uveden v dodatku H.

4.5 Reseni exponencidlnim algoritmem

Princip exponencidlniho algoritmu je podrobnéji popsan v dodatku F. Zde
je vhodné pfipomenout, Ze je zaloZen na numerickém FeSeni diferencidlni

1Tak, aby s ohledem na epoxidovou matrici bylo mozno deformaci materialu povazovat
za linedrné pruZnou. Pro zde provddéné porovndni vypocetnich postupti je tato podminka
viak spise formélniho razu.
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rovnice popisujici chovani Kelvinova-Voigtova ¢lanku. Deformace () po
i-tém kroku, tj. v ¢ase t; = Y ;_; Afy, je popsana rekurzivnim zépisem

. . M H H 1
) = el Ay Y gVl 4 o 4.7)
j=1

kde E() je algoritmickd tuhost celého Fetézce, vyjadiena jako
A\ 1
1— ¢l

E p— +

pficemz pro rychlost deformace j-tého ¢lanku plati

0 _ g0, 120
] JoTi At; E;

a kde 19]@ a 1/1]@ jsou pomocné konstanty definované jako

At;
() _ o7 0 — G (1 W
19]- —e U a tpj—Ati<1 19]-)
Pro zde zkoumany problém je predpokldddna konstantni délka kroku
At; = konst., a pak i pomocné konstanty 9; a ¢; jsou konstantni, zavislé na
délce kroku At a charakteristickém ¢asu j-tého ¢lanku T;.

Vztah pro deformaci (4.7) 1ze pomérné snadno pfevést do kédu systému
GNU Octave, ktery je rovnéz uveden v dodatku H.

4.6 Porovnani vysledki s analytickym feSenim

Pro porovnani funkénich hodnot deformace ¢(f) ziskanych numerickymi
metodami s pfesnym analytickym feSenim je vhodné se jesté zamyslet nad
vektorem ¢asovych okamzikti, pro které jsou tyto hodnoty vycislovany.

Jak je jiz vy$e uvedeno, funkce zatizeni o(t) = & sin wt ma nasledujici
parametry & = 5MPaa w = 71/100. ZatéZovaci funkce ptisobi v délce prvni
ptilperiody funkce sinus, tj. pro t € (0,100) dni a v tomto intervalu lze tudiz
i jeji odezvu vyhodnocovat. Avsak u funkce invlap.m lze nejvétsi hodnotu
polu nastavit minimalné na nulu a tudiz pro ¢t = 0 nelze inverzni Lapla-
ceovu transformaci provést. Navic retarda¢ni ¢as prvniho ¢lanku Kelvinova-
model ztraci svoji vypovidajici hodnotu. A pro zde pouZzity priibéh zatiZeni
(postupné nartistajici od nuly) neméd sledovani odezvy v ¢ase tésné pot = 0
ani smysl.
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Pro pfehledné a zaroven dostate¢né vypovidajici srovnéni je zvoleno de-
vét casovych okamzikii, rovnomérné rozdélujici sledovany interval na os-
miny. Jen prvni ¢asovy okamzik t = 0 je nahrazen ¢asem t = 0,1. Jedna
se pak o casy 0,1;12,5;25;...;100. U exponenciadlniho algoritmu je vypo-
¢et proveden pro c¢asovy krok At = 0,01, tj. 10000 déleni intervalu, a pro
At = 0,001, tj. 100000 déleni intervalu. Vysledky testu jsou shrnuty v ta-
bulce 4.3. Vzhledem k vysoké pfesnosti obou algoritm, je pro né uvedena
pouze relativni chyba jejich vysledku v{ici analytickému feSeni.

korespondencni exponencialni
princip algoritmus
tol =10 tol =10"* At =0,01 At =0,001
t o(t) &(t) relativni chyba relativni chyba
[den]  [MPa] [10°] [10”] [10”]

0,1 0,02 0,76 5,06 0,01 -0,09 0,00
12,5 1,91 98,15 2,63 0,00 -0,60 -0,01
25,0 3,54 185,58 -0,92 0,00 -0,77 -0,01
37,5 4,62 247,11 -0,47 0,00 -0,91 -0,01
50,0 5,00 272,77 0,97 0,00 -1,05 -0,01
62,5 4,62 258,35 -0,33 0,00 -1,23 -0,01
75,0 3,54 205,85 -0,97 0,00 -1,50 -0,02
87,5 1,91 123,11 1,93 0,00 -2,14 -0,02

100,0 0,00 22,58 0,78 0,00 -8,22 -0,08

Tabulka 4.3: Vysledky srovnavaciho testu pro materialovy bod.

Jak je z vysledkti patrné, oba postupy vykazuji velmi vysokou pfesnost.
Pokud jde o rychlost jednotlivych algoritmti,? je proveden{ inverzni Lapla-
ceovy transformace prakticky okamzité (~ 0,06s, bez ohledu na nastave-
nou toleranci dosazeni pélu), zatimco priibéh exponencidlniho algoritmu
je, i pro 10000 déleni intervalu, vyrazné pomalejsi (~ 1,53s).>

Mohlo by se tak zdat, Ze pouziti korespondenéniho principu s provede-
nim numerické inverzni Laplaceovy transformace je jednoznac¢né vyhod-
ngjsi. Je vSak tfeba upozornit, ze vzhledem k principu de Hoogova algo-
ritmu zaloZeném na rozkladu do Fourierovy fady, je funkce sinus, navic
ve své prvni ptlilperiodé, zvolena mimofadné vyhodné. Napiiklad pro li-
chobéznikové zatiZeni, které je v technické praxi rovnéz velmi casté, vyka-

ZRealizovanych na b&zném PC: CPU Intel® Core™ 2 Duo T7100 1.80 GHz, 2GB RAM,
Windows Vista™ 32-bit.

3Uvéadéné casy je tieba brat s uréitou rezervou. Jejich pomér je jisté zavisly na pouzitém
programovacim jazyku a schopnostech programatora. Urcité v8ak davaji alespont hrubou
predstavu o vypocetni narocnosti porovnavanych algoritmii.
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zuje tento algoritmus oproti analytickému feSeni v urcitych ¢asovych inter-
valech nezanedbatelné nepfesnosti. A sniZovani parametru numerické tole-
rance dosaZeni pdlu u funkce invlap.m nema na dosahovanou pfesnost jiz
prakticky zadny vliv.

Vzhledem k tomu, Ze grafické zndzornéni odezvy na sinusovy priibéh
zatizeni pro materidlovy bod neni nikterak zajimavé a je navic uvadéno
v nasledujici kapitole jako limitni p¥ipad kompozitu slozeného ze 100 %
viskoelastické matrice, je zde pro zajimavost pozornost zaméfena prave na
lichobéznikové zatiZeni. Jak je uvedeno v dodatku F, exponencidlni algorit-
mus pro tento typ zatiZeni, sloZeny prakticky ze dvou linedrnich prabéhi,
dava zcela presné feseni nezéavislé na délce kroku.* Odezva deformace je
zobrazena na obr. 4.1.

300

€ [107]

250

200 +

150 ~

100 ~

= predepsané napéti

50 — odezva deformace | N\

0 A SN S ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [den]

Obrazek 4.1: Odezva deformace na lichobéznikové zatizeni (pfedepsané na-
péti je zobrazeno pouze pro ilustraci kdy a jak ptisobi a neméa k hodnotdm
na svislé ose zadny vztah).

Algoritmus pro inverzni Laplaceovu transformaci vykazuje, zcela podle
predpokladti, nepfesnosti v ¢asovych intervalech kolem nahlych zmén pri-
béhu zatiZeni a tim i odezvy deformace. Maximdlni relativni chyba vSak do-
sahuje jen cca 1 % a z inZenyrského hlediska je tak algoritmus moZno pova-
zovat za pfesny. Detail odezvy deformace pro odtéZovaci vétev je zobrazen
na obr. 4.2. A jesté podrobné&jsi detail odezvy pfi pfechodu z udrzovaciho
napéti na sestupnou vétev je zobrazen na obr. 4.3.

4Analytické feSeni pro lichobéznikové zatiZeni, vyfeSenim konvoluéniho integralu i po-
moci Laplaceovy transformace pfi pouZiti korespondenéniho principu, je podrobné po-
pséano v dodatku D. Shodné vysledky dosahované exponencidlnim algoritmem tak rovnéz
potvrzuji spravnost jeho odvozeni i naprogramovani.
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300 +

€ [107]
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— Laplaceova transformace

analytické feseni

Obrézek 4.2: Nepfesnost de Hoogova algoritmu pro odezvu deformace pro
¢asovy interval odtéZovaci vétve (pti casovém kroku At = 0, 1dne). Abso-
lutni chyba algoritmu je pro vét$i ndzornost 10x zvétSena.
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Obrézek 4.3: Detail ¢asového intervalu s nejvétsi nepfesnosti algoritmu (pfi
casovém kroku At = 0,01 dne).

Cilem této prace, jak jiz bylo uvedeno na zac¢atku této kapitoly, vsak neni
fici, kterd metoda je obecné nejlepsi, ale pfedevsim ovéfit funkénost a pies-
nost exponencialniho algoritmu. Ten, i pfes svoji nevyhodu ¢asové naroc-
nosti, vykazuje ze své podstaty zna¢nou robustnost vii¢i zvolené zatézo-
vaci funkci. Testy na trovni materidlového bodu pak prokéazaly dostatec-
nou spolehlivost obou algoritmti, coZ umoZziiuje jejich pouZiti pro zjistovani
viskoelastické odezvy kompozitti. To je pfedmétem nasledujicich kapitol.
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Kapitola 5

Vlaknovy kompozit pti
jednoosé napjatosti

5.1 Jednoduchy model kompozitu

Po ovéfeni funkénosti a spolehlivosti obou srovndvanych algoritmi ke zjis-
téni vyvoje deformace ¢(t) pro dany prubéh pfedepsaného napéti o(t) na
homogennim viskoelastickém materidlu, je mozno pfistoupit k zobecnéni
pouzitych metod na kompozitni material. To je nejprve provedeno pro jed-
noduchy reologicky model kompozitu s viskoelastickou matrici a elastickou
inkluzi. Takovymto vhodnym modelem je bezpochyby vldknovy kompozit
namdahany tahem ve sméru vldken, pro ktery je provedeni homogenizace
velmi jednoduché.

Za ptedpokladu dokonalé soudrznosti obou fazi je ztejmé, Ze deformace
matrice a vldken musi byt shodné, tj.

em(t) = &i(t) = e(t) (5.1)
Celkové napéti 1ze podle Voigtovy meze rozdélit jako
o(t) = fmom(t) + fici(t) (5.2)

kde fm a fi jsou objemové podily matrice a inkluze (vldken), pro které plati

fm+fi:1-

Pro homogenizaci, zde konkrétné uréeni funkce poddajnosti homoge-
nizovaného materidlu, tohoto modelu kompozitu je nejprve predpokladan
prubéh zatizeni opét jako vézeny jednotkovy skok, tj. o(t) = 7 H(t), kde
7 = konst. Pak pro t > 0 1ze vztah (5.2) vyjadtit jako

0 = fn O + fi 03 (5.3)
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a deformace jednotlivych fazi kompozitu, pomoci jejich funkci poddajnosti,
jako
em(t) = Jom(t)om @  &i(t) = Joi(t) & (5.4)

Napéti prenaSené jednotlivymi slozkami je pak

1 N
O'm—]O,m(t) em(t) a & 70 &i(t) (5.5)

Dosazenim takto vyjadienych napéti do (5.3) a vyuzitim (5.1) se dostava

fm fi
)+ ]01( ) lt) = <]0,m(t) - ]O,i(t)> () @6

A z této rovnosti vyjadfeny vyvoj deformace je popsadn vztahem

_( Jm fi \ . .
S(t) - <]0,m(t) + ]O,i(t)> 0= ]O,eff(t) v (57)

kde Jo et (t) je efektivni (homogenizovana) funkce poddajnosti odpovidajici
Reussoveé mezi, tj.

1 fm fi fn i\
Joee(t) _fo,m(f)+]0,i(f) = Jourlt) = <]0m()+]0,i(t)> 58)

kde Jom () a Joi(t) jsou zndmé funkce poddajnosti jednotlivych slozek.

Matrice je uvazovana jako viskoelasticky material popsany funkci pod-
dajnosti pro Kelvintiv-Voigtv fetézec jako

Jom(t) = (;Jrﬁ;] (1—e_5)> H(t) (5.9)

a jeji Laplacetiv obraz je

+§i¥ (5.10)
pEmO ]:1E (p+ ) .

Jom(p)

kde materidlové parametry Kelvinova-Voigtova fetézce jsou uvedeny v ta-
bulce 4.2 v pfedchazejici kapitole.
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Inkluze (vldkna) jsou uvaZovéany jako materidl pruzny, jehoZ konstitu-
tivni vztah je popsan Hookeovym zakonem a jeho funkce poddajnosti je

1
Joi(t) = £—H(t) (5.11)
1,0
a jeji Laplacetiv obraz je
—~ 1
Jilp) = - (512)

kde Youngtiv modul pruznosti vldken E;( je uveden v tabulce 4.1 rovnéz
v pfedchazejici kapitole.

Jak jiz bylo vyse zminéno, obecny priibéh predepsaného zatiZeni je sa-
moziejmé i pro tento model kompozitu zvolen totozny jako u materialového
bodu pro ktery byly numerické algoritmy otestovany. Jednd se tudiz o zati-
Zeni popsané funkénim vztahem

o(t) =& sinwt (5.13)
a jeji Laplacetiv obraz je
- . w
o(p) = L (5.14)

kde & = konst. je amplituda napéti a w je thlova frekvence. Pribéh za-
téZovaci funkce je opét volen v rozsahu jedné pulperiody funkce sinus, tj.
v intervalu (0, 7r) pro parametr wt a pro tmax = 100dni je tak tteba opét
zvolit w = 71/100. S ohledem na vyztuZeni epoxidové matrice je pouze am-
plituda zatiZeni navySena na ¢ = 20 MPa.

5.2 ReSeni korespondenénim principem

Stejné jako v pfedchazejici kapitole je feSeni touto metodou v principu opét
velmi jednoduché. Pro zavislost obrazu deformace €(p) na obrazu obecného
pribeéhu zatézovaciho napéti o(p) v Laplaceové prostoru (pfi nulovych po-
¢atecnich podminkéch) plati i pro kompozit vztah

ap) = ploei(p) 7(p) (5.15)

kde ]G,e\ff(p) je Laplacetiv obraz efektivni (homogenizované) funkce poddaj-
nosti. Ten Ize dle vzoru (5.8) zapsat jako

-1
Tooit(p) = /Im Af i 5.16
]O,eff(p) (]o,m(p) + ]0,1(]9)> ( )
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Dosazenim za Jom(p) a Jo(p) z (5.10) a (5.12) se ziskava

-1

— fm f1
Joete(p) = o T
PEmU lETJ plpts) F’Elo
-1
_ fo S
o E 1 Mo 1 1 1
Emo =1 Ej P+%]. Eio
-1
1 (1 11
fmao+f1(5m+z VBT gL )
Ty | u
m nr\0—|—Z 1ET] p+1

(5.17)

= | =
X
e

Dosazenim obrazii Joei(p) a 7(p) z (5.17) a (5.14) do (5.15) se pro obraz
deformace &(p) dostava

1 M 1
Ei,O( +ZlET/p+> w

2
1 1 M1 1 pe+
fmm+fi(Em,g+zflEjTj P+T1->
]

(5.18)

e(p) =

Timto je problém v Laplaceové prostoru vyfesen, avsak obraz deformace
€(p) je jiz natolik komplikovany, Ze provést inverzi do ¢asové oblasti analy-
ticky by bylo pfinejmensim neimérné naro¢né. To je pak stejné jako u ma-
teridlového bodu provedeno numericky v systému GNU Octave za pomoci
funkce invliap.m. V kédu, ktery je rovnéz uveden v dodatku H, doslo pfitom

jen k drobné tprave spocivajici ve slozitéji popsané funkci poddajnosti.

5.3 ReSeni exponencidlnim algoritmem

Princip exponencidlniho algoritmu modifikovany pro vldknovy kompozit
pfi jednoosé napjatosti je podrobnéji popsan v dodatku F. Ve vysledku je
deformace &(t) po i-tém kroku , tj. v &ase t; = Y., Aty, popséna néasleduji-
cfm rekurzivnim zdpisem analogickym k (4.6) pro materidlovy bod

o =) M (i
e = elivD) 4 gy Em pp 32000 | AT (5.19)
E(Z) . ;T E(’)
off j=1 eff

48



POROVNANI VYSLEDKU

pficemzZ pro rychlost deformace j-tého ¢lanku opét zcela analogicky plati

(i)

. N 1-38: ‘
S o(i) 4(i-1) j (i)
€ —19]. & + tiE]' Ao

kde pfirtstek napéti v matrici lze urcit ze vztahu (5.2), platném i pro pii-
ristky napéti, jako

Al — Ac) — fing!” Aol — fi By Ael)
mo fm B fm

Algoritmickd efektivni tuhost Eg je, v souladu s Voigtovou mezi, defi-
novéna jako

E) = fm EW + fiEio
kde algoritmicka tuhost matrice je zcela analogicky materialovému bodu
vyjadfena jako

1 M1y

ED = —+
™ =\ Emo ]; E;

Ostatni parametry algoritmu ztistavaji oproti materidlovému bodu ne-
zménény. Jde pfedevsim o pomocné konstanty 19](1) a w}z), vyplyvajici z ma-
teridlovych parametri matrice. I zde je uvaZovana konstantni délka kroku
At; = konst., a pak i pomocné konstanty 9; a 1; jsou opét konstantni.

Koéd pro systém GNU Octave, s drobnymi tipravami dle vztahu (5.19)
oproti verzi pro materidlovy bod, je rovnéz uveden v dodatku H.

5.4 Porovnani vysledki

Pro porovnani funkénich hodnot deformace €(t) ziskanych obéma numeric-
kymi metodami je opét zvoleno devét casovych okamzikd, tj. ¢asy 0,1;12,5;
25;...;100. Vyhodnoceni je provedeno pro kompozit s 20% podilem vlaken.
Nyni se porovnavaji dva algoritmy, které jsou zcela jisté zatiZeny urcitou
chybou a nelze ani s jistotou ¥ici, ktery z nich je presnéjsi. Jak jiz bylo zmi-
néno v tvodu kapitoly 4, za referen¢ni je v tomto p¥ipadé zvoleno feSeni ko-
respondenénim principem. Inverzni Laplaceova transformace je provedena
s parametrem numerické tolerance dosazeni pélu u funkce invlap.m nasta-
venym na tol = 1012, S timto parametrem byly hodnoty relativni chyby, se
sledovanou mirou 10~%, pro model materidlového bodu prakticky nulové
(viz tab. 4.3). U exponencialniho algoritmu je vypocet proveden pro ¢asové
kroky At = 0,01 a At = 0,001, tj. 10000 a 100 000 déleni intervalu. Vysledky
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testu jsou shrnuty v tabulce 5.1. Relativni chyba exponencidlniho algoritmu
je vycislena viici inverzni Laplaceové transformaci, kterd je zde povazovana
za presné feSeni.

korespondencni exponencialni
princip algoritmus
tol =102 At =0,01 At =0,001
t o(t) &(t) relativni chyba
[den]  [MPa] [10°] [107]

0,1 0,06 0,67 -24,02 -0,26
12,5 7,65 82,48 -0,15 0,00
25,0 14,14 153,00 -0,15 0,00
37,5 18,48 200,54 -0,16 0,00
50,0 20,00 217,77 -0,18 0,00
62,5 18,48 202,03 -0,21 0,00
75,0 14,14 155,69 -0,25 0,00
87,5 7,65 85,77 -0,38 -0,01

100,0 0,00 2,92 -7,10 -0,07

Tabulka 5.1: Vysledky srovnavaciho testu pro vlaknovy kompozit.

Jak je z vysledkt patrné, relativni chyba exponencidlniho algoritmu je
i pro délku kroku At = 0,01 zanedbatelna a s navysenim poctu krokti o je-
den Fad se sniZuje pfiblizné o dva fady, tj. obdobné jako u materidlového
bodu.! Lze tak vyslovit pfedpoklad, Ze vysledky ziskané korespondenc-
nim principem s pouZitim numerické inverzni Laplaceovy transformace je
moZzno povazZovat za piesné feSeni a exponencialni algoritmus k nim kon-
verguje. Potvrdila se tak pouZitelnost obou numerickych metod i pro jedno-
duchy model kompozitu.

Pokud jde o rychlost testovanych algoritmt, je provedeni inverzni La-
placeovy transformace prakticky okamzité (~0,08s), zatimco exponenci-
alni algoritmus je vyrazné pomalejsi (~ 1,89 s pro 10000 déleni intervalu).
Oba sledované algoritmy jsou vSak jen mirné pomalejsi oproti verzim pro
materidlovy bod.

e zajimavé, Ze dosahovand relativni pfesnost je zde, az na ¢asovy okamzik t = 0,1 dne,
vy$si nez relativni pfesnost viici analytickému feSeni u modelu materidlového bodu. K vy-
louéeni pochybnosti o bezchybnosti verze algoritmu pro materidlovy bod, byl provedenivy-
pocet upravenym algoritmem pro vldknovy kompozit s parametry z pfedchézejici kapitoly,
tj. se 100% podilem matrice a & = 5MPa. Vysledky relativni pfesnosti exponencidlniho algo-
ritmu va¢éi analytickému feSeni jsou shodné s hodnotami v tab. 4.3 a témto hodnotdm navic
odpovidaji i relativni pfesnosti exponencidlniho algoritmu viici korespondenénimu prin-
cipu. To opét potvrzuje jak bezchybnost naprogramovani exponencidlniho algoritmu, tak
znacnou piesnost numerické inverzni Laplaceovy transformace pomoci funkce invlap.m
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Grafické srovnani jednotlivych algoritmti nemd, vzhledem k jejich mi-
mofadné presnosti, ani v tomto p¥ipadé jednoduchého reologického mo-
delu kompozitu smysl. Je vSak zajimavé zndzornit hodnoty pomérné de-
formace pro meénici se objemovy podil tuhych vldken v pomérné poddajné
matrici. To je pro pét variant riiznych objemovych podilti inkluze a matrice
zobrazeno na obr. 5.1.

1200 O T T
= :
«“ 1000 :
800
100 % inkluze ; 3 ; ;
600 Ao ] 80 % inkluze |.____i_______L N\____]
— 60 % inkluze 1 ‘ ‘
— 40 % inkluze :
Y A — 20 % inkluze | ____ I r 777777777777777 i
400 100 % matrice ;
200
0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [den]

Obréazek 5.1: Odezva deformace na sinusové zatizeni pfi ménicim se podilu
inkluze-matrice.

Vliv dotvarovani je zfejmy i z pracovniho diagramu kompozitu, zobra-
zeném na obr. 5.2. A aby byl tento jev dobfe patrny i pro varianty s urcitym
podilem inkluze, jejiz byt i minimalni podil vyrazné ovliviiuje odezvu kom-
pozitu (coz pro zvoleny model zcela odpovida pfedpokladtim), je na obr. 5.3
v ,detailu” zobrazen ten samy graf jen bez varianty se 100 % matrice.
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1200 -
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Obrazek 5.2: Pracovni diagram kompozitntho materidlu pfi ménicim se po-
dilu inkluze-matrice.
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Obrézek 5.3: Pracovni diagram kompozitniho materidlu p¥i ménicim se po-
dilu inkluze-matrice bez varianty se 100 % matrice.

Jiz pohledem na tyto grafy je zfejmé, Ze zavislost mezi objemovym podi-
lem inkluze a efektivni poddajnosti kompozitniho materidlu je nelinedrni.

52



POROVNANI VYSLEDKU

V grafu na obr. 5.4 je zobrazena deformace ¢(t) pro ¢as t = 50, tj. pro
amplitudu zatiZeni. Deformace je zde vy¢islena pro, u tohoto pfipadu pfes-
nou, homogenizovanou funkci poddajnosti podle Reussovy meze dle (5.8)
a pro jeji odhad dle Voigtovy meze, odpovidajici viZenému aritmetickému
praméru podle jednotlivych fazi.

1200

QO
=, | ‘ ‘ ‘
w 1000 ---m1n T P et ‘
i — Voigtova mez 3

800 -~ 1---| — Reussovamez |--------mmoomomooe T -1

600 -

400

200 +

0 i i i i T T T T T i
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

podil matrice [%]

Obréazek 5.4: Synergicky efekt vlaknového kompozitu.

Z grafu je zfejmé, Ze pro jednoosé namdahdani ve sméru vldken dochézi
u kompozitu k vyrazné nizs$i deformaci, neZ by odpovidalo pomérnému za-
stoupenti jeho jednotlivych sloZek. Na tomto pfikladu je ndzorné ukazan sy-
nergicky efekt, zmiriovany v kapitole 1 vénované kompozitnim materidlm

jako jejich zakladni charakteristickd vlastnost.
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Kapitola 6

Casticovy kompozit pti
smykovém namdahani

6.1 Obecny model kompozitu

Vv,

Po tspésném otestovani obou numerickych metod pro nejjednodussi mo-
del kompozitu provedeném v predchézejici kapitole, je moZzno pfistoupit
ke zjisténi viskoelastické odezvy sloZitéjstho modelu kompozitu homoge-
nizovaného pomoci nékteré z obecnych metod homogenizace. Vzhledem
k tomu, Ze pro zvoleny material matrice je objemové ¢ast dotvarovani mno-
hem mensi neZ deviatoricka, je zde uvazovédna pouze deviatoricka ¢ast de-
formace a pfedepsané zatéZovaci napéti je pak logicky rovnéz predpokla-
déano pouze jako jeho deviatorickd slozka. Za vhodny model kompozitu je
zde vybran disticovy kompozit p¥i namahani cistym smykem.

Vzhledem k tomu, Ze doposud bylo uvazovdno pouze jednoosé nama-
hani, tj. pro konstitutivni vztahy byl uvazovan Hookeiiv zikon jen ve svém
zékladnim tvaru ¢ = E¢, popf. v jeho zobecnéni pro viskoelasticky mate-
ridl na vztah o(t) = Ry(f) & nebo v inverzni formulaci na €(t) = Jo(t) 7,
je v dodatku A pfipomenuta elementarni problematika, tykajici se vzajem-
ného vztahu mezi jednotlivymi slozkami deformace a napéti pfi obecné na-
pjatosti. Z ohledem na problémy feSené v této préci je zde vSak pozornost
vénovana pouze rozkladu napéti a deformace na objemovou a deviatoric-
kou ¢ast a prislusnym konstitutivnim vztah@im.

Ilustrace principti této problematiky je provedena pro linedrni teorii pruz-
nosti, s uvazovdnim homogenniho elastického materialu. Tento pfedpoklad
je platny i pro statisticky izotropni kompozitni téleso, pti sledovani napéti
a deformace na jeho makroskopické tirovni. Vyrazy pro rozklad napétia de-
formace lze pak jiz uvaZovanim casové zavislosti jednotlivych veli¢in jed-
noduse zobecnit pro linedrni teorii viskoelasticity. Samoziejmé je zde pak
nutno vzit v iivahu specifi¢nost operatorti pro viskoelastické konstitutivni
vztahy.
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6.2 Konstitutivni vztahy

Je tudiZ uvazovan kompozit s viskoelastickou matrici a kulovymi, rovno-
mérné rozmisténymi elastickymi inkluzemi, namédhany ¢istym smykem. Je-
likoZ se z makroskopického hlediska jednéd o kompozit izotropni, neni volba
soufadného systému a rovina ptlisobeni smyku podstatnd a tak u smyko-
vého napéti T a smykové deformace (zkoseni) v nejsou déle pro vétsi pre-
hlednost uvadény indexy specifikujici rovinu smyku.

Ze vztahtli pro deviatorickou ¢ast zobecnéného Hookeova zdkona uve-
denych v dodatku A se ziskavaji nasledujici konstitutivni vztahy pro cisty
smyk u izotropniho elastického materialu

T=py v=J%1 (6.1)

kde y je smykovy modul pruznosti a J¢ = 1/ je smykova poddajnost.

Tak jako u predchézejicich viskoelastickych modelti, bude déle pfed-
métem zdjmu pouze vyvoj deformace pro dany pritbéh pfedepsaného na-
péti. Pro Casovy vyvoj pramérné smykové deformace (7)(t), jako odezvy
na obecny pfedepsany priibéh makroskopického smykového napéti (7)(t)
plati

(1) = [ Jlt—2) (D) de 62
0

kde J&(t) je efektivni smykové funkce poddajnosti.

Pro urceni efektivni smykové funkce poddajnosti se vyjde z odhadu dle
vztahu (3.46) pro elasticky kompozit, ktery byl odvozen metodou Mori-
Tanaka jako

e (a5
heh e ()

kde fm a f;i jsou objemové casti matrice a inkluze (kouli), pro které plati
fom+ fi = 1, J% a J¢ jsou smykova poddajnost inkluze a matrice a B, je
konstanta zdvisla na materialovych parametrech matrice

(6.3)

6 (km +2m) _ 6 (J§ +2J3)

pm =3 (Bkm + 4pm) 5 (3Jd +4J%) 64

kde ku a pm jsou objemovy a smykovy modul pruznosti matrice a J, a J&
jsou objemova a smykova poddajnost matrice, pro elasticky material defi-
nované jako J¥, = 1/km a J& = 1/um. Zde je vhodné si poviimnout, Ze
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efektivni smykova poddajnost je zavisla, kromé smykové poddajnosti in-
kluze a matrice, i na objemové poddajnosti matrice.

Matrice je opét uvazovana jako viskoelasticky materidl popsany smyko-
vou funkci poddajnosti pro Kelvintiv-Voigtiiv fetézec jako

-

14 = (1 + % 1 (1 - eTt)) H(t) (6.5)

Hmo 53 Hj
a jeji Laplacetiv obraz je
-~ 1 Mo 1
P =t Y T (66)

PHmo (ST p(p+1)

Objemové dotvarovani matrice je zde zanedbdno a jeji objemovy modul
pruznosti je tak uvazovan jako konstanta. Objemovou funkci poddajnosti
matrice lze tudiz vyjadtit jako

1
() = - M1 6.7)
m,0
a jeji Laplacetiv obraz je
— 1
m(P) = 6.8
Ja(p) =25 6.8)

Materidlové parametry matrice, tj. smykovy a objemovy modul pruz-
nosti pro jednotlivé ¢lanky Kelvinova-Voigtova fetézce, jsou uvedeny v ta-
bulce 4.2 v kapitole 4.

Inkluze (koule) jsou uvaZovéany jako materidl pruzny, stejny jako vlakna
v pfedchdzejici kapitole, a jejich smykova funkce poddajnosti je definovdna
jako

1
JHE) = = H(H) (6.9)
Hio
a jeji Laplacetiv obraz je
- 1
J4(p) = (6.10)
Py =

kde smykovy modul pruznosti inkluzi u;o se vy¢isli z Youngova modulu
pruznosti E a Poissonova soucinitele v, uvedenych v tabulce 4.1 rovnéZz v ka-
pitole 4, jako

E; 386

0 = = = 137GP
B0 = 20+ w) — 2(1+0,41) 2
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Obecny prtibéh pfedepsaného zatizeni je i pro tento model kompozitu
zvolen stejného typu jako u pfedchazejicich dvou modelt. Jen misto norma-
lového napéti o je zde uvazovadno napéti smykové t. ZatiZeni je tak popsané
funkénim vztahem

(T)(t) = T sinwt (6.11)
a jeho Laplacetiv obraz je
~ )
() (p) = e (6.12)

kde ¥ = konst. je amplituda napéti a w je tthlova frekvence. Prtibéh za-
tézovaci funkce je opét volen v rozsahu jedné pulperiody funkce sinus, tj.
v intervalu (0, 71) pro parametr wt a pro fmax = 100dni je tak tteba opét
zvolit w = 71/100. Amplituda zatiZeni je zvolena T = 5MPa.

6.3 Reseni korespondenénim principem

Vypocet odezvy touto metodou je v principu opét velmi jednoduchy. Pro
zavislost obrazu pramérné smykové deformace () (p) na obrazu obecného

prabéhu makroskopického zatéZovacitho napéti </T\> (p) v Laplaceové pro-
storu (pfi nulovych pocate¢nich podminkach) plati i pro kompozit homo-
genizovany metodou Mori-Tanaka vztah

—

M (p) = pJd(p) @ (p) (6.13)

kde ]/gff( p) je Laplacetiv obraz efektivni smykové funkce poddajnosti. Ten
Ize dle vzoru pro elasticky kompozit (6.3) zapsat jako!

- -1
- fu+ fi <1+£§1(p> (””)—1>)
Ji (P) (6.14)

]Sff(p) = a0 1
fm fi a ]m p
Im 14 Bm -1
B R ( Pm(p) (f?(m ))

kde B;(p) je Laplacetiv obraz konstanty, ktery je dle vzoru pro elasticky
kompozit (6.4) definovany jako

6 (kn(p)+2im(p) 6 () +2(p)
Bum(p) = ——= — = — (6.15)
5 (3km(p) +4iim(p)) 5 (3J4(p) +4T(p))

! Analogickou definici obrazu efektivni smykové funkce poddajnosti 1ze nalézt v [28, 22].
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Dosazenim obrazt pfislusnych funkci poddajnosti z (6.6), (6.8) a (6.10)
do (6.15) a posléze do (6.14) se ziskd obraz efektivni smykové funkce pod-

da]nostl ]eff( ). Po jeho dosazeni a po dosazeni obrazu zatéZovaci funkce
(T)( ) z (6.12) do (6.13) se pro obraz deformace <’y) (p) dostava

—_— . d - w

M) =rlaP)T (6.16)
Vzhledem k tomu, Ze inverze této odezvy do ¢asové oblasti bude, stejné
jako u jednoduchého modelu kompozitu, provedena numericky v systému
GNU Octave za pomoci funkce invlap.m, neni nutné a ani tcelné funkci

—

]gff( p) podrobnéji rozepisovat. V kédu, ktery je rovnéz uveden v dodatku
H, doslo opét jen k tpravé definice funkce poddajnosti.

6.4 Reseni exponencidlnim algoritmem

Princip exponencidlniho algoritmu pro ¢asticovy kompozit namahany ¢is-
tym smykem je odvozen v dodatku F a je do zna¢né miry shodny s algorit-
mem pro vldknovy kompozit pfijednoosé napjatosti. Kromé trividlni zmény
v oznaceni jednotlivych veli¢in, doslo pouze k zavedeni elastickych koncen-
traénich faktorit AS a A¢ a koncentra¢nich faktort vlastniho napéti ad, a ad
do vztahti vyjadfujicich deformace jednotlivych fazi prostfednictvim defor-

mace celkové.

Vysledna smykové deformace 7y (t) po i-tém kroku, tj. v &ase t; = Yo | Aty,
je popsédna rekurzivnim zdpisem

, - AdD GO M AL)

O = D g p, B A 40 L ST (67)
. (i) 4 ] - (i)
et j=1 Hef

pficemz pro rychlost deformace j-tého ¢lanku plati

(i)

) N 1—10; .
(@) () . (i-1) ] (i)
'y]. —19]. 'y]. + ti]/lj ATty

kde prirtistek smykového napéti v matrici Ize urcit jako

Aty = i) (A%(r? - A%(JD = i) (Ai(i) 8y + Ban? — At le} 711 1)>

kde Aag je piirtistek koncentra¢niho faktoru vlastniho napéti matrice defi-
novany jako

Aadt) — (1 _A (‘)) <ﬁm) - yi,o)fl i Ay (6.18)
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Algoritmicka efektivni smykova tuhost fi. je definovdna jako
i = fm A" i) + £ AT g

kde AY a A{ jsou elastické koncentraéni faktory uréené metodou Mori-
Tanaka jako

A4 ! - (6.19)
fm + fi <1+[3§3 <;:(§—1>>
(e (1))
AYD fim (6.20)

i ‘ -1
fo + fi <1+/3§Q <;’§ —1>>

u kterych je B konstanta zdvisld na materidlovych parametrech matrice
nasledovné

6 (Fmo + 271
5 (3km,0 i 4;15;3)

Bl =

a algoritmicka smykova tuhost matrice je vyjadfena jako

() R LA
un11 S
. Hm,0 g Hj

Pomocné konstanty 19]@ a I,D](i), vyplyvajici z materidlovych parametra
matrice, jsou zcela analogicky materidlovému bodu definovény jako

At
i _ = ) _ G (1 _ o0
l9j =e U a l[)]- = AL (1 19]- )

I u tohoto modelu je uvazovana konstantni délka kroku At; = konst.,
a pak i pomocné konstanty 9; a ;, a tim i vSechny na nich zavislé parame-
try, jsou opét konstantni.

Kéd pro systém GNU Octave, s vyse zminénymi Gipravami oproti verzi

pro vlaknovy kompozit p¥i jednoosé napjatosti, je rovnéZz uveden v dodatku
H.
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6.5 Porovnani vysledki

Tak jako v pfedchazejici kapitole, je i pro ¢asticovy kompozit namahany
¢istym smykem, pro porovnani funkénich hodnot makroskopické smykové
deformace (7y) (t) ziskanych pomoci obou p¥istupti, zvoleno devét casovych
okamzikt, tj. ¢ast10,1;12,5; 25; . . .; 100. Vyhodnoceni je provedeno opét pro
kompozit s 20% podilem inkluze, tentokrat kulového tvaru. Stejné jako u
vldknového kompozitu je za referen¢ni feSeni zvolen korespondencni prin-
cip, kde inverzni Laplaceova transformace je provedena s parametrem nu-
merické tolerance dosaZeni p6lu u funkce invlap.m nastavenym na tol =
10~!2. U exponencidlniho algoritmu je vypodet proveden pro ¢asové kroky
At = 0,01, At = 0,001 a At = 0,0001, tj. 10000, 100000 a 1000000 déleni
intervalu. Vysledky testu jsou shrnuty v tabulce 6.2.

kor. prin. exp. alg. (a) exp.alg. (b) (a)-(b) exp. alg. (c) (b) - (c)

fol =102 At =0,01 At =0,001 At =0,0001

t (TX(®) yH yHm 1$21(7] rozdil yHm rozdil
[den] [MPa] [10] [10] [10] [107] [107] [107]
01 002 1,426 1,424 1,424 0,68 1,423 0,19
125 191 184,289 182,448 182,357 91,75 182,331 25,69
250 3,54 347,901 343,261 343,085 176,24 343,036 49,35
375 4,62 462,679 455,209 454,971 237,72 454,904 66,56
50,0 5,00 510,076 500,349 500,083 265,85 500,009 74,44
62,5 4,62 482,350 471,370 471,114 255,88 471,042 71,64
750 3,54 383,376 372,394 372,185 209,01 372,126 58,52
875 191 227,951 218,264 218,131 132,13 218,094 36,99
100,0 0,00 39,507 32,254 32,217 36,73 32,207 10,28

Tabulka 6.1: Vysledky srovnavaciho testu pro ¢asticovy kompozit.

Z vysledku je ziejmé, ze hodnoty celkové smykové deformace (7)(t)
ziskané jednotlivymi principy se jiZ na prvni pohled 1i8i. Ze sniZujicitho se
rozdilu mezi hodnotami smykové deformace, ziskané exponencidlnim al-
goritmem vZzdy s rozdilem kroku o ¥4d, je moZzno usuzovat, Ze exponenci-
alni algoritmus konverguje. Konverguje vdak k hodnotam, které se od vy-
sledkti korespondenéniho principu jesté vice vzdaluji. Zde je tak jiz vhodné
provést grafické srovndni vyvoje smykové deformace, ziskané jednotlivymi
principy, pro sledovany ¢asovy interval. To je zobrazeno, soucasné s grafy
vyvoje smykové deformace pro funkci smykové poddajnosti odhadovanou
podle Voigtovy a Reussovy meze, na obr. 6.1. A¢ rozdily nejsou fatalni, re-
lativni chyba exponencidlniho algoritmu viici inverzni Laplaceoveé transfor-
maci se pohybuje v fddech procent a z inZenyrského hlediska se tak jedna
o akceptovatelnou pfesnost, je tato odchylka v kontextu témeéf absolutni
shody u jednoduchého reologického modelu zaraZejici.
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Obrazek 6.1: Odezva smykové deformace dle jednotlivych p¥istupti.

V grafu na obr. 6.2 je zobrazena deformace () (t) pro ¢as t = 50 dnj, tj.
pro amplitudu zatiZeni, v zavislosti na objemovém podilu matrice. A to opét
pro odhady funkce efektivni smykové poddajnosti metodou Mori-Tanaka,
pomoci obou srovndvanych algoritmi, a odhady dle Voigtovy a Reussovy
meze. Z grafu, a samozfejmeé i z vlastnich ¢iselnych hodnot, je patrné, Ze pro
mezni piipady 100% podilu matrice a 100% podilu inkluze oba algoritmy
dosahuji pfesnych hodnot.

— 800 -
=) .
=, — Voigtova mez
N
< — Reussova mez
600 T o e
— Laplaceova transformace
500 4--1 — exponencialni algoritmus [------- T F

400

300 ~

200 ~

100 4

0

0%  10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

podil matrice [%]

Obrézek 6.2: Synergicky efekt ¢asticového kompozitu.
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K vylouc¢eni pochybnosti o spravnosti provedeni inverzni Laplaceovy
transformace pomoci funkce invlap.m je inverze provedena rovnéz pomoci
funkce gavsteh.m [31]. Ta vychazi z tzv. Gaver-Stehfest algoritmu [32], ktery
je zaloZen na kombinaci Gaverovych funkciondlil. Tento algoritmus je po-
uzivan i v [28] pro problém podobny zde feSenému a funkce gavsteh.m a
invlap.m jsou pro vybrané funkce testovany v [30].

Nastaveni parametru funkce gavsteh.m a ovéfeni jeji pfesnosti je pro-
vedeno pro funkci f(t) = 500 sin wt v intervalu (0, 71), kde w = 71/100, tj.
funkci odpovidajici tvaru zatiZeni reprezentujici v této préci zatizeni obecné.
Jeji Laplacetiv obraz je f(p) = 500w/ (p? 4+ w?). Porovnéni vysledkd in-
verze pomoci funkce gavsteh.m, pfi nastaveni parametru L = 22, s analy-
tickym feSenim je uvedeno v tabulce 6.2. Z ni je zfejmé uspokojujici pfes-
nost funkce gavsteh.m, ackoliv funkce invlap.m dosahuje v tomto pfipadé
prakticky absolutni shody.

algoritmus: anal. fe$. (a) de Hoogetal. (b) (a)-(b) Gaver-Stehfest (c) (a)-(c)

funkce: invlap.m gavsteh.m
t f@ f@ rozdil f@® rozdil
[den] [-] [-] [-] [-] [-]
01 1,57 1,57 0,00 1,57 0,00
12,5 191,34 191,34 0,00 191,36 -0,02
25,0 353,55 353,55 0,00 353,56 -0,01
37,5 461,94 461,94 0,00 461,96 -0,02
50,0 500,00 500,00 0,00 500,01 -0,01
62,5 461,94 461,94 0,00 461,98 -0,04
75,0 353,55 353,55 0,00 353,57 -0,02
87,5 191,34 191,34 0,00 190,94 0,40
100,0 0,00 0,00 0,00 -0,23 0,23

Tabulka 6.2: Pfesnost funkci invlap.m a gavsteh.m pro funkci se sinusovym
priabéhem.

Srovnani vysledkt funkci invlap.m a gavsteh.m pfi aplikaci na inverzi
odezvy pfi pouziti koresponden¢niho principu je uvedeno v tabulce 6.3.
I pfes drobné nepfesnosti vykazuji obé funkce, zalozené na rtiznych princi-
pech, ztejmou shodu. Navic pfi uvdzeni nepfesnosti funkce gavsteh.m, pro
funkci se sinusovym prtibéhem, dle tabulky 6.2, 1ze vyslovit pfedpoklad,
Ze funkce invlap.m vykazuje pro feSeny problém opét vynikajici pfesnost.
Pochybnost, zda rozdil vysledkti korespondenéniho principu a exponen-
cidlniho algoritmu neni zptisoben selhdnim funkce invlap.m pfi podstatné
slozitéjsi funkci poddajnosti nez u vlaknového kompozitu, 1ze tak prakticky
vyloucit.

Za ptredpokladu, Ze Laplacetiv obraz efektivni smykové funkce poddaj-
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algoritmus: de Hoogetal. (a) Gaver-Stehfest (b) (@) - (b)
funkce: invlap.m gavsteh.m

t (T)(®) (¥ @ @ rozdil
[den]  [MPa] [10°] [107] [10°]
0,1 0,02 1,426 1,426 0,000
12,5 1,91 184,289 184,290 -0,001
25,0 3,54 347,901 347,898 0,003
37,5 4,62 462,679 462,759 -0,081
50,0 5,00 510,076 510,106 -0,030
62,5 4,62 482,350 482,448 -0,098
75,0 3,54 383,376 383,359 0,017
87,5 1,91 227,951 227,385 0,566
100,0 0,00 39,507 39,124 0,383

Tabulka 6.3: Srovnéni provedeni inverze funkci invlap.m a gavsteh.m.

nosti J4,(p) je definovén spravng, je problém nutno hledat na strané expo-
nencidlniho algoritmu. Bylo vyzkouseno nékolik tiprav formulace koncen-
traénich faktorﬁ pfedevsim s uvaiovénim jejich mozné éasové Zévislosti
K uré1tym vysledkim vedlo pouze nastaveni parametru B, tj. dev1ator1cke
¢asti Eshelbyho tenzoru, na jednu ze svych meznich hodnot.

Pro Bm = 0sez (6.3) dostava pro efektivni smykovou funkci poddajnosti
]gff odhad dle Reussovy meze. Pro elastické koncentraéni faktory A% a A¢
se z (6.19) a (6.20) dostava AL = Afl = 1 a pro pfirtstek koncentra¢niho
faktoru vlastniho napéti matrice Aad, pak z (6.18) plati A = 0. Za téchto
podminek se exponencialni algoritmus pro ¢asticovy kompozit de facto re-
dukuje na postup shodny s algoritmem pro vlaknovy kompozit, popsany v
predchazejici kapitole. Neni tak pfekvapenim, Ze oba algoritmy pak davaji
shodné vysledky.

Situace je jiz v8ak odlisnad pro volbu B, = 1. Pro efektivni smykovou
funkci poddajnosti ]9, se tentokrat dostdva odhad dle Voigtovy meze, t.
jako

eff f 1 ] i T f m ] m

V tomto pfipadé 1ze, vzhledem k linedrnosti integrace, pro primérnou
smykovou deformaci (7) () snadno ziskat feSeni v uzavieném tvaru jako

fl sin wt + f
Hi,0 Hm,0

sin wt

M) =1

<~

+ Z%V] 1+T2w2) (sinwt—’rjw (coswt —e
j

)]
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I pro takto definovany problém davéa exponencidlni algoritmus pfesné
feSeni, tj. se zanedbatelnou relativni chybou viic¢i analytickému feeni, prak-
ticky identickou s chybou algoritmu pro model materidlového bodu. Zde
viak jiz A = 1,233288 a AY = 0,066848 a piirtistky koncentraéniho fak-
toru vlastniho napéti Aafln(l) jsou tak nenulové. Toto zjisténi podporuje po-
dezfeni, Ze nepfesnost je skryta pravé ve formulaci deviatorické ¢asti Eshel-
byho tenzoru . Samoziejmé, s jistotou nelze vyloucit ani chybu v definici
ostatnich proménnych algoritmu, kterd se v tomto meznim p¥ipadé nemu-
sela projevit. Pak by se v8ak nejednalo o néjaké osamocené opomenuti, ale

spiSe o mylné pojeti nékteré slozky algoritmu.

I v pripadé ¢asticového kompozitu namahaného ¢istym smykem je zaji-
mavé znazornit hodnoty préimérné smykové deformace? pro ménici se ob-
jemovy podil tuhych kulovych inkluzi v pomérné poddajné matrici. To je
opét pro pét variant riiznych objemovych podilt inkluze a matrice zobra-
zeno na obr. 6.3.

_ 800 - } }
5 — 100 % inkluze
= 700 -1 — 80 % inkluze
> — 60 % inkluze
— 40 % inkluze
600 71— 20 % inkluze
— 100 % matrice
500 4 i i

400 +

300 -

200 -

100 -

0 — T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [den]

Obrazek 6.3: Odezva smykové deformace na sinusové zatizeni pfi ménicim
se podilu inkluze-matrice.

2Préimérna smykova deformace v grafech na obr. 6.3 a 6.4 je vy¢islena korespondenénim
principem, uvazovanym zde jako referenénim. Odchylky v p¥ipadé pouziti exponencidlniho
algoritmu by vsak byly jen nepatrné.
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Vliv dotvarovani je opét zfejmy i z pracovniho diagramu kompozitu,
zobrazeném na obr. 6.4.

__ 800 -
%?2 ‘
= 700 - — 100 % inkluze | .. Tl
> 80 % inkluze
60 % inkluze 1
600 —+---- 40 % inkluze | T T T
20 % inkluze :
500 - 100 % matrice |- e e 77777777777777
400
300 +
200
100
0 = ; T T i
0 1 2 3 4 5
o [MPa]

Obrézek 6.4: Pracovni diagram ¢asticového kompozitu pfi ménicim se po-
dilu inkluze-matrice.

Ptfi porovndni graftina obr. 6.3 a 6.4 s odpovidajicimi grafy pro vldknovy
kompozit namdhany tahem ve sméru vldken je patrné, ze mensi podil kulo-
vych inkluzijiZ nema tak zasadni vliv na materidlové parametry kompozitu.
To je samoziejmé v souladu s logickymi pfedpoklady.
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Kapitola 7
Zavér

Jak jiz bylo zminéno v tivodu kapitoly 4, cilem této prace je porovnédni dvou
rozdilnych piistupti k vypoctu odezvy kompozitti s viskoelastickou matrici,
tj. korespondencniho principu s pouzitim Laplaceovy transformace a exponen-
cidlntho algoritmu. Sledovan je zde vyvoj deformace pro pfedepsany obecny
prubéh napéti, reprezentovany zatiZenim sinusového tvaru, a za reologicky
model viskoelastické matrice je uvazovan Kelvintiv-Voigttv fetézec.

Srovnéni je v této praci provedeno pro tfi rtizné trovné zobecnéni mo-
delu kompozitu. Nejprve se jednd o troven materidlového bodu, odpovi-
dajici viskoelastickému homogennimu materialu. Poté je pfistoupeno k jed-
noduchému modelu kompozitu, reprezentovanému zde vlaknovym kom-
pozitem namahanym normalovym napétim ve sméru vldken. Nakonec je
uvaZzovan slozitéjsi model kompozitu, ktery je pro zde feSenou problema-
tiku moZno povazovat za obecny. Za ten byl zvolen statisticky izotropni
¢asticovy kompozit namahany ¢istym smykem, jehoZz efektivni materidlové
vlastnosti byly odhadnuty metodou Mori-Tanaka. Podrobné jsou vysledky
pro jednotlivé modely diskutovany vZdy na konci kapitol 4, 5 a 6, které se
k ptislusnym modeltim vztahuji.

Na drovni materidlového bodu, feSeného v kapitole 4, je zndmo feSeni
v uzavieném tvaru, odvozené v dodatku C. Tento model tak slouzi pre-
devsim k ovéfeni funkcnosti a presnosti numerického exponencidlniho al-
goritmu, jehoZ princip je popsdn v dodatku F. AvSak vzhledem k tomu, Ze
obrazova funkce poddajnosti pro déle feSeny vlaknovy a ¢asticovy model
kompozitu s viskoelastickou fazi je jiz pomérné komplikovand a pro inverzi
Laplaceova obrazu deformace do ¢asové oblasti je tak rovnéZz pouzivano nu-
merické feSeni, je u tohoto modelu ovéfena pfesnost i numerické inverzni
Laplaceovy transformace. Pro tu je v této praci pouzivana funkce invlap.m,
ktera vychéazi z de Hoogova algoritmu, zaloZeného na feSeni rozkladem do
Fourierovy fady a podrobnéji popsaného v dodatku E.

Z porovndni s analytickym feSenim je patrné, Ze oba postupy jsou pro
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tento model velmi spolehlivé. Numerické feSeni inverzni Laplaceovy trans-
formace pomoci funkce invliap.m vykazuje prakticky absolutni pfesnost.
Exponencialni algoritmus, pfi zvySujicim se poc¢tu déleni intervalu, k pfes-
nému feSeni rovnéz rychle konverguje. A ackoliv vypocet provedeny expo-
nencidlnim algoritmem je oproti inverzni Laplaceové transformaci funkci
invlap.m vyrazné pomalejsi, jeho vyhodou je zna¢né robustnost vici zvo-
lené zatéZzovaci funkci. To pro funkci invlap.m vZzdy neplati a pro jeji pouZziti
na tfeba jen mirné modifikovany problém je tteba urcité obezietnosti.

Pro vldknovy kompozit pti jednoosé napjatosti, reprezentujici zde jedno-
duchij model kompozitu ¥feSeny v kapitole 5, je za referen¢ni feSeni povazovano
pouziti korespondenéniho principu. Hodnoty deformace ziskané uprave-
nym exponencidlnim algoritmem k vysledkiim ziskanym numerickym fe-
Senim inverzni Laplaceovy transformace rychle konverguji, a dosahovana
relativni chyba exponencidlniho algoritmu je srovnatelnd s jeho relativni
chybou vii¢i analytickému feSeni u modelu materidlového bodu. Lze tak
vyslovit pfedpoklad, Ze korespondenénim principem je ziskdno piesné fe-
$eni a exponencidlni algoritmus k nému opét spolehlivé konverguje. Casové
naroky na provedeni algoritmi jsou obdobné jako u variant pro materialovy
bod.

Po tispésném otestovani obou numerickych metod pro nejjednodussi
model kompozitu bylo pfistoupeno k jejich aplikaci na obecny model kompo-
zitu, za ktery 1ze pro tcely srovnédni rtiznych pfistupti k vypoctu viskoelas-
tické odezvy kompozitti povazovat ¢asticovy statisticky izotropni kompozit
s kulovymi inkluzemi namédhany ¢istym smykem. Odhad efektivni funkce
poddajnosti je proveden metodou Mori-Tanaka, tj. jednou z obecnych me-
tod homogenizace.

Z vysledkti podrobné diskutovanych v kapitole 6 je ztejmé, Ze hodnoty
celkové smykové deformace ziskané jednotlivymi principy jsou mirné od-
lisné. Ackoliv se relativni chyba exponencidlniho algoritmu v{ici inverzni
Laplaceové transformaci pohybuje v fddech procent a z inZenyrského hle-
diska se tak jedna o akceptovatelnou pfesnost, v kontextu témét absolutni
shody u jednoduchého reologického modelu tak vznikd podezieni na sys-
témovou chybu u jednoho z aplikovanych pristupt.

K vylouceni mozné chyby v provedeni inverzni Laplaceovy transfor-
mace pomoci funkce invlap.m byla inverze Laplaceova obrazu celkové smy-
kové deformace provedena rovnéz pomoci funkce gavsteh.m, ktera vychazi
z tzv. Gaver-Stehfest algoritmu. I pfes drobné nepfesnosti vykazuji funkce
invlap.m a gavsteh.m, zaloZené na raznych principech, ztejmou shodu. Po-
chybnost, zda rozdil vysledk koresponden¢niho principu a exponencial-
niho algoritmu neni zptisoben selhdnim funkce invlap.m pfi podstatné slo-
zit&jsi funkci poddajnosti nez u vlaknového kompozitu, lze tak prakticky
vyloudit.
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Za referenc¢ni feSeni je i u tohoto modelu povazovano pouziti korespon-
dené¢niho principu. Vyraz pro Laplacetiv obraz efektivni smykové funkce
poddajnosti je pfevzat z davéryhodnych ¢lankt publikovanych v impakto-
vanych ¢asopisech. Za pfedpokladu, Ze Laplacetiv obraz efektivni smykové
funkce poddajnosti je definovan zcela korektné, je problém nutno hledat na
strané exponencidlniho algoritmu.

U exponencidlniho algoritmu proto bylo vyzkouseno nékolik tprav for-
mulace koncentrac¢nich faktorti, pfedevSim s uvaZovanim jejich mozné ca-
sové zavislosti, avSak Zadna nevedla k uspokojivéjsi shodé s korespondenc-
nim principem. K urc¢itym vysledkiam vedla pouze kontrola spocivajici v na-
staveni deviatorické ¢asti Eshelbyho tenzoru na svoji mezni hodnotu jedna,
pfi které dochazi k ekvivalenci odhadu funkce efektivni smykové poddaj-
nosti metodou Mori-Tanaka a odhadu dle Voigtovy meze. Za tohoto pred-
pokladu dava exponencidlni algoritmus spolehlivé vysledky, tj. rychle kon-
verguje k analytickému feSeni, které 1ze v tomto pfipadé snadno ziskat. Za
pfedpokladu chyby v exponencidlnim algoritmu pak toto zjisténi podpo-
ruje podezieni, Ze nepiesnost je skryta praveé ve formulaci deviatorické ¢asti
Eshelbyho tenzoru. Samoziejmé, s jistotou nelze vyloucdit ani chybu v defi-
nici ostatnich proménnych algoritmu, kterd se v tomto meznim pfipadé ne-
musela projevit. Pak by se vSak nejednalo o néjaké osamocené opomenuti,
ale spiSe o mylné pojeti nékteré slozky algoritmu.

Zavérem lze, i pfes prozatim nevyjasnény drobny nesoulad dosahova-
nych vysledkt pro slozitéjsi model kompozitu, potvrdit pouZzitelnost obou
srovnavanych piistupti k vycisleni odezvy kompozitii s viskoelastickou ma-
trici. Déle 1ze konstatovat, Ze oba srovndvané pfistupy maji své obecné sig-
nifikantni vyhody. U korespondenc¢niho principu s pouzitim Laplaceovy
transformace se jednd pfedevsim o rychlost vypoctu a pti volbé vhodného
algoritmu pro numerickou inverzi s ohledem na pribé¢h zatéZovaci funkce
i vysokou pfesnost dosahovanych vysledkti. Exponencidlni algoritmus ze
své podstaty vykazuje zna¢nou robustnost vii¢i zvolené zatéZovaci funkci
a spolehlivé konverguje k pfesnému analytickému feSeni. Oba principy tak
maji, pfedevSim pfi teoretickych tivahach, v mikromechanice kompozitt
své uplatnéni a ma vyznam se jimi dale zabyvat.
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Dodatek A

Zéikladni vztahy linearni teorie
pruznosti

A.1 Zobecnény Hookeuv zdkon

V obecné zatiZeném trojrozmérném télese je napjatost popsdna pomoci Sesti
nezavislych slozek napéti, tj. ttemi slozkami normalovymi oy, 0y, 0, a tfemi
smykovymi Ty, Tzx, Try. Podobné pfetvofeni infinitezimélniho (nekonecné
malého) elementarniho kvadru télesa je popsano Sesti slozkami deformace,
tj. tfemi sloZkami normalovymi ey, €, ¢, (relativni protazeni) a ttemi smyko-
Vymi Yyz, Yzx, Yay (SMykova zkoseni). Indexy x, y, z oznacujf jednotlivé osy
libovolné zvoleného kartézského soufadného systému. Existuji jesté smy-
kové napéti a deformace v rovinach zy, xz, yx, které jsou vsak dle véty o vza-
jemnosti smykovych napéti totoZnd se slozkami v rovinach yz, zx, xy.

Tato definice a oznaceni jednotlivych sloZek napéti a deformace je velmi
ndzornd a lze si je na elementdrnim kvadru snadno predstavit. Vyvstava
v8ak otdzka, v jaké formé matematického zapisu obecné napéti a deformaci
vyjadfit. Tyto fyzikalni veli¢iny maji charakter tenzorfi, a proto jako optimal-
nim pro formulaci jejich vzdjemného vztahu je tenzorovyj zdpis. Jim vyjadfené
vztahy jsou velmi elegantni a zvlasté vhodné pro teoretické tvahy.

V tenzorovém zapisu lze obecné napéti a deformaci zapsat jako tenzory
2.7adu, tj. o = Tij, i,j =1,2,3jetenzor napétia e = Eijs i,j =1,2,3jetenzor
deformaci. Slozky téchto tenzorti 1ze uspofddat do matice [3 x 3]. Konstitu-
tivni vztah nazyvany zobecnény Hooketlv zikon se pak vyjadii tenzorovou
rovnici

c=C:¢ (A1)

popf. v inverznim tvaru jako

e=J:0o (A.2)
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kde C = Cjjy, i,j,k,1 =1,2,3, resp. ] = Jijkts i,j,k,1 = 1,2,3 jsou tenzory
materidlové tuhosti, resp. poddajnosti.

Nékdy je vSak vyhodnéjsi, zvlasté pronumerické vypocty, vyjadrit slozky
napéti a deformace jako sloupcové matice ¢ a . To 1ze provést pouzitim tzv.
Voigtovy (inZenyrské) notace. Inzenyrské slozky tenzoru napéti a deformace,
pak maji k tenzorovym slozkdm nésledujici vztah

Ox o €x &1
Oy 022 &y €22
(% (% S S
g — z — 33 § — z — 33 (A3)
Tyz 023 Yyz 2¢x3
Tzx 031 Yzx 2¢31
Txy 012 Yxy 2¢e12

Zde je zvlasté vhodné si povSimnout, Ze inZenyrské smykové slozky jsou
dvojnasobkem tenzorovych smykovych deformaci.

Slozky tenzorti materidlové tuhosti C, resp. poddajnosti J, tj. symetric-
kych tenzorti 4. ¥adu, je pomoci Voigtovy notace mozZno usporadat do sy-
metrické matice [6 x 6] jako

Cir Gz Cuszz Crizz Ciiiz G

Conn Cox Cozz Coopz Co1z Coonz

| Gain GCezo Cazzz Cazs Csziz Cazin
C= (A.4)

= Coz11 Cozzz Cozzz Cazoz Coziz Cosiz

Cizi1 Cizz Cizzz Cizoz Ciziz Cisnz

Cioi1 Cizz Cizzz Ciopz Cio1iz Cronz

Jiun T2 Tz 2Ju2s 213 2 iz
Joo11 J22 J233 2)2223 2]213 2212

J3i1 J3322 J3333 23323 23313 23312 (A5)
2311 2J32 2333 433 4313 4312 '

21311 2J1322 2J1333 41323 41313 41312
2Ji011 2J1222 2J1233 41223 41213 41212

[~
Il

Zobecnény Hooketiv zédkon a jeho inverzni forma se pak vyjadfi mati-
covymi zapisy
g =

@}

€ e=Jc (A.6)

Z matice materidlové poddajnosti | je zfejma i urcita nevyhoda Voigtovy
notace, kdy jeji prvky pfimo neodpovidaji prvkiéim ptvodniho tenzoru ma-
teridlové poddajnosti J;jx, ale jsou jejich riznymi ndsobky.
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A.2 Rozklad na objemovou a deviatorickou ¢ast
Pokud jsou materidlové parametry nezavislé na volbé soufadného systému,

tj. jedna se o izotropni materidl, 1ze tenzory napéti o a deformace e vyjadrit
jako

e=¢1+e § =

oc=01+s J=

kde ¢ a € je stfedni napéti a deformace objemové ¢asti, s a e je deviatoricka
¢ast tenzorti napéti a deformace a 1 je jednotkovy tenzor 2. fadu.

Konstitutivni vztah (A.1) se pak redukuje na formu
oc=3ké1+2pue (A7)

a inverzni tvar (A.2) na

1 1
ezE]Vc"Tl—kE]ds (A.8)

kde k a  jsou objemovy a smykovy modul pruznostia J¥ a J¢ jsou objemova
a smykové poddajnost, pro které plati | = 1/ka J4 = 1/pu.

Vztahy (A.7) a (A.8) je tak moZno jednoduse rozdélit na samostatnou
objemovou a deviatorickou ¢ast

0c=23ké s=2ue (A.9)
A 1y
8—3]0' e—2]s (A.10)

Ve Voigtové notaci 1ze rozklad napéti a deformace na objemovou a de-
viatorickou ¢ast zapsat jako

Oy 1o Sy £y é ey

oy log Sy ey é ey

Oy _ 1o " Sy £, _ é " e,

Tyz 0 Tyz Yyz 0 Yyz

Tox 0 Tox Vzx 0 Vzx

Ty 0 Ty Txy 0 Txy
(A.11)
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tj. v kompaktnim maticovém tvaru jako

(A.12)

S OO R P, =

kde i je pomocnd sloupcovéd matice s jednotkovymi hodnotami normaélo-
vych sloZek a nulovymi hodnotami sloZzek smykovych.

Pro izotropni materidl se v maticovém zdpisu zobecnény Hooketiv za-
kon a jeho inverzni tvar (A.6) redukuji na

1 1
c=3kéi+2uP e §:§]"(°f;'+§]d£§ (A.13)

kde P je tzv. skdlovaci matice a P ~1 matice k ni inverzni, které jsou definovany
jako

100 00O 100 0 0 O
0100O0O0 010 0 0 O
p_ 001 00O p1_ 001 0 0 O
= 000200 = 00005 0 O
000020 000 0 05 0
00 0O0©O02 000 O 0 05

(A.14)

Rozklad na samostatnou objemovou a deviatorickou ¢ast se jiz jedno-
duse zapiSe jako

G =3k s=2uP e (A.15)
°_1 vV o _1 d
E=3J0 e=5J"Ps (A.16)

v s

v maticovém zapisu lze nalézt napt. v [19] a jejich tenzorovy zapis je na-
zorné ukazan v [18]. Vztahy uvadéné v tomto dodatku jsou do zna¢né miry
z téchto publikaci pfevzaty a jsou omezeny pouze na problémy feSené v této
praci.
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Dodatek B

Laplaceova transformace

B.1 Definice Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace ! patfi do skupiny tzv. integralnich transformaci.
V lineédrni algebfe odpovida integrdlni transformaci skaldrni soucin ptes
systém vektort, ktery je oznac¢ovéan jako jadro transformace. Pro Laplaceovu
transformaci je jadro transformace tvofeno vyrazem e .

Pak se prifazeni definované integralem

—+o0

Fo) = [ fyerat=2{(1)) (B.1)

0

nazyva piima (dopiednd) Laplaceova transformace. Je to zobrazeni, které obecné
komplexni (ve vétsiné aplikaci vSak redIné) funkci f redlné proménné ¢ (Casu)
pfifazuje komplexni funkci fkomplexni proménné p = x +iy.

Funkce fse nazyva obraz funkce f v Laplaceové prostoru (Laplacetiv
obraz funkce f) a funkce f se nazyva vzor (origindl, pfedmét) Laplaceova
obrazu. Integral [, f(t) e "' dt se nazyvé Laplacetiv integrél funkce f.

Transformace je definovana pro funkci f, kterd musi spliiovat nasledujici
podminky:

a) f(t) je po Castech spojitd prot > 0
b) f(t) =0prot <0

c) f(t) je exponencidlniho fadu, tj. existuje ¢islo ¢ € R (index rtistu) pro
které plati lim; o | f(f) e |= 0

1Podrobngji, a s dtirazem na rigorézni matematicky zapis, je Laplaceova transformace
popséna napf. v [2], odkud jsou i zde uvadéné definice do znaéné miry pfevzaty.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Defini¢ni vztah

c+ico

)= [ Fp)erdp =27 {Fp)} (B2)

c—ioo
se nazyva inverzni (zpétni) Laplaceova transformace.

Pouziti Laplaceovy transformace je vyhodné piedevsim pfti feSeni di-
ferencidlnich, resp. integrodiferencidlnich rovnic. Ty jsou, s pfihlédnutim
k pocdte¢nim podminkdm, pomoci Laplaceovy transformace pievedeny na
rovnice algebraické. Takto ziskané algebraické rovnice se v Laplaceové pro-
storu snadno vyfesi a vysledkem je raciondlni lomend funkce. Jejim roz-
kladem na parcidlni zlomky a pouZzitim slovniku Laplaceovy transformace
se vysledek prevede zpatky do ¢asové oblasti. Ziska se tak feSeni ptivodni
diferencidlni rovnice, a to nalezenim homogenniho a partikuldrniho feseni

v jednom kroku. Pro slozit&j$i vztahy je mozno inverzni Laplaceovu trans-
formaci provést numericky.

integrodiferencialni rovnice
+ pocatecni podminky :D

b te

algebraické rovnice mm)p | feseni prostor obrazu

feSeni prostor vzoru

Obrazek B.1: Schematicky pocetni postup pfi pouZiti Laplaceovy transfor-
mace.

B.2 Vlastnosti Laplaceovy transformace

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace jsou vyjadfeny nasledujicimi
vétami o Laplaceové transformaci.

e Véta o linedrnosti Laplaceovy transformace

~

ZL{af(t)+bg(t)y =af(p)+b3(p) (B.3)

kdea,b € Ca f a gjsou laplaceovsky transformovatelné funkce.

80



VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

e Véta o translaci pfedmétu (posun v case)

Z{An} =" f(p) (B.4)
kde f; je laplaceovsky transformovatelnd funkce, definovana jako

qo0 prot € (0,to)
f(t) = { f(t—1ty) prote (tolioo)

e Véta o posunu obrazu (véta o tlumeni)

L{ef()} = flp+a) (B.5)

kde a € C a f je laplaceovsky transformovatelnd funkce.

e Véta o obrazu derivace pfedmétu

{0 v - s01) 56

kde f je laplaceovsky transformovatelna funkce a f(04) = lim;—o, f(t) je
pocate¢ni podminka zprava.

e Véta o obrazu integrace pfedmétu

t 1.
f{ 0/ £(2) dc} =7 (B.7)

kde f je laplaceovsky transformovatelnd funkce.

e Véta o obrazu konvoluce

~

L{f () xg()} = f(p) &(p) (B.8)

kde f a g jsou laplaceovsky transformovatelné funkce a f * g je konvoluce
funkci f a g definovand jako

6 =8t = [ ft-)g@)de = [ F@)glt-8)de
0 0
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

B.3 Odvozeni obrazi nékterych zakladnich funkci

Pro ilustraci je v tomto oddile ukdzan vypocet s pouZitim defini¢niho in-
tegralu pro odvozeni Laplaceovych obrazt nékterych zdkladnich funkci,
které jsou pouzivany pfi vypoctech provadénych v této praci.

e Jednotkova skokova funkce (Heavisideova funkce)

Heavisideova funkce je zjednodusené¢ definovdna predpisem

] 0 prot <ty
H(t—to) = { 1 prot >ty
a v technické praxi vyjadiuje tzv. jednotkovy skok, tj. asty ptipad nahlého
pusobeni urcité veli¢iny konstantni hodnoty od ¢asového okamZiku t¢. Pro
vyjadieni skute¢né velikosti ptisobici veli¢iny je pak Heavisideova funkce
vynasobena urcitou konstantou a € C. Pak se jedna o tzv. vazeny jednot-
kovy skok, jehoz Laplacetiv obraz je zde odvozen.

+oo 1o

f(r))=${a%(t)}=/ae”tdt:a[—;e’”] :a:) (B.9)

0 0

e Linedrni (rampova) funkce

Opét se jedna o velmi Casty pfipad z technické praxe, kdy urcita veli¢ina
od okamziku ty rovhomérné nartistd. Rovnéz tak jako u pfedchozi funkce
je mozno linedrni funkci vazit konstantou a € C. Pro nize uvedeny pfiklad
je uvazovan zacatek pusobeni veli¢iny v okamziku tp = 0. Obecny mate-
maticky rigor6zni zapis této funkce by pak byl f(t) = (f — to) H(t — to).
Pfi odvozeni Laplaceova obrazu je pouZzita integrace metodou per partes
a 'Hospitalovo pravidlo pro zjisténi, ze lim; , o te ™! =

+o0 1+ +oo ¢
7 e’? e P
Fp) = 21ty = [ rerrar= [t] S
0 —FlJo 5 4
—pt —ptqtoe
= him &4 [e } _1 (B.10)
=400 —p p 4 0 pz

e Exponencidlni funkce

Je uvazovana exponencialni funkce obecné matematicky rigor6zné za-
psand jako f(t) = e*(!") H(t — t;), kde a € C a déle je jiz opét pro zjedno-
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ODVOZENI OBRAZU NEKTERYCH ZAKLADNICH FUNKCI

duseni uvazovano, ze ty = 0.

—+o0 —+o0
flp) = L{e"} = / e"e P dt = / et (a=r) dt
0 0
t(a—p)q e t(a—p) _
_ [e } — lim & t_ 1 (B.11)
a—pJ, totoo A —p p—a

Odvozeny vztah je platny za pfedpokladu, ze R (p) > R (a) = co (4. tsecka
konvergence). Jen za této podminky plati, Ze lim;_, ;o €' (“"?) = 0 a Lapla-
cettv integral konverguje.

e Funkce sinus a cosinus

Pro odvozeni Laplaceovych obrazii funkei f(t) = sinw(t — to) H(t —to)
a g(t) = cosw(t —ty) H(t — to) je nejprve vhodné pfipomenout exponen-
cidlni funkce imaginarniho argumentu (Eulerovy vzorce).
e“! = coswt +1i sinwt

e W = coswt —1i sinwt

Z nich je mozno vyjadtit funkce sin wt a cos wt ve tvaru

inwt = l(
S = 2

_ 1 iwt —iwt
coswt = 5 (e +e71¢)

elwt o

e—iwt)

Stejné jako v predchazejicich prikladech je uvazovéno ty = 0 a dhlova
frekvence w je samoziejmé kladné realné ¢islo. S pouZitim véty o linearite,
uvéazenim —i? = 1 a vy$e odvozeného obrazu pro funkci e vychazi

-~

flp) = ooty = 2{ L@ —en ] = L (2o - L)
1

p+iw p—iw 1 2iw w

- 5 <p2 — izwz o pz — isz) = 5 pZ _|_ (,Uz = pz +(U2 (B.12)
Q = — 1 iwt —iwt _1 1 1
g(p)—ﬁ{coswt}_g{z(e ey =5 p_iw | priw

= 2<p2—izw2+p2—i2w2) T2pP+W? Pl (B.13)
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

B.4 Slovnik Laplaceovych integrali

V tabulce B.1 jsou uvedeny korespondence Laplaceovych integralt nékte-
rych funkci, s kterymi se lze v inZenyrskych problémech b&ézné setkat.?

Za zminku zde stoji Diracova funkce delta §(t) neboli jednotkovy im-
puls. Zjednodusené je tato funkce definovéna jako

5(t):{ 0 prot#0

o prot=20
+o0
/5(t)dt:1

V pfesném matematickém vyznamu neni Diracovo delta funkce, ale distri-
buce. Jeho diskrétnim ekvivalentem je Kroneckerovo delta.

~

Vzor f(t)  Obraz f(p) = Z{f(1)}

5(t) 1

M) 1

g 2

t _1

n! pr+1

e:tat ﬁ
Fet (;ﬂiﬂ)2
—ge pzﬂ

%(eﬂt -1 p(Plfa)
sin wt ﬁ
cos wt #

e " sin wt m
e " coswt (pfa)%

sin(wt + @) Z¥cos g+ meZ sin ¢

Tabulka B.1: Slovnik korespondenci nékterych Laplaceovych integrali.

2Rozsélhlejéi slovnik lze nalézt napf. opét v [2].
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Dodatek C

Analytické feSeni pro zatiZeni
o(t) =& sinwt

C.1 Pouziti konvolu¢niho integralu

Pro zévislost ¢asového pritbéhu deformace €(t) na obecném prubéhu zaté-
zovaciho napéti o(t) (nemeéni-li se napéti skokem) plati nésledujici konvo-
lu¢ni integral
t
e(t) = [ Jolt — &) o(&)de (e}

0

kde pro Kelvintiv-Voigttiv model je funkce poddajnosti Jo(f) definovana
jako

b= -et) = flt-8=g0-eF)

a pro sinusovy priibéh zatizeni ¢ (t) = & sinwt, kde & = konst. znamena
amplitudu napéti a w = konst. tthlovou frekvenci, je jeho derivace podle
Casu

o(t) =wo coswt = 0(f) =wb cosw¢

Z dosazeni Jo(t — &) ac(¢) do (C.1) vyplyva

¢
T T )wd coswédé

e(t):/é(l—e
0

t
t=¢

t
= 6% (0/ coswddé — J e T cos wéd(Z) (C.2)

Regenfm prvniho integralu v zdvorce je vztah X sinwt. Druhy integral
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ANALYTICKE RESEN{ PRO SINUSOVE ZATiZEN{

je nutno fesit integraci metodou per partes nasledovné:

w

" t
/e*% coswgd¢ = [errg —/ %e’g 1 sinw¢dg (C.3)
9 0

Pro feSeni integralu vzniklého na pravé strané rovnice (C.3) se pouZzije
opét metoda per partes

£ t
1 = 1 -1
— /e’¥ sinwd¢ = — [—etrif cos w }
Tw / Tw

Dosazenim integrac¢nich mezi do ¢lenti v zavorkach v rovnicich (C.3) a
(C.4) se ziskaji vztahy

1 b
[e_trg — sin wé} = — sinwt
w 0y W
1 t
w

1 1 _
coswl| = —— coswt + —e’ *
0 w w

a po jejich dosazeni do rovnic (C.3) a (C.4), nasledném dosazeni feSeni in-
tegralu (C.4) do rovnice (C.3) a pfevedenim feSeného integralu na levou
stranu rovnice se dostava

t

1 - 1 1 1 1
<1+22) /e_¥cosw§d§: sincut—(—coswt+ e_t)
T?w / w Tw w w

A

Al

1+7 - 1 1 1
% e % cosw¢dé = — (sian— coswt — —e” )
T?w w Tw Tw

2w

1+ T2w?

Al

t
_ 1 1

/ e cos widE = (sinwt+ — coswt — —e~ > (C.5)

J Tw Tw

Dosazenim tohoto feSeni do vztahu (C.2) se pro ¢asovy priibéh defor-
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Pouziti KONVOLUCNIHO INTEGRALU

mace ¢(t) ziskdva findlni vztah

e(t) = 5 1 sinwt — Tziw sinwt‘—kL coswt — ie_i
- E\w 1+ T2w? Tw Tw
1 2.2
= 0= | sinwt — _rwn sin wt — _ W (coswt — e_£>
E 1+ T2w? 1+ T2w?
. ~1 1 . w ot
=7 mﬂn‘“f‘m(mw“e ‘)
1
= 5’m (Sinwt—Tw (Coswt — e'tf>> (C6)

Nyni je moZno pfistoupit k zobecnéni analytického feSeni pro Kelvintiv-
Voigtiv model na Kelvintiv-Voigttv fetézec s linedrnim ¢lenem (pruzinou)
a M viskoelastickymi ¢lanky. Funkce poddajnosti Jo(t) pro tento fetézec je
definovana jako

t

1 M1 —t
h@:%+2%0—eﬁ

Pfi uvazeni konvolu¢niho integralu (C.1), vzhledem k linedrnosti inte-
grace, 1ze vztah pro ¢asovy priibéh deformace ¢(t), jako odezvy na zatizeni
o(t) = 7 sinwt, pro Kelvintiv-Voigtav fetézec zapsat jako

-1 . M 1 . —t
s(t):a Eosmwt—l—gw(smwt—rjcu(coswt—e 1))]
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ANALYTICKE RESEN{ PRO SINUSOVE ZATiZEN{

C.2 Pouziti Laplaceovy transformace

Podle véty o obrazu konvoluce pfedmétti a véty o obrazu derivace pfed-
métu plati pro zavislost obrazu deformace &(p) na obrazu obecného pri-
béhu zatézovaciho napéti o(p) v Laplaceové prostoru (pfi nulovych poca-
te¢nich podminkach) vztah

~ ~

ep) =Jo(p)o(p) = plo(p) 7(p) (C.8)

kde pro Kelviniiv-Voigtiiv model je Laplacetiv obraz funkce poddajnosti
Jo(p) definovén jako
=~ 1 1

Jo(p) = T m

a Laplacetiv obraz zatéZzovaci funkce 7(p), jehoZz pfedmét je v ¢asové oblasti
o(t) = 7 sinwt, je

~ ~ . ~ w
o(p) =0 L{sinwt} = am
Dosazenim za Jo(p) a &(p) do vyrazu (C.8) se dostavé

1
(p+ 1) (P2 +w?)

1 w

C9
p(p—k%)aPQ-i-wZ (C9)

) =p— N~
PI=PEr - ET
Pro analytické feSeni inverze Laplaceova obrazu &(p) do ¢asové oblasti

je tteba provést rozklad raciondlni lomené funkce s proménnou p, ze vztahu
(C.9), na soucet parcidlnich zlomkd, tj.

1 A | Bp+C
-4y C.10
(p+2) (P+e?) ptz pPHe? (€10

1
= A(p2+w2)+(Bp+C)<p+T):1 (C.11)
Hledané konstanty A, B, C se ziskaji napf. ndsledujicim zptisobem:

e zrovnice (C.10) je zfejmy koten p = —21. Z jeho dosazeni do (C.11) se
ziskava 5
1
A= = 20,2
=+ w? 1+71°w

e pro 0. f4d proménné p v rovnici (C.11), tj. z rovnice A w?+C % =1se

ziskava
cof1. T N _ T
1+ T2w? 1+ 12w?
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Pouziti LAPLACEOVY TRANSFORMACE

e pro 2. ¥ad proménné p v rovnici (C.11), tj. z rovnice A p?> + Bp*> = 0

se ziskava

2

B=-A=————
1+ T?w?
Dosazenim konstant A, B, C do rovnice (C.10) a nahrazenim racionalni
lomené funkce v rovnici (C.9) souétem parcidlnich zlomki (C.10) se pro La-
placetiv obraz deformace &(p) dostava

PO T T —Ttp+1
é(p) ~YEt 1+ 2wl <p+i+ pz—l—a)Z)

s 1 1 p w
= UE(1+TZCU2) <Twp+1 Tw p2+w2+p2—l—w2> (C12)

T

Zlomky v zévorce se jiz invertuji do ¢asové oblasti dle slovniku kores-
pondenci zdkladnich Laplaceovych integrdlt (napi. uvedeném v dodatku
B) a dostéva se tak ¢asovy prubéh deformace ¢(t) jako

1
e(t) = Ffm <Twe_; —Tw coswt+sinwt>
1

:(7E<1+T2w2><smwt—rw<coswt—e T)) (C.13)

Jak je ztejmé z vySe uvedeného postupu, pouzitim Laplaceovy transfor-
mace je mozno podstatné jednodussim (a snad i elegantnéjsim) zptisobem
dojit ke stejnému vysledku jako integraci uvedenou v ptedchozim oddilu.
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Dodatek D

Analytické feSeni pro
lichobéznikové zatizeni

D.1 Pouziti konvoluéniho integrdlu

Pro zé&vislost ¢asového pritbéhu deformace €(t) na obecném prubéhu zaté-
zovaciho napéti o(t) (neméni-li se napéti skokem) plati, jak je jiz uvedeno
v dodatku C, konvoluéni integral

t

e(t) = [ holt—¢)5(2) ¢ D)

0

kde pro Kelvintiv-Voigttiv model je funkce poddajnosti Jo(f) definovana
jako

1 _t 1 _ =g
P =z (1=e%) = pt-g=1 (1-e7)
Prtibéh zatizeni () ma nyni lichobéznikovy tvar a zatéZovaci funkce je
tak definovéna jako

0 pro te€ (—oo,tp)
pro t € (to, t1)
o(t)y=4q 0 pro t€ (t,t)
U1, pro te€ ( )
0 pro t € (t3,+o)

kde & = konst. je maximélni zatéZovaci napéti, udrzované v ¢asovém inter-
valu (ty, £).

Derivaci této funkce podle ¢asu t a zavedenim integra¢ni proménné ¢ se

91
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dostava
0 pro t€ (—oo,tp)
o tllto pro € (t,t1)
o(t)y=e(@)={ 0 pro € (t,f2)
g <_t31t2) pro t € (i, t3)
0 pro t € (t3,+o0)

Dale je pro zjednoduseni uvaZzovano t) = 0 a feSeni integralu (D.1) je nej-
prve provedeno pro jednotlivé ¢asové intervaly. Je zfejmé, Ze pro intervaly
(—00,0), (t1,t2) a (t3, +0) je vysledkem integralu (D.1) nula. V principu
je tudiz nutno integral vy¥esit jen pro intervaly (0,t1) a (t2, t3). P¥i inter-
pretaci vysledki feSeni téchto integrald, je vSak tfeba urcitd obezfetnost.
Je ztejmé, ze v Casovych intervalech (t;, ) a (t3, +c0) nebude deformace
e(f) nulovd, ale bude rovnéz zavisld na vzestupné a pro interval (tz, +-00)
i sestupné vétvi zatéZovani. Se zavislosti na vzestupné vétvi zatéZovani je
samoziejmé nutno uvazovat i v intervalu (ty, t3).

Z dosazeni Jo(t — ¢) a (&) pro interval (0, 1) do (D.1) vyplyva

t t
e(t) :/ (1—e*¥) (”TiflldC:(”TElh/(l—eff)dC
0 0
—ogr ([, [re ], ) mo gy (t-rree?) @2

Odezva deformace odvozend timto integralem je tedy platnd jen pro ¢as
t € (0,t1). Pro ¢as t > t; je pak integral (D.1) mozno rozdélit na soucet in-
tegralti pro ¢asové intervaly (0, t1) a (t1, t). Jak je jiz vySe zminéno, je druhy
integral nulovy a pro prtubéh deformace &(t), jako odezvy na vzestupnou
vétev zatiZeni, se pro ¢as t > t; dostava

| =

) = [ L (- rlarmo k[ (1o )

Analogicky k (D.2) se pro odezvu na odtéZovani pro ¢as t € (t2,t3) do-
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Pro definici funce odezvy &(t) v kompaktnim tvaru pro jakykoliv ¢as ¢
v celém sledovaném intervalu (0, +o0) je déle nutno zavést Heavisideovy
funkce pro ¢asové okamziky t1, t, a t3. Pomoci nich budou korigovéany ode-
zvy pro zatézovani a odtézovani, tj. e(t) v intervalech (0,t1) a (t, t3), i pro

Casy, kdy je jiz zména napéti nulova. Pro urceni , korekéni” funkce pro cas
t > t; je tfeba zjistit rozdil (D.2) a (D.3), ktery se urci jako

.1 (t n ,;)
0— t—T+TE ™
Et €
1 =t t
_(7E7t1<t1_1—e T 4+ Te ?)
1 t=h
=05y (t—tl—r—f—’re’T) (D.6)
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a pro ¢as t > t3 se rozdil (D.4) a (D.5) ziska jako

1 )
(- ) (t—tr — =
U( E(t3—t2)>( 2—T+Te >
1 t—ty t—ty
- ts—th—Te T -
( E(t3—f2)> <3 2oTe T oATe )

1 _tt
<_E(t3—t2)> (t—t3—T+Te T ) (D.7)

Vysledny priibéh deformace (t) pro ¢as t € (0,+00), jako odezvy na
lichobéZnikové zatiZeni, pro Kelvintiv-Voigttiv model je pak moZno zapsat

|
Q

Q

jako
. 1 _t
E(t)—(T [Etl<t_T+Te )
1 =t
L
1 t=t)
— — |t —tr) — B t
6~ 1) (t 2—T+Te )H(z)

TR S (t ti—T re**) H(ts)

E (t3 — t2) (D)

Nyni je mozno pfistoupit k zobecnéni feSeni pro Kelvintiv-Voigttiv mo-
del na Kelvintiv-Voigtiiv fetézec s linedrnim ¢lenem a M viskoelastickymi
¢lanky. Funkce poddajnosti Jo(t) pro tento fetézec je definovana jako

1 M1 .1
fo(t):EO+Z;]5j(1—e ]>
=

Pfi uvaZeni konvolu¢niho integralu (D.1), vzhledem k linedrnosti inte-
grace, lze vztah pro ¢asovy priibéh deformace £(t), jako odezvy na lichobéz-
nikové zatiZeni, pro Kelvintiv-Voigtv fetézec zapsat jako

t Moq —t
e(t) = & T (t—T-+T-e Tf)
®) Eot ];Ejtl P
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Pouziti LAPLACEOVY TRANSFORMACE

D.2 Pouziti Laplaceovy transformace

Podle véty o obrazu konvoluce pfedmétii a véty o obrazu derivace pred-
métu plati pro zévislost obrazu deformace €(p) na obrazu obecného prii-
béhu zatéZzovaciho napéti 7(p) v Laplaceové prostoru (pfi nulovych poca-
te¢nich podminkéch) vztah

ap) =Jo(p) &(p) = pJolp)3(p) (D.10)

kde pro Kelvintiv-Voigtiiv model je Laplacetiv obraz funkce poddajnosti

To (p) definovén jako
=~ 1 1

Jo(p) = Etp(ptl)

Zatézovaci lichobéznikovou funkci Ize, s pomoci Heavisideovy funkce,
zapsat v kompaktnim tvaru jako

t— 13
t3 —to

t t—t t—t
o (t) :5(— Lu(h) - 2 2(ty) +
t t t3 — 1t

H(t3)> (D.11)

Jeji Laplacetiv obraz 7(p) lze, s pomoci véty o translaci pfedmétu dle
dodatku B, zapsat jako

cAT(p):(“r<—e—t1P_ 1 i —tp 1 l —t3p
2t p? ts —ty p2 ts—t p?

~ D.12)

Dosazenim za Jo(p) a @(p) do vztahu (D.10) se dostéva vyraz pro obraz

deformace ve tvaru

4
fp)=0c) aj— —— e Pir (D.13)
?) ;1 ETp2(p+1)

kde a; a B; jsou konstanty jednotlivych ¢lenti sumy, definované jako

_ 1 _ 1 | _ 1
Mm=q ="y 8= 75 MTEo

p1=0 po=t PBs=t By = t3

Vzhledem k linearnosti Laplaceovy transformace sta¢i do ¢asové oblasti
invertovat jen jeden ¢len sumy (D.13). Pro jeho inverzi je nejprve tfeba pro-
vést rozklad racionalni lomené funkce s proménnou p na soucet parcidlnich

zlomkd, tj.

1 A B C
S D, Tt T (D.14)
pPp+z) P P opts

1 1
= Ap <P+T>+B(P+T>+CP2:1 (D.15)

Hledané konstanty A, B, C se ziskaji napf. ndsledujicim zptisobem:
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e pro 0. fdd proménné p v rovnici (D.15), tj. z rovnice B % = 1se ziskava

B=1

e pro 1. fd4d proménné p v rovnici (D.15), tj. z rovnice A % + B = 0se
ziskava
A=-Bt=-12
e pro 2. ¥ad proménné p v rovnici (D.15), tj. z rovnice A + C = 0 se
ziskava
C=-A=1
Dosazenim konstant A, B, C do rovnice (D.14) a nahrazenim racionalni
lomené funkce v rovnici (D.13) souétem parcidlnich zlomk (D.14) se pro
Laplacetv obraz deformace €(p) dostava

2

4 2
~ - 1 T T T g
ep) =7 ) ti— <—++ 1>eW
o ET T

p p p+l
41 T 1 T
=Yz [——+5+ e Pir D.16
1-:21 E( PP p+i> (10

Zlomky v zédvorce se pak jiz invertuji do ¢asové oblasti dle slovniku
korespondenci zakladnich Laplaceovych integralti (napf. uvedeném v do-
datku B) a s pouZitim véty o translaci pfedmétu se ziskdva casovy priibéh
deformace ¢(t) jako

) = 0 Yok (—rr (- B e ) H(B)
i=1
=0 i % (t—[ﬂi—r—k’fe’t%ﬁi) H(Bi) (D.17)

Po dosazeni za konstanty «; a B; se dostava pro odezvu €(t) na lichobéz-
nikové zatiZeni pro Kelvintiv-Voigttiv model vyraz

e(t) =0 Elh(t—r—%re_i)
_ Eltl (t— t —T+Te—$> H(tl)
- E(tgl—tz) (t— ty — T+Te_%) H(t)
+ E(t;_tz) (t—tg—r+re—¥) %(t3)] (D.18)

Pouzitim Laplaceovy transformace se tak jednodussim a elegantnéjsim
zptisobem dochazi ke stejnému vysledku jako integraci uvedenou v pired-
chozim oddjilu.
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Dodatek E

Numerické feSeni inverzni
Laplaceovy transformace

E.1 Inverzni Laplaceova transformace

Jak je jiz uvedeno v dodatku B je Laplaceova transformace definovéna jako

—+00

Fo) = [ fyerat= 2{f(1)) (E1)

0
a inverzni Laplaceova transformace jako

c+ioco

)= 5 [ Fp)erdp=27"{F(p)} (E2)

c—ioo

kdei = v/—1 je imagindrni jednotka a c je re4ln4 konstanta, pro kterou plat
¢ > ¢o. Redlna konstanta ¢y se nazyva tisecka konvergence Laplaceova inte-
gralu a definuje oblast komplexni roviny proménné p, pro kterou je funkce
f(p) transformovatelna. Na tsecce R (p) = co ma funkce f(p) n&akou
formu singularity. Pak plati, Ze pro v8echna &isla p z poloroviny £ (p) > co
(polorovina konvergence), resp. z poloroviny R (p) < c¢o Laplacetv inte-
gral konverguje, resp. diverguje. JestliZe existuje cyp < +co, pak se funkce f
nazyva laplaceovsky transformovatelna.

Pro inverzi slozitéj$ich Laplaceovych obrazii do ¢asové oblasti mtZe byt

merické postupy. To s sebou vSak p¥inasi i urcité problémy.

Pro numerické feSeni inverzni Laplaceovy transformace bylo vyvinuto
znacné mnoZzstvi rozli¢nych metod. Jak ukazalo nékolik srovnavacich testti
[5,26, 6,1, 30] je prakticky nemozné ¥ici, ktery algoritmus je obecné nejlepsi.
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Vzdy zélezi na konkrétni funkci a fadé dalSich okolnosti (napf. i intervalu
¢asové oblasti ve kterém je invertovany vysledek srovnavéan s pfesnym ana-
lytickym feSenim).

Nejvice algoritmi je zaloZenych na feSeni rozkladem do Fourierovy fady:.
Tato feSeni obsahuji aproximaci inverzniho integralu nekone¢nou Fourie-
rovo fadou. Jednou z ¢asto pouzivanych metod, patfici do této skupiny,
je deHoog et al’s algoritmus [17], podle kterého Karl Hollenbeck vytvo-
fil funkci invlap.m [16] pouZitelnou v systému MATLAB.! Tato metoda je
zalozena na urychleni konvergence Fourierovy fady, ziskané z inverzniho

YN~ s

integralu pouZzitim lichobéZnikového pravidla.

E.2 Fourierova fada, integral a transformace

Pro lepsi porozumeéni dale uvddénému principu feSeni numerické inverzni
Laplaceovy transformace metodou rozkladu do Fourierovy fady je vhodné
definovat zakladni vztahy a pojmy k Fourierovym fadam.? Vztahy uvadéné
v popisu numerické inverze a postupy jejich tprav jsou jiz pak principielné

N

shodné, ac jsou provadény s ponékud slozitéjsimi vyrazy.

Periodickou funkci f(t) = f(t + kT) s periodou T = konst., kde t € R
ak € Z, kterd je po ¢astech spojitd na intervalu (0, T) je mozno rozlozit do
fady

ap = .
f(t) = -+ Y (ax cos kwt + by sinkwt) (E.3)
k=1

ktera se nazyva Fourierovou fadou (Fourieroviym rozvojem) funkce f, a kde

T
2
P =+ /f(t)dt
0
5 T
a = /f(t) cos kwt dt
0
, T
by = T /f(t) sin kwt dt
0

jsou tzv. Fourierovy koeficienty (Fourierovy konstanty) rozvoje funkce f,
kde w = 2m/T.

ITato funkce je, bez jakychkoliv tprav, pouzitelnd i v systému GNU Octave, ktery je po-
uzivany v této praci. Jednd se o free software dostupny napi. ze své domovské stranky
http://www.octave.org/, jehoz kédy jsou do znaéné miry kompatibilni s kédy MATLABu.

2Podrobnéji je tato problematika popséana napft. v [2].
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Fourierova ﬁADA, INTEGRAL A TRANSFORMACE

Fourierova fada tedy slouZi k vyjadfeni rozvoje periodické funkce pro-
sttednictvim goniometrickych funkci sinus a kosinus.

Ze vztahti pro Fourierovu fadu lze odvodit, Ze funkci f(t), kterd je i se
svou derivaci f (t) po ¢astech spojitd a absolutné integrovatelnd na intervalu
(—o00, +00), Ize jednoznainé vyjadFit vztahem nazyvanym Fourieriiv integril

jako

—+o0 +o00
3| [ 5@ eostie -0 ac e ©4)
nebo vyjaddfeny v komplexnim tvaru jako
—+o0 +o0
1 .
oo | | [ F@et e |ae ©5)

Fouriertiv integrdl mda pro funkce, které nejsou periodické a jsou inte-
grovatelné, podobnou roli jako Fourierova fada pro periodické funkce a ma
uzky vztah k inverzni Fourierové transformaci.

Fourierova transformace je zobrazeni definované integralnim vztahem

—+00
fw)= [ fiyetde= F{f(n) (E6)

ktery k funkci f(t) nazyvané vzor (pfedmét, origindl), pfitazuje jeji Fourie-
riiv obraz f(w). P¥icemz w € R a f(t) je v intervalu (—oco, +00) absolutng
integrovatelnd a po ¢astech hladka funkce.

Inverzni vzorec pro Fourierovu transformaci je dan vztahem

+o0
£ = 5 [ Flwye do =77 {Fw) (€7)

S pomoci Eulerova vzorce e "% = cos wt — i sin wt, za pfedpokladu, Ze
p

prot < 0je f(t) = 0 lze Fourieriv obraz (E.6) rozloZzit na svoji redlnou
a imaginarni &ast jako f(w) = R{f(w)} +iS{f(w)} = fre(w) +1i fim(w),
kde

o0
Fro(w) = / () coscwtdt (E.8)
0
f/h;(w) = — / f(t) sinwtdt (E.9)
0

a ptifazeni (E.8) a (E.9) se pak nazyvaji Fourierova kosinova a Fourierova
sinova transformace.
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E.3 Metoda rozkladu do Fourierovy fady

Zde uvadény princip feSeni numerické inverzni Laplaceovy transformace
metodou rozkladu do Fourierovy fady vychazi z [17], kde 1ze samoziejmé
nalézt i podrobny popis samotného de Hoogova algoritmu.

o~

Nejprve je vhodné pfipomenout, Zze Laplacetiv obraz f(p) je komplexni
funkce komplexni proménné p, kterou je pro inverzi mozno vyjadfit jako
p = ¢+ iw. Rovnéz komplexni funkci f(p) lze rozloZit na svoji realnou
a imagindrni ¢ast jako

f(p) = fre(p) +ifim(p) = R{f(p)} +1S{f(p)}
fle+iw) = frelc+iw) +ifmlc+iw) =R{flc+iw)} +iS{f(c+iw)}

Vztah (E.1) l1ze pak zapsat jako

—+oo

+00
Fletiw) = / Ft)e (i@t qp = / F(He e i®tdr  (E10)
0

0

Pfedmét f(t) je ve vétsiné aplikaci redlnd funkce. Za tohoto pfedpo-

~

kladu l1ze redlnou a imagindrni ¢ast obrazu f(p), s vyuzitim Eulerova vzorce

e Wl = coswt — i sin wt, jednoduse vyjadfit jako

+o0

Fre(p) = R{flc+iw)} = / e~ £(t) coswt dt (E.11)

(]

+o00
Fon(p) = S{Flctiw)} = —/ e F(f) sinwtdt  (E12)
0

PouZiti inverznich teorémii pro Fourierovu kosinovou a sinovou trans-
formaci davé, jako alternativu k (E.2), nasledujici dva vztahy

—+00
ft) = %e“ / R{f(c+iw)} coswtdt (E.13)
2 -
f(t) = - e! / S{f(c+iw)} sinwtdt (E.14)

0
Souctem rovnic (E.13) a (E.14) a vyuZitim linedrnosti integrace se ziskava
+o00

f(t):%ed /(%{f(c+iw)}coswt —S{f(c+iw)} sinwt)dt (E.15)
0
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METODA ROZKLADU DO FOURIEROVY RADY

Integrand je pak moZno pomoci Eulerova vzorce el“! = cos wt +1i sin wt
a vztahu pro imagindrni jednotku —i? = 1 upravit jako

R{f(p)} coswt —S{f(p)} sinwt = fre(p) coswt — fim(p) sinwt
= R{fre(p) coswt — fim(p) sinwt +1i(fre(p) sinwt + fim(p) coswt)}
= §R{f/\Re(p) cos wt —i—fl;(p)i sin wt —|—ifl;(p) cos wt + izﬁ;(p) sinwt}
= R {(fre(p) +1fim(p)) (coswt +isinwt)} = R {f(p)e'“'}

Integrand v rovnici (E.15) lze pak nahradit vyrazem R {f(p)el“t} =

R {f(c+iw)el“} adostava se tak, vedle integralii (E.13) a (E.14), treti ekvi-
valentni formulace k (E.2) jako

—+0c0

£t = —e / R{F(c+iw)e«)dt (E.16)

0

Pokud se nyni provede diskretizace vztahti (E.13), (E.14) a (E.16), pou-
zitim lichobéznikového pravidla s krokem o velikosti 77/ T, ziskavaji se na-
sledujici aproximace, které jsou zdkladem metody rozkladu do Fourierovy

fady.
filt) = ie [f(zc +2 éR{ < lkT )} cosk,[m] (E.17)

f(t) = —%ed ) %{f(c+ 1]¥T>} sink—;t (E.18)

k=1
f(t) = ; ct [AC)JFZ ?R{ ( 1';”) ekTH (E.19)

Ac¢ vyrazy (E.13), (E.14) a (E.16) jsou matematicky ekvivalentni, jejich
diskrétni formy (E.17), (E.18) a (E.19) jiz nikoliv. Je mozno odvodit, Ze pro
t € (0,2T) plati

fa(t Zoo T2KT[F(2KT +t) + *' f(2kT — )] (E.20)
k=1

fa(t) Zo;o TXKTIF(2KT +t) — ® f(2kT —t)]  (E.21)
k=1

fa(t) Zoo ~2kT £ QKT + t) (E.22)

Je zfejmé, Ze souctem rovnic (E.20) a (E.21) se ziskava dvojnasobek (E.22)
a vyraz pro f3(t) je tak pramérem funkci f(t) a f>(t). Vyraz pro f3(t) pak
mitiZze byt v praxi nejpouzitelnéjsi aproximaci, nebot v diskretiza¢ni chybé
neobsahuje exponencialné naristajici ¢len e
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E.4 Postup pouziti funkce invlap.m

Nejprve je tieba definovat funkci v Laplaceové prostoru j?( p)3, kterd ma
byt invertovana do ¢asové oblasti na redlnou funkci f () redlné proménné ¢
(Casu). Argumentem funkce /?(p) je vektor hodnot p, ndsledovany jakymi-
koliv dal$imi poZadovanymi parametry (proménnymi) této funkce. Takto
definovand funkce pak musi vracet vektor hodnot s feSenim pro kazdou
hodnotu p. V zdpisu funkce musi byt pouZity prvkové operace, tj. pfislusné
operétory musi pfedchazet tecka, zajistujici, Ze aritmetické operace jsou pro-
vadény na kazdém prvku vektoru.

Dal$im krokem je ziskdni feSeni v ¢asové oblasti. To se jiz ziska voldnim
funkce invlap.m. Argumentem této funkce je

~

e nazev funkee f(p)
e sloupcovy vektor ¢ast t, pro které ma byt funkce f(¢) vyhodnocena

e parametr &, znamenajici nejvétsi hodnotu pélu, neboli vyse zminéné
usecky konvergence (implicitné nastaven na nulu)

e parametr tol, znamenajici numerickou toleranci dosaZeni pélu (impli-
citné nastaven na 10~?)

~

e parametry (proménné) vyskytujici se v definici funkce f(p)

Funkce invlap.m vraci sloupcovy vektor hodnot feseni redlné funkce f(t).

Vyse uvedeny postup piehledné ilustruje nasledujici skript, provadeéjici

inverzi Laplaceova obrazu f(p) = A ﬁ , tj. pfedmétu f(t) = A sinwt.

1 % definice funkce v Laplaceove prostoru:
2 function [F]=F_p(p,A,omega)

3 F=Axomega./(p."2+omega~2); end
4 % vstupni parametry funkece:

5 A=25; omega=2;

6 % parametry pro hodnoty polu a tolerance:
7 pol=0; tol=1le-12;

8 % vektor casu pro vyhodnoceni $(+):

9 t=linspace(0.001,pi,10)’

10 % inverze Laplaceova orrazu:

11 f_t=invlap(CF_p’,t,pol,tol,A,omega)

3Ve vlastni funkci invlap.m je pro komplexni proménnou Laplaceova obrazu pouzivano
oznaceni s, které je asto pouZzivané i v fadé jinych material(i. Znaceni této proménné, stejné
jako i dal8ich parametrii funkce invlap.m je libovolné, zalezi tak vzdy na pofadi pfislusné
proménné v argumentu funkeci.
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Dodatek F

Exponencialni algoritmus

F.1 Numerické metody pro zjiSténi odezvy

Pro sloZitou funkci poddajnosti nebo slozity prabéh zatézovani neni ob-
vykle mozné zjistit vyvoj deformace analyticky, feSenim konvolué¢niho in-
tegralu v uzavfeném tvaru, a je nutno pouzit vhodnou numerickou metodu.

Jednou z moZznosti je pouZzit nékterou z metod numerické integrace. Ty
jsou sice velmi jednoduché, ale na druhé strané maji podstatné nevyhody.
Pro obvykly piipad, kdy je tfeba popsat vyvoj deformace v urcitém caso-
vém intervalu, nikoliv jen pro jeden ¢asovy okamzik, roste pocet operaci
s druhou mocninou ¢asovych krokii a vzhledem k nutnosti ukladani napéti
pro vSechny ¢asové okamziky se zvysuji i ndroky na pamét pocitace. Pro
rozsahlejsi tilohy tento postup tudiz neni efektivni.

Nevyhody numerické integrace 1ze eliminovat pfechodem k diferenci-
alni formulaci problému a numerickym feSenim diferencialni rovnice popi-
sujici prislusny reologicky model. P¥i pouziti klasickych metod zaloZenych
na aproximaci derivace diferenéni nahradou, tj. Eulerovy dopfedné nebo
zpétné metody, chyba vznikla diferenéni nahradou s délkou kroku nartista
a pro dopfednou Eulerovu metodu miize dojit i ke ztraté numerické stabi-
lity. Proto byl vyvinut [35] alternativni numericky postup, ktery vychazi ze
skutecnosti, Ze pro konstantni pravou stranu, tj. o (t) = & = konst., je FeSeni
diferencidlni rovnice v uzavieném tvaru zndmé. Jedna se o tzv. exponencidlni
algoritmus.
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F.2 Princip exponencidlniho algoritmu pro Kelvintiv-
Voigtav fetézec

Je uvazovan Kelvintiv-Voigttiv fetézec bez starnuti, sloZzeny z jedné pruZziny
o tuhosti Eg a M Kelvinovych-Voigtovych ¢lankt s tuhostmi E; a viskozitami
7, kdej=1,2,... M.

Celkové deformace modelu je rovna souc¢tu deformaci jednotlivych ¢lan-
ka, 4.

(1) = Yoej(t) = eolt) +er() Fea(t) 4 bem(t)  (E)
=0

Chovéni j-tého ¢lanku je moZno popsat, na ostatnich ¢lancich nezavis-
lou, diferencidlni rovnici 1. f4du

Ejej(t) +n;¢i(t) = o(t) (F.2)

Nahrazenim ¢asové proménného napéti o(t) na urcitém casovém in-
tervalu [t;_1, t;] aproximovanym konstantnim napétim, uréenym napf. jako
pramér hodnot na zacatku a konci tohoto intervalu =12 = [o(t;_1) +
o(t;)]/2, se ze znamého analytického feSeni diferencidlni rovnice (F.2) jiz
dostava deformace na konci kroku tj. v case t;. Jako pocate¢ni podminku
je samoziejmé nutno uvazovat, Ze deformace na zacatku kroku je rovna jiz
zndmé deformaci ¢ldnku z pfedchdzejiciho kroku, tj (t;_1) = gli=1),

Toto je princip nejjednodussi aplikace exponencialniho algoritmu, ktery
tak pro konstantni napéti dava zcela pfesné feSeni pro libovolnou délku
kroku. VylepSend verze tohoto algoritmu, kterd bude dale podrobnéji po-
psana, ddva zcela piesné feSeni pro napéti ménici se v ¢ase linedrné (neni
ho v8ak mozno pouzit pro konstantni napéti). Podrobnéji je exponencidlni
algoritmus, ve své zakladni i modifikované varianté, popsan v [19].

Pro odvozeni zobecnéného exponencidlniho algoritmu je zdkladem opét
diferencidlni rovnice (F.2), avSak derivaci podle ¢asu upravena do nésledu-
jiciho tvaru diferencialni rovnice 2. fadu

Ejéj(t) +m;€(t) = o(t) (E.3)

Déle je uvazovén Casovy interval [fo, fmax| s Casovymi okamziky t;, i =
1,2,...,n,ve kterych se bude vy¢islovat deformace ¢(t) jako odezva na pte-
depsany prtibéh napéti o(t). Casové kroky mezi jednotlivymi okamziky
jsou At; = t; — t;_1. Derivaci napéti ¢(t) lze v rdmci tohoto intervalu apro-
ximovat diferen¢ni ndhradou jako

O'(ti) — O'(tifl) . AU'(i)
ti—tii1 A

o(t) ~ (F.4)
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Tato diferen¢ni ndhrada je v rdmci jednoho kroku konstantni a, s definici
retardacntho casu j-tého ¢lanku jako 7; = 7,/ E;, 1ze rovnici (F.3) zapsat ve
tvaru s konstantni pravou stranou jako

Ao
Ei(t) + T Ei(t) = ——= E5
Obecné feSeni této diferencidlni rovnice je
i Ag()
Ej(t) =C1+Ce T + (t—ti_1) (F.6)

AL E;

Integra¢ni konstanty C; a C; se urdi z pocatecnich podminek vyplyvaji-
cich z deformace 851_1) ajeji rychlosti é;l_l) na pocétku aktudIniho intervalu,
které jsou jiz znamy z pfedchoziho intervalu. K formalnimu zjednoduseni

zapisu je vhodné zavést pomocné konstanty

At;
() _ o 5 ) — T (1
o= 7 a yl=gr (1 8 ) (E7)
Vzorce popisujici deformaci a jeji rychlost na konci aktualniho kroku, tj.
pro t = t;, je pak moZzno zapsat jako

. o 1— 9%
o) = 0™ + AtilE]' Act) (F8)
0 _ (-1 (0 <']—1> -y
e =&+ ALy + E] Ac(® (F.9)

Tyto vztahy plati i pro pruzny ¢lanek, ktery lze uvaZzovat jako limitni
pripad Kelvinova-Voigtova ¢lanku s nulovou viskozitou 7o = 0 a tedy i nu-
lovym retarda¢nim ¢asem 79 = 0. V limité pro 19 — 0 se dle (F.7) dostava

(i) _ (i) _
z9j =0ayp;” =0.

Celkovéa deformace modelu, pro aktudlni krok, je dle (F.1) sou¢tem de-
formaci vSech ¢lankd, tj. dosazenim vztahu (F.9) se dostava

UIER SWONIR SHUEINNPVIR IR RN O j ()
e =3 ¢ =Y ¢ +Atiz¢’j &+ E—0+Z E Ao
j=0 j=0 j=1 =t
(F.10)
a tento vztah lze zapsat i v kompaktnim tvaru jako
. . . Ag’(i)
e — g(i=1) 4 Az() 4 = (E.11)
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kde Az(") piedstavuje piirtistek deformace za konstantniho napéti, tj. vliv
»Cistého” dotvarovéni, a vyraz

i)\
w 1 MI1-vy;
G _ | L j
E <E0+]Zi E )

predstavuje algoritmicky modul celého fetézce v i-tém kroku.

Vztah (F.11) 1ze snadno invertovat na problém, kdy se vy¢isluje vyvojna-
péti zptisobeny pfedepsanym priibéhem deformace. Pirtistek deformace
v i-tém kroku je mozno zapsat jako Ael’) = el!) — eli=1) a pak pro ptirtistek
napéti 1ze zapsat

Ac') = EO) (As@ - Aé(i>> (E12)

pripadné lze tento vztah vyjadfit jako
Ao = ED Ael) 4 Az (F.13)

kde Ar) = —E() Ag(0) predstavuje tbytek napéti za konstantni deformace,

tj. vliv ,Cisté” relaxace.

F.3 Exponencidlni algoritmus pro vlaknovy kompozit
pfi jednoosé napjatosti

Pro tipravu exponencialniho algoritmu na aplikaci pro kompozitni material
s viskoelastickou matrici a elastickou inkluzi je nejprve uvazovan jednodu-
chy reologicky model kompozitu. Jako vhodny model k tomuto tcelu je zde
zvolen vldknovy kompozit namédhany tahem ve sméru vldken.

Za ptedpokladu dokonalé soudrznosti obou fazi je ztejmé, Ze p¥irtistky
deformace matrice a vldken musi byt za ¢asovy okamzik At; odpovidajici
délce kroku i shodné ' '

Aetl) = Ael) = Agl) (F.14)

Celkovy pfirtistek napéti 1ze pak rozdélit jako
Ao = fo Aol + £ Ac (F.15)

kde fm a fi jsou objemové podily matrice a inkluze (vlaken), pro které plati

fm+ fi=1.
Pro vyjadfeni napéti pfenaseného viskoelastickou matrici lze pouZit vztah
(F.12) a pro napéti v elastickych vlaknech Hooketiv zakon, tj.

Aol = BN (8e] - meld) = B (nel) - ARD) (F.16)
Atfi(i) = Eip Aegi) = Eio Ael) (F17)
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dosazenim téchto p¥irtistki napéti na fazich do (F.15) se dostava
8o = (fm ER + fiEio) 86l —fn B A (F18)
AFD)

= (1)

Eeff

kde Eé}z je algoritmické efektivni tuhost a AF!") je relaxace vlivem dotvaro-
(F.19)

En A

M= (i)
Eeff

vani matrice v i-tém kroku.
Z tohoto vztahu lze jednoduchou tpravou ziskat

Eg

Pro deformaci celého modelu po i-tém kroku lze zapsat
ell) = gi=1) 1 Agl0) (F.20)

a dosazenim za Ae() z (F.19) se dostava vztah v kompaktnim tvaru analo-
(E.21)

)

(i
m 4 (i)
@ Dfm +

[apls

(i)
eff

gickému k (F.11)

M

= S(iil) + fm
1) 12 dle (F.10)

m

e
o
£

o)

kde prirtistek deformace vlivem ,¢istého” dotvarovani A€
(F.22)

vyjadfit jako
AZ = At;
j=1

vhodném pro algoritmizaci)

(i) 0 Ag(d) £ M 0 (i-1) Al
TAER + — = fm = A Y e+ —— (F23)
£ £ 7 £
ef eff eff

a piirtistek deformace celého modelu v i-tém kroku lze vyjadfit (ve tvaru

|

Ae) = fm

-

Pro nazornost je vhodné rozepsat prvni a n-ty krok algoritmu. Je uva-
zovéan konstantni krok s délkou At; = konst., pak i pomocné konstanty ©;

a ¥; (a na nich zavislé algoritmické moduly Em a Eqf) jsou stejné ve viech

krocich algoritmu.
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1. krok

e piirtistek deformace vlivem dotvarovani:
o(1 .(0
AZy = At Y el =0
e pfirtistek deformace v 1. kroku:

Ae(l) = f Em Aegn) + Ag“) _ Ag(;)

e prirtstek napet1 v inkluzi:
Ao = Ejg Ae®)

e piirtistek napéti v matrici:

AUr(rp _ Aa(l)}f Aai(l>

o rychlost deformace ] -tého ¢lanku na konci 1. kroku:
(1) _ ) (1) _ )
85‘ _191'8( +AtE m)_AtE S

e deformace j-tého clanku na konci 1. kroku:

S;l) ( )+At l/)] ] + Elpl AO-( ) _ — 1- IIJ] Ao-r(n)

e celkova deforrnace na konci 1. kroku:
(D) = £(0) 1 A1) = Ae(D)

n-ty krok

e pfirtstek deformace Vlivem dotvarovani:
Az = At T, el

e piirtistek deformace v n-tém kroku:

A = o £ A 4 22

e piirtistek napéti v inkluzi:
Ao = E;o A

e pfirtistek napéti v matrici:
Aot — Ac®) —f, Ac")

o rychlost deformace j-tého ¢lanku na konci n-tého kroku:

e = 0"V + 57 Aol

e deformace j-tého élénku na konci n-tého kroku:

() _ g(n=1) + b Al
e =¢ +At1p]] £ Aow

e celkova deformace na konci n-tého kroku.
g(”) — g("_l) + Ag(”)
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F.4 Exponencidlni algoritmus pro ¢asticovy kompozit
pfi smykovém namahani

Pro tpravu exponencidlniho algoritmu na aplikaci pro ¢asticovy kompozit
namdahany ¢istym smykem je moZno do zna¢né miry vyuZit postup z pred-
chéazejictho oddilu. Kromé rozdilu spocivajictho ve ziejmé skutecnosti, ze
pfirastky smykové deformace matrice a inkluze (kouli) jiz nejsou shodné,
je nutno do vypoctu zavést piislusné koncentra¢ni faktory. Jde jednak o elas-
tické koncentra¢ni faktory Ad a A¢, a vzhledem ke vzniku vlastniho napéti
ve viskoelastické matrici i o koncentra¢n{ faktory vlastniho napéti ag, a ag.
Zmeéna v oznaeni normalové deformace ¢ na smykovou <y a normalového
napéti o na smykové 7, je jen formdlniho charakteru a nema na vyse uve-
dené principy zadny vliv.

Celkovy piirtstek smykové deformace za ¢asovy okamzik At; odpovi-
dajici délce kroku i 1ze vyjadrit prirtistky deformace matrice a inkluze jako

8D = fn 8l + fi ]! (F24)
a celkovy pfirtstek smykového napéti 1ze obdobné rozdélit jako
At = £ AT + £ A (F.25)

kde fm a fi jsou objemové podily matrice a inkluze (kouli), pro které plati
f m + f i=1

Pro vyjadfeni napéti pfenaSeného viskoelastickou matricilze analogicky
pouzit vztah (F.12) a pro napéti v elastickych koulich zobecnény Hooketiv
zékon, tj.

) = i (Al - avll) (F.26)
AT = o Ayl (F.27)

i

Pro deformaci matrice a inkluze plati vztahy

Ay = 490 Ay (D) 1 AGdD) (F.28)
Ay = A0 Ay () 4 padD (F.29)

kde AZ a AY jsou elastické koncentra¢ni faktory deformace matrice a in-
kluze (vy¢islené pfislusnou homogeniza¢ni metodou, napf. v této praci me-
todou Mori-Tanaka) a ag, a afl jsou koncentraéni faktory deformace vlastniho

napéti matrice a inkluze.
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Ptirtistek celkového napéti 1ze zapsat jako

AT = (fm AR i)+ Fi A8 o) M7~ fn AR i AT (B30)

(i At
P"(ef)

kde ]itélf)f je algoritmické efektivn{ tuhost a At(") je relaxace vlivem dotvaro-
vani matrice v i-tém kroku.

Z tohoto vztahu lze jednoduchou tpravou ziskat
AT Ai(l) ~I(111) .

o S SR Al (F31)
‘uef Vef

Ay =

Pro deformaci celého modelu po i-tém kroku lze zapsat
A = =1 L A (D) (F.32)

a dosazenim za Ay() z (F.31) se dostévé vztah v kompaktnim tvaru opét
analogickému k (F.11)

‘ , dei) () (i

20 = limt) g g Am L) AT (F.33)
(i) - (1)
Hegt et

(i)

kde pfirtistek deformace vlivem , ¢istého” dotvarovani Ay, 1ze dle (F.10)
vyjadfit jako
i o) (D)
AYm = At; Z”b] ’}’j (F.34)

a ptirastek deformace celého modelu v i-tém kroku lze vyjadfit (ve tvaru
vhodném pro algoritmizaci)

i ASD 56 A AdD @M A()
AV():fmTi?A%('l‘)jL o u(z';l Atiz¢;l)7}1 D+ (D)
Mgt Pt Pt j=1 Pt

(F.35)
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Pro nézornost je opét vhodné rozepsat prvni a n-ty krok algoritmu. Je-
jich porovnanim s postupem uvedenym na konci pfedchoziho oddilu tak
nejlépe vyniknou odlisnosti algoritmu pro obecny reologicky model kom-
pozitu oproti zdkladni verzi pro jednoduchy model vldknového kompozitu
namé&haného normdlovym napétim.

Je uvaZovén konstantni krok s délkou At; = konst., pak i pomocné kon-
stanty ¢; a ¢; (a na nich zavislé algoritmické moduly i a fleg a elastické
koncentraéni faktory A a AZ) jsou stejné ve viech krocich algoritmu.

1. krok

e piirtistek deformace vlivem dotvarovani:
AT = Ak T 97 =0
e pfirtstek koncentracnich faktort vlastniho napéti:
Bam') = (1= AR) (jlm — pi0) " fim AT’ =0
A = (1= A9) (jim — pi0) ! fim AT = 0
kontrola: fm AalY + fi Aai(l) =0

e pfirtistek deformace v 1. kroku:

1) — £ Aniim Ax1) | A _ A
Ay fm Fleff AYm' + Flefe Fleff

o pfirtstek deformace matrice a inkluze:
Ayt = AL Ay D + Aag) = AL Ay
Ay = AG Ay 4 Al = Ad Ay )
kontrola: fm A’yr(ﬁ) +fiA’)’i(1) — AN =0

e pfirtstek napéti v matrici a inkluzi:

ATrgll) = fim (A’Yr(rp - A’T’Q) = fim A’)’r(rp

Ari(l) = Ui A’Yi(l)

kontrola: fm Arr(nl) + fi Ari(l) —AtD =9

o rychlost deformace j-tého ¢lanku na konci 1. kroku:

(1) _ g (0 120 4 (1) _ 1= 4 (1)
i —19]-7]- +At,-E]]-ATm = WE]]_ATm

e deformace j-tého ¢lanku na konci 1. kroku:
1 0 ), 1=y (1) _ 1=y (1
7]( = 7]( : +Atil/)j'Y]( ) +E—j¢’AT§1) = E—j%ATé)

e celkova deformace na konci 1. kroku:
,),(1) - 7(0) + A,Y(l) - A,Y(l)
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n-ty krok

e piirtistek deformace vlivem dotvarovani:
. (n—1
AV = At TV g 7}” )

e piirtistek koncentra¢nich faktor vlastnitho napéti:
A" = (1= AR) (fim — pio) ™" fim A
Aa" = (1= A) (jim — o)~ fim AR
kontrola: fm Aa + fi Aai(”) =0
o pfirtistek deformace v n-tém kroku:

_ Afn]jm V(n) AT<n)
A’)/(n) _fm ﬁeff A’)’m + ﬁeff

e piirtistek deformace matrice a inkluze:
A = Ad Ay (1) 4 Agd™M
Ay = AL Ay 4 Agd™
kontrola: fm A'yr(ff) + fi A'Yi(n) — Ay =0
e piirtistek napéti v matrici a inkluzi:

AT = jim (8l = A7)

ATi(n) = Uip A,),l(”)

kontrola: fm ATr(f) +fiATi(”) — AT =0
e rychlost deformace j-tého ¢lanku na konci n-tého kroku:

. . (n—1 1-9;

e deformace j-tého ¢lanku na konci n-tého kroku:
7 =Y At A + AT
e celkova deformace na konci n-tého kroku:
,),(1’1) — ,),(1’1—1) + Af)/(n_l)
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Dodatek G

Princip pouziti Eshelbyho
reseni

Nalezeni efektivnich materialovych vlastnosti kompozitu metodou Mori-
Tanaka je zaloZeno na vyuZiti Eshelbyho tenzoru. Tento tenzor je vysledkem
Eshelbyho fe$eni problému inkluze a pro izotropni material a elipsoid4lni
inkluzi je jeho slozky mozno vyjadfit v uzavieném tvaru. Pfedmétem to-
hoto dodatku, ktery je vytahem z [9], jsou proto zdkladni principy vedouci
k pouziti Eshelbyho feSeni pro problém elipsoiddlni nehomogenity.

G.1 Vlastni deformace a napéti

Defekty v elastickém materidlu jsou nevyhnutelné pficinou nehomogen-
nich poli napéti a deformace, kterymi tyto defekty mohou byt charakteri-
zovény. Je mozno rozliSovat mezi defekty, které jsou sami o sobé p¥ic¢inou
tzv. pole vlastni deformace (eigenstrain) nebo vlastniho napéti (eigenstress), napf.
dislokace, inkluze, a témi, které pouze pod vlivem néjakého vnéjsiho za-
tizeni vyvolavaji odchylku od rovnomérného (tj. prostorové konstantniho)
pole, jako napt. ¢astice ciztho materidlu, péry nebo trhliny. V tomto dru-
hém pripadé materidlovyjch nehomogenit je mozné a i praktické rozlozit pole
celkové deformace a napéti na dvé ¢asti. Jednak na rovnomeérné pole, které
by odpovidalo materidlu bez defektti, a na odchylku zptisobenou defekty,
ktera je pak oznacovéana jako ekvivalentni vlastni deformace nebo napéti. Tento
rozklad dovoluje zavést formalni rovnost mezi nehomogennim materidlem
anéjakym urcitym homogennim materidlem s jistym rozlozenim vlastni de-
formace nebo napéti, bez ohledu na jeho fyzikéalni ptvod.
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G.2 Eshelbyho feSeni problému inkluze

Je uvazovano prostorové rozdéleni vlastni deformace e} j (x), zptisobené napf.
zménou geometrie krystalové m¥izky, zptisobené fizovou pfeménou v pev-
né latce. JelikoZ tyto deformace nejsou zptisobeny napétim, jsou vlastni de-
formace ¢asto oznacovany jako beznapétové transformacni deformace (stress-free
transformation strains), a odtud index t. V rdmci infinitezimdlnich deformaci
jsou celkové deformace ¢;; souctem elastickych deformaci ¢, = C; ]%11 0%
a vlastnich deformaci, tj. ¢;; = € + 82]-. Pak jsou napéti urcena jako

0ij = Cijkr (ex1 — €)y) (G.1)

Jestlize nemizejici vlastni deformace pfevazuji pouze v urcité ohrani-
¢ené podoblasti homogenniho materidlu (), je tato oblast nazyvéna inkluze
a obklopujici materidl matrice (viz obr. G.1). Je tfeba zdtiraznit, Ze materia-
lové vlastnosti inkluze a matrice jsou stejné, v opacném piipadé je oblast ()
nazyvana nehomogenita.

inkluze

matrice

Obrazek G.1: Inkluze v matrici.

V obecném piipadé pro libovolnou geometrii inkluze a libovolné pole
vlastni deformace ¢t ;(x) nenf moZné vyjadfit rozloZeni napéti a poli celkové
deformace a premisténi v uzavieném tvaru. U nékterych speciadlnich pii-
padti, jak bude dale ukazano, to vSak mozné je.

Pravdépodobné nejdiilezitéjsi analytické feSeni mikromechaniky bylo
nalezeno J. D. Eshelbym [8]. Je platné pro neohrani¢enou oblast, kterd ob-

sahuje elipsoidilni inkluzi () s hlavnimi osami a;, popsanou rovnici

(x1/a1)* + (x2/a2)* + (x3/a3)* < 1

JestliZe jsou vlastni deformace v inkluzi konstantni e}, = konst. pak plati
pozoruhodny vysledek, Ze celkové deformace j; uvnitf inkluze 2 jsou rov-

114



EsHELBYHO RESENI PROBLEMU INKLUZE

Obréazek G.2: Elipsoidalni inkluze () v neohranicené oblasti.

néZ konstantni. A prostfednictvim Eshelbyho tenzoru S;j jsou linedrné za-
vislé na vlastnich deformacich

gi]- = Sl]kl 85{1 = konst. A% Q (G'z)

Dosazenim do (G.1) mohou byt napéti uvnitt (), které jsou pak rovnéZz kon-
stantni, vyjadfeny jako

oij = Cijmn (Smnkl — Imnkl) Sgcl = konst. v O (G3)

kde .
Imnkl = E(émkénl + (5m15nk)

je symetricky jednotkovy tenzor 4. fadu.

Mimo inkluzi ), napéti a deformace konstantni nejsou. Se vzristajici
vzdélenosti r od inkluze asymptoticky klesaji podle ¢;;, 0 ~ r > pror — co.

V ptipadé izotropniho materidlu zéaviseji slozky Eshelbyho tenzoru jen
na Poissonové konstanté v, poméru hlavnich os 4; a jejich orientaci s ohle-
dem na zvoleny kartézsky soufadny systém. Refeni dle Eshelbyho (G.2)
plati i pro libovolny anizotropni material, ale pouze v pfipadé izotropniho
materidlu je moZzné vyjadreni tenzoru S;j; a poli mimo () v uzavieném
tvaru.

Eshelbyho feSeni pro elipsoidélni inkluze je zdkladem pro analytické
homogeniza¢ni techniky. Z obecného elipsoidu 1ze odvodit rtizné specidlni
piipady. Napf. dvourozmeérné feSeni pro nekonecné dlouhy valec v pfi¢ném
fezu je ziskano pro limitni pfechod a3 — oo. Pro kulovou inkluzi (a; = a)
v izotropnim materidlu zavislost na hlavnich oséch a jejich orientaci vymizi
a Eshelbyho tenzor se zredukuje na

1 1
Sijkt = 0t 3 0ijo + B (Lijut — 5 9ij0u) (G4)
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kde

1+v 3k 2(4-5v)  6(k+2pu)
3(1—v) 3k+4u ’3_15(1—v)_5(3k+4y) (G5)

jsou skaldrni konstanty zavislé na materidlovych parametrech. Naprosta, tj.
materidlova i geometrickd, izotropie problému pak dovoluje rozloZeni do
objemové (volumetrické) a deviatorické slozky deformaci, které zvyraziuji
vyznam parametrti « a f:

Exk = “dck 81']' = 532 v QO (G6)

G.3 Ekvivalentni vlastni deformace

Nyni je mozno se zamé¥it i na druhy typ defekt, které jsou misto vlastnich
deformaci v homogennim materidlu charakterizovdny nehomogenitami, tj.
prostorové se lisSicimi materidlovymi vlastnostmi. Nejprve je pak teba po-
psat tyto defekty ekvivalentni vlastni deformact v uréitém homogennim srov-
ndvacim materidlu tak, aby se opét dalo pouZit Eshelbyho feSeni.

Proto je uvazovana oblast V' s nehomogennim materidlovym chovanim
popsana prostorové zavislym tenzorem tuhosti Cjjx(x) a s pfemisténimi #;
predepsanymi na jeji hranici 0V (viz obr. G.3a). JestliZe jsou objemové sily
zanedbatelné je tento problém hrani¢nich hodnot popsan rovnicemi

0ijj =0 0 =Cyu(x)ea  uiloy =1; (G.7)

Cju=konst. [ =

’
\ 1

(b)

(d)

Obrézek G.3: (a) heterogenni materidl, (b) homogenni srovnavaci materidl,
(c) ekvivalentni vlastni napéti, (d) homogenizovany ptivodni problém.

Dale je uvaZzovana geometricky identickd oblast V podléhajici stejnym
okrajovym podminkam, nyni v8ak sestavajici z homogenniho srovndvaciho ma-
teridlu s konstantnimi materidlovymi vlastnostmi C?jkl (viz obr. G.3b). Pole
u tohoto problému jsou oznaceny indexem 0:

0 _ 0_ 0 .0 0 _ =~
7, =0 Oij = Cz‘jkl €k u;lay = 1 (G.8)
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ELIPSOIDALNT NEHOMOGENITA

JestliZe jsou rozdily poli formulovany jako

4 = u; —u) Eij = &ij — s?j (G.9)
pro rozdil napéti vyplyva
el
0ij = 055 — 05} = Cijia () €51 — Cﬁ}k, (51;/—\?1?1)
= Cz(')jkl & + (Cija (x) — C?jkl) €kl
= Cz(‘)jkl [ékl + (Clglmn)il[cmnpq (K) - CI?mpq] Spq] (G.10)
—€x
Odtud jsou rozdily poli vyjadieny rovnicemi
0 =0 0= C?jk, (ew—¢y)  dilov =0 (G.11)

které popisuji okrajovou tlohu (boundary value problem) v homogennim
materidlu C%kl s vlastni deformaci €;(x) a vymizejicimi pfemisténimi na hra-
nici dV (viz obr. G.3¢).

sTj = _(C?jkl)_l [Cklmn (K) - Cl(c)lmn] Emn (G.12)

znamena ekvivalentni vlastni deformaci, tj. ekvivalent k heterogenité mate-
ridlu. PouZzitim libovolného homogenniho srovnavacitho materiélu, tak byl
ptivodné slozeny problém (obr. G.3a) pfeménén na jednodussi problém (obr.
G.3d) s homogennim materidlem a rozloZenymi vlastnimi deformacemi.
Tento problém dosud zévisi na poli deformace ptivodniho problému, ale
tato zavislost je pouze prosttednictvim odchylky Cyjy(x) — C?jkl v materia-
lovych vlastnostech. Takovyto pfistup, ktery lze chapat jako drubh filtrace je
vyhodny v nékolika ohledech. Napt. kdyZ jsou jiz zndmy zdkladni feSeni
pro problémy vlastni deformace v homogennim materidlu jakym je Eshel-
byho feSeni, které nyni mtize byt formalné pouzito na materidlové nehomo-
genity. Tedy, rozdil Cjjx(x) — Cgkl v (G.12) znamend, Ze s vhodné zvolenym
C?jkl chyba v aproximaci ¢;;(x) v feSeni problému hrani¢nich hodnot mtze
mit mensi vliv nez v ptivodnim problému.

G.4 Elipsoidalni nehomogenita

Jako dtlezity zvlastni pfipad, ktery dovoluje pouzit Eshelbyho feSeni, je
uvazovana elipsoidalni materialovd nehomogenita () v neohrani¢ené ma-
trici. Nyni jsou materidlové vlastnosti po ¢astech konstantni a dané tenzo-
rem C; uvnitf ) (nehomogenita) a Cr, v okolni matrici. V nekone¢nu je
predepsano homogenni pole deformace e’ = konst. a material matrice je
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Princip pouziti ESHELBYHO RESEN{

zvolen jako homogenni srovndvaci materidl, tj. C% = Cy. Pouzitim (G.9) a
(G.12) je ekvivalentni vlastni deformace v ()

e'(x) = — (Cm)_l (G —Cnm): (§(£> + 50) (G.13)

Jelikoz mimo Q je " = 0, rozdil deformace &(x) v (G.11) miiZze byt uréen
z Eshelbyho feSeni
£=25:¢&" = konst. (G.14)

Ze nutna podminka pro jeho pouZiti, tj. konstantni vlastni deformace, je
skute¢né dodrzena, je potvrzeno vloZenim (G.14) do (G.13). Resenim pro &
se pak ziskdva ekvivalentni vlastni deformace zptisobend konstantni defor-
maci &’ pfedepsanou v nekoneé¢nu (viz obr. G.4):

x L -1, 71.0
e = [s+(e:l Cum) .Cm} v o0 (G.15)

Pouzitim (G.14) a (G.15) je celkova deformace & = &” + & uvnitf nehomo-

(a) (b)
Obrazek G.4: (a) elipsoidalni nehomogenita, (b) homogenni materidl s vlast-
nim napétim.

genity () jako funkce vnéjsiho zatiZeni g0 zapséana jako

e = [11 +8: (Cm) "t (G — Cm)} : & = konst. (G.16)

AP

1

Tenzor A{°, ktery popisuje vztah mezi deformaci & uvnitf nehomogenity
a vnéjsim zatizenim &°, je nazyvan koncentracni tenzor. PouZitim (G.16), na-
péti o = C; : e uvnit (), které je taky konstantni, mtiZe byt nyni vyjadieno
jako funkce napéti 0¥ = Cy, : €° ptisobici v nekone¢nu:

c=Ci:A®: (Cp) ' :0” (G.17)
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Dodatek H

Skripty pro systém
GNU Octave

H.1 Materidlovy bod: mater-bod.m

21
22
23
24
25

26

o Materialovy Bod

Yo parametry modelu

E0=21.04; % [GPa]

E=[9902 3841 1911 747 404 105]; % (GPal
tau=[0.001 0.01 0.1 1 10 100]; %o Lden]
M=length(E); % pocet clanku

%o 2zatezovaai funkece

sgm=>5; %o [MPa]

om=pi/100;

function y=£(t,sgm,om)
y=sgmx*sin(omx*t);

end

o vektor casu pro vyhodnoceni £(t)
t=linspace(0,100,9)’; %% Lden]
t(1)=0.1,;

% presne analyticke reseni: deformace v case t le-L]
for i=1:length(t)
as(i)=sgmx*(1/E0*sin(omx*t(i))
+sum(1./(E.*x(1.4tau.”2*xom"2))
(sin(omx*t(i))-om*tau.*(cos(omx*t(i))-exp(-t(i)./tau)))))*1000;
end

119



SKRIPTY PRO SYSTEM GNU Octave

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

o exponencialni alcoritmus

n=10000; o pocet kroku

dt=100/n;

u=1;

theta=exp(-dt./taw);

psi=tau.*(1-theta)./dt;

eps__p=zeros(1,M);

eps__n=zeros(1,M);

deps__p=zeros(1,M);

deps_n=zeros(1,M);

for i=1:n
del_sgm=f(i*dt,sgm,om)-f((i-1)*dt,sgm,om);
deps_n=theta.*deps_ p.+(1-theta)./(dt*E)*del_sgm;
eps_n=eps_ p.+dt*psi.xdeps_ p.+(1-psi)*del_sgm./E;
deps__p=deps_n;

eps__p=eps_n;

if ixdt==t(u), ea(u)=(f(i*dt,sgm,om)/EO0+sum(eps_n))*1000;
u=u+1;

end

end

% inverzni Laplaceova transformace

function[Y]=F_ p(p,sgm,om,E0,E,tau,M)

F=sgm*om./(p."2+om"~2); % Laplaceuv oBraz zatezovaci funkce

J=1./(p*E0) ...
+1./p.*(1./(E.*xtaw)*(1./(p*ones(1,M)+1./(ones(length(p),1)*tau)))’)’;

Y=p.*J.xF;

end

pol=0;

tol=1le-12;

Lt=invlap(CF_p’,t,pol,tol,sgm,om,E0,E,tau,M)*1000;

o vysledne hodnoty a relativni chygy OBOU alGOritmu
[t f(t,sgm,om) as’ (Lt-as’)./as’*1e9 (ea’-as’)./as’*1e9]
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VLAKNOVY KOMPOZIT: vlak-komp.m

H.2 Vlaknovy kompozit: vlak-komp.m

1 %% Vlaknovy kOMPOZit pri jednoose napjatosti

3 % parametry modelu

4 fm=0.8; %o padil matrice (viskoelasticka)

5 fi=1-fm; %o podil inkluze (elasticka)

6 Ei0=386; %o [GPa]

7 Em0=21.04; %o [GPa]

s E=[9902 3841 1911 747 404 105]; %o [GPa]
9 tau=[0.001 0.01 0.1 1 10 100]; % Ldenl

10 M=length(E); % pocet clanku (matrice)

12 % zatezovaai funkce

13 sgm=20; % [LMPa]

14 om=pi/100;

15 function y=f(t,sgm,om)

16 y=sgms*sin(omx*t);

17 end

18

19 % vektor casu pro vyhodnoceni £(t)
20 t=linspace(0,100,9)’; % Lden]
21 t(1)=0.1;

2

23 %% exponencialni algoritmus

24 n=10000; Yo pocet kroku

25 dt=100/n;

26 u=1;

27 theta=exp(-dt./tau);

28 psi=tau.*(1l-theta)./dt;

29 Em=(1/EmO+sum(l./E.*(1.-psi))).”-1; %o slaoritnicks tuhost matrice
30 Eeff=fm*Em-+fixEi0; % alaoritnicka efektivni tuhost
31 eps=0;

32 del__eps=0;

33 eps_p=zeros(1,M);

34 eps_n=zeros(1,M);

35 deps__p=zeros(1,M);

3 deps_n=zeros(1,M);

37 for i=1:n

38 del__sgm=f(i*dt,sgm,om)-f((i-1)*dt,sgm,om);
39 del__eps=fm+*Em/Eeffxdt*psi*deps_p’+del_sgm/EefF;
40 del_sgm_ i=EiO*del_ eps;
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41
42
43
44
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46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

68

if fm>0 del_sgm_m=(del_sgm-fixdel sgm_ i)/fm;
else del_sgm_m=0;
end
deps_n=theta.*deps_ p.+(1-theta)./(dt*E)*del_sgm_m;
eps_n=-eps_ p.+dt*psi.*deps_p.+(1-psi)*del_sgm_m./E;
deps__p=deps_n;
eps__p=eps_n,;
eps=eps-+del__eps;
if ixdt==t(u), ea(u)=eps+*1000;
u=u+1;
end
end

% inverzni Laplaceova transformace

function[Y]=F_ p(p,sgm,om,fm,fi,Ei0,EmO0,E,tau,M)

F=sgm*om./(p.”"2+om"2); % Laplaceuv orraz zatezovadi funkee

Jm=1./(p*EmO0) ...
+1./p.*(1./(E.*tau)*(1./(p*ones(1,M)+1./(ones(length(p),1)*tau)))’)’;

Ji=1./(p*Ei0);

Jeff=(fm./Jm+f./Ji).”-1;

Y=p.*Jefl.xF;

end

pol=0;

tol=1e-12;

Lt=invlap(CF_p’,t,pol,tol,sgm,om,fm,fi,Ei0,Em0,E,tau,M)*1000;

o vysledne hodnoty a relativni chyga exponencialniho alaoritmu
[t £f(t,sgm,om) Lt (ea’-Lt)./Lt*1e9]
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CASTICOVY KOMPOZIT. cast-komp.m

H.3 Casticovy kompozit: cast-komp.m

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

41

%% Casticovy kOMmpOzZit pri cistem smyku

o parametry modelu

fm=0.8; %o podil matrice (viskoelasticka)

fi=1-fm; %o podil inkluze (elasticka)

Ei0=386; %o [GPa]

Em0=21.04; % (GPal

E=[9902 3841 1911 747 404 105]; %o [GPa]

tau=[0.001 0.01 0.1 1 10 100]; % Ldenl

M=length(E); % pocet clanku (matrice)

nu_m=0.4; o Poissonuv soucinitel matrice

nu_ i=0.41; o Poissonuv soucinitel inkluze

Gi0O=Ei0/(2*(1+nu_1)); T [GPa] stykovy Modul pruznosti inkluze (elasticka)

GmO=EmO0/(2*x(14+nu_m)); % [&Pal smyk. modul pruz. (O—teho danku matrice)
G=E/(2%(14nu_m)); %% [GPal spykovy modul pruznosti viskoelastickych alanku
Km0=2*GmO*(14+nu_m)/(3*(1-2¥nu_m)); % (GPal oBjemovy modul pruznosti

% zatezovaci funkce
sgm=>; Yo LMPal amplituda smykoveho napeti
om=pi/100;
function y=£(t,sgm,om)
y=sgmx*sin(omx*t);
end

To vektor casu pro vyhodnoceni £(t)
t=linspace(0,100,9)’; % Lden]
t(1)=0.1,;

o exponencialni alcoritmus (homoaenizace metodou Mori-Tanaka)

n=1000; o pocet kroku

dt=100/n;

u=1;

theta=exp(-dt./taw);

psi=tau.*(1-theta)./dt;

Gm=(1/GmO0+sum(1l./G.*x(1.-psi))).”-1; %% alaoritnicks tuhost matrice
beta_m=(6%(KmO0+2+*Gm))/(5x(3*KmO0+4*Gm)); T dev. cast Eshelryho tenz.
z=1/(1+beta_m*(Gi0/Gm-1)); % pOMOCNY VIraz Pro kone. £aktory
Am=1/(fm+fixz); o koNncentracni deformacni faktor matrice (Mori-Tanaka)
Ai=z/(fm+fixz); % koncentracni deformacni £aktor inkluze (Mori-Tanaka)
To korvtrola: fm¥*Am + Li¥Ai - | = O

GeffI=fm*Gm*Am-+fi*GiO*Ai; %o alaoritnicka efektivni tuhost
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61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

gam=0;
del__gam=0;
gam_ p=zeros(1,M);
gam_ n=zeros(1,M);
dgam_ p=zeros(1,M);
dgam_ n=zeros(1,M);
for i=1:n
del__sgm=f(i*dt,sgm,om)-f((i-1)*dt,sgm,om);
d__gam_ m=dt*psi*dgam_ p’; % prirustek dotvarovani matrice

To koncentraeni deformacni faktory viastniho napeti matrice a inkluze
am=(1-Am)/(Gm-Gi0)*(Gm*d_gam_m);
ai=(1-Ai)/(Gm-Gi0)*(Gm*d__gam_ m);

% kontrola: fm¥*am + fidkai = O

del__gam=(del_sgm-+fm*Am*Gmx*d_ gam_ m)/GefF;
del_gam_m=Amx*del gam-am,

del__gam_ i=Ai*del__gam-+ai;

% kontrola: del__aam - £m¥del__cam_m - fikdel_aam_i = O

del_sgm_m= Gm#(del_gam_m-d_gam_m);
del_sgm_ i=GiO*del__gam_ i;
% korvtrola: del__saw - fmddel_sam_m - fiddel_sam_i = O

dgam_ n=theta.*dgam_ p.+(1-theta)./(dt*G)*del_sgm_ m;
gam_n=gam_ p.+dt*psi.*dgam_ p.+(1-psi)*del_sgm_ m./G;
%o kontrola: sum(@am_Nn-aam_p) + del__sam_m/GmO - del_aam_m = O

dgam_p=dgam_ n;
gam_ p=gam_ n;

gam =gam-+del_gam,;
if ixdt==t(u), ea(u)=gam=1000;
u=u+1;
end
end

% inverzni Laplaceova transformace (homoaenizace metodou Mori-Tanaka)

function[Y]=F_p(p,sgm,om,fm,Gi0,GmO0,G,tau, KmO0,M)

F=sgm*om./(p."2+om"2); % Laplaceuv orraz zatezovadi funkee

fi=1-fm, %o funkece inviapm muze mit jen 9 parametru

Jm_d=1./(p*GmO0) ...
+1./p.*(1./(G.*tauw)*(1./(p*ones(1,M)+1./(ones(length(p),1)*tau)))’)’;

Jm_ v=1./(p*Km0);

Ji_d=1./(p*Gi0);
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LICHOBEZNIKOVE ZATIZENT: mb-lich.m

87 Beta_m=6*x(Jm_ d+2+*Jm_v)./(5%x(3*Jm_ d+4*Jm_ v));

ss Jeff _d=(fm+fi.*(1+Beta_m.x(Jm_d./Ji_d-1))."-1) ...

89 J(m./IJm_d+fi./Ji_d.*x(14+Beta_m.*x(Jm_d./Ji_d-1)).”-1);
90 Y=p.xJeff_d.xF;

91 end

92 pol=0;

93 tol=1le-12;

94+ Lt=invlap('F_p’,t,pol,tol,sgm,om,fm,Gi0,GmO0,G,tau, Km0,M)*1000;
95

9% o vysledne hodnoty orOuU alaoritmu

97 [t £(t,sgm,om) Lt ea’]

H.4 LichobéZnikové zatiZzeni: mb-lich.m

1 %% Materialovy Bod (pri lichoreznikovem zatizeni)

3 % Heavisideova funkce
4 function H=H(t,t0)
5 if t<t0, H=0;

6 else H=1;
7 end
s end

10 % parametry modelu

11 E0=21.04; %o [GPa]

12 E=[1911 747 404 105]; % [GPa]
13 tau=[0.1 1 10 100]; % Ldenl]

14 M=length(E); %% pocet clanku

16 % zatezovaci funkece (t oBlast)

17 sgm=>5; %o LMPa]
18 t1=10; %o Ldenl
19 t2=60; %o Ldenl
20 t3=70; o Lden]

21 function y=f(t,sgm,t1,t2,t3)

2 y=sgm*(t/t1-(t-t1)/t 1xH(t,t1)-(t-t2)/(£3-£2)*H(t,t2)+(t-£3) /(£3-t2)*H(%,t3));
23 end

24

25 T vektor casu pro vyhodnoceni £(t)

26 t=(0:1:100)’; % Ldenl

27 t(1)=0.1;
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

70

o 2atizeni

for i=1:length(t)
load(i)=£(t(i),sgm,t1,t2,t3);

end

T presne analyticke reseni: deformace v case t lle-L]
for i=1:length(t)
as(i) = sgmx* ...
((1/(E0*t1)*t({)+sum(l./(E*xt1) ...
A#(t(i)-tauttau.xexp(-t(i)./tau))))
- (1/(EO*t 1) *(t(D)-t1)+sum(1./(E*t1) ...
A (t(D)-t1-taut+tau. *exp(-(t(1)-t1)./tau))))*H(t(1),t1) ...
- (1/(EO*(£3-t2))* (£ (1)-t2)+sum(1./(Ex(t3-t2)) ...
A(t(E)-t2-tauttau. xexp(-(£(i)-t2)./tau))))*H (£ (1),t2) ...
+ (1/(E0*(£3-t2))*(t(i)-t3)+sum(1./(Ex(£3-t2)) ...
A(t(1)-t3-tauttau. xexp(-(£(i)-t3)./tau)))) *H(t(i),t3))*1000;
end

o exponencialni alaoritmus

n=10000; o pocet kroku

dt=100/n;

u=1;

theta=exp(-dt./taw);

psi=tau.*(1-theta)./dt;

eps__p=zeros(1,M);

eps__n=zeros(1,M);

deps_ p=zeros(1,M);

deps_ n=zeros(1,M);

for i=1:n
del_sgm=f(i*dt,sgm,t1,t2,t3)-f((i-1)*dt,sgm,t1,t2,t3);
deps_n=theta.*deps_ p.+(1-theta)./(dt*E)*del_sgm;
eps__n=eps_ p.+dt*psi.*deps_p.+(1-psi)*del_sgm./E;
deps__p=deps_n;

eps_p=eps_n;

if ixdt==t(u), ea(u)=(f(i*dt,sgm,om)/EO0+sum(eps_n))*1000;
u=u+1;

end

end

% inverzni Laplaceova transformace

function[Y]=F_p(p,sgm,t1,t2,t3,E0,E,tau,M)

F=sgm/tl.x1./p."2-sgm/t1.%1./p."2.xexp(-t1.%xp) ...
-sgm/(t3-t2).%1./p."2.xexp(-t2.xp)+sgm/(t3-t2).*1./p."2.xexp(-t3.*p);
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OVERENT SPOLEHLIVOSTI FUNKCE invlap.m: IL-vs-GS.m

72 J=1./(p*E0) ...

73 +1./p.*x(1./(E.xtau)*(1./(p*ones(1,M)+1./(ones(length(p),1)*tau)))’)’;
74 Y=p.*J.*xF;

75 end

76 pol=0;

77 tol=1le-12;

78 Lt=invlap('F_p’,t,pol,tol,sgm,t1,t2,t3,E0,E,tau,M)*1000;

79

80 T aBsolutni chya OBOU alaoritmu oproti analytickemu reseni

s1 [t load’ as’ Lt-as’ ea’-as’]

H.5 Ovéfenispolehlivosti funkce invlap.m:IL-vs-GS.m

1 %% Casticovy kOmpOZit pri cistem smyku (inviapm vs. cavstehm)

3 % parametry modelu

4 fm=0.8; %% podil matrice (viskoelasticka)

5 fi=1-fm; Yo podil inkluze (elasticka)

¢ Ei0=386; % [GPal

7 Em0=21.04; % [GPal

s E=[9902 3841 1911 747 404 105]; %% [GPal

9 tau=[0.001 0.01 0.1 1 10 100]; % Ldenl

10 M=length(E); % pocet canku (matrice)

11 nu_m=0.4; To Poissonuv soucinitel matrice

12 nu_i=0.41; % Poissonuv soucinitel inkluze

13 Gi0O=Ei0/(2*x(14+nu_1i)); To LGPa] stykovy modul pruznosti inkluze (elasticka)

14 GmO=EmO0/(2*x(1+nu_m)); % [GPal smyk. modul pruz. (O—teho clanku matrice)
15 G=E/(2*(14+nu_m)); % [GPal smykovy modul pruznosti viskoelastickych clanku
16 Km0=2*GmO*(1+nu_m)/(3*(1-2*xnu_m)); % [GPal orjemovy modul pruznosti
17

18 % zatezovaci funkce

19 sgm=>5; % [MPal amplituda smykoveho napeti

20 om=pi/100;

21 function y=f(t,sgm,om)

2 y=sgmx*sin(omx*t);

23 end

24

25 T vektor casu pro vyhodnoceni £(t)

2 t=linspace(0,100,9)’; % Ldenl

27 t(1)=0.1;

28
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29 % inverzni Laplaceova transformace (homoaenizace metodou Mori-Tanaka)
30 function[Y]=F_ p(p,sgm,om,fm,Gi0,Gm0,G,tau,Km0,M)

31 F=sgm*om./(p."2+om"2); % Laplaceuv oBraz zatezovaci funkce
32 fi=1-fm; %o Punkee inviap.m muze mit jen 9 parametru

33 Jm_ d=zeros(size(p));

34 for ii=1:length(p)

35 Jm__d@iD)=1./(p(ii)*Gm0);

36 for jj=1:M

37 Jm_ d@(D)=Jm_ d@i)+1/(GGj*taujj) *p G *(pEi)+1./tauliid));
38 end
39 end

20 Jm_v=1./(p*Km0);

a Ji_d=1./(p*Gi0);

2 Beta_m=6*x(Jm_ d+2+«Jm_v)./(6x(3*Jm_ d+4*Jm_ v));

i Jeff d=(fm-+fi.*(1+Beta_m.*(Jm_d./Ji_d-1)).”-1) ...

44 J(m./IJm_d+1fi./Ji_d.x(1+Beta_m.*(Jm_d./Ji_d-1)).”-1);

45 Y=p.*Jefl_d.*F;

46 end

47 pol=0;

48 tol=1le-12;

19 L=22;

50 for v=1:length(t)

51 tv=t(v);

52 IL(v)=invlap(CF_p’,tv,pol,tol,sgm,om,fm,Gi0,GmO0,G,tau, Km0,M)*1000;
53 GS(v)=gavsteh('’F_p’,tv,L,sgm,om,fm,Gi0,Gm0,G,tau, Km0,M)*1000;
54 end

55

56 %o vysledne hodnoty OBOU alGoritmu

57 [t £(t,sgm,om) IL’ GS’]
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