
VOLNÉ KROUCENÍ MASÍVNÍCH PRUTŮ 
 
Geometrické předpoklady 
-pootočení průřezu jako tuhé desky 
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0=
∂
∂

+
∂

∂

zy
zxyx ττ

 



+    pro  .konst=Θ
 

,0=
∂

∂

x
xyτ

       
0=

∂
∂
x
xzτ

 
 

VNITŘNÍ SÍLY 
 

( )∫ −=
A

xyxzx dAzyM ττ
 

 
 
 



DEFORMAČNÍ METODA 
 
Délková hustota potenciální energie při konstantním 
kroucení  
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Po dosazení a úpravě 
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Nalezneme minimum funkcionálu 
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Integrací per partes posledního integrálu bude  
 

=



























∂
∂







 +
∂
∂

+







∂
∂









−

∂
∂

Θ ∫
A

dydz
z

y
zy

z
y

G ψδψψδψ2

 

( )












 −−
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

−Θ ∫ ∫
A

dsyz
n

dydz
zy

G δψααψδψψψ sincos2

2

2

2
2  

 
 
 



Musí tedy platit pro libovolné Θδδψ ,  
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Z vyjádření okrajového momentu zavedeme 
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Integrál 
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ze kterého plynou diferenciální podmínky rovnováhy a 
napjatostní podmínka na okraji vyjadřuje podmínku 
minima Ik. 



Pro znalost Ik tedy musíme zjistit průběh ψ  po 
průřezu. 
 
Aproximace 

Nr=ψ  
 
N…řádková mat. bázových fcí 
r…sloupcový vektor uzlových posunů 
 
Po dosazení apxce do podmínky minima Ik dostaneme 
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Vyřešíme soustavu 

RKr = ´ 
a vyjádřené apxce dosadíme do vzorce pro Ik . 
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Z rovnice 

MIG K =Θ  
 

určíme   a vyjádříme napjatost v průřezu Θ
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Matematická podobnost rovnic  
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PVp-obecný princip rovnováhy-podobně –dostaneme 
stejné matice tuhosti pro prvek podloží i pro prvek 
krouceného průřezu. 
 



SILOVÁ METODA 
 
Funkce napětí Φ  
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Nechť je dán Θ  
 
Pak komplementární energie prutu 
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Zavedením                     Θ
Φ

=Φ∗

G  
 
 
Moment tuhosti            ∫ ∗Φ=

A
K dAI 2

 
Vyjádření variace funkcionálu pomocí ∗Φ  
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Aproximace 
βN=Φ∗

 
 

N…řádková matice bázových funkcí 
β …sloupcový vektor uzlových hodnot ∗Φ  
 
Dosazením do variace získáme 
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Napjatost 

        βτ
z
NGxy ∂
∂

Θ=  ,           βτ
y
NGxz ∂
∂

Θ−=    

 
Porovnání 

KKK III
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…kompatibilitní model tužší než skutečná kce 
…rovnovážný model měkčí 
 
 



Příklady 
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Př.2 
 
Položíme                    ( )zyg ,α=Φ  
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