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Integralni definice vnitfnich sil na prutu
o Slozky napéti v prurezu prutu
O-x< :O-)3 Txy’ TXZ

 Vnitfni sily v prafezu prutu

N,V,,V,, M ,M,M,

 Vnitrni sily - vyslednice napéti
N=[oda M=
4 4

Vyzu T. dA Myz°

Xy
A

A
v,=|[ 7.dA M,=|[ —o,ydA
A

szy—Txyz)dA

o,zdA

v

A
N ... lah/tlak
M ... Krouceni
V,V,M,M .. Ohyb
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Nezavislost tahu a ohybu pro obdélnikovy prurez

» Soucasne protazeni a ohyb obdélnikového prurezu
e(x,z)=¢e(x)+k, (x)z A

|
o(x,2)=Ee(x,2)=Ee,(x)+ Ek,(x) 2 460
h2 bl2
N(X): f f O'X<X,y,Z>dJ’dZ: h
—h/2 —b/2 X
h/2 h/2 — —
:Egs(x)b f dZ-I-EKy<X)b f zdz= b k/\ ;
—h/2 ~h/2 'y ZV
=Ee¢ (x)bh Tah Ohyb o
h/2 bl2 dr
M, (x)= Z0,\X,Y,Z dydz= dy
y< | —!/2—!/2 X< y.z)dy ~__  Jfo.lxy,z)
h/?2 h/?2 h
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Nezavislost tahu a ohybu pro obecny prurez

N(x):ff o.(x,y,z)dydz=

:Ees(x)ﬂ dydz+EKy(x)ﬂ zdydz=EA ¢ (x)

— ~— ~ —
A S,=0

y

My(x)zﬂ zo,(x,y,z)dydz=

:Egs(x)ﬂ zdydz —I—EKy(x)ﬂ szde:EIyKy<X>

- - — —

~—

S,=0 I

* Protoze osa y vzdy prochazi tezistem, je staticky
moment roven nule

Sy:ff zdydz=0
A

- Proto N, nezavisi na krivosti a M, na protazeni strednice



Zpusobuje moment M, zaroven i moment M,?

* Pro obdélnikovy prurez

e(x,z)=¢e(x)+Kk (x)z

o(x,z)=Ee(x,z)=E&(x)+Ek, (x)z

hi2 b2
M,(x)=— ]
—h/2 —b/2
hi2 [ b/2
z—f o(x,z) f ydy

—h/2

Ex,(x)z

| —b/2

— —

S, /h=0

| yo(x,y,z)dydz=

dz=0

dz

_>O-X(X’y’z>




Zpusobuje moment M, zaroven i moment M,?

« Pro obecny prurez

£(x,2z)= ( )+K,(x) z
o(x,z)=Eé&(x,z)=Ee(x)+Ex,(x)z

MZ<X):_JL yUx<X:y,Z)dde:

A

=—Ee (x) fydydz—EKy(x)ﬂ yzdydz=—ED , k (x)

- — g

~—

S.=0 D

yz

» Pfi nenulovem deviacnim momentu D , (tj. osa y neni

hlavni centralni osou setrvacnosti) dojde pfi ucinku
momentu M, zaroven ke vzniku momentu M, a krivosti .

Tento stav se popisuje jako sikmy ohyb. Zaroven
dochazi k odklonu neutralni osy od osy y.



Kinematika premisteni prufezu v roving xy
« Deformace segmentu prutu

ﬁ Neutralni osa
T YA z—
v /4 dX
V \z
P V <

Pfed deformaci  Po deformaci




Geometricke rovnice pro ohybany prut

Ohyb v roviné xz
(okolo osy y)

dw
@y:—a
:d(Py
Y dx
p :_dzw
y dXZ

K

Ohyb v roviné xy
(okolo osy z)

_dv
CPz—d—X
_dop,
2 dx
_d’v
Codx’

K

K

Neutralni osa

= %

)
<<
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Deformace, napéeti a momenty pro ohybany prut

Ohyb v roviné xz
(okolo osy y)

Ohyb v roviné xy
(okolo osy z)

e(x,y)=—k,(x)y
(x y) —Ek,(x)y
HU (x,z) - ydydz




Vnitrni sily na ohybaném prutu

Ohyb v roviné Xz (okolo oSy y) Ohyb Y roviné xy (okolo osy z)
c(x,z) =—K,(x)y

N

Slozeny (Sikmy) ohyb
£(x,y,z)=k (X ) K,(X)y
0,(x,y,2)=E&(x,y,2)= y< x)z—Ex,(x)y
M, (x)= fO'X(X,y,Z>°Zdde:EKy(X f z2dA—EKZ(x)-ff zy dA

A

.-

D,
HU (x,y,z) ydydz=—E«k | ” zydA+Ek ( )-ffysz
A A

A
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M (X)=EI « ,(x)~ED,,k,(x) D” )

y y Yz 'z

M ,(x)=—ED i, (x)+ELx,(x)

4
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Tontiho diagram pro slozeny ohyb

Premisténi
v(x),w(x)

-

Pretvoreni

K, (x),K,(x)

(Elyw"-l-EDyzv")":f
(ED,w"'+ELv'")"=f (x)

Geometrické rovnice

M EIK—EDK

yz' 'z

M ——ED K, ,+EI K,

yz 'y
Materialové rovnice

Vnegjsi sily

fy(x),f,(x)

Statické rovnice T

M,"=—f,(x)
M,""=f,(x)

Vnitrni sily
My<X))MZ<X)
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Vypocet napéti tah/tlak + ohyb k libovolnym osam

M (x)=EI k (x)—ED ,k,(x)

vz z

M, (x)=—ED k (x)+EI k (x)

z yz*y
M|_.[ 1, -D,l[k| [k|__ 1 I, D, {Myl
- 1Kl :
M, |-D, I, ||, |k| E(,1,-D2)|D, 1, |M,
0. (x,y,2)=Ee (x)+Ek (x)z2=EK,(x)y
M,I+M,D, M, +M,D
O_X(X,y,z>:N+ — - YZ,Z_ — > yz'y

2 2
A I11,-D, I,I,-D,
Obecny vzorec pro vypocet napéti k libovolnym centralnim
osam setrvacnosti. Vzorec obsahuje vliv tahu/tlaku a vliv
ohybu od momentu M a M,
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Rekapitulace

« Tah/tlak a Sikmy ohyb k libovolnym centralnim osam

M I +M_D M1 +M D
IyIZ—D_ IyIz_Dyz

) /4

- Tah/tlak a ohyb k hlavnim centralnim osam (D =0)

M M
Ux(x,y,z)=N+ Y. =

yk/ \Z A Iy Iz

AR

4

Y
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Zobrazeni napéti pfi Sikmém ohybu
Ohyb M, Ohyb M,

Si IVIP
g

65.0
0.00
-65.0
-130.

Ohyb M, + M,

,f Neutralni osa

g OOFCM.OPC ..



Smér a sklon neutralni osy

* Neutralni osa a paprsek zatizeni tvori sdruzené prumery
elipsy setrvacnosti

* Pri nulové normalove sile prochazi neutralni osa vzdy
tézistém prurezu

J.
~
fZ‘ I N
Y Y |
VAN K
ANE.
Yy i
Obecnd rovnice napéti > N\
o.(x,y,z)=a+by+cz ~

Sklon neutralni osy i pri nenulové normalové sile
O=a+by+cz

_z _—b
tan @ —; — T
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Priklad - sikmy ohyb
UrCete prubeh o, v nejvice namahaném prufezu konzoly

F=10kN  Alt. 1 - feSeni v hlavnich centralnich osach
£=3kN/m
A ¥ Y _ Lo ———
; I, 36bh —1.125e-4 m" I, 8hb —3.375e-4m"
o —Myz—MZ
x Iy IZ y

 _-18385 _ 18385
x~ 112504 337504
o =—163.42 7 —54.47 y [MPal

tan ="~ = —54.47
Y=y T 16342

p=—18.43°

g MO0 =93 11[MPa]

/ \ O_)]?[-0.2121,0.0707] — OO [MPH]
M, « 0.3 m o M, o PHHII=_23 11[MPa] A ~
1, .2
M:§3-2 +10-2=26 kNm
45°
M ,=26cos 45° M ,=-26sin45

=18.385kNm =—18.385kNm y



PFiklad - Sikmy ohyb

Alt. 2 - feSeni v centralnich osach y, z

0.3 m —_ _

< > M ,=—26kNm, M,=0kNm

_ _L 4__ 4

M;z A I;Z—IZ—36 0.3'=2.25e-4m
— < & 1 ) .
- oo, D,=--0.3"=1.125e-4m

o 72
MI+MD,_  M,]I+MD,_
A O T S R S
vz vz Yz yz*

o.=—154.07 z+77.04 y [MPa]

Z 77.0 0
tanp=2=""2_" $=266
ATV R

oM =23 11[MPa]
o1 =0,0[MPa]
o 0= _23.11[MPa]

X




Kombinace tlaku s ohybem — excentricky tlak

[———>]
N =—F
A
M =—Fz
N Y ¢
M,y | M,=Fy,
TR = M M F —Fz
ny O‘XZN—I— Y.y T2y — 4+ .2CZ—
F ¢ J_ A Iy Iz A Aly
__F ZCZ ycy
Vz —7 1+ 1 + 1'2
¥ M

Excentricka sila F pasobi v tlakovém centru [y, z]

Excentricka sila F je rovhobéezna s osou x
Hlavni centralni osy setrvacnosti y, z
Excentricka sila F vyvola vnitrni sily N, My, M
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Kombinace tlaku s ohybem — neutralni osa

% ZZ Y.y
kY _ c C
_’2)\3 Y O=1+—+—
zN:Z—ICy \\ ly lz
\ 2
L : ': ;“ Ny _— lZ
zc y:__’?\' z=0 — Y=Yn—"—
x ...... R Ye
Y, i .2
F _y_ ly
\ y=0 - z=z,=——
\' Z
V2 “ N.O. C

« PrusecCiky neutralni osy s osami y, z se vyuziji pfi
konstrukci jadra prurezu




Priklad — urCete prubéh napéti v paté sloupu

F=50 kN NX = —50 kN
'y M ,=—50-0.1=—5kNm
b M,=50.021-10-3%/2=-34.5kNm
= N M, M, _ —005 ., —0.005 —0.0345
Z £ O, =——+t—"2— Y= + Z— y
4= E AT, T, 7 156e—2 26925 411724
Ll x ——3.205—185.72+83.8y
< A
. | y 270, 0=-3205+838y,, y,=38 mm
= 777777 y=0, 0=—3.205—185.7z,, z,=—17 mm
o Ttancp:ﬂ, p=24.3"
Nl 185.7
f o
—p | <— =
y T Pg .
ST -
~
2 2 .
0 380 2 [mr(r)]] K& y /“/_,‘
A=1.56e—2 m ‘ — o 0201 =39 86 [MPal]
I,=2.692e—5 m" T g B0 — 39 97 [MPa]

[ =4.1172¢e—4 m* Ve L
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Jadro prurezu

Jadro prurezu je oblast vsech tlakovych center, pro ktera
v zadném bodé prufezu nevznika tah.

Obecne vilastnosti jadra:

vV Vv

Jadro je vzdy konvexni
Tlakovému centru na hranici jadra odpovida neutralni
0sa, ktera je techou k obrysu prurezu

Prima Cast hranice jadra odpovida vrcholu hranice
prurezu

Prima Cast obrysu prurezu odpovida vrcholu hranice
jadra
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Pfiklad — urCeni jadra prurezu

N
~
=

N9

AN

Vz

Yn=Tr, Zy—0

N.O.1 .2
:
Y= - 4
YN 4

.2

Ly

z,=———=0
Zy




Priklad — uréeni jadra prufezu

ﬁk
2 A
y
< 7 <
[b/6,0] |y =y—c
Y
Vz i
I
N.O.
..... " _
i 7 Yn .
X
[0,h/6]
Vz

—b
Z 7 —_
0=1+-20 42 INT Ty AT
A 2
7 I h2 V. =— 'z :2
|- = y: C y 6
"TA 12 a
I 2 Ly
1 — Z:b ZC___y_O
A 12 Zy
bl6
e h
YN—T7 7 0, ZNZE




Poloha neutralni osy

1y
---,
]

'}
‘—
Y
.
y /> y
< ’ <
\ kY
\
5 ’\ 5
N.O.
P ‘\_
V z ’

24



Konvexni obal jadra prurezu

Y é/

<\

e

----- == 5NLO.
\
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Vyuziti jadra prurezu ve stavebnim inzenyrstvi

* Pro materialy s nizkou pevnosti v tahu (zdivo, malta) je
vyhodné vyslednici zatizeni ponechat v jadfe prufezu

o

ZatiZzeni klenby

Y

Sl

Vyslednicova Cara lezi
v oblasti jadra prufezu,
v klenbé nevznika tah

Oblast jadra

Zatizeni stro

Tiha stfechy

v

pu

'

Oblast jadra —

Zatizeni stropu

—

'

Zatizeni vétrem

HEEESEEEEEN EEEEEEEN N EEEEL BN

s
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UrCete mezni zatizeni pro elasticky stav, f,=+400 MPa

N.O.

y
s
S|t
Al
\/
e
b NL
AN
4 m -]
o T
- Lo
F Y l
—=r
|
|
:VZ A
50 1200 50
— l [mm]
383.4MPa I

2.

@

400 MPa

« @ Z@A

[T —— |

2F

F TF
Yo 2
A=2-5-30+5-20=400cm°=0.04 m°

I :1—12(0.34—0.25-0.23):5.08333e-4m4

VA

o _F oF (1 Zy)

= — =F| ——
oA 17T 2a T
Nejmensi sila F bude dosazena pfi nejvétsi zavorce, y=-0.150 m

F= 400e+3 —663.7 kN

1 2:(-0.15)
2:0.04 5.08333e-4
o,=—83—2611y

Z
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565
>

800

150

735

> <

400

[—>

A=0.4m"

1,=0.083643 m"
i*=2.09108e+5mm"

y

1,=0.010358m*
i>=2.5895e+4 mm”

UrcCete jadro prurezu

°N.O.
i
- 1.--."N.O.
4 L:
A !
2 H
!
1 3N.O.
I
1 [}

i
'.--L.,

Z

O

Vyuziti symetrie

D yy=—, Z,=-—565 mm

.2 .2
1

i
~=0, z,=——=370 mm
YN Zy

Ye=7

: yy=—400 mm, zy—©

y.=65 mm, z.=0

. yy=—334 mm, z,=1835 mm

y.=78 mm, z.,=-114 mm

D Yy=—0, zZy=735mm

y.=0, z,.=—285 mm
28



Otazky

1. Definujte vnitrni sily v prutu jako vyslednici normalovych a smykovych
napeti.

2. Pri jakém ohybu a okolo ktere osy dochazi ke vzniku nejmensich
normalovych napéti po prurezu?

3. Kdy dochazi k Sikmému ohybu na prufezu? Jaky je jeho vztah k hlavnim
centralnim osam setrvacnosti?

VVVVVVVV

pro prosty i Sikmy ohyb? Co zpusobi normalova sila v prubéhu napéti?
5. Co je excentricky tlak? Jaké vnitfni sily vznikaji?
6. Definujte jadro prurezu. Jaky je jeho fyzikalni vyznam? Obsahuje jadro
prufezu?
7. Odvodte vrcholy jadra prurezu pro trojuhelnikovy prurez.
Jaky je vztah mezi vrcholy jadra prurezu a polohou neutralni osy?

9. Co muze nastat, pokud se vyslednicova Cara klenby dostane mimo
oblast jadra? Pro¢ se snazime tomuto stavu zabranit?

Created 03/2011 in OpenOffice 3.2, Ubuntu 10.04 by Vit Smilauer.
Podekovani patri zejmena M. Jiraskovi za inspiraci jeho prednaskami.
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