Princip virtualnich praci (PVP)
e ZatéZzujme pruzinu o tuhosti k silou F
K F
[

F=ku

%Fﬁ

o Energie pruzné deformace W__ (skalar) je definovana jako soucin konstantni sily

a posunu. Protoze se zde sila béhem posunu méni, je nutné provést integraci po
draze zatizeni

W=W, =W_=[0Fdi=[} Fdu=[j kudu=5ku’=2Fu [J=Nm|

» Zde je sila vzdy v rovnovaze s uinkem pruziny, vn€jsi prace sily je shodna
s vnitini energii pruziny. Na rovnovahu lze tedy pohlizet také energeticky.

*V PVP zavadime virtudlni veli¢iny. Virtudlnim posunem ou rozumime velmi
maly (infinitezimalni) posun, ktery neni v rozporu s vazbami soustavy. Virtudlni
posun nezavisi na skuteCném zatizeni F.

* Virtudlni sila OF je myslena (fiktivni) sila, kterou libovolné umistime na
soustavu. Virtudlni sila nezavisi na skuteCnych posunech soustavy u.
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* Podle vypoctu virtudlni prace OW rozeznavame dva principy

— Princip virtualnich premisténi (PVp, Lagrangetv princip), prace
skute¢nych sil F na virtudlnich pfemistégich du’

Tuhd télesa oOSW=F-61

Pruind €lesa 5W =], 5u' FdI+[,5u"bd Q- [, 66" 0d

Vnéj§f virtualni préce Vnitini virtualni pr ace

* PouzZiti: metoda konecnych prvki, deformac¢ni metoda, kinematicka
metoda vypoctu reakci staticky a kinematicky urcitych soustav

— Princip virtualnich sil (PVs, Castigliantiv princip), prace virtudlnich sil
na skuteCnych premisténich

SW=u6F

* Pouziti: vypocet pretvoreni konstrukci, silova metoda

Nema fyzikdlni vyznam —
virtudlni sily 1 posuny
vSak mohou byt libovolné

* Pro tuh4 télesa lze skuteCnou a virtualni praci zapsat ¢
W+5W=(F+8F)-(i+61)=F-U+F-6Ui+u-§E+5F-51
——  — i

Skute¢na sila / U4 / oW \

Skutec¢né piemisténi (nulové u  Skute¢na sila Skute¢né piemisténi 2
staticky urcitého podepfeni) Virtuélni libovolné pfemisténi  Virtudlni libovolna sila



* Déle uvazujme PVp na tuhych télesech. Libovolna virtudlni pfemisténi ou na
skuteCnych silach F vyvolaji virtudlni praci oW = F-81i. Je nutné vytvorit
kinematicky neurcitou soustavu, aby virtualni premisténi nebyla v rozporu s
vazbami. Postupujeme stejné jako u vypoctu reakci — zruSenou vazbu
nahradime silou

ou

SW=F 5u,

* Pro volnou tuhou desku v roviné€ 1ze virtualni pfemisténi popsat

- Posunutim du bodu O — O' (i jakéhokoli jiného bodu na tuhé desce)
=

X

du=(éu;ou)




— Pootocenim 0 ¢p vzhledem k bodu O' (A' — A")

X
= = 1.

AH

O ou Z.=T.COSY, | malé rotace:
—r.0@siny.= op—0
7\ —X, 0 SINOP=90¢@
1% o coso p=1
5 ,Yl o R A" T,0pCOSY,=Z 0@ tan 8 p= 0
5.
* Celkové virtudlni premisténi A - A' > A"
rovina zobecnény prostor
ou, . =ou +z0Q 0Ou, =0u +Z,0p ~Yy,0Q,
ou =ou —X0Q 5uiy=5uy-|—xi5(pz—zié(pX
/ \ 0u,=0u,+y,0Q —X 0@,

7. daného posunu 7. daného natoCeni



Virtualni prace sily

e Pokud v bod¢€ A pusobi sila Fi= (F._ ; F ) pak pri virtualnim pfemisténi (posunu

a rotaci) vykond virtudlni praci oW,

_>
'
F 1

e Virtudlni prace sily 1_51 vztazené k bodu O vektorové
SW,=F, su +F,du, =F01,
=F 6u +F 6u+(F z-F x)8¢ | =F-00+(F;xF,):6
=F. §u +F. 6u+M, 5 =F-§0+M,-8
;m na virtudlnfm posunu/ f Moment od sily na virtudlnim nato&eni

Moment k O ! (W od natogent je stejni od F' k bodu O' jako od F k bodu O)
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Virtudlni prace soustavy sil a momenti na tuhé uvolnéné desce

* Pro soustavu sil a momentt vyuzijeme principu superpozice

SW=XsW +X6W,'=X
1 ] 1

Fixaux+FiZ5uZ+M2i5<p)+JzMg“jacp:
=F,_Su+F,_6u +M, 6@

* Pro prostor lze zobecnit

- —_—

SW=F -50+M,6p



Princip virtualnich pfemisténi

e Uvazujme soustavu sil a momentl na tuhé desce, kterd je v rovnovaze
Frx — Z Fix = O
F,=YF,=0
MOr = Z MOj = O

J

* Pak virtudlni prace pro libovolné virtualni pfemisténi je nulova

SW=F Su +F_&u +M, 5¢p=0

Princip virtudlnich premisténi:
Virtualni prace rovnovazné soustavy sil pusobici na tuhé téleso je pii libovolném
virtudlnim premisténi télesa nulova.

Princip virtudlnich premisténi (alternativni formulace):
Soustava sil pusobici na tuhé téleso je v rovnovaze praveé tehdy, je-li pii virtudlnim
premisténi tuhého télesa vykonana virtudlni prace nulova.




* PVp lze odvodit 1 z vynasobeni podminek rovnovahy virtualnimi premisténimi

5uX(Z Fix):O

6uy(§ F,|=0

5<p(z M,,|=0
J

* Piimym dusledkem PVp je splnéni podminek rovnovahy. PVp (i PVs)
vyjadiuje energetickou formulaci, tj. zdkon zachovani energie.

* Vyznam PVP je zejména u poddajnych téles, kde umoznuje ziskat jejich
premisténi a doplnit chybéjici podminky (napf. pietvarn€) k podminkam
rovnovahy na staticky neurcitych soustavach.

* PVP je vyuzivan pro pfiblizné uréeni neznamych sil. Pfi ur¢ité aproximaci ou a
neznamych F (plynouci z napéti a z deformaci poddajnych téles) je mozné
splnit energetickou formulaci 1 tehdy pokud nejsou splnény podminky
rovnovahy v kazdém bod¢ konstrukce ale pouze “v pruméru” (tzv. slabé
feSeni). PVP je tedy obecnéjsi princip, kdy aplikace ve formé PVp je zndma
jako metoda kone¢nych prvki, kterd je snadno algoritmizovatelnd, pfiblizna a
za ur¢itych podminek je dokdzana konvergence k presnému feseni.




Aplikace PVp na pripad rovnovahy

* Zjistéte pomoci PVp zda jsou uvedené sily v rovnovaze

0 @ se povazuje za nekoneCné malé,
neovlivni tedy polohu sil vlivem
nato¢eni (odpovida predpokladiim
nulovych deformaci tuhych téles)

- L/2>’< L/2>|

Vypocet 6 W ze soucinu virtualni posun Xsila
SW=Ls@F-=6p2F=6¢ (LF-32F)=0

\\ J - ~ —
momentovd podm. rovn.

Vypocet 6 W ze soucinu virtudlni otoCeni X moment k O
SW=6@pLF-8p=2F=6¢ (LF->2F) =0

. / N— —
~—

momentova podm. rovn.

* ProtoZe 0 @ miiZe byt libovolné, je momentova podminka rovnovahy splnéna

e Pozn. sila F muzZe zndzornovat i reakci k sile 2F a naopak



Rovnovaha na kladce

* Ovérte PVp rovnovahu na kladce

50 O Vypocet 6 W ze soucinu sila X virtualni posun
SW=Féu—-Gsu=06u(F—G)=0
F=G
Vypocet 6 W ze soucinu moment k OX virtudlni otoCeni
Su § SW=Fr6p—Grép=8pr(F—G)=0
G F=G
Y Iﬁu
F
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Pomoci PVp urCete moment M, ktery je v rovnovaze se zatizenim

/™ §ulcos30°

o u/2cos30°

F=5 kN

3 cos 30°

>

Alt.1
§W=M=>*~3c0s30°F-—"==0
SW=6u(=—%)=0

M =%-=250Nm

Alt.2

5W:%6u—Fcos30° L _—()

2c0s 30
SW=6u(=-=)=0
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Otazky

e Které dva principy plynou z PVP ?
* Co je pfimym duasledkem PVp ?
* Lze ulohy rovnovahy fesit PVp ?

e Jak velké mohou byt virtualni posuny a natocCeni, 1ze urcit libovolné jejich
velikosti ?

* Cemu se rovna virtualni prace kinematicky urcité podepieného tuhého télesa ?

* Pro¢ musime uvolnit alespon jednu vazbu pfi vypoctu virtualni prace na
kinematicky urcitych soustavach ?

* Lze PVP resit 1 staticky neurcité konstrukce ?

* Obsahuje virtudlni prace v PVp silové 1 momentové prispeévky ?

* Jaké jsou jednotky virtualni prace ?

e Kolik virtualnich posunuti a nato¢eni ma smysl definovat na tuhé desce ?
* Kolik na tuhém té€lese v prostoru ?
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